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Proélogo

Pienso mucho en la muerte. Como matematico, me sorprende su universalidad: todos
corremos la misma suerte. Es curioso pensar que todo lo que soy, todo lo que aprecio
y todo lo que veo, inevitablemente llegara a su fin. Todo lo que toco sera reducido a
atomos cuando la suficiente cantidad de agua pase por debajo del puente. Algin dia
alguien pronunciara mi nombre por ultima vez y luego todo sera vacio. Por mas empeno
que yo dedique en vida a ser recordado, ese momento llegara tarde o temprano y todo
habra sido en vano. Hasta las insoslayables leyes de la fisica de nuestro universo se
chocaran la una con la otra cuando todo se colapse sobre un punto. Cualquier sentido de
proposito es derrumbado por la idea de esta singularidad. Todo corre la misma suerte.

Al momento de escribir esto tengo 21 anos de edad. El dia de su muerte, él habia
vivido solo 20. Hablo de Evariste Galois. Estoy seguro que Evariste penso en la muerte el
29 de mayo de 1832. Al dia siguiente estaba citado a un duelo a muerte con un capitéan
de la guardia. Nunca se supo el motivo. Lo que sabemos es que ese joven valor6 mas su
honor que su propia vida, y al dia siguiente muri6 a causa de las heridas contraidas en ese
combate. Estoy seguro de que esa noche pensé mucho en la muerte. De tanto pensar en
la muerte, su mente brillante encontroé la solucion. “No todo corre la misma suerte” habra
pensado. Pues recordé que él era matematico: “La suma del cuadrado de los catetos es
igual al cuadrado de la hipotenusa” dijo Pitadgoras hace milenios. “Pues claro... pero
¢l también sera olvidado” Le respondi yo a Galois. “El si... pero la suma del cuadrado
de los catetos seguira siendo igual al cuadrado de la hipotenusa” me dijo con un gesto
complice. Incluso después de todas las muertes naturales del universo, alld donde dos
catetos se abracen formando un angulo recto el bendito teorema seguira valiendo. El
pudo ver en mis ojos que yo entendi la idea, sonrié6 como no sonrien los condenados, me
estrech6 la mano y se fue diciéndome que tenia que escribir unas cartas. Leyendo los
libros de historia hoy descubro que esa noche escribi6 varias cartas despidiéndose de sus
familiares y amigos pero ademés escribié una para su amigo Auguste Chevallier. En ella
plasmé todas las matematicas que desbordaban de su mente.

Hoy yo tengo 21 anos, me dedico a estudiar matematica y navego entre un hermoso y
vasto mar de materias y asignaturas: algebra, probabilidad, analisis, topologia algebraica.
Recuerdo muy bien la primera vez que lei un nombre propio en el titulo de un libro de
matematica: Teoria de Galois. Ese nombre brillaba tanto como los ojos de Evariste. ;Qué
fue lo que escribio ese joven en la ultima noche de su vida, para que hoy existan libros con
sus teorias? ;Cuantas puertas abrié para que siglos después yo estudie una asignatura
que porta su nombre? La intencién de esta monografia es responder estas preguntas.
Recorrer la increible historia que dio origen al algebra moderna y acompanar a Evariste
Galois en sus ultimas horas mientras se adentra solo en el eterno mundo de los teoremas
matematicos.
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1. Una breve historia del Algebra

1.1. El Tesoro Matematico de los Arabes: el origen del Algebra

La historia de Galois es el capitulo final de una historia mucho mas grande: la historia
del &lgebra. La historia “adulta” del algebra comienza en el siglo IX con un hombre
llamado Al-Juarismi. Al-Juarismi fue un matematico y astronomo persa que vivi6 entre
los anos 780 y 850. De alguna manera, fue quien bautizd al algebra, al publicar un
tratado que llevaba de nombre Al-jebr w’al-muqabala que quiere decir “transposicion
y eliminacion”. Por transposicion (al-jebr) se entiende a la operacion de trasladar un
término de una ecuacion de un lado de la igualdad al otro y por eliminacion (al-mugabala)
la cancelacién de términos iguales en ambos miembros de la misma.

La primera palabra del titulo de este texto, al-jebr, se transformé en dlgebra cuando
fue transcrita al latin. En sus origenes, el algebra trataba del estudio de las operaciones
matematicas de manera general y abstracta. Buscaba reglas y formas de operar con
nimeros independientemente del valor de los mismos, de ahi que se utilicen letras, en
vez de nameros, para representar valores arbitrarios. Las técnicas desarrolladas por Al-
Juarismi sirvieron para resolver ecuaciones del tipo x? + pz = ¢ donde p y ¢ son dos
nimeros positivos, pues estos eran los tinicos nimeros admitidos en aquella época. Esto
significa que para Al-Juarismi, eran muy distintas las ecuaciones de la forma z? = pz +q.

La siguiente persona en pasar al escenario es el famoso matematico indio Bhaskara.
Una considerable parte de los lectores habra tirado estas hojas al suelo luego de leer ese
nombre y recordar las innumerables veces en las que lo maldijeron tras horas de luchar
con la temible formula resolvente:

. —b+Vb? — dac
o 2a '

Pero no teman, queridos lectores, en esta ocasién no seran torturados con una lista de
problemas para aplicarla. Muchos de ustedes quizas logren perdonarla luego de descubrir
la increfble historia que hay detras de ella y de su creador Bhaskara. Este injuriado
matematico vivié entre los anos 1114 y 1185. El principal registro que se tiene de sus
contribuciones proviene de una obra suya titulada Lilavati (‘la que posee diversion’, la
atractiva), un libro de aritmética escrito en versos que lleva el nombre de su hija y esta
dedicado a ella. A continuacion pueden leerse la traduccién de dos de ellos:

Oh, mi querida chiquilla,

si conoces el método de la transicion,
encuentra dos niimeros que sumen ciento y uno
y cuya diferencia sea veinticinco.

Si un idiota presuntuoso

te dice que hay un cuadrilatero

de lados dos, seis, tres y doce,

o un tridngulo con lados tres, seis y nueve,
explicale por qué no existen.

Bhaskara (1114 — 1185)
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En uno de estos relatos encontrado en una traducciéon persa del libro, Bhaskara dijo
que habia estudiado el horéscopo de su hija y predijo que si su primera relacion sexual
no sucedia en el momento astrologico que él prefijara, su marido pronto moriria. Para
impedir esto, una hora antes del momento coloc6é una taza con un pequeno agujero en la
parte inferior de una vasija rellena con agua, colocada de manera que la taza se hundiera
a la hora propicia para el acto. Puso el mecanismo en la habitacién nupcial y le avisé
a Lilavati de no acercarse. Sin embargo, la curiosidad (una de las cualidades que los
hinduistas consideran negativas de las mujeres) la llevd a mirar el mecanismo, y una
perla de su aro de la nariz cayd accidentalmente dentro, tapando el orificio y afectando
el conteo. El acto tuvo lugar mas tarde del tiempo que se habfa predicho como correcto,
y ella se quedd viuda pronto. La historia dice que, para consolarla en su dolor, ya que
la mujer hinduista viuda no debe volver a casarse, Bhaskara le ensené matematicas y
escribi6 este libro para ella.

La famosa formula resolvente no es mas que la expresion general de las soluciones a
la ecuacion

az® +bx+c=0.

Se puede obtener manipulando la misma de la siguiente manera:

ax? +bxr+c=0

ax® + br = —c¢
b c
-z =—-
a a

erii b2 — 4dac
2aq 4a?
__ii Vb2 — 4ac
Y 2a
. —b+Vb? — dac
- 2a

1.2. Un Gran Duelo Matematico

El algebra alcanzé su méaximo desarrollo hacia el siglo XII y después se estancd. A
partir de ese momento, ese conocimiento empez6 a difundirse por Europa, sobre todo de
la mano de comerciantes italianos que tenian relaciones comerciales con el mundo arabe.
La evolucién del dlgebra en Europa fue lenta, principalmente debido a que los primeros
algebristas describian la manipulaciéon y la soluciéon de ecuaciones usando el lenguaje
cotidiano, lo que hoy denominamos como &lgebra retérica. Con el tiempo, aparecieron
algunas abreviaturas (dlgebra sincopada) y progresivamente se comenzaron a usar letras
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para representar tamanos y cantidades desconocidas y simbolos para representar opera-
ciones (4lgebra simbolica). Todo este paulatino proceso se extendio entre los siglos XV
y XVII, y fue acortando considerablemente la descripcion de los célculos.

El siguiente gran avance en la disciplina sucedié en Italia en el siglo XVI. En 1494,
Luca Pacioli, quien seria el profesor de matematica de Leonardo Da Vinci, publico su
libro Summa de Aritmética, un resumen de toda la mateméatica conocida en la Italia
renacentista. Alli se puede encontrar una seccién sobre una ecuacion que para ese entonces
parecia imposible resolver: la ecuacion polinémica de grado 3 o cibica. Desde los tiempos
de Bhaskara ya sabfamos cémo resolver ecuaciones polinémicas de grado 2. Sin embargo,
no se tenfa una solucién general para las de grado 3, es decir, de la forma az® 4 bx? 4 cx +
d = 0, (ni para ningtn otro grado mayor) a pesar de que los matematicos habian intentado
resolverla por siglos. Pacioli escribi6é explicitamente en su libro que era imposible resolver
la ecuacion cubica general. Sin embargo, no mucho tiempo después de la publicacion de
este libro, una soluciéon comenzo6 a tomar forma.

Scipione Del Ferro era un profesor de matemaéticas en la Universidad de Bologna.
En algtin momento alrededor del ano 1510, Del Ferro encontré un método general para
resolver la cibica reducida, ecuaciones de la forma az>+px+q = 0. Es decir, ctbicas cuyo
término cuadratico es nulo. ;Qué fue lo que hizo Del Ferro tras descubrir un importante
avance en un problema que habia atormentado a los matemaéticos por siglos e incluso
habia sido considerado imposible por el mismisimo profesor de Da Vinci? Nada. No se
lo dijo a nadie.

En aquella época, ser matematico era muy distinto de lo que es hoy. Las posiciones
docentes en las universidades se definfan a través de duelos matemdticos. Si un matema-
tico tenia un puesto, podia ser desafiado por otro que lo pretendiese. Luego, cada uno
preparaba una lista de problemas para el otro y el que lograba resolver més problemas
se quedaba con el trabajo, mientras que el perdedor sufria una profunda humillacién
publica. Del Ferro, que se crefa la tnica persona en el mundo capaz de resolver estas
ecuaciones, creia firmemente que mantener la confidencialidad de su método garantiza-
ria su empleo. Del Ferro mantuvo su secreto durante casi dos décadas, hasta que, en su
lecho de muerte, decide revelarselo a su alumno Antonio Fior.

Fior no era tan ingenioso para las mateméticas como su maestro, pero era joven y
ambicioso. Luego de la muerte de Del Ferro, comenz6 a jactarse de su destreza matema-
tica y, especificamente, de su habilidad para resolver cubicas reducidas. El 12 de febrero
de 1535, Fior desafi6 al matematico Niccolo Fontana Tartaglia, quien recientemente se
habia trasladado a la ciudad natal de Fior, Venecia. A Tartaglia no le era para nada
ajena la adversidad. De nino, un soldado francés le abri6 la cara, dejandolo tartamudo
de donde provino el nombre con el que seria recordado ‘Tartaglia’, que significa tarta-
mudo en italiano. Habiendo crecido pobre, Tartaglia era principalmente autodidacta y,
con mucho esfuerzo logro abrirse un camino en la sociedad italiana hasta convertirse en
un matematico respetado. Tartaglia se jugaba toda su carrera en este duelo. Como de
costumbre, Tartaglia le entreg6 a Fior una lista de 30 problemas matematicos, mientras
que Fior le entregd a Tartaglia 30 cibicas reducidas. Cada duelista tuvo 40 dias para
resolver sus desafios. Al terminar el plazo establecido, Fior no fue capaz de resolver ni
un solo problema de los 30, mientras que Tartaglia resolvié las 30 ctbicas en apenas
dos horas. La arrogancia de Fior le habia cavado su propia tumba, pues Tartaglia habia
escuchado sobre su presunto descubrimiento de la solucién general de la cibica reducida
y se mostro escéptico: “no lo crei capaz de encontrar tan importante regla por si mismo”
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escribi6. El rumor decia que un prestigioso matemaético le habria revelado el secreto a
Fior. Asi que, sabiendo que una soluciéon para la ctibica era posible y con todo su prestigio
sobre la mesa, Tartaglia se propuso resolver él mismo la ecuacién general de la cubica
reducida antes del duelo. Asi fue como, ante todo pronostico, Tartaglia se convirtié en
el segundo matematico en la historia en resolver la ecuaciéon de una cibica reducida.
Para facilitar su resolucion, Tartaglia disefié un algoritmo que plasmoé en un poema para
recordarlo mejor. Escrito como féormula, la solucién a la ecuacién az® 4+ pr + ¢ = 0 se
obtiene, primero notando que podemos asumir que a = 1, pues de no ser ese el caso
siempre podremos dividir toda la ecuacién por a y obtener una ecuaciéon de la forma
2% + px + ¢ = 0 cuya soluciéon general es:

3 g_‘rl 27q2+4p3+ sl q 1 27q2 + 4p3
TV T2 TV Ty 2 2V o7

Tras su victoria, Tartaglia se volvié una especie de celebridad. Todos los matematicos
estaban desesperados por saber cémo habia logrado resolver la cubica reducida, espe-
cialmente Girolamo Cardano, un erudito intelectual erradicado en Mildn. Como es de
esperarse, Tartaglia se niega a revelar ni el mas minimo indicio de su método a su com-
petencia. Pero Cardano se muestra insistente y le escribe una serie de cartas que alternan
entre halagos y ataques agresivos. Finalmente, bajo la promesa de presentarle a su pu-
diente mecenas, Cardano convence a Tartaglia de viajar a Milan. Y alli, el 25 de marzo
de 1539, Tartaglia revela su método secreto, pero solo bajo la condicién de que Cardano
jurase no divulgar el mas minimo detalle del mismo y escribirlo solo en c6digo de manera
tal que, después de su muerte, nadie sea capaz de entenderlo.

Cardano empez6 a experimentar con el algoritmo de Tartaglia con un objetivo claro
en mente: encontrar un método para resolver la cibica general, incluyendo el término
al cuadrado. E inesperadamente, lo descubre. Su método consiste en transformar una
cibica general en una ctbica reducida, de la siguiente manera: si tenemos una cubica
general ax® 4+ bx? + cx + d = 0 podemos reemplazar © = y — % y todos los términos al
cuadrado desaparecen dejando como resultado una ciibica reducida, por lo que puede ser
resuelta con el método de Tartaglia. Cardano, emocionado por haber resuelto el problema
que habia dejado perplejos a generaciones enteras de mateméticos, quiere publicar su
solucion. Contrario a sus colegas, Cardano no tenia un puesto en una universidad, sino
que vivia de trabajar como médico y de su fama intelectual. No tenia la necesidad de
mantener el secreto. Para él tiene méas valor el crédito. Su tnica traba era el juramento
que le habia hecho a Tartaglia. Sin embargo, en 1542, en un viaje a Bologna, Cardano
conoce a un matemaético, que resulto ser el yerno de un tal Scipione Del Ferro, el hombre
que en su lecho de muerte le habia revelado el secreto de la cibica reducida a Antonio
Fior. Cardano encuentra en una antigua colecciéon de notas de Del Ferro la solucion a la
cubica reducida. Esta solucion es décadas més antigua que la de Tartaglia, por lo que
ahora, a los ojos de Cardano, él es libre de publicar la soluciéon general de la cubica
sin que eso signifique romper su palabra con Tartaglia. Tres anos mas tarde, Cardano
publica Ars Magna, o El Gran Arte, un compendio actualizado de las matematicas de
la época. Alli Cardano publica su método para resolver la cibica general y a pesar de
que reconoce el trabajo de Del Ferro, Fior y Tartaglia, este dltimo est4 completamente
disgustado con Cardano. Tartaglia le escribe insultantes cartas por lo que ha hecho. Hoy
en dia, la solucién general de la ctubica es conocida como el método de Cardano.
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Pero, este juego de tronos matematico no termina acé. Pues unos anos antes, en 1536,
Ludovico Ferrari, un nino de 14 anos habia llegado a Milan escapando de Bolonia, su
ciudad natal, a causa de una guerra. Cuando llegd, comenzo a trabajar en la residencia de
Cardano como su sirviente. Cardano pronto descubrié que Ludovico sabia leer y escribir
y lo tom6é como secretario para que le escribiera sus propios libros. Pronto se percaté
de que Ludovico aprendia con rapidez y empez6 a ensenarle matematicas. Cardano y
Ferrari estudiaron la solucién de las ctubicas que Tartaglia les habia comunicado. En este
proceso, Ferrari descubri6 también la solucién general de la cuartica en 1540, que con un
bello argumento reducia el problema a resolver una ctibica por el método de Tartaglia.
Como Cardano habia jurado a Tartaglia que no publicaria la solucién de las cubicas,
estos no podian publicar tampoco las cuarticas que dependian de la solucién de aquellas.
Sin embargo, tras descubrir los escritos de del Ferro, Cardano publicé la soluciéon de las
cuarticas en Ars Magna.

Cuando Tartaglia enfurecié y comenzé a escribir a Cardano, Ferrari le escribié a
Tartaglia, retandolo a un duelo. Tartaglia no queria disputar el reto con Ferrari, ya que lo
consideraba un actor secundario. Luego de un ano de cruzarse cartas e insultos con Ferrari
sin recibir contestacion del propio Cardano, se vio forzado a aceptar el reto de Ludovico.
La situacion econémica de Tartaglia no era buena y habia recibido una atractiva oferta
de trabajo de su propia ciudad Brescia, bajo la condicién de que aceptara el reto con
Ferrari, que ya se habia hecho famoso. El 10 de agosto de 1548, el esperado debate
tuvo lugar en la iglesia y los jardines de Frati Zoccolanti en Milan. Una gran multitud
se congregaba y todos los notables de la ciudad estaban pendientes de su resolucion,
incluido el mismisimo gobernador de Milan, que era el juez ultimo. Aunque Tartaglia
tenia experiencia y habia ganado otros duelos, Ferrari tenia un mayor conocimiento de
los problemas practicos de cubicas y sobre todo cuarticas que él mismo habia resuelto
para el libro de su patrén Cardano. Tartaglia, con menos caricter y mas edad, pronto
not6 de que el publico celebraba cada accién de su oponente y que él mismo no sabia
resolver algunos de los problemas que implicaban cuérticas. Decidi6 abandonar Milan
durante la noche antes de que concluyera el debate, en el que finalmente se declard
vencedor a Ferrari. Como consecuencia, Ferrari gan6 fama y tuvo muchas ofertas de
trabajo, incluida una del propio emperador, que deseaba un tutor para su hijo. Ferrari
nunca volvié a trabajar en matemaéticas.

1.3. El diamante en el barro: los niimeros complejos

El libro Ars Magna fue sin duda un logro monumental. En ese entonces, la manera
en la que los matematicos razonaban seguia siendo mayoritariamente geométrica. Por
ejemplo, interpretaban 2 como el area de un cuadrado de lado x, o 23 como el volumen
de un cubo. Sin embargo, las ideas de Cardano llevaron este razonamiento a su limite. Un
dia, durante la escritura de Ars Magna, Cardano se encuentra con algunas ciibicas que no
pueden ser resueltas facilmente con el método de Tartaglia. Por ejemplo 2® = 15z44. Si se
aplica el método de Tartaglia a esta ecuaciéon, este requiere en un punto calcular /—121,
lo que es imposible, pues cualquier nimero elevado al cuadrado es siempre positivo.
Cardano le pregunta a Tartaglia respecto de este peculiar ejemplo, pero Tartaglia evade
la pregunta diciendo que Cardano no es lo suficientemente inteligente como para usar
su método de manera adecuada. En realidad, Tartaglia tampoco podia explicar lo que
estaba ocurriendo. Cardano trata de observar cuidadosamente el fenémeno usando su
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método geométrico y llega a la conclusion de que lo que necesita es permitir que cierto
cuadrado tenga “area negativa’. Esta ni siquiera es la primera vez que un matemético
se topaba con el obstaculo que significaban las raices cuadradas de nimeros negativos.
Desde los tiempos arabes existia la pregunta “Encuentre dos nimeros que sumen 10 y que
su producto sea 407, o equivalentemente, resolver la ecuacion 2% +40 = 10z. Si aplicamos
el método de Bhaskara veremos que el resultado es 5 4+ 1/—15. Por esto mismo, siempre
se lleg6 a la conclusion de que esta pregunta no tiene solucién, y en cierto punto eso es
correcto. No existen dos nimeros reales que sumen 10 y que el producto de ambos sea
40. En los tiempos de Cardano, la aparicién de una raiz cuadrada de un ntimero negativo
se interpreta como un signo de que el problema no tenia solucién, pero si volvemos al
caso de la ciibica 2% = 152 + 4 podemos ver ficilmente que 4 es una solucién posible.
Entonces, jpor qué el método que funciona perfectamente con cualquier otra ctbica falla
para esta?

Sumido en frustracién, Cardano no fue capaz de resolver el misterio por lo que decidié
omitir este ejemplo en su obra. En ella escribié que la idea de tomar raices de negativos
era “tan sutil como inutil”. Sin embargo, casi diez afios mas tarde, el ingeniero italiano
Rafael Bombelli retoma la idea donde Cardano la dejo. El temerario ingeniero, sin miedo
a estas extranas raices, se propuso encontrar el diamante enterrado en este barro “tan
sutil como inatil”. Es entonces cuando Bombelli hace una observacion clave. Bombelli se
convence de que la raiz cuadrada de un negativo no puede ser ni un namero positivo, ni
un nimero negativo. Con este indicio, Bombelli permite que estas raices sean un nuevo
“tipo” de niimero. Bombelli nota que los términos problematicos en la solucion de la
ctibica de Cardano, pueden ser escritos como una combinacién de un ntimero usual mas
un término multiplicado por v/—1. Cuando permite que este objeto imposible exista,
resuelve la ecuacion ignorando el elefante en la habitaciéon que causa este término, y
descubre que al final, los términos que involucran v/—1 se cancelan, revelando que 4 es la
solucion. Este milagro matematico no fue una mera coincidencia. El método de Cardano
funciona para cualquier cibica, pero fue necesario abandonar la intuiciéon geométrica
que lo motivé en un principio para hacer manipulaciones con estas raices cuadradas de
negativos en los pasos intermedios.

Durante los siguientes 100 anos comienza a surgir la mateméatica moderna. El alge-
bra simbodlica se establece universalmente. La geometria deja de ser la tnica fuente de
enunciados verdaderos. René Descartes hace un vasto uso de raices cuadradas de nega-
tivos en toda su obra, popularizandolas como un resultado en si mismo. A pesar de que
Descartes reconoce su utilidad, llama a estos ntiimeros “imaginarios” y el nombre quedd
para toda la eternidad. Por esto mismo, después es Euler quien introduce el simbolo
para representar a \/—1. Cuando estos ntimeros se combinan con los ntimeros usuales, se
forman los denominados “ntmeros complejos”. La solucion de la cubica llevo a descubrir
esta estructura escondida detrés de una imposibilidad y a independizar por completo al
algebra de la intuiciéon geométrica creando un nuevo paradigma en las matematicas: el
de la abstraccion.

1.4. El Teorema Fundamental del Algebra

Con el avance del estudio de las ecuaciones polinémicas comenzaron a surgir nuevas
preguntas. Bhaskara nos convencié de que una ecuaciéon cuadratica tiene que tener dos
raices y Tartaglia de que una cubica tenia que tener tres raices jSera que una ecuaciéon
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de grado n tiene siempre n soluciones? Pedro Rothe en su libro Arithmetica Philosophica
(publicado en 1608), escribi6 que una ecuaciéon polinémica de grado n (con coeficientes
reales) podria tener n soluciones. Albert Girard, en su libro L’invention nouvelle en
I’Algebre (publicado en 1629), mostr6 que una ecuacion de grado n tiene n soluciones,
pero no menciona que dichas soluciones deban ser nimeros reales. El ademas agrega que
esto vale "salvo que la ecuacién sea incompleta", que quiere decir que ninguno de los
coeficientes del polinomio sea igual a cero. Sin embargo, parece que Girard sospechaba
que esto era cierto para toda ecuacion de grado n; en particular, muestra que

zt =42 -3,

a pesar de ser una ecuacion incompleta, tiene cuatro soluciones (contadas con multipli-
cidades): 1 (dos veces), —1 +1iv/2 y —1 — iy/2. Leibniz en 1702 y més tarde Nikolaus
Bernoulli, conjeturaron lo contrario.

En 1637, Descartes publica “La Géométrie”, donde establece un resultado (que de-
mostraremos mas adelante) que resulta crucial en esta historia: si un polinomio f(x)
tiene una raiz en a, es decir f(a) = x, entonces el polinomio se puede escribir de la
siguiente forma:

f(x) = q(2)(x — a)

donde g(x) es otro polinomio de grado mas chico. En la ecuacion de antes, cuando decimos
que 1 es una raiz con multiplicidad 2 nos referimos a que podemos escribir a z* — 4z + 3
como q(z)(z — 1)2. Una vez establecido este hecho, bastaba probar que todo polinomio
de grado mayor que cero tiene una raiz en C, pues si esto valiese, podemos factorizar
este polinomio como arriba, y volver a usar el resultado para g(x) hasta llegar a que el
polinomio original es un producto de n factores de grado 1, y por lo tanto n raices.

El primero en intentar demostrar esto fue d’Alembert en 1746. Su demostracion tenia
un fallo, ya que asumia un cierto resultado que no habia sido demostrado atn y que
seguiria sin demostrarse hasta un siglo méas tarde. Entre otros Euler (1749), de Foncenex
(1759), Lagrange (1772) y Laplace (1795) intentaron demostrar este teorema, sin éxito.

Para finales del siglo XVIII, se presentaron dos valientes contendientes. James Wood
y Gauss presentaron por separado dos pruebas distintas, pero ambas igualmente in-
correctas. Finalmente, en 1806 Argand publicé una prueba correcta para el teorema,
enunciando al que hoy conocemos como el teorema fundamental del dlgebra: todo poli-
nomio con coeficientes complejos tiene al menos una raiz compleja. Gauss no se quedd
atrés y dio otro par de demostraciones en 1816 y 1849, siendo esta tltima otra version
corregida de su demostracion original.

El primer libro de texto que contiene la demostracién de este teorema fue escrito
por un personaje que trataremos con maés detalle en la siguiente seccién, Augustin Louis
Cauchy. Se trata de Course d’analyse de I’Ecole Royale Polytechnique (1821). La prueba
que se encuentra alli es la de Argand, sin embargo, en el texto no se le da crédito.

1.5. El Muro: la Formula Resolvente de la Quintica

Perfecto, sabemos ya entonces que toda ecuacion polinémica de grado n tiene n solu-
ciones, pero nos topamos con un problema ;Cémo las encontramos? Tenemos formulas
resolventes para las de grado 2, 3 y 4, que son las que produjeron Bhaskara, Tartaglia
y Ferrari respectivamente. Estos métodos utilizan la aritmética basica (sumas, restas,
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productos y divisiones) ademas de la extracciéon de radicales como las raices cuadradas
o las raices cubicas; si una ecuacién se puede resolver por un método que utilice estas
operaciones se dice que es “soluble por radicales”. El siguiente caso naturalmente seria
el de las ecuaciones de grado 5 o mayor. Luego de siglos de un paulatino progreso los
matematicos y las matematicas de la época se chocaron contra un muro, pues dar un
método general de resoluciéon la quintica parecia imposible, aunque igual de imposible
parecia demostrar que un método de tales caracteristicas no existia. Verdaderos genios
como Tschirnhaus, Euler, Bézout, Vandermonde, Waring y Lagrange trataron de atacar
a este monstruo, pero no lograron resolverlo.

Pasaron 250 afios sin que nadie fuera capaz de dar avances en resolver la quintica,
hasta que, siguiendo la tradicién nacional, un matematico italiano llamado Paolo Ruffini
tuvo un avance. Parece que antes de Ruffini, todo el mundo crefa que la quintica podria
resolverse también por radicales. Incluso Lagrange en su célebre articulo “Reflexiones
sobre la resolucion de ecuaciones algebraicas” decia que volveria a trabajar en su resolu-
cion. En 1799, Ruffini publicé un libro sobre Teoria de Ecuaciones donde afirmaba que
las quinticas no pueden ser resueltas por radicales. El trabajo era excelente, salvo por
un salto l6gico que invalida el resultado final. Ruffini escribi6é a Lagrange pero no reci-
bi6é ninguna respuesta. El mundo matematico ignor6 a Ruffini, que public6 una segunda
demostracion en 1803 y otras en 1808 y 1813.

Sin embargo, al mismo tiempo, un joven matemético noruego también estaba pen-
sando en este gran problema, y también estaba por hacer un gran descubrimiento. Niels
Henrik Abel naci6 en 5 de agosto de 1802, en la isla de Finndy, en Noruega y bien pudo
haber sido el protagonista de esta historia. Abel crecié en un ambiente familiar de gran
tension, a causa de las tendencias alcoholicas de sus padres. Fue enviado junto con su
hermano a una escuela de la capital, donde sus primeros destellos matematicos fueron
captados por uno de sus profesores, Holmboe. En el peor momento posible, el padre de
Abel muri6é en 1820, dejando a su familia en situaciéon tragica. En 1821 Abel logra ser
matriculado en la Universidad de Oslo. Holmboe, muy convencido, habia visto en los
ojos de aquel fragil estudiante palido y con atuendo descuidado, los ojos de uno de los
més grandes mateméticos de todos los tiempos, por lo que decide ofrecerle alojamiento
gratuito y algtin dinero para pequefios gastos. Abel se gradu6 en 1822.

Ante toda adversidad, logra publicar sus primeros trabajos y comienza a hacerse de
un considerable prestigio. En su tltimo ano de escuela, Abel se mostraria muy interesado
en un importante problema del algebra: la resolucion por radicales de la quintica. Debido
a sus minuciosas lecturas, Abel estaba enterado no sé6lo de las férmulas de Cardano y de
Ferrari para las ecuaciones cubicas y cuérticas, sino que conocia muy bien la problemati-
ca pendiente. A fines de 1823, Abel llegaria a la conclusion de que resultaba imposible la
resoluciéon por radicales de la quintica, y da una demostraciéon que resulté estar incom-
pleta. El joven creyd en principio, haber resuelto el problema de la quintica; pero como
ni Holmboe ni ninguno de los mejores matematicos de Noruega pudieron comprobar la
veracidad de su conjetura, envié a través de Holmboe la presunta resolucién al matema-
tico F. Degen en Copenhague, para que la presentase a la Real Sociedad de Ciencias de
Dinamarca. Degen le contesté requiriéndole algin ejemplo numérico, y sin comprome-
terse a dar su opinion. Al buscar ejemplos, hallaria el error. Tras algunas correcciones
y después de los aportes que Ruffini haria sobre el trabajo de Abel en 1813, se logrd
demostrar que habia una ecuacién quintica que no era resoluble por radicales. Nosotros
demostraremos este resultado que hoy se conoce como Teorema de Abel-Ruffini.
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Sin embargo y por desgracia, arruinado y aquejado de una brutal tuberculosis, Abel
apenas pudo consolidar su prometedora carrera académica y muri6 a los veintisiete anos.
N.H. Abel, fue un genio incomprendido marcado por la fatalidad. Su vida es un triste
ejemplo del drama que representa en muchos casos la pobreza y la tragedia. Tuvo que
salir de su tierra, para contactar con los grandes matematicos europeos que sumergidos
en sus propia tareas, o tal vez porque encontraban a aquel misero estudiante noruego
un pobre diablo con vanas quimeras, no prestaron la debida atencién. La Academia de
Ciencias de Francia en 1830 concedié a Abel el Gran Premio de Matematicas, pero Abel
ya habia fallecido. Hoy en dia, Abel es uno de los iconos nacionales de Noruega.

Abel y Ruffini, en un esfuerzo monumental, lograron establecer que no todas las
ecuaciones de grado 5 eran resolubles por radicales. Pero el tema estaba lejos de ser
resuelto, pues después del 5 viene el 6 y luego el 7. El resto de las ecuaciones seguian
siendo un misterio. Incluso la imposibilidad de resolver las ecuaciones de grado 5 deja
una pregunta igual de grande en ese caso: jBajo qué condiciones una ecuacion es soluble
por radicales? Se inaugura entonces un nuevo problema: dar condiciones necesarias y
suficientes para que una ecuacion sea soluble por radicales. Ahora bien, si tardamos 250
anos en pasar del caso de grado 4 a la imposibilidad del grado 5 ;Cuantos siglos ibamos
a tardar en decir algo sobre el caso de grado 67 O mucho peor: jdel caso de grado n para
todo n natural! La respuesta es que no mucho y hay un joven matematico que esta por
anunciarse en medio de esta incognita.

2. Evariste Galois

Francia, 1789. La toma de la Bastilla acaba de dar el pistoletazo de salida a la
Revolucién Francesa. Con ella, se produjo el mayor cambio social y politico conocido
hasta la fecha en Europa. Se pas6 del absolutismo a la repiblica, después se construyo el
imperio napoleénico y se acabd en una monarquia constitucional. Se aboli6 el feudalismo
y se proclamo la Declaracion de los Derechos del Hombre y del Ciudadano. Ideas nuevas,
como las del lema galo liberté, égalité, fraternité, inundaban las calles de Paris y de
toda Francia. Fue una época de cambios convulsos y revoluciones. Es en este contexto
alborotado, que comienza la historia de nuestro protagonista.

2.1. La infancia de Evariste Galois

Evariste Galois naci6 el 25 de octubre de 1811 al sur de Paris, en Bourg-la-Reine, un
pueblo en los alrededores de la capital. Fue el segundo de tres hijos (su hermana mayor
Nathalie-Theodore, y su hermano menor Alfred). Su padre, Nicolas-Gabriel Galois, era
director de un colegio de ideas liberales, muy afines al régimen de Napoleén. Su madre
Adelaide-Marie Demante, que era hija de juristas, se encargo de la educacion de sus tres
hijos durante su infancia, ensenandoles latin y griego.

A los doce afios, Evariste salio de casa para comenzar sus estudios en el prestigioso
liceo Louis-le-Grand. Alli han estudiado muchos intelectuales conocidos de la época, in-
cluso matematicos como Hermite, Borel o Lebesgue. Aquel liceo era uno muy exigente
en el que se imperaba una férrea disciplina mas propia de los cuarteles que de un cole-
gio. Las instalaciones oscuras y las ventanas enrejadas le daban a este lugar una esencia
tétrica. Gracias a la educacion de su madre, Galois fue un muy buen estudiante durante
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sus primeros anos. Tenia 15 anos cuando el nuevo director del liceo, presion6 y consiguioé
que el muchacho repitiera un curso de retoérica que ya habia comenzado, alegando que
era demasiado joven (ya habia adelantado un curso) y por ende carecia de la madurez
necesaria. Su padre y él no tuvieron més opcion que aceptar. Al repetir el curso, Galois
descubri6 las matemaéticas a través de Jean Hyppolite Vernier, su profesor de esa asigna-
tura. Su maestro decidi6 usar el libro de texto Eléments de Géométrie de Adrien-Marie
Legendre, que estaba pensado para un curso de dos anos. Una supuesta anécdota rela-
ta que Evariste leyd todo el tomo en dos dias. Comenzaba entonces una pasiéon que lo
marcaria de por vida.

Enseguida Galois quedé fascinado por el mundo de las ideas matemaéticas. Su obsesion
lo llevo a descuidar por completo el resto de las asignaturas. Al menos eso pensaban sus
profesores, que dijeron “El furor de las matemaéticas lo domina”. Recomendaron a sus
padres que su hijo se centre en esta disciplina, aunque quizés solo Vernier podria llegar
a vislumbrar que muy en el fondo ese nino tenia algo distinto. Para ese entonces Galois
va estaba leyendo libros méas avanzados como algunos textos de Joseph-Louis Lagrange
como Lecciones sobre cdlculo de funciones, Reflexiones sobre la resolucion de ecuaciones
algebraicas o La teoria de funciones analiticas.

Llegamos entonces al verano de 1828, cuando por su propia voluntad, Galois decide
presentarse a los examenes de ingreso de la Ecole Polytechnique. Lo hace con diecisiete
anos de edad, uno menos que la edad habitual de los alumnos que se presentaban a ese
examen. Su don y su pasion por las matematicas no resultaron ser suficientes y reprobd
el examen. De todos modos, Evariste no se rindi6. Decidio volver a Louis-le-Grand para
terminar el curso de mateméaticas y prepararse mejor.

A su vuelta conoce al profesor Louis Richard. Si con Vernier habia descubierto que
le gustaban bastante las matematicas, con Richard empez6 su carrera como matemati-
co. Richard era un gran profesor; sabia motivar muy bien a sus alumnos y transmitir
su pasion por las matematicas. Cuando conoci6é a Galois, supo que estaba delante de
una verdadera joya. De él dijo: “Este alumno tiene una marcada superioridad sobre sus
companeros de clase” y “solo trabaja en los rincones més elevados de la matematica’”.
Por primera vez, Galois encontré alguien que compartia su pasiéon y lo entendia. Richard
era un matemaético, y como tal, se interesaba mucho por las novedades de la disciplina.
Decidié entonces que era una buena idea llevar a Evariste un paso mas lejos: la investi-
gacion matematica. A partir de esos momentos, Galois ya no solo lee matematicas, sino
que también empieza a sembrar ideas increibles.

En la primavera de 1829, esas ideas ya llevaban un tiempo revoloteando por su cabe-
za, y empezaron a brotar. Su investigacion se trataba de algunos aportes a la resolucién
de ecuaciones algebraicas. Galois publico su primer articulo en la revista Annales de
mathématiques pures et appliquées. Escribio sobre la resolucién de una ecuaciéon de se-
gundo grado usando fracciones continuas, una idea matematica que estaba muy de moda
en aquella época y que ahora ha caido un poco en desuso. Richard, convencido del po-
tencial de su joven pupilo lo animé a escribir dos ensayos méas Recherches algebraiques
y Recherches sur les équations algébriques de premier degré (investigacion sobre ecua-
ciones algebraicas de primer grado). Ademés, Richard fue a la Académie Royale des
Sciences (Academia de ciencias de Paris), donde se podia encontrar a los mateméticos
més conocidos del momento. Entre ellos, por ejemplo, Augustin Louis Cauchy, uno de los
matematicos mas prestigiosos de dicha época. Richard le cont6 sobre este joven matema-
tico que demostraba mucho potencial. El 25 de mayo, Cauchy presentd en la academia
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uno de los articulos de Galois y la semana siguiente, el otro. El proceso era similar al que
hoy en dia siguen los investigadores que publican sus trabajos en revistas. Primero se
enviaba el trabajo a La Academia, donde debia pasar por una agobiante burocracia, para
luego ser enviada a varios referis que leian el trabajo y elaboraban un informe valorativo.
Ese informe luego lo veian los encargados de la revista para decidir si publicaban o no
el articulo. Como referis en este caso, quedaron finalmente el propio Cauchy, Claude-
Louis Henri Navier y Joseph Fourier para el primer articulo; y para el segundo, de nuevo
Cauchy con Simeon Denis Poisson. Menudo cuarteto. ;Qué pasé entonces? La tragedia
pegd primero, y un hecho inesperado que ocurri6 antes de que se supiera el veredicto
cambi6 de golpe la vida de Galois.

2.2. Que se rompa pero que no se doble

Recordemos el contexto histérico de la década: Cuando muri6 el rey Luis XVIII, en
1824, lo sucedi6 en el trono su hermano Carlos X, el ultimo Rey Borbon francés. La
Revolucién Francesa habia traido nuevas ideas progresistas y liberales, pero no todos
comulgaban con esas ideas. Durante aquella época, la tensién entre monarquicos y libe-
rales iba en aumento y el nuevo monarca era més afin a los sectores mas conservadores y
reaccionarios, lo que produjo que la iglesia y los conocidos como ultramonéarquicos tuvie-
ran mayor poder. Pero volvamos al pequenio pueblo de Bourg-la-Reine. Nicolas-Gabriel
el padre de Galois, a pesar de suscribir a las ideas liberales, mantuvo su cargo durante
la restauracion borboénica. Sin embargo, en 1829 llegd al pueblo un nuevo sacerdote, que
junto con los ultramonérquicos, se propuso acabar con la carrera del director; entonces
recurrié a los métodos méas antiguos de la politica: la mentira y la difamacion. Impulséd
una campana de desprestigio repartiendo textos haciéndose pasar por el padre de Galois
en los que hablaba mal de los vecinos. Nicolas-Gabriel, incapaz de soportar el escdndalo,
se sumi6 en una gran depresion. Finalmente, se quito la vida el 2 de julio de 1829.

Naturalmente, la noticia pesé mucho sobre la vida de Galois. Para colmo, el mismo
sacerdote pretendi6 dirigir el funeral del injuriado después de conspirar en su contra.
Es muy probable que Evariste haya heredado las ideas liberales de sus padres, pero
sin duda este hecho despert6 una nueva faceta en él, una rebelde y revolucionaria que
rechazaba completamente a toda forma de autoridad. Ademés, desde ese momento, se
implico6 en causas liberales y revolucionarias que se organizaban en la zona. No habia
un peor contexto posible para que llegara el momento de volver a intentar entrar en la
Ecole Polytechnique. Este era su ultimo cartucho, pues la institucién solo permitia dos
intentos. Apenas un mes después del funeral de su padre, y como se podré imaginar,
Galois no aprob6. Se dice que termind arrojando un borrador en la cabeza a uno de
los examinadores por no ser capaz de entender sus razonamientos. Cerradas las puertas
de la Ecole Polytechnique, se conformé con la menos prestigiosa Ecole Normale, que se
encargaba de la formaciéon de los profesores de secundaria. A principios de 1830 firmd
un contrato con la institucién, que le garantiz6 una beca con la que pudo sobrevivir y
seguir estudiando matemaéticas. A principios de ese mismo ano, parecia que la Academia
de Ciencias se iba a pronunciar respecto de los trabajos de Galois. Pero el 18 de enero,
dia pactado para que Cauchy diese sus impresiones, dijo que estaba enfermo y que no iba
a poder asistir. Una semana después, Cauchy se presentd en la Academia, pero ignord
completamente el trabajo de Galois y se dedicé a hablar solo del suyo. La farandula
matematica de la época rumoreaba que Cauchy, para decirlo en francés, era un ciprés en
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el jardin, erguido y orgulloso, que se crefa superior a las demés plantas. Parece que esta
actitud egocéntrica privd a Galois de su reconocimiento.

Cuando parece que nada puede empeorar, el destino se rie de nuestra inocencia.
Resulta que Galois, impaciente e inconforme, reescribié el trabajo y se presenté a un
premio muy prestigioso que otorgaba la Academia, que él crefa merecer (para ser justos,
Galois tampoco queria pasar muy desapercibido en el jardin de Cauchy). El titulo de la
nueva obra era Memorie sur les conditions de résolubilité des équations par radicaux o
Memorias sobre las condiciones de resolubilidad de ecuaciones por radicales (Memorias
en este contexto quiere decir trabajo o articulo). En ese trabajo, se encontraba la pieza
final que hacia falta para que este problema de milenios empezara a acabarse; solo era
cuestion que alguien lo leyera para corroborar el enorme potencial que tenia esta teoria.
Galois lo presento a finales del mes de febrero del ano 1830, y ahora el encargado de
leerlo result6 ser Fourier, que se llevo la memoria a su casa; con el tnico problema
de qué Fourier se muri6 dias mas tarde. La tnica copia qued6 entre sus papeles, pero
bien la pudieron haber enterrado junto a Fourier, pues nadie la iba a leer en el tiempo
previsible. El trabajo ni siquiera fue considerado en el concurso, aunque (una buena para
la academia) el premio fue entregado a titulo postumo a N. H. Abel. De todos modos,
la mala suerte se relamia con el atormentado Evariste.

Aunque parezca un poco forzado, no todo eran malas noticias para Galois. En aquellos
anos logré entablar una gran amistad con un companero de la escuela, que anos mas
tarde resultaria un actor crucial para que hoy sepamos de la existencia de Galois: se
trata de Auguste Chevallier. Evariste, junto con su hermano Alfred, transmitieron sus
ideas revolucionarias a Chevallier y juntos comenzaron a luchar por causas sociales que
los interpelaban.

Y de revoluciones trata este texto. En julio de 1830, Francia era bésicamente un
barril de poélvora. El rey Carlos X tomé algunas decisiones ligeramente antipaticas como
suspender por completo la libertad de prensa o disolver la Camara de diputados, por
lo que el barril explot6. Una revuelta social que se conoceria como Les Trois Glorieuses
o “las tres jornadas gloriosas” estalld6 en Paris y Carlos X se vi6 forzado a exiliarse
(curiosamente, junto con Cauchy, que era totalmente leal a la causa borbonica) y la
revolucion culminé con la coronaciéon de Luis Felipe I, de tendencia mas liberal. Galois
no pudo participar. El director de la escuela impidié a los alumnos que se unieran al
resto de los manifestantes que se levantaron en armas. Durante su segundo ano, sus
ideas iban radicalizando cada vez més a la par que se involucraba en las luchas. Llegd
a conocer a futuros lideres politicos como Auguste Blanqui y Francois Vincent Raspail.
También se unié a la Societé des Amis du Peuple (“Sociedad de Amigos del Pueblo”),
una organizaciéon popular clandestina que llegé a emplear métodos violentos para luchar
contra los borbones.

Esta politizacion que transité Galois, le hizo ganarse un adversario poco estratégico:
el director de la Ecole Normale. Su tension fue aumentando hasta que se resolvio de la
peor manera. Aparecié una carta anénima en una gaceta estudiantil en la que se cargaba
duramente contra el director. Pese a ser anénima, se le atribuy6 a Galois, que no confirmé
ni nego6 haberla escrito. Aunque nunca se pudo confirmar que fue él, el director no tuvo
dudas y el 9 de diciembre de 1830 Galois fue expulsado de la Ecole Normale. Incluso
después de la expulsion, aparecieron algunos articulos en diversos periddicos pidiendo por
la reincorporaciéon del muchacho, como también aparecié una del director, justificAndose.

En medio de estos tiempos tan convulsos, Galois pensdé que seria una buena idea
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enlistarse en una secciéon de artilleria. Pero poco le duré el puesto, pues menos de un
mes mas tarde, se reorganizo ese cuerpo por un decreto real y Galois quedé afuera. Para
ganarse la vida, empez6 a dar clases de algebra en la librerfa de un amigo suyo. Para
publicitarse incluso publicé un anuncio en el mismo diario en el que habia arremetido en
contra del director. Varios de sus amigos se anotaron para apoyarlo en un momento tan
delicado para él. En sus clases ensenaba sus conocimientos sobre la materia que no eran
pocos. Entre lo avanzadas que eran sus clases y que los alumnos iban por hacerle el favor,
sus clases terminaron quedando desiertas. Perdido en el oscuro laberinto de la pobreza,
al igual que Mozart, terminé dando clases particulares para sobrevivir, sin ningtn interés
matematico para él, pues eran clases muy elementales.

La Academia volvid a cruzarse en la vida de Evariste. En enero de 1831, le pidieron
que entregara una nueva memoria de su trabajo. El dia 17 se presenté Memorie sur les
conditions de résolubilité des équations par radicauz, que caydé en manos de Poisson y
Sylvestre Lacroix. Pasado un tiempo, harto de que no le dieran una respuesta, Galois
terminé escribiendo un carta con sarcéasticos reproches hacia la Academia:

Senior presidente, le agradeceria que expulsara mi inquietud invitando a de-
clarar a los senores Poisson y Lacroix si han extraviado mi memoria (como
ocurri6 con la que se quedo Fourier) o si pretenden dar cuenta de ella en la
Academia.

Sigui6 sin respuesta.

2.3. jA Luis Felipe!

Mientras que Galois esperaba una respuesta de la Academia, tenia mucho tiempo libre
para dedicarse a la vida politica. En abril de 1831, absolvieron a un grupo de la Guardia
Nacional que se habia negado a bajar las armas. Esto fue celebrado por la Sociedad de
los Amigos del Pueblo con una gran comida de unos doscientos invitados, entre los que se
encontraba nuestro pobre Evariste. En la sobremesa, los brindis y las consignas liberales
eran proporcionales a la cantidad de alcohol que se servia, cuando de repente se oyo: “jA
Luis Felipe!”. No era otro que el desafortunado de Galois, que justo resultaba llevar una
copa en una mano y un cuchillo en la otra. Esto se interpreté como una amenaza al rey y
al dia siguiente lo detuvieron. Pasé un mes en la carcel hasta que llegé el juicio, en el que
se defendi6 argumentando que el cuchillo lo tenia porque estaba cortando carne, y que
su consigna fue “A Luis Felipe, si nos traiciona”, pero que por el bullicio no se escuchd
la dltima parte. Por suerte, Galois fue absuelto de todos los cargos.

Menos de un mes le duré la libertad. En ese lapso, Chevallier y su hermano publicaron
en un diario republicano llamado Le Globe un articulo narrando la vida de Galois. En
esa defensa de su amigo, Chevallier contaba cémo las instituciones le habian negado
las oportunidades que sus ideas merecian. Al poco tiempo, la Academia finalmente se
pronuncid, quizas apurada por las palabras de Chevallier. Pasados siete meses desde que
fue presentado el trabajo este fue el veredicto de Poisson:

Hemos hecho todos los esfuerzos por entender la demostracion de Galois. Sus
razonamientos no son lo suficientemente claros ni estan bastante desarrolla-
dos para que podamos juzgar su exactitud y no estariamos en disposicion de
dar una idea en este informe. El autor anuncia que la proposicién que es el
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objeto principal de esta memoria es parte de una teoria general susceptible de
otras aplicaciones. En ocasiones, resulta que diferentes partes de una teoria
se clarifican mutuamente y son mas faciles de entender juntas que por sepa-
rado. Esperamos que el autor haya publicado el trabajo entero para formarse
una opinién definitiva; pero en el estado en el que esta la parte que se ha
presentado a la Academia no podemos recomendar la aprobacion.

La vida le daba otro golpe. Otra vez, sus brillantes ideas no eran valoradas entre
los matemaéticos de elite de la época. Quizas simplemente no pudieron entenderlas y se
excusaron para deshacerse de ellas.

Ese mismo verano, Galois volvio a caer preso. Su incontrolable desobediencia le jugo
otra mala pasada. El 14 de julio, dia de la Bastilla, se prohibieron las manifestaciones
republicanas. Se hicieron detenciones preventivas la noche anterior, aunque Galois se
salvo de esas. A la manana siguiente, apareci6 en el famoso puente parisino Pont Neuf.
Iba vestido de su traje de la Guardia Nacional (ilegalizado) y armado hasta el cuello.
Esta actitud le const6 una nueva detencion y la posterior condena de nueve meses en
prisiéon, hasta abril de 1832. En la céarcel de Sainte-Pélagie estuvo con su companero
revolucionario Raspail.

Parece que las pésimas condiciones de vida cambiaron algo en Galois. Raspail incluso
cuenta un incidente en que Galois, estando borracho, traté de suicidarse. En la primavera
de 1832 un brote de colera atacd a toda Francia y en particular a la capital, donde las
condiciones de higiene eran verdaderamente desagradables. Y si asi estaba la ciudad,
imaginese como deben haber estado las cérceles. Decidieron trasladar a los presos mas
vulnerables y jovenes, entre ellos a Galois, a una casa de reposo, bajo la promesa de no
fugarse.

Fue en ese momento cuando Galois conocié a Stephanie Poterin, que vivia en el mismo
edificio. Esta es la primera vez, que sepamos, que Galois se enamoraba. Realmente se
desconoce que fue lo que pasd entre Evariste y Stephanie, lo que si sabemos es que no
termind bien. Stephanie le escribié dos cartas a Galois, que este rompié en un ataque
de rabia, aunque después traté de reconstruirlas. Esa reconstruccién incompleta es la
que nos queda. En la primera se puede leer: “Pongamos punto final a esto, por favor.
No tengo [...] para seguir una correspondencia de esta clase, pero trataré de tener el
suficiente 4nimo para conversar con usted”’. La segunda carta, mas contundente, le pide
a Galois cortar cualquier tipo de relacién. Lo que se puede intuir, es que Evariste se formo
expectativas romanticas que no fueron correspondidas. La amorosa era la dltima de las
desdichas que le faltaba a Galois en su coleccion, y sin duda lo dejé muy deprimido.

El 29 de abril termina su condena, pero Galois, que solo tenia veinte anos, no tenia
hogar ni recursos, por lo que decidié quedarse a vivir provisionalmente en la casa de
reposo. La muerte toca la puerta.

2.4. 'Tres Cartas, dos pistolas

La dltima parte de esta historia es por lo menos muy confusa. No sabemos que fue
de Galois durante esos dias, pero estamos citados a asistir al acontecimiento crucial el
29 de mayo. Sin pruebas fehacientes de los motivos, Galois estd por su parte, citado a
un duelo a pistola. Si en la seccién anterior, mucho més iluminista, las diferencias se
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dirimian con duelos mateméticos, las balas eran ahora mucho mas comunes. Su rival y
el origen de la disputa siguen siendo un misterio, lo que ha dado lugar a un montén
de investigaciones historicas tratando de descubrir qué fue lo que pas6. Existen tres
principales hipotesis: una disputa amorosa por Stephanie, un asesinato politico o un
suicidio pactado. La cantidad de testimonios contradictorios tornan muy dificil llegar
a conclusiones: las cartas de Galois, la versién de su hermano Alfred, la resefia de una
gaceta republicana, y méas. Y como el pobre de Galois tuvo una vida tan revolucionada,
ninguna se puede descartar del todo. La que mas ha trascendido es la relacionada a
Stephanie y a dos hombres de su entorno (serfan familiares u otros pretendientes). Esta
linea de investigacion propone la teoria de que Galois le habria dicho algo (no se sabe si
a Stephanie o a estos dos hombres) que resulté ofensivo para la mujer, por lo que los dos
hombres sintieron la necesidad de defender el honor de Stephanie.

Convencido de que no tenia posibilidad de ganar, y como ya mencionamos, Galois
pas6 noche anterior al duelo escribiendo cartas. Una de ellas iba destinada a “todos los
republicanos” y empieza pidiendo que no le reprochen no morir por su patria. En ellas
deja algunas frases insinuando lo que ocurrio:

Muero victima de una infame coqueta y dos enganados por esta coqueta. Mi
vida se apaga por un miserable chisme. El cielo da testimonio de que solo
forzado he accedido a una provocacion que he intentado evitar por todos los
medios. Me arrepiento de haber contado una verdad fatal a hombres tan poco
capaces de escucharla.

Y termina con una frase muy extrana: “Perdén por los que me mataron, son de buena
fe”. Resulta confuso que Galois esté tan convencido de su propia muerte. Al fin y al cabo,
un duelo es impredecible, aunque no lo pueda ver un joven pesimista la noche anterior
al mismo. Esto es lo que llevo a conjeturar también que pudo haber sido un suicidio
pactado, bien para acabar con su desdichada vida o bien para involucrar a la policia y
provocar un levantamiento que sirva a la causa revolucionaria. Eso explicaria su disculpa
hacia sus asesinos pero deja un hueco en la parte de la “infame conqueta”. Otra teoria
dice que la quizas la coqueta no era Stephanie, y que en realidad todo fue un plan de la
policia para acabar con Evariste, pero entonces ;Por qué excusar a sus asesinos? Como
se puede ver, nada cierra del todo.

Pero para confundir méas todavia, la segunda carta estaba dirigida a sus amigos N. L.
y V. D., que seguramente hayan sido Napoleén Lebon y Vincent Delaunay. En ella deja
informacién atin mas confusa sobre las circunstancias:

He sido retado por dos patriotas [...]. Me ha sido imposible rehusar. Perdo-
nenme no haberles advertido a ninguno de los dos. Pero mis adversarios me
obligaron por mi honor no informar a ningtn patriota.

La carta termina con una siplica:

Recuérdenme, ya que la suerte no me ha concedido bastante vida para que
la patria me recuerde.

Con respecto a la ultima carta, estaba dirigida a su amigo Auguste Chevallier, y esta
es (con respeto a los amigos republicanos) la que verdaderamente importa. En ella Galois
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deja escrito su testamento matemaético, compuesto de las memorias perdidas, olvidadas
e ignoradas por la Academia y de nuevas ideas que segin sus propias palabras: “Han
rondado mi cabeza por casi un ano”’. La carta comienza asi:

Mi querido amigo: He hecho varias cosas nuevas en anélisis. Unas conciernen
a la teoria de ecuaciones, y otras a funciones integrales. En la teoria de ecua-
ciones, he investigado en qué casos las ecuaciones son solubles por radicales:
esto me ha dado la ocasiéon de profundizar en esta teoria, y de descubrir to-
das las transformaciones posibles de una ecuacion, incluso si no es soluble
por radicales. Todo esto puede encontrarse en tres memorias.

En cuatro paginas, Galois hace una sintesis de la memoria que rechazé Poisson y
agrega nuevos resultados que habia ido desarrollando en esos meses. La carta termina
diciéndole a su amigo Auguste que ha explorado mas asuntos que no aparecen en los
papeles y concluye con una frase que lamentaremos por siempre:

No tengo tiempo y mis ideas no estan todavia suficientemente desarrolladas
en ese terreno, que es inmenso.

También le pide a su amigo que le lleve sus resultados a Jacobi o a Gauss, convencido
que ellos si sabrian valorarlo. Finaliza expresando su esperanza de que sus ideas sean
estudiadas por alguien algtn dia:

Después de eso, espero, habré gente que encontrara provechoso descifrar todo
este lio.

La hora ya es cumplida. Galois acude al amanecer a batirse a duelo, que se salda
con un tiro en el abdomen que lo deja malherido. Alguien lo recoge y lo lleva al hospital
més cercano, donde pasara las tltimas horas entre esa delgada linea entre la vida y la
muerte. Al hospital acude su hermano Alfred. Efectivamente, a las 10 de la manana del
31 de mayo de 1832, Evariste Galois muere en la cama de un hospital. Lo acompafiaba
su hermano Alfred, al que le dedico sus ultimas palabras:

No llores, necesito todo mi coraje para morir a los veinte anos.

2.5. Legado

Tras su muerte, se celebré un funeral repleto de republicanos amigos que fueron
a despedirse de Evariste. Sin embargo, a diferencia de la historia de Abel, el mundo
matematico ni se inmuto6 por la gran pérdida que acababa de sufrir. Fueron su hermano
Alfred y Chevallier, que recopilaron sus trabajos y cumplieron su cometido. Le entregaron
todo lo que tenian a Joseph Liouville, que en 1843 lo hizo publico, como no podia
ser de otra manera, en la Academia de Ciencias. Tres anos mas tarde, Liouville que
tenfa su propia revista, public6 todos los resultados de Galois. Y, ahora si, 14 anos de
muerto Galois, toda su teoria comenz6 una revolucion matemaética. Jacobi, uno de los
matematicos que Galois pidi6 en las puertas del cielo que lo leyera, se interesé mucho
por sus ideas a raiz de lo publicado por Liouville.

Galois habia dado forma a una idea con la que Lagrange y Cauchy habian coqueteado,
pero no habian podido ver el enorme potencial que yacia atrds de eso. Hablo de la
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definicion de Grupo. Galois fundé la Teoria de Grupos. Y lo hizo, como imaginaran,
para establecer una condicién necesaria y suficiente para que una ecuacion sea soluble
por radicales. Galois lo hizo. Vino a este mundo, puso fin a un problema de milenios y
se fue. Fue tan efimero como impactante. Pero bueno, jcual es la respuesta?;Qué fue lo
que encontr6? La respuesta a esta pregunta es la que se desarrolla en el resto de este
trabajo.

3. La Teoria de Galois

Ha llegado el momento. Nos ponemos los guantes matematicos y comenzamos a pre-
sentar a la estrella de esta historia: la Teoria de Galois. Por conveniencia pedagogica
tendremos que abandonar el rigor histérico, pues la manera en la que se presentara esta
teoria no es la que Galois emple6 originalmente. Décadas después, Emmy Noether y Emil
Artin reescribieron estas ideas en un lenguaje mas moderno, compacto y mucho mas con-
veniente para presentarlo en un trabajo como este. Tendremos que asumir también que
el lector esta familiarizado con ideas generales del algebra lineal y algunas ideas béasicas
de estructuras algebraicas como espacios vectoriales, grupos y anillos. De todos modos
esta seccion comienza con un breve repaso sobre teoria de anillos conmutativos. En caso
de no estar muy familiarizado con la teoria de grupos, una amigable introduccién a esta
hermosa teorfa se puede encontrar en |Wel|.

3.1. Repaso de algebra

Comenzaremos con un breve repaso sobre algebra conmutativa. Pasaremos gran parte
de este trabajo discutiendo sobre cuerpos y polinomios, y el sistema algebraico que abarca
estos dos conceptos es el de los anillos conmutativos. Nos tomaremos el atrevimiento de
dejar a lo largo de este capitulo algunos ejercicios instructivos que seran de utilidad
més adelante. Si el lector ya esté familiarizado con las ideas de este capitulo bastara un
momentaneo pensamiento para convencerse de la validez de los mismos. En cambio, si
este es su primer acercamiento a estas definiciones aconsejamos fuertemente detenerse a
intentarlos.

Definicion 1. Un anillo conmutativo con 1 es un grupo abeliano R con una operacion
binaria - : R X R — R llamada producto o multiplicacion que denotaremos como (7, s) >
rs, tal que:

o El producto es conmutativo y asociativo.

o Existe un elemento 1 € R tal que

lr=r,VreR.

o El producto es distributivo respecto de la suma:

r(s+t)=rs+rt, Vr,s,t € R.

De ahora en adelante todo anillo seré considerado conmutativo y con 1.
Ejemplos:
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1. Z, Q, Ry C son anillos.
2. Dado un entero positivo n, el conjunto Z,, de enteros modulo n forman un anillo.

3. Si R es un anillo, definimos un polinomio f(z) con coeficientes en R (o simple-
mente un polinomio sobre R) como una sucesion:

f(.’E) = (TO;Tla---7Tn,O7O,.._)

con r; € R para todo i y r; = 0 para todo ¢ > n y para algin n. Si g(x) =
(80,8155 8m,0,0,...) es otro polinomio, decimos que g(z) = f(z) solo si s; = r;
para todo i. Denotamos al conjunto de todos los polinomios sobre R como R[z].
Definiremos una suma y producto en R[z] de la siguiente manera:

(T07T1,...,T’i,...)+(80,517...751',...):(T0+80,T1+51,...,7’i+51',...)

(To,Tl,...,Ti,...)(80,81,...,8_7‘,...)Z(to,tl,...,tk,...)

donde tg = rgsg, t1 = r9s1 + 7150, ¥y, en general:

Si definimos 1 = (1,0,0,...) podremos comprobar que R[x] es un anillo con las
operaciones definidas arriba. Llamaremos a este anillo, el anillo de polinomios
sobre R. Es natural preguntarse cuél es el sentido de la letra = en la notacién
f(x). Sea z el siguiente elemento de R[z]:

z=(0,1,0,0,...)

Es facil verificar que 22 = (0,0, 1,0,0,. .. or induccién, que z™ sera la sucesiéon
b b ) ) ] ) )

que tiene 0 en todas las entradas salvo en la n-ésima. El lector podra verificar

ahora, reencontrandose con la usual notacién, que:

n
f@)=(ro,r1,...,70,0,0,...) =10 +r1x+ - + 12" :Zn—xi.
i=0

También identificaremos al elemento ry € R con el polinomio (ro,0,0,...) € R[z].
Notar que en este contexto x es un polinomio en si mismo y no una variable.

Recordamos también el vocabulario usual asociado a un polinomio f(z) = rg +
rix + -+ + rpz™. El coeficiente principal de f(x) es r,, donde n es el mayor
entero (si existiera) tal que r, # 0; n se llama el grado de f y lo denotaremos
por df. Todo polinomio tiene un grado excepto el polinomio 0 = (0,0,...). Un
polinomio se dice ménico si su coeficiente principal es 1. El término constante
de un f(z) es ro. Un polinomio constante es el polinomio 0 6 un polinomio
de grado 0. Llamamos a un polinomio lineal, cuadratico, ctbico, cuartico y
quintico si es de grado 1, 2, 3, 4 o 5 respectivamente.

Teorema 1. Sea R un anillo.
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(I) or=0VreRr
(II) —r = (=1)r Vr € R (donde —r es el inverso aditivo de r, es decir, —r + 1 = 0)
(II) (=1)(=r) =7 Vr € R (en particular, (—1)(—-1) =1)
Demostracion. (1) Usamos la propiedad distributiva:
Or =(0+0)r =0r+0r
y restando Or en ambos lados obtenemos que Or = 0

(I) 0 = 0r = (=14 1)r = (=1)r + r; ahora sumando —r a ambos lados obtenemos

—r=(=1)r
(I11)
0=0(-1)=(—r+7r)(-1)
= ()1 +7(-1)
=(—r)(-1)—r

sumando r a ambos lados se tiene (—1)(—r) = r.

Si R es un anillo en donde 1 = 0 y tomamos r € R, entonces:
r=1r=0=0

luego, en tal caso R tendra solo un elemento, el 0. Vamos a permitir la existencia de este
ejemplo peculiar, lo llamaremos anillo nulo. Este es un buen momento para recordar
por qué es imposible definir la division por 0. Si a,b € R, entonces a/b, de existir, debiera
cumplir que b(a/b) = a. En particular, si a/0 existiese, seria un elemento de R tal que
0(a/0) = a. Pero 0(a/0) = 0, por el Teorema 1(I). Esto implica que un tal R debe ser el
anillo nulo.

Hay dos tipos de anillos que resultaran de vital importancia: dominios integros y
cuerpos.

Definiciéon 2. Un anillo R es un dominio integro (o dominio) si no es el anillo nulo y
el producto de dos elementos no nulos en R es no nulo.

Notar que Zg no es un dominio porque 2 # 0y 3 # 0 pero 2-3 = 6 = 0 = 0. Este
ejemplo se extiende a cualquier Z,, donde n es un niimero compuesto. Si n es primo Z,
es un dominio.

Teorema 2. Un anillo no nulo R es un dominio si y solo si satisface la propiedad de
cancelacion: si ra = rby r # 0 entonces a = b.

Demostracion. Supongamos que R es un dominio, r # 0y ra = rb. Entonces r(a—0b) = 0.
Como R es un dominioy r # 0, a—b = 0 y por lo tanto a = b. Por otro lado, supongamos
que vale la propiedad de cancelacion. Si a # 0, b # 0y ab = 0, entonces ab = 0 = a0 por
lo tanto b = 0, un absurdo. O

21



La altima noche de Galois Bruno Giordano

Dejamos a continuaciéon un par de ejercicios que nos serdn de gran utilidad mas
adelante.

Ejercicio 1. Un elemento u € R se dice una unidad si existe otro elemento v € R tal

que uv = 1. Mostrar que si R es un dominio y f, g € R son no nulos y satisfacen que
f=ugyg=vf

donde u,v € R entonces u y v son unidades de R.

Observacion 1. Si R es un anillo, vale la siguiente version del algoritmo de la di-
vision: si f(x), g(x) € R[z] y el coeficiente principal de g(z) es una unidad, entonces
existen polinomios ¢(z) y r(z) (llamados cociente y resto, respectivamente) tales que

f(@) = q(x)g(x) + r(z)
donde o bien r(x) =0 o0 dr < dg

Ejercicio 2. Demostrar que el teorema del binomio vale en cualquier anillo R: Si

n=>1,
n __ - n 1pn—1
(a+0b) —E (Z,)ab

i=0
donde (7;) denota el coeficiente binomial de Newton #lz), (Ayuda: probar primero que
-1 -1
(o) + () =)
Ejercicio 3. Si p es un primo, mostrar que p divide a (’;) para todo ¢ # 0,p. (Notar que
esto no es cierto si p no es primo estudiando el caso p = 4).

Definimos ahora uno de los objetos centrales de la Teoria de Galois que trataremos
en profundidad mas adelante: los cuerpos.

Definiciéon 3. Un cuerpo es un anillo no nulo K tal que K — {0} es un grupo con la
multiplicacion de K, es decir, todo elemento no nulo de K es una unidad.

Los ejemplos bésicos de cuerpos son Q, R, C y Z, con p primo. Todo cuerpo es
un dominio, pues el hecho de que K — {0} sea un grupo implica que es cerrado por la
multiplicacién.

En el dlgebra moderna cuando se estudia un objeto resulta de vital importancia tener
una nocién de morfismo entre dichos objetos. En el caso de los anillos, se tiene la siguiente
definicién.

Definicion 4. Si S y R son dos anillos, una funciéon ¢ : R — S es un morfismo de
anillos si:

Un morfismo de anillos es un isomorfismo de anillos si i es biyectiva. En este caso
decimos que R y S son isomorfos y escribimos R 2 S.
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Ejercicio 4. Si a € R definimos e, : R[z] = R mediante e,(f) = e, (> riz?) = Y ria’
(lamamos a este elemento f(a)); mostrar que e, es un morfismo de anillos (llamado
evaluacion en a). Si f(a) = 0 entonces a se dice una raiz de f(z).

Definicién 5. Un ideal en un anillo R es un conjunto I que contiene al 0 y tal que:
1. I es un subgrupo del grupo aditivo de R.
2. Siaelyre Rentonces ra € 1
Ejemplos:
1. En todo anillo R y 0 son ideales.
2. Siy: R — S es un morfismo de anillos el kernel (o nicleo) es:
keryp ={r € R: ¢(r) =0}.
El kernel de un morfismo de anillos es siempre un ideal.

3. Si rg € R entonces {r-r9 : r € R} es un ideal. Llamamos a este ideal el ideal
principal generado por 7 y lo denotamos (rg).

4. SiIy J son dos ideales, susuma I+J = {r+s:r € I,s € J} es también un ideal.
Ejercicio 5. Sea u una unidad de un anillo R.
(I) Si un ideal I contiene a u entonces I = R
(IT) Sir € R entonces (ur) = (r).

(ITI) Si R es un dominio y r, s € R, entonces (s) = (r) si y solo si § = ur para una
unidad de R.

Ejercicio 6. (I) R es un cuerpo si y solo si los tnicos ideales son 0 y R
(IT) Si F es un cuerpo, entonces las unidades de F[x] son las constantes no nulas.

La definicion de ideal puede parecer arbitraria a primera vista, particularmente la
segunda condicion. La siguiente definicion esclarece un poco la razon por la cual esta
condicion es de crucial importancia.

Sea I un ideal de R. Ignorando momentéaneamente la multiplicacién de R, sabemos
que I es un subgrupo del grupo aditivo R. Més atn, como este grupo es abeliano, I es un
subgrupo normal. Por lo tanto, esta bien definido el grupo cociente R/I. Los elementos
de este grupo son las co-clases r + I con r € R y la suma viene dada por

(r+I)+ @' +I)=(r+r)+1

En particular, la identidad aditiva es el elemento 0+1 = I. Recordemos que r+1 = 7'+ 1
siy solosir—r’ € I. Finalmente, recordemos que existe un morfismo (de grupos) canénico
m: R — R/I dado por r +— r+ 1.

Teorema 3. Sea I un ideal de R. El grupo abeliano R/I puede ser equipado con una
multiplicaciéon que lo transforma en un anillo y que transforma al mapa 7 : R — R/I en
un morfismo de anillos.
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Demostracion. Definimos una multiplicacion en R/I dada por
(r+ D" +1)=(rr')+ 1.

Para ver que esta bien definida, supongamos que r +1 = s+ I yquer’ +1 = s + 1.
Queremos ver que 7’ + I = ss’ + I, es decir ' — ss’ € I. Pero

rr’ —ss' = (rr' —rs')+ (rs —ss')=r(r' =)+ (r—s)s

Luego, como 1’ —s" € I 'y r—s € I, por hip6tesis; tenemos que r(r'—s') € Iy (r—s)s’ € I
porque [ es un ideal. Como la suma de dos elementos de I es de nuevo un elemento de I
tenemos que 77’ + I = ss’ + I. Es sencillo verificar que esta multiplicaciéon cumple todas
las propiedades de la definicién de anillo. Tambien es facil ver que con esta estructura m
resulta un morfismo de anillos. Dejamos estos detalles como ejercicio para el lector.

O

Definiciéon 6. Si I es un ideal de R, entonces R/I se llama anillo cociente de R
moédulo 1.

A continuacion demostramos dos teoremas fundamentales relacionados con los anillos
cociente.

Teorema 4 (Teorema de la Correspondencia). Sea I un ideal de un anillo R. Existe
una correspondencia biyectiva entre los ideales de J de R tales que I C J y los ideales
de R/I, dada por

Jen(J)=J/I={a+I€R/I:a€cJ}

donde 7 : R — R/I es la proyeccion canénica. Mas atn, si J C J' entonces w(J) C w(J').

Demostracion. Sean € y 2 las familias de ideales de R que contienen a I y de ideales
de R/I, respectivamente. Consideramos la proyeccion canénica 7 : € — 2 y definimos
f:+ 92 — € mediante f(J/I) ={a € R:a+ 1 € J/I}. Es sencillo verificar que w(J) y
f(J/I) son ambos ideales.

Si J € 2, entonces

(mof)Y(J)={a+T:acf(N}={a+IT:a+IcJ}=J
Por otro lado, si J € ¥ entonces

(fom)(J)={a€eR:a+Ten(J)}={a€eR:a+1=>b+1paraalginbe J}
={a€R:a€b+ 1 paraalginbc J}.
Donde este tltimo claramente contiene a J. Pero a € b+ J implica que (a—b) € T C J,
luego, a = b+ J y por lo tanto a € J. Es decir, (f o7)(J) = J. Concluimos asi que 7 y

f establecen una biyecciéon. Dejamos como ejercicio completar la prueba mostrando que
si J C J' entonces w(J) C w(J'). O

Teorema 5 (Primer Teorema de Isomorfismo). Si+ : R — S es un morfismo de anillos
y ker 1 = I, existe un isomorfismo de anillos R/I — S dado por r + I — ¢(r).
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Demostracion. Por la versiéon anéloga a este teorema para grupos sabemos que existe
un isomorfismo de grupos R/I — S dado por r + I — 9(r). Veamos que también es un
morfismo de anillos. Si r+ I, s+ I € R/I tenemos que

(r+D)(s+1) = (rs + 1) = P(rs) = p(r)P(s).
Luego, el morfismo r + I — 1(r) es efectivamente de anillos. O

Ejercicio 7. Sea I un ideal de un anillo Ry J un ideal de otro anillo S. Si¢) : R — S es un
morfismo de anillos con 9(I) = J entonces existe un isomorfismo de anillos R/I = S/ J.

3.2. El anillo de polinomios sobre un cuerpo
Teorema 6. Si F' es un cuerpo, entonces todo ideal de F[z] es un ideal principal.

Demostracion. Sea I un ideal de F[z]. Si I = {0}, entonces I = (0) es principal con
generador 0. Si I # {0}, consideremos un polinomio m(z) € I que tenga grado minimo.
Veamos que I = (m(z)). Claramente (m(z)) C I. Para la otra contencion sea f(z) € I.
Por el algoritmo de la division existen polinomios ¢(z) y r(x) tal que

fx) = q(z)m(z) + r(x)

donde o bien r(z) = 0 o bien dr < dm. Ahora, como r(x) = f(z) — q(x)m(x) € I; si
r(z) # 0 estariamos contradiciendo la hipotesis de minimalidad del grado de m(x) entre
los elementos de I. Luego, r(x) =0y f(z) = q(x)m(z) € (m(z)). O

Es facil ver que uno siempre puede considerar que m(z) es monico, pues de no ser
este el caso, dividimos toda la expresion por el coeficiente principal.

Definiciéon 7. Un anillo R se dice dominio de ideales principales (DIP) si es un
dominio en donde todo ideal es principal (Recordar el Ejemplo 3 después de la Definicion
5).

El teorema anterior dice que F[z] es un DIP cuando F' es un cuerpo. Otro ejemplo
de un DIP es Z. Sin embargo, Z[x] no es un DIP.

Definicion 8. Sea R un anillo; si s,7 € R, entonces decimos que r divide a s si existe
un ' € R tal que 7’ = s. En tal caso escribimos r | s.

Si I = (rp), entonces rg divide a todo s € I. Notar que |0 Vr € R, pero 0 |r <—
r = 0. También tenemos que | Vr € Ry que r es una unidad si y solo si | 1.

Definicién 9. Sea F' un cuerpo y sean f(x), g(z) € F|z]. El maximo comun divisor
(med) de f(z) y g(x) es un polinomio d(z) € F[z] tal que:

(I) d(x) es un divisor comtun de f(x) y g(x); estoes,d| fyd]|g.
(IT) Si ¢(x) es un divisor comun de f(z) y g(x) entonces ¢ | d.
(III) d(x) es monico.
Denotaremos a d(x) por (f(x),g(x)). Si (f(z),g(z)) = 1 entonces f(x)y g(x) se dicen

relativamente primos o coprimos.
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Notar que el med d de f y g, de existir, es tnico. Si d’ es otro mcd, entonces usando
(IT) para ambos, tenemos que d |d' y d' |d. Luego, por el Ejercicio 1, d’ = ud para alguna
unidad u € F[z]. Como las unidades de F[z] son los polinomios contantes no nulos y
ademéas d y d’ son ménicos, u = 1. Luego, d = d'.

Teorema 7. Sea F un cuerpoy sea f(x), g(z) € F|x] con g(z) # 0. Entonces (f(z), g(z))
d(x) existe y es una combinacion lineal de f(z) y g(z). Esto es, existen a(x) y b(x) tal
que:

d(x) = a(x) f(z) + b(z)g(x).

Demostracion. Sea

I'=(f(2)) + (9(2)) = {a(z) f(2) + b(z)g(2) : a(z), b(z) € Flx]}.

Tenemos que I es un ideal de F[x] y como F es un cuerpo, F[x] es un DIP, es decir, I es
principal. Tomamos un generador monico de grado minimo I = (d(z)). Notar que d(z)
es una combinacion lineal de f y g. Notar también que d es un divisor comun de f y g,
pues f,g € (d) = I. Por tltimo, si ¢ es un divisor comin de f y g tenemos que f =ch y
g =cq con h,q € Flz]. Luego, d = af + bg = a(ch) 4+ b(cq) = c(ah + bg) y por lo tanto
cld. O

Definiciéon 10. Decimos que un polinomio f(x) € F[z] tiene una raiz repetida en
xr =a,si (z—a)? divide a f(x)

Ejercicio 8. Sea f(z) = [[(z — a;) € F[z], donde F es un cuerpo. Mostrar que f(x) no
tiene raices repetidas si y solo si (f(z), f/(z)) = 1, donde f'(z) es la derivada formal de

f(@).
Corolario 8 (Lema de Euclides). Sea F' un cuerpo. Si (f(x),g(z)) =1y f(z) divide a
g(x)h(x), entonces f(x) divide a h(z) en F|x].

Demostracion. Por el teorema anterior, existen a(x) y b(x) tal que 1 = af + bg. Por lo
tanto, h = afh+bgh, pero gh = fk para algin polinomio k. Luego, como h = f(ah+0bk),
f divide a h. O

La prueba del Lema de Euclides es simplemente una adaptaciéon de la prueba para
Z. De la misma manera, existe una adaptacion del algoritmo de Fuclides para calcular
el mcd de dos polinomios y expresarlo como una combinacién lineal. A continuacion lo
demostramos.

Teorema 9 (Algoritmo de Euclides). Existe un algoritmo para calcular el med de dos
polinomios y expresarlo como una combinaciéon lineal.

Demostracion. La idea del algoritmo es repetir el algoritmo de la division varias veces.
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Consideremos la siguiente lista de ecuaciones:

f=qg+mr dr1 < dg

g =qar1+ 72 Org < Ory

rL=q3r2 + 73 Ors < 0ry

ro = qur3 + 14 Jry < Ors
Th—2 = qnTn—1 1+ Tn or, < Orp_1
Tn—1 = qn+1Tn + Tnt1 Orp+1 < 0rpn

Tn = qn+2Tn+1-

Vamos a ver que d = r,11 es el med (después de volverlo moénico). Primero, notemos
que el algoritmo siempre termina eventualmente porque los grados de los restos es es-
trictamente decreciente (de hecho, la cantidad de iteraciones necesarias es a lo sumo 9g).
Luego, d es un divisor comun, pues d = r,41 divide a r,, y de la (n + 1)—ésima ecuacion
se obtiene que -1 = ¢n417n + Tn41 lo que muestra que d divide a 7,_1. Usando este
argumento recursivamente, podemos llegamos a que r, divide a ambos f y g. Por otro
lado, si ¢ es un divisor comun, empezando por la primera ecuacién, vemos que c¢ divide
a r1 y siguiendo con el resto de las ecuaciones llegamos a que también divide a d. Por
altimo, se pueden encontrar a y b con otro argumento recursivo empezando por la tltima
ecuacion y siguiendo hacia arriba. Efectivamente, si d = r,41 = rn—1 — ¢n+17n €8 una
combinacién lineal de r,_1 y 7,,. Combinando esto con r,, = r,_3 — ¢,7_1 Obtenemos

d= Tn—1 — Qn+1(rn—2 - ann—l)
= (1 + qnanrl)rnfl —qn4+1Tn—2

una combinacioén lineal de r,,_1 y r,_o. Este proceso termina con d = af + bg.
O

Corolario 10. Sean F' C E cuerpos, y sean g(z), f(z) € F[z] C E[z]. Entonces el med
de f y g en F[z] es el mismo que en E[z].

Demostracion. Si vemos a f y g como elementos en E[z] y usamos el algoritmo de Eu-
clides para calcular su mcd en E[z] vamos a ver que, como estamos iterando el algoritmo
de la division en F[z], el resultado sera el mismo que si consideramos a f y g en Flz]. O

Consideremos R = F[z]/I donde F es un cuerpo e I es ideal principal generado por
un polinomio p(z). Si (f(x),p(x)) = 1 entonces existen polinomios s(x), t(z) € F|x] tal
que:

5(2)(z) + pla)t(e) = 1.

En R esta ecuacion se vuelve:
s(z)f(x)+I=1+1

Luego, f(x) + I es una unidad en R con inverso s(z) + 1.
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Definicién 11. Un polinomio no nulo p(z) € F[z] se dice irreducible si dp > 1 y no
existe ninguna factorizacion p(z) = f(x)g(x) en Flz] con df < dp y dg < Ip.

Notar que la irreducibilidad depende del cuerpo F. Por ejemplo, 22 + 1 es irredu-
cible sobre R pero se factoriza en C. Los polinomios lineales (de grado 1) siempre son
irreducibles sobre cualquier cuerpo.

Mencionamos a continuaciéon a modo de observacion algunos hechos sobre la irre-
ducibilidad en anillos de polinomios. No daremos la demostracién, pero su prueba es
analoga a sus respectivas versiones en Z, donde los niimeros primos cumplen en rol de
los polinomios irreducibles.

Observaciéon 2. 1. Sea p(z) € Flx] irreducible. Si g(x) € Flz] no es constante,
entonces o bien (p(z), g(x)) =1 o bien p(z) divide a g(x)

2. Si p(x) es irreducible y divide a un producto qi(x)ga(x)---qs(x), entonces p(x)
divide a algin ¢;(x).

3. Todo polinomio en f(z) € F[z] admite una factorizacion de la forma:

f(x) = api (@) - - pe(2),

donde a es una constante no nula y los p;(z) son todos polinomios irreducibles
no necesariamente distintos. Mas atn, estos factores y sus multiplicidades estan
univocamente determinados por f(z).

Hay una conexién muy importante entre la factorizaciéon de un polinomio y sus raices.
Teorema 11. Sea f(z) € Flz] y sea a € F. Existe un ¢(z) € F[x] tal que
f(x) = q(x)(z —a) + f(a).

Demostracion. Usamos el algoritmo de la division. Dividiendo f(z) por  —a obtenemos
un cociente y un resto que debe ser constante (ya que x — a tiene grado 1):

f(@) = q(z)(x —a) +r.
Evaluando esta igualdad en 2 = a vemos que r = f(a). O

Corolario 12. Sea f(z) € F[z]. Entonces a € F es una raiz de f(z) si y solo si z —a
divide a f(x).

Demostracion. Si a es una raiz de f(x) entonces f(a) = 0y el teorema anterior produce

f(z) = q(z)(x — a). En cambio, si f(z) = ¢q(z)(z — a), evaluando en & = a vemos que
f(a) =0. O

3.3. Ideales Primos e Ideales Maximales

Definicion 12. Un ideal I de un anillo R se dice primo si I # Ry

abeER = aclobel
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Sip(z) € Flx] es irreducible entonces I = (p(z)) es un ideal primo, pues a(z)b(x) € I
implica que p(z) divide a a(x)b(z). Luego, como p(z) es irreducible, divide o bien a a(x)
o0 a b(x), por lo tanto, a(x) € I o b(z) € I. Como I # R ya que dp > 1, se sigue que I es
un ideal primo.

Teorema 13. Un ideal I C R con I # R es primo si y solo si R/I es un dominio.

Demostracion. Sea I un ideal primo. Supongamos que a+1 #0y que b+1 #0en R/I,
es decir, ni a ni b pertenecen a I. Si (a+1I)(b+ 1) =ab+ I =0, entonces ab € I, lo que
contradice que I sea primo. La vuelta es similar. O

Definicién 13. Un ideal I de un anillo R es maximal si I # R y no hay ningtn ideal J
de Rtalque I C J C R.

Teorema 14. Un ideal I C R con I # R es maximal si y solo si R/I es un cuerpo.

Demostracion. El Teorema de la Correspondencia dice que I es maximal si y solo si R/I
no tiene ideales ademas de {0} y R/I; y el Ejercicio 6 nos muestra que esto pasa cuando
R/I es un cuerpo. O

Corolario 15. Todo ideal maximal es primo.

Demostracion. Todo cuerpo es un dominio. [

La vuelta del altimo corolario es falsa en general. Por ejemplo, el ideal (z) en Z[z] es
primo, pero no maximal porque Z[z]/(z) = Z que es un dominio pero no un cuerpo.

Teorema 16. Si R es un DIP, entonces todo ideal primo no nulo es maximal.

Demostracion. Asumamos que existe un ideal J # I con I C J C R. Como R es un DIP,
I =(a)y J = (b) para algin a,b € R. Ahora bien, a € J implica que existe un r € R
tal que a = rb, por lo tanto, b € I. Como [ es primo o bienr € Tobe I.Sibel
entonces J C I lo que implica un absurdo. Si € R entonces r = sa para algin s € R,
y por lo tanto a = rb = sab; luego 1 = sby J = (b) = R, por el Ejercicio 5. Entonces, I
es maximal.

O

Corolario 17. Si F es un cuerpo y p(z) € F[z] es irreducible, entonces F[x]/(p(z)) es
un cuerpo que contiene a (una copia isomorfa a) F' y a una raiz de p(x).

Demostracion. Como p(z) es irreducible, el ideal I = (p(x)) es un ideal primo no nulo
y por lo tanto, como F[z] es un DIP, es maximal. Luego E = F[z]/I es un cuerpo. Es
facil ver que a — a + I es un isomorfismo de F' a {a+ I :a € F} C E (por lo general se
identifica a F' con este conjunto). Sea o« = x 4+ I € E; veamos que « es una raiz de p(z).
Supongamos que p(x) = ap + a1z + - - - + a,2™ donde a; € F, entonces, en E:
pla)=(ag+ 1)+ (a1 + Da+ -+ (an + Ia™

=(a+D)+ @ +Ha+ID)+ -+ (an+)(z+I)"

=(ao+ 1)+ (arz+I)+- -+ (apz" + 1)

=ao+ax+---+apr" +1

=pla)+1=1

que es el 0 de F[z]/I, luego « es una raiz de p(x). O
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Definicién 14. In polinomio f(z) € F[x] se descompone sobre F si es un producto
de factores lineales.

Es claro que f(z) se descompone sobre F' si y solo si F' contiene a todas las raices de

f ().

Teorema 18 (Kronecker). Sea f(x) € F[x] donde F es un cuerpo. Entonces existe un
cuerpo E que contiene a F' en donde f(x) se descompone.

Demostracion. La prueba es por induccion en df. Si 9f = 1, entonces f(x) es lineal y
tomamos F' = E. Si 0f > 1 escribimos f(z) = p(z)g(x) donde p(z) es irreducible. Si
p(z) es lineal, entonces f(z) se descompone sobre cualquier cuerpo E sobre el cual g(x)
se descomponga; un tal cuerpo existe por hipotesis inductiva. Si dp > 1, entonces el
corolario anterior nos garantiza que existe un cuerpo B que contiene a F'y a una raiz «
de p(x). Luego, p(x) = (x — a)h(z) en B[z]. De nuevo, por hipotesis inductiva, existe un
cuerpo E que contiene a B sobre el cual h(z)g(z) se descompone y por ende, también lo
hace f(z). O

Definicion 15. Definimos un subanillo de un anillo R como un subgrupo S de R que
contiene al 1 y que es cerrado por la multiplicacion.

Se puede ver facilmente que la interseccion de una familia de subanillos es de nuevo
un subanillo.

Definicion 16. Un subcuerpo es un subanillo que también es un cuerpo.

Se puede ver facilmente también, que un subconjunto de un anillo es un subcuerpo
si es un subgrupo que contiene al 1 y es cerrado por multiplicacién e inversos. También
es claro que la intersecciéon de dos subcuerpos es de nuevo un subcuerpo.

Ejercicio 9. Mostrar que si F' es un subcuerpo de E entonces E es un F-espacio vecto-
rial.

3.4. Cuerpos de Descomposicion

Usando la idea del ejercicio anterior damos la siguiente definicion.

Definicion 17. Si F' es un subcuerpo de E decimos que E es una extensiéon de cuerpos
de F'y escribimos “E/ F es una extension de cuerpos”. Llamamos el grado de la extension
F/E a la dimension de F como un E-espacio vectorial y lo denotamos por [E : F].
Decimos que E/F es finita si [E : F] es finito.

Esta definicién invierte nuestro punto de vista. En vez de estudiar subcuerpos F' de un
cuerpo E, estudiaremos cuerpos més grandes E que contienen a F' como un subcuerpo.

Teorema 19. Sea p(x) € F[z] un polinomio irreducible de grado d. Entonces E =
F[z]/(p(z)) es una extension de F' de grado d.

Demostracion. Denotamos por I = (p(x)), y denotamos por « = = + I en E. Basta
probar que {1,a,a?,...,a%} es una base de E sobre F. Supongamos que existen, para
0<i<d-1,a; €F tal que Y. a;a’ = 0. Esto quiere decir que f(x) = > a;2° € [ =
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(p(x)). Por lo tanto p(z) divide a f(x), pero notemos que df < d = dp, lo que constituye
un absurdo. Luego, {1,a,a?,...,a%} es independiente. Por otro lado, todo elemento de
E es de la forma f(x)+ I para algan f(z) € F[z]. Usando el algoritmo de la division
obtenemos f(x) = q(z)p(x) +r(x), donde Or < dp=d y f(xz)+ I = r(x) + I. Entonces,

{1,a,0?,...,a%} genera todo E. O
Definicion 18. Sea E/F una extension de cuerpos y sean ag,...,a, € E. Entonces
F(aq,...,a,) es el menor subcuerpo de E que contiene a F'y a a, ..., a, y lo llamamos
“F adjuntando «,...,a;”. Una extension E/F es simple si existe o € F tal que
E = F(a).

Se puede probar que
F(a) ={f(a)/g(a) : f(x),g(z) € Flz] y g(a) # O}.

Definicion 19. Sea E/F una extension de cuerpos y sea a € E. Entonces «a se dice
algebraico sobre F si « es la rafz de un polinomio en F[z]. En caso contrario « se dice
trascendente sobre F. Una extension F/F se dice algebraica si todo elemento de F
es algebraico sobre F.

Cuando uno dice que 7 o e son trascendentes en el sentido usual, en realidad se refiere
a que son trascendentes sobre Q. Si F' es un cuerpo, denotamos por F(x) al cuerpo de
funciones racionales sobre F; es el cuerpo de fracciones del anillo F[z] y sus elementos
son de la forma f(z)/g(x) donde f(x),g(x) € Flx].

Lema 20. Toda extension E/F finita es algebraica.

Demostracion. Sea E/F una extension finita con [E : F] = n. Sea a € E. Consideramos
la lista de n + 1 elementos {1,a,a?,...,a"}. Como E es un F-espacio vectorial de
dimensién n, este conjunto tiene que ser linealmente dependiente. Es decir, tienen que
existir coeficientes a; € F para 0 < i <n tal que

n
ag +ara+ -+ aza” :Zaiai:O
=0
Por lo tanto, « es la raiz del polinomio f(z) = >_ a;z* € F[z]

O

Observacién 3. Sio,7: F(ay, - ,a,) — E fijan a F puntualmente y o(c;) = 7()
para todo i, entonces o = T.

Teorema 21. Sea F/F una extension de cuerpos, y sea « € E algebraico sobre F.

(I) Existe un polinomio moénico irreducible m,,(z) € F[z] que tiene a a como raiz.

(IT) meu(z) es el polinomio moénico de grado minimo en F'[x] que tiene a o como raiz, y
por ende es 1inico.

~

(IIT) Existe un isomorfismo F'(«) 2 F[z]/(mq(x)) que deja fijo a F' puntualmente.
(IV) [F(a): F] = 0mq
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Demostracion. Elegimos como m, () al polinomio ménico de grado minimo que tiene a
a como rafz (que existe porque « es algebraico). El morfismo evaluacion Fz] — F(a) que
lleva f(z) — f(«) es suryectivo y tiene kernel (mq(z)). Por lo que el primer teorema de
isomorfismo produce un isomorfismo F(«) = F[z]/(mq(x)) que deja a fijo puntualmente
a F. Como F'(«) es un cuerpo, (mq(x)) es un ideal maximal y por ende también es primo.

Por lo tanto, mq(x) es irreducible. Por ultimo, (IV) vale por el Teorema 19. O

Definicion 20. El polinomio m,(z) en el Teorema 21 se llama polinomio minimal
de a sobre F.

Si « es algebraico sobre F, la descripcion de F/(«) como funciones racionales en « se
simplifica a solo polinomios en . En particular, el inverso multiplicativo de f(x) es a(x)
donde a(z) f(x) + b(x)ma(z) = 1y ma(z) es el polinomio minimal de a.

Definiciéon 21. Un cuerpo de descomposicion de un f(z) € F[z] es una extension
de cuerpos E/F en la cual f(z) se descompone como producto de factores lineales, pero
no lo hace en ningtn subcuerpo propio de F.

Ejemplo: si w es una raiz ciibica de la unidad, entonces x* —1 € Q[x] se descompone
sobre C pero su cuerpo de descomposicion es Q(w).

Teorema 22. Todo polinomio f(z) € F[z] tiene un cuerpo de descomposicion.

Demostracion. Por el Teorema de Kronecker (Teorema 18), existe una extension de
cuerpos K/F sobre la cual f(z) se descompone. Definimos £ = F(ay,- -+, ), don-
de a1, ,a, son las raices de f(z) en K. Es claro que f(z) se descompone en E,
pero no puede hacerlo sobre cualquier subcuerpo propio de E, pues en tal caso omitiria
necesariamente a algin ;. O

Lema 23. Si F C B C FE son extensiones de cuerpos con [E : B] y [B : F| finitos,

entonces E/F es finita y
[E:F)=[E:B|B:F]

Demostracion. Sean {aq,...,a;,} una base de E/B y {f1,...,8n} una base de B/F.
Basta probar que {a;3; : 1 < i <m,1 < j < n,} es una base de E/F. Este conjunto
genera, pues si y € E existen b; € B tal que v = )" b;a;. Pero a su vez, cadab; = > ¢;;6;,
con ¢;; € F. Por lo tanto v = Y ¢;; 8. Para ver que es independiente, asumimos
que Y c¢;;8ja; = 0 para algunos ¢;; € F. Ahora, definimos b; = ) ¢;;3; € B. Por la
independencia lineal de los c; sobre B tenemos que b; = 0 para todo ¢. Luego, > ¢;;5; = 0
para todo %, por lo que la independencia lineal de los ; sobre F' implica que c;; = 0 para
todo 4, j.

O

Definicion 22. Sea f(z) € F[x] un polinomio cuya factorizacion en irreducibles es:

f(@) = ap1(z) - - pi();

entonces f(x) se dice separable si ningan p;(z) tiene raices repetidas
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Sea F' un cuerpo y sea ¢(z) € F[x] un polinomio irreducible. Si su derivada ¢'(z) no es
el polinomio nulo, entonces su grado tiene que ser menor al de ¢(z). Por lo tanto (¢’,q) = 1
(por la Observacion 2) y g(x) es separable (por el Ejercicio 8). Se sigue entonces que si F'
tiene caracteristica 0 entonces todo polinomio es separable. Si F' tuviese caracteristica p
podria pasar que ¢’ = 0. Los cuerpos en los que todo polinomio no constante es separable
se dicen perfectos. Si E/F es una extension entonces o € F se dice separable si su
polinomio minimal es separable. Una extension se dice separable si todos sus elementos
son separables.

Teorema 24. Sea o : F' — F’ un isomorfismo de cuerpos, sea o* : F|x] — F'[z] (definido
por Y rxt v > o(r;)at) el correspondiente isomorfismo de anillos, sea E el cuerpo de
descomposicion de un f(z) y E’ el cuerpo de descomposicion de f*(z) = o*(f(z)).

E——— F

F—o s F
(I) Existe un isomorfismo ¢ : E — E’ que extiende a o.
(IT) Si f(x) es separable, entonces hay exactamente [E : F| de estas extensiones ¢ de o

Esquema de prueba. (I) La prueba es por induccion en [E : F]. Si[E : F] = 1 entonces
E = Fy f(zx) es un producto de factores lineales en F[z], por lo que f*(z) también
tiene que ser un producto de factores lineales y por ende F' = E’. Entonces,
podemos definir & = 0. Si [E : F] > 1, tomamos un factor irreducible p(z) de f(x)
que tenga grado > 2, y tomamos S una raiz de p(x), que tendra que ser también
una raiz de f(z) por lo que 8 € E. Sea p*(z) € F'[z] el polinomio correspondiente
ap(x),ysea 8’ € E' una raiz de p*(x). Se puede probar que para cada tal 8 existe
un tnico isomorfismo & : F(3) — F'(8’) con 6(8) = 8’ que extiende 0. Notemos
ahora que F un cuerpo de descomposicion de f(z) sobre F(3) y que E’ es un cuerpo
de descomposicién de f*(z) sobre F'(8'). Como [E : F| = [E : F(B)|[F(B): F, vy
como [F(B) : F] > 2 se sigue que [E : F(5)] < [E : F], por lo que, por hipotesis
inductiva, existe un ¢ : E — E’ que extiende a & y por lo tanto, también extiende
a o.

(IT) Modificamos ligeramente la prueba de (I), procediendo nuevamente por induccion
n [E: F|. Si[E: F] >1,sea f(z) = p(z)g(x) donde p(z) es irreducible de grado
d. Podemos asumir que d > 1 pues si d = 1 podemos intercambiar f(x) por g(x)
y replantear el problema. Ahora, elegimos (3 raiz de p(x). Si & es una extension de
o a FE entonces o(f) es una raiz 8’ de p*(x); como f*(x) es separable, p*(z) tiene
exactamente d raices 8’ € E’. De manera similar a (I), se puede probar que por
cada una de estas raices existe un anico isomorfismo & : F(8) — F’(f’). De nuevo,
notemos que F es un cuerpo de descomposicion de f(x) sobre F(8) y que E’ es un
cuerpo de descomposicion de f*(z) sobre F'(5’). Como [E : F(8)] = [E : F]/d la
induccion arroja que cada uno de los d isomorfismos & tiene exactamente [E : F/d
extensiones a E. Concluimos asi que o tiene exactamente [E : F| extensiones &,

porque cada 7 que extiende a o cumple que 7|p(g) = & para algin .
O
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Corolario 25. Si f(z) € FJ[z], entonces dos cuerpos de descomposicion de f(z) son
isomorfos.

Demostracion. Elegimos F' = F’ y o la identidad de F. O

3.5. Solubilidad por Radicales y El Grupo de Galois

Comenzamos ahora a construir las definiciones que nos permitiran dar una respuesta
a nuestro problema.

Definiciéon 23. Una extension de cuerpos B/F es una extension pura si B = F(«)
donde « es tal que a™ € F' para algin m € N.

Definicion 24. Sea F un cuerpo y sea f(x) € F[z]; entonces f(z) es soluble por

radicales sobre F si existe una torre de cuerpos:

F=ByCcB;C- By,

donde cada B;i1/B; es una extension pura y B; contiene al cuerpo de descomposicion
E de f(x) sobre F. La extension B;/F se llama extensiéon radical.

Hacemos un par de observaciones sin demostraciéon. El lector entusiasta encontrara
entretenidas sus demostraciones.

Observacion 4. Esta torre de cuerpos siempre se puede refinar hasta llegar a una en
donde [B; 1 : B;] sea un ntimero primo para todo i.

Observacién 5. Sea B/F una extension finita. Se puede probar que existe una extension
E/B tal que E/F es el cuerpo de descomposicion de un polinomio f(z) € F[z]. La menor
tal extension se llama clausura normal de B/F.

Si E/F es una extension y B y C son subcuerpos intermedios (F C B C F' y
F C C C E) entonces el cuerpo B V C es la interseccion de todos los subcuerpos de F
que contienen a By a C. Se puede ver que si E/F es la clausura normal de B/F entonces
E =BV ByV---V By, donde cada B; es isomorfo a B mediante un isomorfismo que
deja fijo a F' puntualmente.

Usando esta idea, se puede probar que la clausura normal de una extensién radical es
también una extension radical. Por lo tanto, en la definicion de solubilidad por radicales,
podemos asumir que B; es el cuerpo de descomposicién de algin polinomio sobre F.

Esta idea es esencialmente el resultado teoérico de la busqueda de féormulas resolven-
tes. Después de los esfuerzos de Bhaskara, Tartaglia, Cardano, Ferrari y compania. Se
sospechaba que las cuatro operaciones permitidas en un cuerpo (suma, resta, producto
y division) mas la extraccion de radicales serfan operaciones suficientes para dar una
formula para las raices de un polinomio en términos de sus coeficientes. La extracciéon
de radicales de un « en el contexto de un cuerpo F, refiere a la existencia de un g € FE
tal que, 8™ = «a. Dicho esto, basta convencerse de que la existencia de una tal féormula
es equivalente a la existencia de una extension radical.

1Este ha de ser el tinico contexto en el que la expresién “torre de cuerpos” puede pasar desaperci-
bida sin levantar sospechas de asesinatos en serie. Recomendamos discrecién al discutir estos temas en
presencia de personas ajenas al &mbito matematico.
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Una buena manera de ilustrar esta definiciéon es corroborar que los polinomios cua-
draticos son siempre solubles por radicales sobre Q. Si f(z) = az? + bx + ¢ € Q[z],
definimos d = Vb2 — 4ac, asi, d ¢ Q pero d*> € Q. Entonces si B = Q(d), B/Q es una
extension pura y claramente B es el cuerpo de descomposicion de f(z) sobre Q, pues
ambas raices de f(z) se pueden escribir como sumas, restas, productos y divisiones en
este cuerpo. Por lo tanto, f(z) es soluble por radicales.

Sin embargo, atin no hemos resuelto nada. Solo reescribimos el problema en términos
més sofisticados. Nuestro objetivo ahora es encontrar condiciones necesarias y suficientes
bajo las cuales un polinomio es soluble por radicales.

Comenzamos por el siguiente lema que a pesar de tener una prueba simple es funda-
mental y tiene implicaciones muy profundas.

Lema 26. Sea f(x) € F[z] y sea E/F el cuerpo de descomposiciéon de f(x) sobre F. Si
o : F — E es un automorfismo (un isomorfismo de E en si mismo) que deja fijo a F
puntualmente, y si « es una raiz de f(z) entonces o(a) también es una raiz de f(z).

Demostracion. Sea f(x) = ap+ai1x+- - -+a,a™. De esta manera, ag+aia+- - -+a,a”™ = 0.
Aplicando o tenemos que

o(ag) + o(ar)o(a) + -+ o(ay)o(a)” = ap + ar0(a) + - - + apo(a)” =0,
pues o fija a F. Luego o(a) también es una raiz de f(x). O

Definicion 25. Sea E/F una extension de cuerpos. Su Grupo de Galois, al que
denotaremos por Gal(E/F), es el conjunto de todos los automorfismos de E que dejan
fijo a cada elemento de F. Este conjunto tiene una estructura de grupo bajo la operaciéon
de componer automorfismos.

Este objeto es el que esconde nuestro tesoro. Si bien esta definicién asi como fue pre-
sentada no es de Galois, es equivalente a su idea. Estudiemos un poco mas las propiedades
de este concepto.

Teorema 27. Si f(x) € F[z] tiene n raices distintas en su cuerpo de descomposicion E
entonces Gal(E/F) es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico S,,.

Demostracion. Sea X = {a1,...,a,} €l conjunto de raices de f(z) en E. Por el Lema 26
Si o € Gal(E/F), entonces 0(X) = X. El mapa Gal(E/F) — Sx definido por o — o|x
es un morfismo de grupos y es inyectivo por la Observacion 3. Por ltimo, Sx = S,,. O

De esta manera, por ejemplo, el grupo de Galois de un polinomio de grado 4 es
siempre un subgrupo de S; y el de un polinomio de grado 5 es siempre un subgrupo de
Ss.

Teorema 28. Si f(x) € F[x] es un polinomio separable y E/F es su cuerpo de descom-
posicion entonces |Gal(E/F)| = [E : F].

Demostracion. Por el Teorema 24 (II) con F = F' y E = E’, tomando o la identidad en
F, existen exactamente [F : F] automorfismos de E que dejan fijo a F. O

Veamos un par de ejemplos:
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1. El cuerpo de descomposicion de 22 + 1 sobre R es claramente C y |Gal(C/R)| < 2
por el Teorema 27. De hecho, |Gal(R/C)| = 2, pues este grupo contiene al auto-
morfismo:

c:z=a+bi—Z=a—0b.

Notar como o : ¢ — —i y —i — 14, esta intercambiando las raices. En cierta manera,
los elementos del grupo de Galois generalizan la nocion de conjugacion compleja.

2. Sea f(z) = 2% — 1 € Qla]; f(x) es separable, porque Q tiene caracteristica 0.
Ahora, f(z) = (z — 1)(2? + = + 1) es una factorizacion de f(z) en irreducibles. Si
E es el cuerpo de descomposicion de f(z) sobre Q, entonces E = Q(w) donde w
es una rafz ctbica primitiva de la unidad, es decir, una rafz de z? + z + 1. Como
|Gal(E/Q)| = [E : Q] = 2, por el Teorema 28 por lo que de nuevo el grupo de
Galois es ciclico de orden 2.

3. Sea g(z) = x® — 2 € Q[z]. El cuerpo de descomposicién de g(z) es Q(a, w) donde «
es la raiz ctbica real de 2 y w es una raiz cibica compleja de la unidad. Como g(x)
es irreducible sobre Q, se tiene [Q(«) : Q] = 3. Pero como Q(«) consiste solo de
nameros reales no puede ser el cuerpo de descomposicién E de g(z). Por lo tanto:

|Gal(E/Q)| = [E: Q] = [E: Q(@)][Q(e) : Q] = 3[E: Q()] > 3;

y como el grupo de Galois debe ser un subgrupo de S3, la tnica posibilidad es que
sea Gal(E/Q) = S3.

Lema 29. Sea F C B C E una torre de cuerpos donde B/F es el cuerpo de descompo-
sicién de algtn polinomio f(x) € F[z]. Si o € Gal(E/F), entonces o|p € Gal(B/F).

Demostracion. Basta probar que o(B) = B. Siaq, -+ , a, son las raices de f(x), entonces
B = F(ay, - ,ay). Tenemos que o(F) = F, y que o(«;) € B para todo 4, por lo que se
sigue de la Observacion 3 que o(B) = B. O

Teorema 30. Sea FF C B C FE una torre de cuerpos donde B/F es el cuerpo de
descomposicion de algtn polinomio f(z) € Flz] y E/F es el cuerpo de descomposicion
de algtn polinomio g(z) € F[z]. Entonces Gal(E/B) es un subgrupo normal de Gal(E/F)
y:

Gal(E/F)/Gal(E/B) =2 Gal(B/F)

Demostracion. Definimos ¢ : Gal(E/F) — Gal(F'/B) mediante o + o|g. Por el Lema
29, 1 efectivamente toma valores en Gal(F/B). Es facil ver que ¥ es un morfismo de
grupos y que su kernel es Gal(E/B), lo que nos dice que este dltimo es un subgrupo
normal. Por altimo, si 7 € Gal(B/F), entonces el Teorema 24 muestra que hay un
automorfismo 7 de E con ¢(7) = 7|g = 7. Por lo que ¢ es suryectiva. Entonces, el
resultado se sigue por el primer Teorema de Isomorfismo para grupos. O

Un comentario importante es que la hipotesis de que E/F sea un cuerpo de descom-
posicién se us6 solo para probar que v es suryectiva. Sin esta hipdtesis uno solo podria
probar que el cociente es isomorfo a un subgrupo de Gal(B/F).
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Teorema 31. Sea F' un subcuerpo de C que contiene a una raiz n-ésima primitiva de
la unidad y sea f(z) = 2™ — ¢ € F[z]. Si E/F es un cuerpo de descomposicion de f(z),
entonces hay una inyecciéon

¢:G=GalE/F)— Z,.
Mas atn, f(z) es irreducible si y solo si ¢ es suryectiva.

Demostracion. Siw es una raiz n-ésima primitiva de la unidad y si « es una raiz de f(z),
entonces a" = ¢ y la lista completa de las raices de f(z) es a, aw,, -+ ,aw™ 1. Sioc € G
entonces o(a) = aw?, y o estd completamente determinado por i. Asi que definimos
é(o) = [i] si o(a) = aw'. Veamos que ¢ : G — Z,, es un morfismo de grupos. Si 7 € G
entonces 7(w) = w (porque w € F) y 7(a) = aw’ para algtn j. Luego:

70— aw' = 7(aw’)
~ r(a)r(w)
= (aw’)w'

= aw! ™,

de manera que ¢(70) = [j +1i| = ¢(7) + ¢(0). Por lo tanto ¢ es morfismo de grupos, que
resulta inyectivo por la Observacion 3. Dejamos como ejercicio ver que ¢ es suryectiva.
O

Lema 32. Sea p un primo y F' un subcuerpo de C que contenga a una raiz p-ésima
primitiva de la unidad. Sea E/F el cuerpo de descomposicion de f(z) = zP — ¢ €
F[z]. Entonces f(x) se descompone sobre F'y Gal(E/F) = {e} o f(x) es irreducible y
Gal(E/F) = Zy.

Demostracion. Consideremos ¢ el mapa definido en el teorema anterior. Si f(x) se des-
compone sobre F entonces E = F'y Gal(E/F) = {e} y por lo tanto su imagen es trivial.
Si f(z) no se descompone entonces su imagen es un subgrupo no trivial del Z,, pero
7, no tiene subgrupos propios no triviales, por lo que el mapa tiene que ser suryectivo,
Gal(E/F) = Z, y f(x) irreducible. O

3.6. Grupos Solubles

Interrumpimos nuestra historia brevemente para presentar un concepto de la teoria
de grupos: los grupos solubles. Usaremos la notacion H < G para referirnos a “H es un
subgrupo de G”.

Definicién 26. Sea G un grupo. El subgrupo de G generado por el conjunto {aba~'b~a,b €
G} se llama el subgrupo conmutador de G y se denota G’ (algunos autores usan tam-
bién [G, G)).

Los elementos aba~'b~! con a,b € G se llaman conmutadores. Estos elementos sim-
plemente generan a G'; es decir, G’ bien podria contener elementos que no sean conmu-
tadores.

1
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Una observacion simple sobre esta definicion es que G es abeliano si y solo si G’ = {e}.
De alguna manera, G’ mide qué tan lejos esta G de ser abeliano.

Teorema 33. Si G es un grupo, entonces G’ es un grupo normal de G y G/G’ es
abeliano. Ademas, si N es otro subgrupo normal de G, entonces G/N es abeliano si y
solo si N contiene a G”.

Demostracion. Sea f : G — G cualquier automorfismo. Entonces:
flaba™'b™Y) = f(a) f(0)f(a) ™ f(b) " € G".

Se sigue que f(G’) < G’ (< refiere a es un subgrupo de). En particular, si f es conjugar
por un a € G entonces aG’'a = f(G') < G', luego G’ es normal en G. Como (ab)(ab)~! =
aba='b~! € G, tenemos que abG = baG por lo que G/G’ es abeliano. Por tltimo si G /N es
abeliano, entonces abN = baN para todo a,b € G por lo que (ab)(ba) ™! = aba='b~! € N.
Por lo tanto G’ < N. Por otro lado, si G’ < N, se tiene que G/N es abeliano por un
argumento anélogo al usado para ver que G/G’ es abeliano. O

Si G es un grupo entonces llamemos GM) a G’. Luego para i > 1, definimos G re-
cursivamente, mediante G := (GC~1)". G() se llama el i-ésimo subgrupo derivado
de G. Esto produce una sucesion de subgrupos de G, cada uno normal en el anterior:

G>G0 > ag@ > ...,
De hecho, cada G es un subgrupo normal de G.
Definicién 27. Un grupo G se dice soluble si G(™) = {e} para algtn n.
Todo grupo abeliano es trivialmente soluble.

Teorema 34. (I) Todo subgrupo y toda imagen por un morfismo de un grupo soluble
es soluble

(IT) Si N es un subgrupo normal de un grupo G tal que N y G/N son solubles entonces
G es soluble

Esquema de prueba. (I) Si f : G — H es un morfismo de grupos y supongamos que
es suryectivo (pues siempre lo es sobre su imagen). Se verifica que f(G)) = H®)
para todo ¢. Entonces, como G es soluble, para algin n, se tiene que

feb = F({eD) = S((G™) = HO,
Luego H es soluble. La prueba para un subgrupo es similar.

(IT) Sea f : G — G/N la proyeccion canénica. Como G/N es soluble, para algin n, vale
que f((G™) = (G/N)™ = {e}. Luego, G < ker f = N. Entonces, por (I), G
es soluble. Es decir, existe un k tal que (G™)*) = G(»+k) = {e1. Por lo tanto, G
es soluble.
O

Definicion 28. Una serie normal de un grupo G es una cadena de subgrupos G =
Gy > G; > --- > G, tal que cada G; es normal en G y ademés G;41 es normal en G;
para cada i. Los factores de una serie son los grupos G;/G41.
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Ejemplo: Dado un grupo finito G, la serie de los i-ésimos subgrupos derivados forman
una serie normal.

Definicion 29. Una serie normal se dice serie soluble sies G = Gy > G > -+ >
G, = {e} y ademas cada factor es abeliano.

Teorema 35. Un grupo G es soluble si y solo si tiene una serie soluble.

Demostracion. Si G es soluble, entones la serie de los i-ésimos subgrupos derivados for-
man una serie soluble por el Teorema 33. Por otro lado, si G =Gy > Gy > -+ > G, =
{e} es una serie soluble de G entonces el hecho de que G/G1 = Go/G1 sea abeliano
implica que G; > G por el Teorema 33. Como G1/G4 es abeliano, G > G| > G2,
Procediendo por induccion se concluye que G; > G| para todo i; en particular {e} =
G, > G™ y por ende, G es soluble. O

Teorema 36. Sin > 5, entonces S,, no es soluble.

Demostracion. Si S,, fuera soluble, entonces A, (el subgrupo alternante en n letras)
también seria soluble. Un resultado muy importante de la teoria de grupos es que A,
para n > 5, es un grupo simple (no tiene subgrupos normales propios). Por lo tanto,
como A/ es normal, debemos tener que A/, = A,,. Por lo tanto, AY = A, # {e} para
todo ¢ > 1. Por lo tanto, A,, no puede ser soluble y consiguientemente, S,, tampoco. [J

3.7. Insolubilidad de la Quintica

Contando ahora con la definicién de grupo soluble, demostramos el siguiente teorema,
que seré el primer paso para atar los cabos sueltos. El lector podra reclamar justifica-
damente que no se ha definido apropiadamente la nocién de raiz primitiva de la unidad
en un cuerpo arbitrario F. Por lo que, a fines practicos, en la discusion que sigue, F' es
un subcuerpo del cuerpo de ntmeros complejos (por lo tanto tiene caracteristica 0) y
la nocion de raiz primitiva de la unidad es la usual. Sin embargo, esta nocién se puede
generalizar a un contexto mas general que no trataremos en este texto.

Teorema 37. Si F es un cuerpoy E = F(a), donde « es una raiz primitiva de la unidad,
entonces Gal(E/F) es abeliano.

Demostracion. Notemos que E es el cuerpo de descomposiciéon de z™ — 1, pues a es una
rafz primitiva de la unidad. Tenemos entonces que o(a) = o' para todo o € Gal(E/F).
Més atn, como |, es un automorfismo de (a), o(a) = o tiene que ser un generador
de (o). Por lo tanto, se tiene que (i,n) = 1. Definimos ¢ : Gal(E/F) — (Z/nZ)* (el
grupo de unidades de Z/nZ) mediante o — i, donde o(a) = '. Es sencillo corroborar
que ¥ es un morfismo de grupos y que es inyectivo usando la Observacion 3. Por lo tanto,
Gal(E/F) es isomorfo a un subgrupo de un grupo abeliano y por lo tanto es abeliano. [

Hemos llegado a los enunciados fundamentales, de los que obtendremos una condicién
necesaria para que un polinomio sea soluble por radicales.

Lema 38. Sea F' un subcuerpo de C. Sea f(z) € F[x] un polinomio soluble por radicales
y sea E el cuerpo de descomposicion de f(z) sobre F.

39



La altima noche de Galois Bruno Giordano

(D

(IT)

Existe una torre de extensiones radicales
F=RyCRy---CR;

con £ C Ry, donde R; es el cuerpo de descomposicién de algtin polinomio sobre F'
y donde cada R;/R;_1 es una extension pura de grado p; primo.

Si R;/F es una extension radical como en (I) y F' contiene todas las raices p;-ésimas
de la unidad para todo i, entonces Gal(E/F) es un grupo soluble.

Demostracion.  (I) Como f(x) es soluble por radicales existe una torre de cuerpos

F=ByCB;---CB,

con E C Bj. Por la Observacion 5 existe una extension K/B; que es el cuerpo
de descomposicién de algtn polinomio en F[z] tal que K/F también es radical.
Tenemos entonces que ' C By C K. Por la Observacion 4 podemos refinar esta
torre hasta que cada extension sea de grado primo.

Sea
F=RyCR;---CR;

con E C Ry, como en (I). Definimos

Por hipétesis F' contiene todas las raices p;-ésimas de la unidad, de manera que cada
R; es un cuerpo de descomposicién sobre R;_;. Luego, las hipotesis del Teorema
30 valen y

Gal(R,/F) =Gy >G1 > Gy >---> G, ={e}

es una serie normal. Los factores Gal(R;/R;_1)/Gal(R:/R;) de esta serie son iso-
morfos a Gal(R;/R;—1), por el Teorema 30 y estos grupos tienen que ser ciclicos
de orden primo por el Lema 32. Luego, la serie de arriba es una serie soluble vy,
por el Teorema 35, Gal(R;/F') es soluble. Finalmente, aplicando el Teorema 30 a
F C E C Ry, se tiene que Gal(E/F) es un cociente del grupo soluble Gal(R;/F) y
por lo tanto es también soluble.

O

Ahora, removemos la hipotesis de que F' contenga las mencionadas raices de la unidad.

Teorema 39. Sea f(x) € F[z] un polinomio soluble por radicales sobre un subcuerpo F
de C y sea E/F su cuerpo de descomposicion. Entonces Gal(E/F) es un grupo soluble.

Demostracion. Por hipotesis existe una torre radical

F:R()CRl"'CRt,

con E C R;. Por el Lema 38(I), podemos asumir que R;/R;_; es una extension pura de
grado p; primo y que R; es el cuerpo de descomposicion de algtn polinomio h(x) € F[z].
Sea m el minimo comun miltiplo de todos los p;’s, y sea w una raiz m-ésima primitiva
de la unidad. Podemos estirar la torre agregando R; C R’ = R;(w), y luego refinarla
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hasta que cada extension sea pura de grado primo. Observemos que (z™ —1)h(z) € F[z].
Construimos una nueva torre:

F=RyCF(w)CRi(w)C - CRi(w)=R.

Notemos que cada extension en esta torre es pura y que E C R’. Como F(w)/F es un
cuerpo de descomposicion, el Teorema 30 nos dice que Gal(R'/F(w)) < Gal(R'/F) y

Gal(R'/F)/Gal(R'/F(w)) & Gal(F (w)/F).

Ahora, Gal(F(w)/F) es abeliano por el Teorema 37, y por lo tanto es soluble. Cada
extension en la torre truncada

Flw)C Ri(w)C- - CRi(w)=R

es pura de grado primo, por lo que el Lema 38(II), que vale porque F'(w) contiene todas
las raices de la unidad necesarias, nos dice que el subgrupo normal Gal(R'/F(w)) de
Gal(R'/F) es soluble. Por lo que Gal(R'/F) es soluble. Finalmente el Teorema 30 nos
garantiza que Gal(E/F') es un cociente de Gal(R'/F') y por tanto, es también soluble. [

De hecho, este resultado es la razoén por la que los grupos solubles llevan ese nom-
bre, porque caracterizan a los polinomio solubles por radicales. Ahora que tenemos una
condicién necesaria nos preguntamos si podremos encontrar algin polinomio que no sea
soluble por radicales. Lo mismo se preguntaron dos matematicos que mencionamos al
comienzo: Abel y Ruffini. Por eso lleva ese nombre el siguiente resultado.

Teorema 40 (Abel-Ruffini). Existe un polinomio de grado 5 f(z) € Q[z] que no es
soluble por radicales.

Demostracion. Si f(x) = 2° — 4z + 2, entonces no es dificil ver que f(z) es irreducible
sobre Q. Sea E/Q el cuerpo de descomposicion de f(z) contenido en C, y sea G =
Gal(E/Q). Si a es una raiz de f(z), entonces [Q(a) : Q] = 5, y por lo tanto

[E:Q] = [E: Q(a)][Q() : Q] = 5[E : Q(a)].

Por el Teorema 28, |G| = [E : Q] es divisible por 5. Usando un poco de analisis,
vemos que f(z) tiene exactamente dos puntos criticos en +1/4/5, con f({/4/5) < 0y
f(=+/4/5) > 0. Se sigue facilmente que f(z) tiene tres raices reales y dos raices complejas
que son conjugadas entre ellas. Si pensamos ahora a G como un grupo de permutaciones
de las raices de f(x), sabemos que G tiene que ser un subgrupo de S5. Como 5 divide a
|G|, por el teorema de Cauchy, existe un elemento de orden 5 y los tnicos elementos en
S5 de orden 5 son los 5-ciclos, por lo que sabemos que G contiene un 5-ciclo. Ademaés,
la restriccion de la conjugacién compleja, digadmosle o, es una transposiciéon, pues o
intercambia las dos raices complejas mientras que deja fijas las tres raices reales. Es un
resultado conocido de la teorfa de grupos que una transposicién y un 5-ciclo generan
todo Ss, por lo que debemos tener que

G = Gal(E/Q) = S;

que no es un grupo soluble por el Teorema 36.
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Este teorema nos acaba de convencer, usando solo un polinomio, que no puede haber
una férmula general para resolver las ecuaciones polindmicas de grado 5 sobre Q como
las que si hay para grados menores que 5, pues, de haber una, deberia funcionar para
este polinomio. Pero este polinomio no es soluble por radicales, por lo que no se pueden
escribir sus soluciones en términos de sus coeficientes usando las operaciones de cuerpos
y la extraccion de radicales.

Una pregunta natural que se puede plantear ahora es ;qué hay de las ecuaciones
polinémicas sobre Q de grado mayor a 57 Teniendo en cuenta lo que terminé sucediendo
para las de grado 5 y el hecho de que el Teorema 36 nos dice que todos los grupos
simétricos en n letras S, para n > 5 no son solubles, tenemos razones para creer que
no va haber una féormula resolvente general para las ecuaciones de grado > 5. Pues,
basta que exista tan solo un polinomio en Q[z] de grado n cuyo grupo de Galois sea
S, para n > 5 (Como hicimos para n = 5) para que una tal formula no exista. Este es
efectivamente el caso. Sin embargo, construir dichos polinomios, incluso permitiendo més
libertades en el cuerpo de base requiere o teoria mas sofisticada, o un arduo y tedioso
trabajo que definitivamente escapa al objetivo de este texto. La construccion de estos
polinomios se puede encontrar en |Lan, Ex. 4, p. 272]. Mucho mas dificil atin result6 ser
construir tales polinomios sobre Q; pero en 1892, David Hilbert probo la existencia de
polinomios sobre Q con grupo de Galois isomorfo a S,. El desarrollo de esta prueba y
toda la teoria que yace detréas de ella se puede encontrar en |Mall.

3.8. El Teorema Fundamental de la Teoria de Galois

Si bien nuestra aventura pudo haber finalizado tranquilamente en la seccién anterior,
hay un par de resultados que vale la pena mencionar. Primero, una definicion.

Definicion 30. Sea Aut(E) el grupo de automorfismos de un cuerpo E. Si G es un
subconjunto de Aut(F), entonces

E¢ ={a€FE: o(a)=a, Yo € G}
se conoce como el cuerpo fijo de G.

Es facil ver que E¢ es siempre un subcuerpo de E. La instancia mas importante de
esta definiciéon es cuando G es un subgrupo de Aut(E). Una observacion crucial es que

HcG = E¢cFEH,

Un ejemplo de suma importancia es cuando E/F es una extension con grupo de Galois
G = Gal(E/F). En ese caso:
FcE®CE;

¥ nos va a interesar saber cuando E¢/F es una extension propia.
Hacemos una ultima observacion sin demostracion.

Observacién 6. Si G, H son dos subgrupos de Aut(E)
() [E: E°] =G|
(IT) Si EY = E¥ | entonces G = H.
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Nuestra discusion sobre grupos de Galois empez6 con una extension finita E/F en
donde a veces requeriamos que esta extension satisficiera la peculiar condiciéon de ser el
cuerpo de descomposiciéon de un polinomio sobre F. Por otro lado aparece la pregunta
de, si G = Gal(E/F), cuando vale que F = E€. Es decir, sabemos que los elementos de
G dejan fijo a F, pero jcuando es F' lo unico que los elementos de G dejan fijo? Estas
dos ideas tienen la siguiente conexién.

Teorema 41. Sea E/F una extension finita con grupo de Galois G = Gal(E/F'). Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(I) F=E®°

(IT) Todo polinomio irreducible p(z) € F[z] con alguna raiz en E, es separable y tiene
todas sus raices en E, es decir, se descompone sobre E.

(IIT) E es el cuerpo de descomposicion de un polinomio f(z) € F[z].

Demostracion. (I) = (II) Sea p(x) € Flz] un polinomio irreducible que tenga una
raiz € E. Sean los distintos elementos del conjunto {o(a) : 0 € G} = {a1,...,an}.
Definimos g(z) € E[z] mediante

(@) =[x — ).

Ahora, cada o € G permuta a las «; por lo que o fija a los coeficientes de g(x). Eso quiere
decir que los coeficientes de g(x) pertenecen a E¢ = F. Es decir, g(z) es un polinomio
en F[z]. Como p(x) y g(z) tienen una raiz coman en E su mecd en E|x] es distinto de 1 y
por el Corolario 10 tenemos que su med tampoco es 1 en F[z]. Como p(x) es irreducible,
tiene que dividir a g(z). Por lo tanto, p(z) no tiene raices repetidas, es decir, es separable
y se descompone sobre F.

(II) = (III) Elegimos oy € E con oy ¢ F. Como E/F es finita, a; debe ser
algebraico sobre F. Sea pi(x) € Flz] su polinomio minimal, que recordemos que es
irreducible como polinomio de F[z]. Por hipotesis p;(z) es separable y se descompone
en F; sea K; C F su cuerpo de descomposicion. Si K1 = FE, ya hemos terminado.
En caso contrario, tomamos as € FE con ay ¢ Kj. Por hipdtesis, hay un polinomio
separable irreducible py(x) € Flx] que tiene a ag como raiz. Sea Ky C E el cuerpo de
descomposicion del polinomio separable p;(z)p2(x). Si Ko = E ya hemos terminado, de
lo contrario seguimos iterando esta construcciéon. Este proceso acabara con K,,, = F para
algin m porque E/F es finita.

(III) = (I) Por el Teorema 28 |G| = [E : F]. Pero por la Observacion 6 también
tenemos |G| = [E : E€], por lo que [E : F] = [E : E€]. Como F C E€, se sigue que
F = E°. O

Definicion 31. Una extensién de cuerpos se dice Galois si satisface alguna de las
condiciones del teorema anterior.

Lema 42. Si E/F es una extension de Galois y B es un cuerpo intermedio entonces
E/B es Galois.

Demostracion. Como E/F es el cuerpo de descomposicion de algin polinomio f(x) €
Flx]y Flz] C Blz], podemos pensar a f(x) € Blz]. Por lo que E/B es también el cuerpo
de descomposicion de un polinomio sobre B, es decir, E/B es Galois. O
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Definiciéon 32. Sea E/F una extension de Galois. Dos cuerpos intermedios B y C se
dicen conjugados si existe un isomorfismo B — C' que deja fijo a F' puntualmente.

Lema 43. Sea E/F una extension de Galois y sea B un cuerpo intermedio. Entonces
las siguiente condiciones son equivalentes:

(I) B no tiene conjugados (ademés de si mismo).
(IT) Si o € Gal(E/F), entonces o|p € Gal(B/F).
(IIT) B/F es una extension Galois.

Demostracion. (I) = (II) Es obvio, pues o(B) es claramente un conjugado de By
por ende o(B) = B.

(II) = (III) Sea p(z) € F[z] un polinomio irreducible con una raiz 8 en B. Como
B C Ey E/F es Galois, todas las raices de p(x) pertenecen a E. Supongamos que existe
una raiz 8 € E con 8’ ¢ B. Por el Teorema 24 existe un isomorfismo 7 : F(8) — F (/)
que deja fijo a F' y extiende a un o € Gal(E/F), porque E/F es Galois. Pero o(B) = B
y o(B) # B, porque 8’ € o(B) y §' ¢ B.

(III) = (I) B/F es el cuerpo de descomposicion de un polinomio f(z) sobre F,

de manera que B = F(ay, -+ ,a,) donde los «; son las raices de f(z). Como cada
o € Gal(E/F) lleva una raiz de f(z) en una raiz de f(x), se sigue que o debe mandar a
B a sf mismo. O

Definicién 33. Un lattice es un conjunto parcialmente ordenado (L, <) en donde cada
par de elementos a,b de L tiene una cota superior minimal ¢ V b y una cota inferior
maximal a A b.

Ejemplos:

1. Si X es un conjunto, sea L la familia de todos los subconjuntos de X y definimos
que A < Bsi A C B. Entonces L es un lattice con AVB =AUBy ANB = ANB.

2. Si G es un grupo, sea Sub(G) la familia de todos los subgrupos de G, y definimos
H < K si h C K. Entonces Sub(G) es un lattice con H V K el subgrupo generado
por Hy K,y HANK=HNK.

3. Sea E/F una extension, sea Lat(E/F) la familia de todos los cuerpos intermedios.
Definimos B < C'si B C C. Entonces Lat(E/F) resulta un lattices con BVC = BC
y BANC=BnC.

Lema 44. Si L'y L’ son dos lattices y v : L — L’ es una biyeccion que invierte el orden
(a <b = ~(b) <~(a)), entonces:

v(aVb) =v(a) Ay(b) y v(aAb) =(a) V(b)

Demostracion. Tenemos que a,b < aVb implica que y(a),y(b) > v(aVd); es decir, y(aVb)
es una cota inferior de y(a) y v(b). Se sigue entonces que y(a) Ay(b) > v(a Vv b). Como 7
es suryectiva, existe un ¢ € L tal que vy(a) A y(b) = v(c). Aplicando y~! (que facilmente
se puede corroborar que también es una biyeccion que revierte el orden) obtenemos
a,b < c<aVhb. Porlo tanto, c = aV by vy(aVb) =v(c) =~v(a) Ay(b). La otra mitad
del enunciado se demuestra de manera similar. O
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Teorema 45. Sea F/F una extension de Galois con grupo de Galois G = Gal(E/F).

(I) La funcién v : Sub(G) — Lat(E/F), dada por H ~ E* es una biyecciéon que
invierte el orden, cuya inversa esta dada por § : B — Gal(E/B).

(IT) EGa(E/B) = By Gal(E/E") = H.
() EHVK _ pH A gK
EHNK _ pH\, pK
(IV)
Gal(E/BV C) = Gal(E/B)NGal(E/C)
Gal(E/BNC)=Gal(E/B) Vv Gal(E/C)
(V) [B: F| = [G: Gal(B/B) y [G : H] = [E : F|
(VI) B/F es una extension de Galois si y solo Gal(E/B) es un subgrupo normal de G.
Demostracion. (1) Es facil ver que v invierte el orden: K < H implica que E# < EX.

El hecho de que 7y sea inyectiva es precisamente el enunciado de la Observaciéon
6(IT). Para ver que es suryectiva considere la composicion:

Lat(E/F) % Sub(G) 2 Lat(E/F),

donde § es el mapa B+ Gal(E/B). Entonces 76 : B + Gal(E/B) — EG(E/B),
Por el Lema 42, E/F Galois implica que FE /B es Galois para todo cuerpo intermedio
B: por lo que el Teorema 41 nos da B = ES2(E/B). y por lo tanto v es la identidad
y esto implica que 7 es suryectiva. Por lo tanto + es una biyeccion.

(IT) Esto es simplemente el enunciado de que vd y v son las respectivas funciones
identidad.

(IIT) Se sigue del Lema 44 porque v es una biyeccion que invierte el orden.

(IV) De igual manera, se sigue del Lema 44 porque § = !

el orden.

es una biyeccién que invierte

(V) [B: F]=[E: F]/[E : B] = |G|/|Gal(E/B)| = |G : Gal(F/B)], de manera que
el grado de B/F es el indice de Gal(E/B) en G. La segunda ecuacion se sigue de
tomar B = Ff porque Gal(E/E*) = H.

(VI) Si B/F es Galois, entonces vimos en el Teorema 30 que Gal(E/B) es un subgrupo
normal de G. Por otro lado, supongamos que H es un subgrupo normal de G
ses B /F una extension Galois? Si o € G, entonces To(a) = o7/(a) para algtin
7/ € H por la normalidad de H en G, y o7'(a) = o(a) porque 7’ deja fijo a .
Por lo tanto o € E* implica que o(a) € E; esto es, o(E) ¢ EH; efectivamente
o(E®) = E¥ porque ambos tienen la misma dimensién sobre F. Finalmente, por
el Lema 43, B /F es Galois.

O
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4. Problemas Abiertos en Teoria de Galois

La teoria de Galois sigue siendo una linea activa de investigacion. Mencionamos ahora
algunos de los problemas que se tratan en la investigacion en Teoria de Galois.

4.1. El Problema Inverso de Galois

Luego de plantear la definicion de grupo de Galois, es natural que surja la siguiente
pregunta: dado un grupo finito G, ;podemos realizar a G como el grupo de Galois de una
extension F/F? no es dificil ver que, con lo mencionado en esta monografia, la respuesta
a esta pregunta es afirmativa. Al final de la Seccion 3.7 mencionamos que todos los grupos
simétricos se pueden realizar como el grupo de Galois de una extension E/F. El lector
familiarizado con el Teorema de Cayley recordara que debe existir un n € N tal que
exista un subgrupo de S,, isomorfo a G. Para simplificar, identificaremos a este subgrupo
con G. Luego, si E/F es una extension de Galois tal que Gal(E/F) = S,,; consideramos
el cuerpo fijo E€ y, por el Teorema 45, Gal(E/E%) = G.

Mucho mas interesante es plantear la pregunta restringiendo el cuerpo de base F' :
dado un grupo G y un cuerpo F, jexiste una extension de Galois E//F tal que el grupo de
Galois de la extension sea isomorfo a G?7 Si una tal extension existe, G se dice realizable
sobre F.

El problema inverso de Galois plantea si todo grupo finito puede ser el grupo de
Galois de alguna extension de Q. Este problema, propuesto inicialmente por Hilbert en
el siglo XIX, permanece sin resolver.

La siguiente pregunta interesante a hacerse puede ser: si G es realizable Sobre un
cuerpo F' jse puede construir una familia explicita de polinomios sobre F' que tengan a
G como grupo de Galois o mas atn, se puede construir la familia de todos los polinomios
sobre F' que tienen a G como grupo de Galois? Esta pregunta resulta en muchas otras:
dado un grupo G y un cuerpo F' jse puede escribir a la familia de todos los polinomios
sobre F' que tengan a G como grupo de Galois como un polinomio genérico? En tal caso,
jcudl es el menor nimero de pardmetros necesarios para describir explicitamente esta
familia?

Algunos hitos importantes en la busqueda de responder a estas preguntas son los
siguientes:

1. Teorema de Kronecker-Weber: Todo grupo abeliano finito es realizable sobre
Q. Més atn, este se puede realizar como el grupo de Galois de un subcuerpo de un
cuerpo ciclotomico (es decir, Q(w), donde w es una raiz de la unidad).

2. Como ya se mencion6é antes, Hilbert prob6 un cierto resultado conocido como el
Teorema de Irreducibilidad de Hilbert para concluir el siguiente resultado:
para todo n > 1 el grupo simétrico S, y el grupo alternante A, son realizables
sobre Q.

3. El siguiente paso importante fue realizado por A. Scholz y H. Reichard en 1937 al
probar que todo p-grupo finito es realizable sobre Q.

4. El ultimo gran avance en esta teoria fue quizas el que hizo Shafarevich en 1989, que
probo que todo grupo soluble es realizable sobre Q. El tnico inconveniente es que
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su argumento no es constructivo, por lo que no produce un polinomio que tenga a
grupo prefijado como grupo de Galois.

5. Con respecto a los grupos simples, se tienen algunos resultados. Los grupos PSL(2, p)
para algunos primos impares, fueron unos en de los primeros en ser realizados. Exis-
ten ciertas condiciones para p bajo las cuales se sabe que este grupo es realizable
sobre Q. Matzat prob6 que cuatro de los grupos de Mathieu, M11, M1, Moo v Moy
son realizables sobre Q. Quizas el resultado mas espectacular en esta teoria para
grupos simples se debe a Thompson, que logré probar que el grupo Monstruo es
realizable sobre Q.

Maés resultados y una exposiciéon mas detallada de los métodos empleados en esta
teoria se pueden encontrar en |Ran| y en [Mal|.

Un caso particular del problema inverso de Galois es la conjetura de Malle. Esta
involucra un invariante crucial de la extensiones algebraicas de Q: el discriminante. El
discriminante es un elemento de Q que se le asocia a una extension F/Q y se puede definir
en términos de una forma bilineal que a su vez usa la traza E/Q como Q-espacio vectorial.
La conjetura de Malle estudia la densidad de estas extensiones, cuando se fija el grupo
de Galois y el determinante de la misma. En otras palabras, establece aproximadamente
cuantas extensiones de Q tienen grupo de Galois G y discriminante menor o igual que un
cierto X € Q prefijado. Esta conjetura fue publicada en |Mal02|. Si bien est4 planteada
en caracteristica 0, se puede plantear en caracteristica p; por ejemplo, para el cuerpo
de funciones racionales F,(¢). En estos casos, el problema toma una naturaleza mas
geométrica. Una parte de la conjetura en este caso fue probada en marzo de 2023 en
[ETW23|.

4.2. El Grupo de Galois Absoluto

Dado un cuerpo F, definimos su Grupo de Galois Absoluto como Gal(F/F),
sonde F es la clausura algebraica de F. En particular, nos interesa estudiar Gal(Q/Q).
Se puede probar que este es un grupo pro-finito. Esto quiere decir que es un grupo
topologico que, en cierto sentido, se puede construir a partir de un sistema de grupos
finitos. En este caso, se puede construir a partir de los grupos finitos Gal(E/Q) donde
E/Q es una extension finta de Q. Por esto mismo, quizas el problema més importante
de la Teoria de Galois sea entender la estructura de Gal(Q/Q), ya que dentro de este
grupo, se codifica toda la teoria de Galois para extensiones finitas.

Uno de los intentos es el del reconocido Programa de Langlands. Este programa fue
descripto por el matematico Edward Frenkel como “una especie de gran teoria unificada
de las matematicas”. Tratar de resumir esta proeza matemaética en solo tres parrafos
constituye una verdadera falta de respeto, pero més atn lo seria ni siquiera mencionarlo,
asi que damos un panorama sobre-simplificado.

La gran tragedia de los grupos es que no son objetos lineales, por lo que muchas veces
estudiarlos requiere un herramientas sofisticadas. Sin embargo, la Teoria de Representa-
ciones nos permite “linealizarlos”; es decir, estudiarlos como si fueran grupos de matrices.
Existe un importante teorema del matematico japones Tadao Tannaka, que dio origen
a toda una filosoffa dentro del dlgebra moderna. En un sentido muy general, el teorema
nos dice que entender toda la teoria de representaciones de un grupo es equivalente a
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entender el grupo. Por lo que nos permite navegar con las herramientas del mundo lineal
para recuperar luego informacion sobre grupos. En el caso particular de Gal(Q/Q), estas
representaciones son conocidas como Representaciones de Galois.

Siendo desgraciadamente vago, el programa de Lagnlands pretende establecer una
conexion entre estos objetos algebraicos (representaciones de Galois), una familia de ob-
jetos geométricos; las conocidas curvas elipticas y una familia de objetos analiticos, las
igual de famosas formas modulares. Juntos, estos conceptos forman un tridente al que
generaciones enteras de mateméticos y matematicas han dedicado su vida a comprender.
Para pintar lo gigantesco y ambicioso de esta propuesta basta mencionar que la aclamada
prueba del ultimo Teorema de Fermat, publicada por Andrew Wiles, se trato casi por
completo sobre navegar en el centro de este triangulo de las matematicas.

Otro intento de estudiar este grupo fue el de Alexander Grothendieck, con su pro-
grama “Esquisse d’un programme”. Alli, Grothendieck nota que existe una accion fiel de
Gal(Q/Q) en cierta coleccién de grafos incrustados en superficies compactas, a los les
puso el simpéatico nombre dessins d’enfants o dibujos de ninos, debido a su aparente
simplicidad.

——r 0000

Figura 1: Ejemplos de dessins d’enfants.

Si se pudiese entender esta accién, podriamos representar a los elementos de Gal(Q/Q)
como permutaciones de dessins d’enfants. Por lo tanto, uno de los problemas abiertos mas
relevantes en la teoria de dessins d’enfants es clasificar suficientes invariantes de dessins
d’enfants de forma tal que dos orbitas de la accién de Gal(Q/Q) se puedan distinguir.

Poco tiempo después de que Grothendieck publicara su Esquisse d’'un programme,
Drinfeld prob6 que Gal(Q/Q) se inyecta en un grupo conocido como el Grupo de
Grothendieck-Teichmuller. Este grupo surgio originalmente de la fisica tedrica y se
puede describir en términos de generadores y relaciones. Una pregunta atin abierta es si
este grupo es isomorfo a Gal(Q/Q).

Incluso definir los elementos del grupo absoluto de Galois de Q ya desafia los limites
conocidos del sistema axiomatico de las matematicas. Grandes avances se han producido
en entender este grupo, pero parecen minusculos comparados a lo que aiin no sabemos.
Galois sin saberlo, abrié una gran caja de Pandora, que deja perplejos a los matematicos
incluso siglos después de su muerte.
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5. Epilogo

Pienso mucho en la vida. El prélogo que comienza este trabajo se puede leer al revés
para descubrir algo sorprendente. Quizas la vida es tan inevitable como la muerte. Pues,
ningtn muerto estaria leyendo esto. ; Qué hay de mi? Dijo Evariste atras mio. Le pedi que
deje de columpiarse en estas confusas palabras entre la vida y la muerte. “Vos no estas
muerto, sos eterno. Tu teoria es eterna. Tus teoremas son una condena légica, jvenciste
a la muerte!”. Me mir6 inconcluso. De repente sonrié. Noto6 el libro que llevaba en la
mano. “Me alegro mucho”, me dijo y se desvaneci6 entre en la estanteria niimero 12 de
la biblioteca. No lo entendi. “jEstamos por cerrar!” me asust6 el bibliotecario por atras.
Creo que habian pasado varias horas. Dejé el libro donde estaba, saludé y me fui.

Volvi a casa pensando. Pensé en la vida. Pensé en la muerte. Pensé en las matematicas.
Vi las caras de la gente en el colectivo. Las luces de los autos. Los carteles de la calle. Vi
el sol ponerse y la luna salir. Todo era finito. La gente moriria. Los autos se romperian.
Los carteles seria reemplazados por otros. La luna volveria a ponerse y el sol volveria
a salir. De repente el pensamiento fue interrumpido. Pasé un taxi que tenia el niimero
interno 3125. “jJa! 5°” grit6 esa parte insoportable de mi cabeza. “5...” recordé. Recordé
el misterio. El misterio de vislumbrar a lo lejos que habia algo intrinseco del nimero
5, que no permitia que los malditos polinomios con ese grado admitieran una solucién
por radicales. Recordé la carcajada que solté cuando senti la adrenalina del abismo que
significaba ese pensamiento. Recordé la sonrisa de Evariste. Cuando pinté esa imagen
noté que en el revés de la suya estaba mi sonrisa. Aquella que sonrei mientras leia por
primera vez un libro de Teoria de Galois. Fue la misma sonrisa de mi amigo cuando le
conté desordenadas estas ideas recién aprendidas en un pizarrén de la facultad. Toda
alma matematica la conoce. La siente aparecer cada vez que se coloca la ultima pieza
de un rompecabezas matematico y tenemos ese adorado momento “jA-ja!”. Somos almas
adictas. Devoramos voraces tomos enteros con tal de quemarnos con ese fuego sagrado.

Esa era la clave. Entendi todo a la perfecciéon. La eternidad de Galois fue su sonrisa.
La que tuvo al leer a Lagrange, la misma que tuve yo al leer su obra. Ese mintsculo
intervalo de tiempo tiene mas sabor a eterno que cualquier teorema. Ese instante, tan
efimero e inmortal, es la matematica.
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