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Introduccidén

El objetivo principal de este trabajo es exponer la evolucion del concepto de area desde una
perspectiva histérica mostrando algunas de las ideas mas relevantes que ayudaron al
desarrollo del concepto desde la antigua Grecia hasta finales del siglo XIX con la definicion
dada por Henri Lebesgue. En una frase, la intencion del trabajo es mostrar como el
concepto de area se forma a partir de estudiar la realidad haciendo multiples observaciones,
que inicialmente son esquematizadas geomeétricamente para hacer los primeros
razonamientos que se van haciendo méas generales y el lenguaje mas analitico y abstracto.

El cuerpo del texto del trabajo intenta mantener una forma deductiva y formal con un
lenguaje lo suficientemente simple y concreto evitando la banalizacion y el sacrificio del
rigor y lo suficientemente especializado para facilitar la asimilacion rapida el contenido.

Las razones detras de la eleccion del tema y la manera de presentarlos son dos:

La primera es mostrar que pocos investigadores sacan un conejo de una galera y que, por
supuesto, puede haber algun error, a veces afortunado.

La segunda razén es mostrar como se relacionan las diferentes ramas de la matematica y
como una misma expresidn matematica se puede entender de diferente manera segin la

. . w 1 . ,
rama en que se trabaje, por ejemplo, ¥7_, — aritméticamente es una suma de nimeros,

geométricamente la suma de las areas de rectangulos de base uno y altura % y también se
puede decir que es el valor de medida asignado a N por la medida a definida en P(N) como
sigue: para A € P(N) a(4) = ZneAzin :

Como objetivo secundario, si se quiere, en el capitulo 3 se profundiza en el conocimiento
de la integral de Riemann de una funcién sobre un intervalo.

Bajo estas directrices, en el capitulo 1, desde una perspectiva evolutiva, se exponen los
logros, en lo que al concepto de area se refiere, obtenidos en la antigua Grecia basandose
en la obra considerada cuspide de la matematica griega “Los Elementos”. Para ello,
partimos de lo que se entendia por longitud de un segmento y el problema gque supuso esto
(las magnitudes inconmensurables) para, posteriormente, exponer lo que se entendia por
area finalizando con la presentacion del método de exhaucion que es Ilamado la integral
geométrica.

En el capitulo 2 se aborda el desarrollo del concepto de area entre los siglos X1l 'y XVII que
se realizo en un ambito de practicidad, es decir, en este periodo el desarrollo fue impulsado
por una necesidad practica. Es asi que en este capitulo exponemos algunos métodos
propuestos para obtener areas, todos ellos sin un fuerte sustento tedrico y enfocados mas o

n
menos en la cuadratura de las curvas y = xm n,m € Z, y mencionamos algunas ideas
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relevantes que ayudaron al nacimiento de la integral.

En el capitulo 3 se aborda el desarrollo del concepto de area entre los siglos XVIII y XIX.
En este periodo se planted el dilema de la existencia del area de figuras geométricas cuyo
contorno, o frontera, no era una curva cerrada continua. El estudio de esta posibilidad
requiera mucho méas que geometria elemental y se hizo, indirectamente, desde el anélisis al
profundizar en el concepto de integral. Por tal razon, este capitulo se centra en la evolucion
de este ultimo concepto. Asi, mostramos como la integral de Riemann fomenta el estudio y
la manipulacion de la frontera de un conjunto que tiene area a través de la continuidad de la
funcién a integrar, desembocando en la aparicion de medidas, fundamentalmente la de
Jordan, que develan el hecho de que el area se puede entender como una funcién de
conjuntos.

Finalmente, en el capitulo 4, haciendo mencion a las propiedades mas relevantes sobre el
concepto develadas hasta finales del siglo XI1X, mostramos como Lebesgue define el area
como una funcion de conjuntos con ciertas caracteristicas especiales y finalizamos con un
breve comentario sobre el porqué Lebesgue impone dichas condiciones a los conjuntos en
su definicion. Méas concretamente, en el capitulo 4 mostramos como Lebesgue define el
area limitandose a la practicidad y aplicaciéon del concepto, a la manera de la integral de
Riemann y las funciones continuas, dejando de lado cuestiones como los problemas en la
frontera, mas concernientes a la matematica pura.

Sin mas que agregar en esta pequefia introduccién cito a Martha Bobadilla que en [1] dice
“El terreno fértil de la invencion o construccion de matemadticas lo constituyen
exploraciones guiadas por intuiciones, aciertos y desaciertos dificilmente asimilables a
inferencias propiamente logicas” y le digo al lector, gracias y disfrute de la obra.
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Capitulo 1
El area y la geometria en la antigiiedad

1.1 Los primeros pasos

Muchos conceptos matematicos surgen de la necesidad de resolver cuestiones concretas
relacionadas con el mundo fisico. Un ejemplo de esto es el concepto de area que,
intuitivamente, es asignar una distincién a algun sector o porcion del plano que se puede, 0
se necesita, diferenciar de lo que lo rodea.

Antiguamente, egipcios y babilonios, en su necesidad de obtener &reas para realizar obras
civiles, hacian estas distinciones de acuerdo a simbolos que, por convenio, representaban
areas. De esta forma, las necesidades de su mundo fisico los empujaron a desarrollar
herramientas confiables para cubrir estas necesidades. Una de ellas es la geometria, rama
matematica que esta muy relacionada con el mundo fisico, a tal punto que el significado de
la palabra geometria (yewuetpia) es “medicion de la tierra”.

Esta primigenia geometria, elemental de figuras simples, les sirvié a estas civilizaciones
para obtener lograr su cometido. Segun diversas opiniones, en estas civilizaciones no habia
un particular interés por conocer los principios generales por los cuales se regia esta
geometria, cosa que mas adelante si haria la civilizacion griega.

En la civilizacion griega el pensamiento filosofico influenciaria fuertemente el naciente
pensamiento matematico, lo que se tradujo en un tratamiento mas abstracto de la geometria
fundamentalmente por lo siguiente:

e La filosofia de los pitagdricos consideraba al nimero natural como lo Unico que es
namero, que existe y que puede describir el universo. Bajo esta cosmovision, se tiende
un puente entre la primigenia geometria y un sistema numérico con un orden y una
operacion binaria, (N, +, <).

e Los griegos basaban todo razonamiento geométrico en la ldgica y en procesos
deductivos que parten de hipotesis que se asumen como verdades innegables; es decir,
axiomatizaron la geometria.

A pesar de que el pensamiento griego ayudo a la abstraccion de la geometria, también
causo en cierta forma un estancamiento. Por ejemplo, los griegos no consideraban a las
fracciones como numeros, contrario a babilonios y egipcios. También, como la geometria
pura se ajusta muy bien al tratamiento I6gico-deductivo, para los griegos aceptar resultados
gue no estaban relacionados con la geometria, por ejemplo numéricos, era objeto de
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controversia hasta tanto no se daba la prueba geométrica. Esto hizo que se entendieran a los
nameros y sus propiedades en términos geométricos dificultando asi el manejo de éstos y
sus propiedades (ver libros VII, VIl y IX de “Los Elementos”).

Incluso en la obra méas representativa del pensamiento griego, “Los Elementos”, se puede
apreciar una limitacion y es que solo expone resultados geométricos que puedan realizarse
con regla sin graduar y compas dejando de lado resultados como, por ejemplo, la
duplicacion del cubo obtenida por Arquitas utilizando un cono recto, un cilindro y un toro.

Dejando de lado los pros y contras del pensamiento griego y enfocandonos en los aportes
de esta civilizacion al estudio y desarrollo del concepto de area se debe decir que los
pitagdricos fueron los primeros en medir areas (magnitud bidimensional para ellos) de
forma totalmente abstracta por comparacion y superposicién de objetos geométricos con la
teoria de semejanzas que se basa en la siguiente premisa:

Dadas dos magnitudes geométricas cualesquiera del mismo tipo A y B es posible
encontrar dos nimeros n,m € N tales que mA = nB.

Obviamente esto no se cumple siempre y el posterior descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables (que no cumplen la premisa) obligb a la aparicion la teoria de
proporciones de Eudoxo, basada en la propiedad arquimediana, que le quita importancia a
la igualdad mA = nB y considera también las desigualdades mA < nB'y mA > nB.

Veamos como se establece este primer procedimiento geométrico para medir areas en “Los
Elementos”.

En “Los Elementos”, mas que darle al &rea de una figura un valor numeérico en si, se da una
relacion de tamafio entre las &reas de diferentes figuras.

Por simplicidad, de aqui en adelante se emplearan los términos longitud, area, segln sea
necesario, para reemplazar el término genérico magnitud uni /bidimesional que emplea
Euclides. No se debe olvidar que en este capitulo el significado de la palabra area no sera
un valor numérico sino, mas bien, el tamafio de una figura con respecto a otra.

Sin mas que decir damos inicio al proceso de estudio de la evolucion del concepto.

1.2. La medida de longitudes en Los Elementos

Antes de mostrar como se median los segmentos, paso necesario para mostrar como se
trataban las areas, se adoptara como convenio nombrar al segmento o la figura de la misma
forma que a su longitud o area; por ejemplo, A puede representar un segmento 0 una
longitud segun el contexto. Esto es necesario ya que la teoria desarrollada en “Los
Elementos” es sobre las magnitudes pero también se deben identificar los objetos a los que



El area, de Euclides a Lebesgue FACET UNT

se aplica y con este convenio no se entorpece la notacion. Tampoco hay que olvidar que
solo se dispone de del sistema numerico (N, +, ., <).

La forma de tratar segmentos y figuras de los griegos estaba gobernada por la premisa
pitagdrica. La cual, para el caso de los segmentos, asume implicitamente la existencia de un
segmento unidad de medida comun a todos los demés segmentos ya que, para un par de
segmento A y B la igualdad mA = nB n,m € N se cumplira si existe un segmento U tal
que A = nU, B = mU. Asi, si se quieren comparar las longitudes de todos los segmentos
posibles entre si de manera exacta usando solo nimeros naturales se debe mostrar que
existe el segmento U para poder establecer la relacion exacta entre las longitudes. Con este
fin los griegos idearon el siguiente proceso llamado de antiphairesis:

Sean A y B dos segmentos donde A > B en longitud.
Si B cabe un numero k de veces en A se tienen dos posibilidades:

e kB = A con lo que ya se obtiene la relacion A
entre las longitudes y B =U es la medida
comln méximaentre Ay B.

e B cabe un nimero k de veces en A y sobraun
segmento A, de menor longitud que B (ver fig. A,

1.1)
Figura 1.1

Si ocurre lo segundo se sustrae kB de A y se comparan A; y B como en el paso anterior. De
nuevo se tiene dos posibilidades:

e p = klAl anA = kklAl yAl =U.
e A, cabe un nimero k, de veces en B y sobra un segmento A, de menor longitud que A;.
Si ocurre lo segundo se repite el proceso como en el paso anterior.

Asi, si nos encontramos con que existe un r € N tal que A,_; = k,. A, el segmento A, = U
porque el proceso estd ideado de forma tal que entre las longitudes de los sucesivos
segmentos siempre haya una relacion.

Los griegos sabian que existian pares de segmentos para los que existe el r € N
mencionado que asegura la existencia de A, = U pero, como el proceso de antiphairesis
esta ligado al dibujo de los segmentos, no podian concluir que siempre existia el » € N. Asi
antiphairesis da una respuesta a medias a la pregunta sobre la relacion exacta entre las
longitudes de dos segmentos. Por tal razon, Euclides establece una diferenciacion entre los
pares de segmentos con el siguiente cuerpo tedrico. A continuacién, enunciamos las
definiciones y proposiciones que se encuentran en los libros “Los Elementos” de Euclides.
La numeracion que se utiliza, por ejemplo proposicion [X.1], significa proposicion 1 del
libro X
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Definicion [V.3]:

Razén es la relacion mutua que tienen entre si dos magnitudes de una misma naturaleza.
Definicion [X.1]:

Se llaman magnitudes conmensurables aquellas que se miden con la misma medida.
Proposicion [X.5]:

Las magnitudes conmensurables guardan entre si la misma razén que un namero guarda
con un namero.

Proposicion [X.6]:
Si dos magnitudes guardan entre si la razén que un ndmero guarda con un numero, las
magnitudes serdn conmensurables.

A partir de las proposiciones [X.5] y [X.6] se establece que:

Dadas C y D magnitudes, estas son conmensurables si y s6lo si existen p, g € N tales que
valelarazon C:D ::p:q (1)

Asi, si suponemos que existe él r € N para los segmentos A y B de la figura 1.1, existiran
n,m € N tales que:

a) A=nUyB=mU
b) mA =nB
c) A:B :n:m por (1)

Los apartados a), b) y ¢) son maneras equivalentes de decir que A 'y B son conmensurables.
c¢) Es el nucleo de la teoria de semejanza y muestra la “relacion de tamano” entre las
longitudes de A y B. La notacion usada se interpreta asi: la longitud de B es % parte de la
longitud de A. Resta ver si esta relacion se cumple con pares de segmentos arbitrarios.
Observar que, por definicion [X.1], cada segmento U genera la familia de segmentos de la
forma por segmentos de la forma % U con n,m € N que seran comparables. De esta forma,

para lograr comparar las longitudes de todos los segmentos entre si, l0s griegos necesitan
saber si estas familias en realidad eran una sola. Lamentablemente, no es asi. Veamos esto:

Sea la relacion:

“los pares de segmentos conmensurables (A,B) Yy (C, D) estan relacionados si y solo si U
es unidad de medida comun de ambos pares”

Esta es una relacion de equivalencia. Veamos la transitividad:

Si U es unidad de medida comun de (4,B) y (C,D) y U’ lo esde (C,D) y (E,F) existen
k,s €N talesque C = kU’ = sU de donde U’ = %U

Luego sera E = nU paraalgin n € N, idem para F, por lo tanto U mide al par (E, F) con

8
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lo que (4,B) y (E, F) estaran relacionados.

Con esta relacion de equivalencia queda particionado el conjunto de los pares de segmentos
segun si sus longitudes cumplen con (1). Como las clases son disjuntas, existiran familias
de segmentos cuyos integrantes no estaran relacionados, es decir, no seran conmensurables.
Los pitagdricos descubrieron que existen estos pares de segmentos:

Ejemplo 1.1

Si en un cuadrado llamamos A al segmento que corresponde al lado y C al que corresponde
a la diagonal, y si, por simplicidad, hacemos la asignacion A < 1 entonces A: C :: 1:v/2
luego no existen los naturales m y n de (1) para el par (4, C).

Estos pares de segmentos, que fueron Illamados inconmensurables, causaron que los griegos
consideraran por separado las magnitudes y los nimeros. También fueron parte de las
razones por las que los griegos apreciaban a la geometria por sobre la aritmética. Sobra
decir que estos segmentos también echaron por tierra la teoria de semejanza.

Un intento de solucién a este problema lo ofrecié Eudoxo con la teoria de proporciones,
quizas motivado por observaciones como la siguiente:

Dados los segmentos A 'y C de ejemplo 1.1 y los “\
segmentos B = 2A y D diagonal del cuadrado de \\
lado B (ver figura 1.2) se tendran las razones: \ ' D\
A +
1 1 o N
A.B..EyC.D--E & . \‘ \\\

. B

En palabras, las razones son iguales y los
Figura 1.2

segmentos Ay C no son conmensurables.

Esta observacion sugiere que se puede trabajar con segmentos inconmensurables y Eudoxo
propuso lo siguiente:
Primero dio la definicion [V.4] que con un lenguaje mas asequible dice:

Definicion [V.4]: (propiedad arquimedeana)
Las magnitudes A y B tienen razon si y solo si existen n,m € N tale que mA > B y nB >
A

Con ella establecié en qué condiciones dos magnitudes de un mismo tipo tendran razén sin
importar si son 0 no conmensurables y pudo dar la siguiente definicion que es el corazén de
la teoria de proporciones:

Definicién [V.5]:

Las magnitudes A y B tendran la misma razon que las magnitudes C y D si y solo si dados
n,m € N arbitrarios se cumplen las 3 siguientes equivalencias:

e mA >nB siysolosi mC >nD
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e mA = bB siysolosi mC =nD
e mA <nB siysolosi mC <nD

Lo que expresa esta definicion es lo siguiente:

Dados s razon entre Ay B, r razon entre C y D, y los conjuntos

m

msz{%EQ+:%<s} Msz{%EQ+:s<;} Ksz{%EQJr:s:

)

m=frews i) m=flear<i} k=freerr=2

A

(Los reales positivos) s y r serén iguales siy solosi mg =m, , My = M, , K; = K,

Por ultimo, la definicion [V.6] nos dice que aquellas magnitudes con igual razén seran
proporcionales.

Asi, lo segmento A,B,C y D de la figura 1.2 son proporcionales, lo que denotaremos A :
B::C:D.

La teoria de proporciones provee una forma de manejar y operar con los segmentos
inconmensurables hasta cierto punto pero no da una solucién al problema de comparar las
longitudes de los segmentos.

En la busqueda de ofrecer una solucion al problema de los inconmensurables también se
observo que las areas de los cuadrados de lados C y A (que denotamos C? y A?) de la figura
1.2 cumplen la igualdad C? = 2 A? por lo que en el libro X se da la siguiente definicion:

Definicion [X.2]:

Dos segmentos son conmensurables en cuadrado cuando sus cuadrados se miden con la
misma magnitud, e inconmensurables cuando no es posible que sus cuadrados tengan una
magnitud comudn de medida.

Asi, en nuestro caso A y C son conmensurables en cuadrado, pues sus cuadrados se miden
con A%y A%:C?::1:2.
A partir de esta definicion, Euclides encuentra otro segmento inconmensurable con A en la

proposicion [X.21], cuya longitud seria /2, que también es inconmensurable en cuadrado
con A, para mas detalles, ver [3].

Con todo lo expuesto se ve claramente que la forma de comparar las longitudes de los
segmentos de los griegos estaba limitada por el sistema numérico empleado, claro esta que
lo mismo ocurre on las &reas.

Ahora con una idea clara sobre como se manejaban las longitudes podemos ver qué aportes
hicieron los griegos al concepto de area.

10
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1.3. La medida de areas en “Los Elementos”

El axioma 10 de “Los Elementos” dice que dos segmentos no encierran un espacio.
Baséandose en éste, Euclides investiga la relacion que existe en términos de magnitud (area)
entre espacios encerrados por figuras construibles con regla sin graduar y compés. La idea
bésica es emplear la teoria de semejanza sin importar la forma que tengan las figuras.

Lo primero que se puede decir en este caso es que el proceso de comparacion de figuras
tiene limitaciones por el escollo que representan los segmentos inconmensurables vy,
ademas, las figuras curvilineas causan que la comparacién no pueda hacerse tan
directamente como con los segmentos. A pesar de ello, los griegos observaron que dos
figuras pueden tener igual area y, sin embargo, no ser congruentes por lo que la solucion
que plantearon para hacer las comparaciones fue asociar a las figuras a estudiar otras con
area equivalente y de facil manejo.

Las figuras rectilineas se adaptan perfectamente a este tratamiento gracias a dos de ellas
que son sobresalientes: los cuadrados y los triangulos.

Por un lado, los cuadrados tienen las siguientes propiedades:

e Dados dos cuadrados, es facil ver cual es la relacién de orden entre sus areas haciendo
coincidir alguno de sus vértices, por ende, se puede establecer la propiedad
arquimedeana en el conjunto de estas figuras.

e Por el teorema de Pitagoras, los cuadrados poseen la Capacidad de replicarse y de
sumarse.

e El area de un cuadrado esta directamente relacionada con el lado, por lo que es posible
aplicar la maquinaria de comparacion de segmentos a los cuadrados.

e Dos segmentos inconmensurables pueden ser conmensurables en cuadrado, por lo que
la inconmensurabilidad de ciertos tipos de segmentos no afecta a la de las areas de sus
cuadrados.

Estas bondades de los cuadrados los convierten en figuras idoneas para realizar las
comparaciones porque guardan un comportamiento similar a los naturales, asi lograr
obtener la razon que guardan dos figuras rectilineas es mas facil si se puede establecer una
equivalencia con los cuadrados. Cualquier otra figura obligaria a usar antiphairesis que
seria mas laborioso, implicaria un proceso de descomposicion/recomposicion y no
aseguraria el éxito.

Por otro lado, el triangulo es importante porque toda figura rectilinea se puede
descomponer en triangulos y a estos se les puede asignar un cuadrado de area equivalente

(proposicidn [1.44]). Asi, gracias a ellos es posible asignar a una figura rectilinea un

11
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Cuadrado de igual area, proceso que se llama cuadrar la figura.

La forma de obtener la cuadratura de una figura rectilinea se expone desde la proposicion
[1.36] hasta la proposicion [I1.14] en “Los Elementos”. Veamos como se realiza.

Proposicion [11.14]:
Construir un cuadrado igual a una figura rectilinea dada.

Demostracion:

Supongamos que se quiere cuadrar el romboide ABCD que se muestra en la figura 1.3.

ABCD se puede descomponer en los dos A

triangulos BAD y BCD.
Dado un &ngulo a, por proposicion [1.44], / i\ L/
es posible construir un paralelogramo con g b e/ i \o & / A

area igual a la del triangulo BAD. Si en -
particular ¢ = % este paralelogramo sera ¢
un rectangulo que llamaremos PQR. Figura 1.3

De la misma forma se construye un cuadrado equivalente en area al triangulo BCD que
[lamaremos Z asi ABCD = PQR + Z.

Ahora se debe cuadrar PQR. A

En la figura 1.4, si se prolonga el
segmento PQ hasta un punto S tal que °® . Pﬁf oS
QS = QR, se toma T punto medio de _ s |

PS, se traza la circunferencia de centro
T y radio TS y se prolonga QR hasta
intersecar la circunferencia en el punto
U, entonces el segmento QU seré el lado del cuadrado equivalente en area a PQR ya que
por proposicion [I1.5], PQR + TQ? = TS? = TU? y, por Pitdgoras TU? = TQ? + QU?. Asi
PQR + TQ? = TQ? + QU? por lo que PQR = QU?.

Por altimo, usando Pitagoras, a partir de Z y el cuadrado de QU se construye un cuadrado
cuya area es equivalente a la del romboide ABCD m

Figura 1.4

Claro esta que para hallar una razén de areas de figuras rectilineas, si la hay, ambas deben
cuadrarse primero y luego intentar hallar, si la hay, la razon entre las areas de los cuadrados
construidos.

Un comentario, Euclides, en todo este procedimiento y también en el caso de los
segmentos, maneja la idea de que las figuras rectilineas pueden representarse como union
disjunta de otras figuras, establece que el area es igual a la suma de las areas de las otras
figuras y también que el area no varia al mover la figura

12
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Los griegos intentaron usar este método de cuadrar figuras para estudiar las razones de
areas de figuras curvilineas y pronto quedé clara la inoperancia de este método con figuras
de este tipo. El circulo es el mejor ejemplo de ello, ya que si se tiene un circulo de &rea ™ y
se quiere encontrar un cuadrado de lado [ con area equivalente se debe cumplir que [ = +/,
0 en otras palabras, se debe construir un segmento de longitud +/z con regla y compas cosa
que es imposible pues m es un numero trascendente. Asi, la cuadratura de figuras
curvilineas fue un motivo de investigacion que los empujo a la innovacién. Como resultado
aparecio el método de exhaucion.

1.4. El método de exhaucidn

La idea bésica del método es intuitiva. Si en una figura curvilinea se inscriben sucesivos
poligonos de forma que se vaya aumentando el nimero de sus lados, las sucesivas areas
irdn aproximandose al area de la figura. La propiedad arquimedeana da precision a este
razonamiento y es clave para probar la proposicion [X.1] que dice:

Proposicion [X.1]:

Si de la mayor de dos magnitudes desiguales dadas se quita una magnitud mayor que la de
su mitad, y de la que queda se quita también otra parte de magnitud mayor gue su mitad,
continuando siempre la misma operacion, se llegard a obtener una parte menor que la
magnitud menor dada.

Con esta proposicion se logra cerrar el razonamiento intuitivo y se proporciona un método
de demostracion que confiere rigor l6gico al argumento.

Observacion 1.1:
Lo que dice la proposicion [X.1] es que dadas dos magnitudes A y € donde € < A se
pueden construir las sucesiones de magnitudes (K;) y (4;) como sigue:

Ay =A4A-K
K1>_ 1 1
K2>é A2:A1_K2:A_(K1+K2)
2
K3>A2 A3=A2_K3=A_(K1+K2+K3)
Ap_q -
Kn >—= AnzAn_l—anA—ZKi
=1

Y existira un n € N es tal que 4, < & y con esta desigualdad se puede llegar a una
contradiccion logica que garantice la validez del resultado.
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Notar, por la construccion de los A4;, que es indistinto trabajar con poligonos en la figura
inicial o con poligonos en las porciones de area que van quedando. Basicamente existian
dos formas de emplear el método:

1. Inscribir una sucesion de poligonos regulares en la figura y establecer, para un nimero
suficientemente grande de lados de un poligono, que la diferencia de areas entre la
figura y el poligono es menor que una magnitud & dada. A esta forma de proceder [1] le
Ilama exhaucion por aproximacion.

2. Encerrar la figura entre dos sucesiones de poligonos regulares inscritos y circunscritos
tales que la diferencia entre las areas de los circunscriptos y los inscritos puede hacerse
menor que una magnitud e dada. A esta forma de proceder [1] le llama exhaucion por
compresion y se la atribuye a Arquimedes.

Veamos la utilidad del método para determinar la razon de areas de figuras curvilineas con
un ejemplo que emplea ambas formas de proceder.

Proposicion 1.2:
Un circulo es equivalente a un triangulo rectangulo cuyos catetos son iguales al radio y a
la circunferencia del circulo.

Idea de la demostracion:

Entenderemos por area un valor numérico y emplearemos geometria analitica para
simplificar la demostracion.

Sean el circulo FXH de la figura 1.5 de radio r y circunferencia [ y un tridngulo rectangulo
T de catetos L y r.

Supongamos que el area del circulo, A, es mayor a la del triangulo, B, y tomemos
e=A—-B
Sea K; el &rea del cuadrado EFGH. (ver figura 1.5)

Consideremos el cuadrado circunscrito al circulo
formado por los segmentos tangentes en los puntos
E,F,GyH.

Como EX L1 FH, los triangulos FXE y FEY son
congruentes; por lo tanto, el area del tridngulo FXE es
la mitad del area del cuadrado FXEY.

Lo mismo ocurrira entre el triangulo XHE vy el
cuadrado XHZE vy entre el cuadrado EFGH vy el

. . A
cuadrado circunscrito, por ende K; > >

Figura 1.5

Por construccion, A; sera la diferencia entre A y el area del cuadrado EFGH.
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Sean ahora K punto medio del arco EF, L del arco FG, M del arco GH, N del arco HE.

Sea K, la suma de las areas de los triangulos EKF, FLG, GMH y HNE. Como en el caso
anterior, por simetria del circulo, K, > %.

Por construccion, A, serd la diferencia entre A y el area del poligono EKFLGMHN.

Repitiendo lo que se hizo en el paso anterior con los arcos de circunferencia determinados
por los segmentos FL,LG,GM,MH,HN,NE,EK y KF se obtiene K; donde K5 > % y asi

las sucesiones (K;) y (4;) de la observacion 1.1 se pueden construir por la existencia de los
puntos medios y la simetria del circulo FXH.

Luego, por proposicion, existe n € N tal que 4,, < &, de donde se obtiene que:
A—-K,<A—-B;esdecirB< K, (2)

Analizando la figura 1.5 se puede ver que los lados de los poligonos inscriptos se duplican
en las sucesivas etapas, asf, el n-ésimo poligono K,, tendra 2"** lados.

Sea b,, un lado de B, y considérese el triangulo isosceles de base b,,, vértice opuesto X y
altura h,.

2n+1hnbn

Como h, <71y 2™"1p, <1 se tendra que < %l; es decir K,, < B lo que es una

contradiccion a (2) que provino de suponer que B < A.

Ahora supongamos que A < B ytomemose =B — A

Consideremos la sucesion (K;) ya construida y construyamos las nuevas sucesiones (K;) y
(4).

Para construir la sucesion de los A;, necesaria para llegar a una contradiccion, observemos

que, si llamamos P; al cuadrado que circunscribe al circulo, obtenido a partir del cuadrado
EFGH, se cumpliraque P, — A < P, — K, donde K; = K;.

Nuestro interés radicara en diferencias del tipo P; — A pero es mas facil trabajar con

diferencias del tipo P; — K, por lo que para definir los A; se van a considerar las sucesiones
de poligonos (K;) y (P;) donde cada P; tendra sus lados tangentes al circulo en los puntos
gue sean Vvértices del respectivo K;.

De esta forma K; = K; > ‘;‘ y definimos 4; = P, — K,

Sea K, el area de la region de color gris de la figura 1.6.

Al ser E punto medio en el arco DF ocurriraque HX || DF, conloque EC = FY'y
EY = CF. Esto muestra que EFX < CFE y asi DCN < DCF + HXN.

Luego K,/4 >1/2.A,/4.Esdecir K, > A, /2.
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Figura 1.6

Sean A, = P, — K, y K; = P, — (K; — K,) (el area de la region en color rosa en la figura
1.6 es%3),

8
De nuevo, porque existe el punto medio y por simetria del circulo sera K5 > %(%2 .

Asi existiraunn € Ntalque B, —A < P, — K,, < B — A; esdecir B, < B (3)

Sea b,, un lado de B, y considérese el tridangulo isésceles de base b,,, cuyo vértice opuesto
es X cuya altura es h,,.

Como h, =ryl < 2™?p, setendra que %rl < 2"b,h, lo que es una contradiccion a (3)
que provino de suponer que A < B

Por lo tanto la Unica posibilidad que quedaesque A =B m

Observacion 1.3

e En términos modernos, lo que se hizo con el método de exhaucion es lo siguiente:
Dado un & > 0 existe dos poligonos K,, y P, tales que, A<K,+¢ey B, <A+e.
Obviamente los griegos no pueden concluir que esto vale para todo € > 0. Aun asi, el
concepto de sucesion numérica convergente esta presente en el método y recuerda a las
sumas de Riemann.

e En las figuras involucradas en la proposicion 1.2 aparece el nimero 7, por ende, es de
destacar que Arquimedes haya probado esto sin poder dibujar el triangulo rectangulo.

Con este método, Arquimedes pudo establecer equivalencia entre areas como, por ejemplo,
la de un segmento parabdlico y de un tridngulo, la de la superficie lateral de un cilindro
circular y la de un rectangulo, la de la superficie lateral de un cono de base circular y la de
una porcion de circulo, la de un circulo y la de un triangulo rectangulo entre varias otras.
Arquimedes también obtuvo equivalencias entre volimenes de varios sélidos.

Al declinar la matematica griega, en el periodo alejandrino, se impone el punto de
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vista intuitivo y practico en la linea de egipcios y babilonios.

Arquimedes y Apolonio de Perga prosiguieron el método de Euclides y calculadores
profesionales como Claudio Tolomeo y Diofanto no se complicaban con representaciones
geométricas de los nimeros, utilizaban irracionales como mo+/2 acriticamente y los
aproximaban cuando era necesario.

Asi vio su fin una era en la que las demostraciones rigurosas daban el estatus de
razonamiento valido a métodos e ideas planteados para obtener cuadraturas de areas de
figuras planas.
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Capitulo 2

El area, la intuicion y la integral

2.1. De Grecia a Europa

Entre los siglos VI y Xl hindles y arabes tomaron el relevo despues del final de la
civilizacion griega, estos usaron nimeros enteros, fracciones, irracionales y el cero hallando
reglas para operar con ellos, también, consideraron las razones entre magnitudes
explicitamente como numeros y utilizaron un algebra con letras para resolver ecuaciones e
idearon Utiles métodos para sumar series de nimeros en progresion aritmética y geométrica.
Todos estos conocimientos fueron introducidos en el siglo XII en Europa,
fundamentalmente, por Leonardo de Pisa.

Entre los siglos XIlI y XVII muchos investigadores necesitaban, para sus estudios de
mecanica 0 astronomia, saber el valor de areas y voliumenes encerrados por curvas de un
tipo méas general que las que manejaron los griegos. Fue esta fertilidad en las aplicaciones
lo que incentivo el desarrollo de nuevos métodos para cubrir la necesidad dejando un poco
de lado las demostraciones rigurosas.

En esta época, el problema obtener areas se afrontd esencialmente de dos maneras
diferentes: una algebraica (los infinitesimales) y otra geométrica (los indivisibles). Estos
dos enfoques se basaban en dos concepciones intuitivas de los objetos geométricos que se
iniciaron en la antigua Grecia y se debian a las preguntas:

¢De qué estan formados un segmento o un trozo de plano? ;Qué le sucede a una figura
geométrica cuando la dividimos una y otra vez en partes cada vez mas pequefias?

Las respuestas dada por los partidarios del atomismo era que los cuerpos fisicos estaban
compuestos, en ultima instancia, por &tomos indivisibles.

Por otro lado, los partidarios de la infinita divisibilidad sostenian que, al dividir el continuo
geométrico en trozos cada vez mas pequefios, se seguian obteniendo continuos de la misma
naturaleza que el de partida sin que se pudiera aislar nunca un elemento minimo o
indivisible. Estas dos posturas dieron origen a los indivisibles y a los infinitesimales.

De regreso en Europa, quienes seguian la tendencia de los indivisibles concebian a los
segmentos como constituidos por infinitos puntos y a las figuras por infinitos segmentos
que no se podian dividir. En esta linea estaban matematicos como Cavalieri, Torricelli y
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Barrow, entre otros. Quienes seguian la tendencia de los infinitesimales concebian a las
figuras como infinitamente divisibles; es decir, que siempre tenian un area divisible y, sin
importar qué tanto se las dividiera, nunca se llegaria a un segmento. Ejemplos de
matematicos con esta concepcion fueron Fermat, Descartes o Wallis, entre otros.

A pesar de las diferencias en el enfoque, todos consideraban necesarias las demostraciones
rigurosas; pero, a la vez, querian evitar las dificultades del método de exhaucion por lo que
los métodos propuestos para hallar areas en esta época solo era respaldados con las
respuestas correctas que proporcionaban. Aun asi, los progresos logrados en este periodo
fueron notables. Veamos alguno de ellos.

Antes de empezar se debe recordar que la idea predominante en la época era buscar
herramientas con las que se pudieran abordar nuevos problemas dando una justificacion
tedrica mas o menos aceptable.

2.2. El método de Buenaventura Cavalieri

Buenaventura Cavalieri, apoyado en la idea de los indivisibles, a los cuales entendia como
entes de dimension n — 1 si el objeto estudiado era n-dimensional, presenté un método para
obtener la cuadratura de figuras llamados método colectivo.

El método colectivo consistia en comparar los indivisibles de dos figuras tomados en forma
conjunta. Su cuerpo tedrico es el siguiente:

El concepto fundamental del método es el de omnes lineaes que, citando [4] pag. 34, fue
definido por Cavalieri de la siguiente manera para figuras planas:

Definicion 2.1:

Dada una figura plana F, se consideran dos planos perpendiculares al plano de la figura
que la contienen exactamente.

Si uno de estos planos se mueve paralelamente hacia el otro hasta coincidir con él,
entonces las lineas que durante el movimiento forman las intersecciones entre el plano
movil y la figura consideradas en conjunto, se llaman omnes lineaes de la figura, tomada
una de ellas como regula (o directriz).

A éstas las denotaremos O(F,[),- donde [ hace referencia a que las omnes lineaes son de
una figura bidimensional y r es la regula.

Obviamente las omnes lineaes (que son el conjunto de —
indivisibles de la figura) dependen de cémo se tome la B
directriz. Por ejemplo, dado el triangulo ABC de la figura

2.1, si se toma como directriz el segmento AB, las omnes —

lineaes respecto de AB  seran los infinitos segmentos _ “
Figura 2.1
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contenidos en el triangulo que son paralelos a AB y a estas se las denotan O(ABC, 1) 4.

Dada una figura plana y sus omnes lineaes, Cavalieri también considerd las colecciones de
cuadrados que se pueden obtener de los indivisibles en las omnes lineaes y dio la
definicion:

Definicion 2.2:

Dada una figura F, todos los cuadrados de F seran todos los cuadrados que tienen por
lado un indivisible de F. A estos los denotaremos O(F,1%),. donde r? es el cuadrado
directriz y 12 hace referencia a la dimension de las omnes lineaes, es decir, hace referencia
a que son omnes lineaes de un solido.

Asi, todos los cuadrados del triangulo de la figura 2.1 serian los indivisibles de una
piramide de base AB2.

Cavalieri siguié ampliando esta idea al considerar las potencias n-ésimas de los indivisibles
de F.

Para poder trabajar con las omnes lineaes de las figuras, Cavalieri establecio el postulado:
“Si las figuras F 'y G son congruentes entonces O (F, 1), es congruente con 0(G, 1), ”
Y probé los teoremas:

Teorema 2.3:
Si las figuras planas F y G son iguales entonces también lo son O(F, 1),.y 0(G, ), .

Teorema 2.4:
Las omnes lineaes de figuras planas son magnitudes que tienen razon unas con otras.

Teorema 2.5:
La razdn entre las figuras es igual a la razén entre sus omnes lineaes, tomadas respecto de
la misma regula.

Con el teorema 2.5, el problema de obtener la razon entre dos areas se traduce en el
problema de obtener la razon entre las respectivas colecciones de lineas.

Para que la teoria funcione, Cavalieri establecié el fundamental principio de Cavalieri que,
para figuras planas, dice:

Principio de Cavalieri para figuras:

Si dos figuras planas tienen la misma altura y si las secciones determinadas por dos
segmentos paralelos a las bases y a igual distancia de estas estan siempre en la misma
razén entonces las figuras planas también estaran en la misma razén.

Con este cuerpo tedrico, Cavalieri establecio relaciones entre las areas de diversas
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figuras a la manera de los griegos.

Observacion 2.6:

La teoria Cavalieri tiene muchas falencias fundamentalmente por cuestiones relacionadas
con el infinito, estas son puntualizadas por José Maria Ayerbe Toledo en [4] y José Barrios
Garcia en [5].

A pesar de las deficiencias tedricas, el método de Cavalieri brindaba resultados correctos;
por esta razon, gozo de gran popularidad entre los matematicos de la época. Veamos
ejemplos de aplicacion del método.

Ejemplo 2.1
El &rea de una figura se conserva si se la distorsiona adecuadamente. Esto es consecuencia
del principio de Cavalieri. Ver figura 2.2

d d _ d _
7~ : pd 7
ya 4
£ 7
i 7
L )
h | ) \ \ h
\ LY
N\ N\
El \ —
AY AN
Figura 2.2
Ejemplo 2.2

Si se dibuja una diagonal en el paralelogramo ABCD de la figura 2.3, el area del
paralelogramo sera el doble de la de cada uno de los tridngulos determinados por la
diagonal.

B A B A C
Figura 2.3

Sean AB la directrizy los puntos G y E talesque GD = BE Yy AB || FE || GH.

Por criterio angulo-lado-angulo, los triangulos GHD y FEB son tales que GH = FE. Esto
ocurrira para todo par de segmentos construidos como GH y FE, es decir, en los triangulos
ABD y DCB, paralelos a AB y a la misma distancia de este segmento.

Luego, por el principio de Cavalieri:
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O(ABD,1) 45 : O(DCB,1) 45 *: GH : FE :: 1:1
Por lo tanto, el &rea de ABCD es el doble de las areas de los tridngulos ABD y DCB m

Observacion 2.7:

En el ejemplo 2.2 se ha probado que O(ABD,1),5 : O(ABCD,1) 45 :: 1: 2. Ahora, si se
posiciona en B un origen de coordenadas de modo que D tenga coordenadas (a,a) y se
identifica a BD con la grafica de f(x) = x donde 0 < x < a, entonces se ha probado que

f;x dx 1
a2z 2°
Ejemplo 2.3

Si se considera el rectangulo ABCD de la figura 2.4 (por ejemplo 2.1 también podria ser un
paralelogramo cualquiera) y se dibuja en él la diagonal BD, entonces, tomando AD como
directriz, todos los cuadrados del paralelogramo seran el triple de todos los cuadrados de
cualquiera de los triangulos determinados por la diagonal.

Sea RU un indivisible de ABCD. “ v D
Sean Q punto medio de BC, P de AD, Z de PQy W 2
de AB.

Sea S punto de interseccion entre RUYy PQ Yy T
punto de interseccion de RU y BD.

Por proposicion [11.9] se cumplira que:

B W R A

RT? + TU? = 2(RS? + ST?) Figura 24

Como esto ocurre para todos los indivisibles de ABCD, Cavalieri concluy6 que:
O(ABD, %) sp + O(DBC,1?) op = 2[0(ABQP,1?) 4p + O(PZD,1?) 4p + 0(ZBQ,1*) 4p]
De donde obtuvo que:

0(ABD, 1) sp = 0(ABQP,1?) 4p + 2 0(PZD,1%) p (1)

(1) es facil de comprobar para nosotros usando las formulas de los volimenes de las
piramides y el prisma.
Por otro lado, Cavalieri al considerar que:

O(ABCD, lz)AD == 4 O(ABQP, lZ)AD == 8 O(AWZP, lz)AD
O(ABD, lz)AD = 8 O(PZD, lz)AD
Y al reemplazar y operar en (1) llegé a que:

O(ABCD,1*)4p : O(ABD,1®)4p 2 3:1 =
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Observacion 2.8
Cavalieri obtuvo resultados asombrosos (por la validez de ellos y las falencias de su teoria)
trabajando como en el ejemplo 2.3. Por ejemplo, ¢ U D
al construir el rectingulo ABCD con su diagonal
BD, un indivisible RU y considerar la parabola
y =x" con eje BC (Cavalieri construye la
parabola a la manera de los antiguos y no con
esta ecuacion algebraica) como se muestra en la
figura 2.5. Probd que: Figura 35

O(ABCD,1™) ,p : O(ABD,I™) ,p =+ (n+1): 1

Para n=1,..,6 y9. Estarazon, o igualdad, nos resultara familiar si se posiciona en B un

origen de coordenadas, se llama [ a la longitud de AB y se dan las coordenadas (I,{™) a D.

P . 1.m
Con ello, la razon (igualdad) se traduce en i

0

promiakl +1lparan=1,..,6y09.

Es asi como el trabajo de Cavalieri abrié nuevas perspectivas en la busqueda de un método
para obtener cuadraturas; establecié una primera generalizacion de dimension usando de
una figura n-dimensional y dejé un camino marcando que seguirian otros matematicos del
siglo XVI1. Sin embargo, €l seria el ultimo en usar la geometria pura ya que Descartes haria
una importante contribucion que haria que ésta fuera cayendo en desuso.

2.3. La aritmética de segmentos de René Descartes

En el siglo XVII Descartes establecié un puente sélido entre la geometria, el algebra y la
aritmética, haciendo una interpretacién geométrica de las operaciones numéricas de suma,
resta, producto y division.

Para realizar tal hazafia, consider6 la medida o longitud de todos los segmentos respecto a
un segmento unidad de referencia y definié el producto de segmentos como una operacion
binaria, veamos esto: (Con ello, confirio al conjunto de los segmentos T la estructura (T,
.7 ,+7,<r) de anillo conmutativo ordenado isomorfo a (R*, +,., <)).

Descartes definid el orden, la suma y la diferencia entre los segmentos como lo hacia
Euclides. Asi, la suma resultd ser una operacion binaria, conmutativa y asociativa sin
neutro (no existe el segmento de longitud cero).

Lo que Euclides no definio, y era una operacion que carecia de sentido para él, es el
producto de segmentos. Descartes lo defini6 de la siguiente forma:

Producto de segmentos
Sean AD y AC segmentos de longitud ay b y sea AB segmento de longitud 1.
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Supongamos que estos segmentos son los del de la figura 2.6.

Al conectar con un segmento los puntos B .
y C y trazar desde D un segmento paralelo a \

BC, que interseque a la prolongacion de AC NS C
en el punto E, los triangulos ABC y ADE
seran semejantes y, como consecuencia, por

AD _ AE D' B 4 D E 4

AB  AC'
De donde se tiene que a.b =1.e con e
longitud de AE.

proposicion [V1.4]

caso 1 caso 2

Figura 2.6

Asi, el segmento AE sera el segmento producto entre AD y AC Yy se obtiene al dibujar AB
sobrepuesto en cualquiera de los otros dos segmentos.

Del caso 2 de la figura 2.6 se puede concluir que la relacion entre las longitudes de AD y
AC no afecta a la conclusion m

Observacion 2.9

e AB es el Unico segmento neutro pues es el Gnico con longitud uno y

AB __AC 1
1=—=—=—AC.
AB  AC  AC

e Se puede probar que el producto es asociativo.
., AC AE .
e Como vale la proporcion T el producto resulta conmutativo.

Para obtener el segmento inverso de uno dado se necesita definir la division de segmentos.

Division de segmentos
Si se desea dividir dos segmentos, por ejemplo los segmentos AE' y AD del caso 1 de la
figura 2.6, por el punto B se traza un segmento paralelo a DE que interseca a AE en el

punto C obteniéndose los dos triangulos con sus lados proporcionales, asi b = 2
Para obtener el segmento inverso de uno dado se procede como sigue:

Dados los segmentos AC y AB, con AC > AB, y el
segmento AX = AB de la figura 2.7

Se construyen los triangulos ACB y AXG de modo
que CB |l XG.

Si lalongitud de AB es1,lade AC es by lade AG es
b” entonces, como en el caso del producto b.b" = 1.
Por lo tanto AG es el segmento inverso de AC.
Analizando la figura 2.7 se puede probar que este
segmento AG es unico.

Figura 2.7

Si AC < AB se hace la misma construccion (ver en figura 2.7 la relacion entre AG y AB) m
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Descartes dio un paso decisivo en la incorporacion de los nimeros negativos y las raices al
cuerpo numérico por lo cual, junto con Pierre de Fermat y Rafael Bombelli, inicié una
visualizacion de los reales que culminaria con la representacion de la recta numérica.

Con respecto al concepto de area, el trabajo de Descartes produjo dos grandes cambios:

a) Los problemas geométricos se tradujeron en un lenguaje algebraico y viceversa.

b) Para Descartes todos los puntos de las curvas tenian alguna relacion con todos los
puntos de una recta que se podia expresar por una ecuacion y, a partir de la ecuacion, se
podrian encontrar las propiedades de las curvas.

Con respecto a b), al visualizar a las curvas como lineas relacionadas con los puntos de una
recta curvas mecanicas (logaritmicas, trigonométricas, exponenciales) empezaron a
considerarse como curvas propiamente dichas. Estas eran construidas a partir de tablas de
valores y definidas recurriendo al movimiento continuo de un punto en el plano, es decir sin
ninguna ecuacion, por lo que eran dificiles de tratar. Por esta razon, algunos matematicos
empezaron a relacionarlas con series de potencias porque estas series parecian conservar el
comportamiento algebraico de los sumandos y eran una buena aproximacion.

Gracias a la geometria de Descartes y los indivisibles de Cavalieri, posteriormente, John
Wallis haria la importante asignacion de un valor numérico a un area.

2.4. El método de John Wallis y el area del rectangulo

Wallis, con un fuerte uso de la intuicion, propuso un método puramente aritmético que
empleaba razones entre series numéricas. Esto lo obligé a tener que usar el infinito sin el
concepto de limite, Wallis soluciond este problema introduciendo el simbolo co que, para
él, era una cantidad/variable infinita.

Basicamente, el método de Wallis consistia en llegar a las razones entre las series haciendo
una conclusién por analogia entre las razones de las primeras sumas parciales. Con estas
razones entre serie a mano, mostraba lo que entendia como la respectiva interpretacion
geométrica. El nexo entre la geometria y la aritmética lo lograba afirmando que un punto,
cero y nada, eran maneras equivalentes de decir lo mismo. De esta forma, sus resultados
valdrian para cantidades numéricas y magnitudes geométricas.

Al abrigo de este razonamiento, Wallis interpreto las longitudes de los segmentos de las
omnes lineaes de Cavalieri como los términos de las series y asegurd que la cuadratura de
una figura podia obtenerse al sumar el namero infinito de lineas paralelas. Tal aseveracion

la justifico diciendo que hablar de lineas y de paralelogramos de altura % era equivalente.

Veamos un importante ejemplo de aplicacion del método e ideas de Wallis.
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Ejemplo2.4
El &rea de un rectangulo es el producto de las longitudes de la base y la altura.

, P Wl . . 1
Dadas las sumas Y1t iy Y™ n. Como la razon ;;"171 para los seis primeros casos es >

1=0
Wallis concluy6 que cualquiera sea el n € N se cumpliria que:
0+1+2+-+n 1

;> @)

(n+1)n T2

Luego razono que: ([1] pag. 46-47)

e Ambas sumas esta en progresion aritmética con diferencia de progresion (DP) uno.
e Si se tiene la sucesion numérica {x,, x4, x5, ..., X,} €n progresion aritmética con DP

¢ > 0 entonces valdra la igualdad
Xo+Xq++xn l
(n+1)(eg+xn) T2 (3)

(3) Muestra que la razon entre estas sumas y la de las sumas de (2) es la misma, pero gran
diferencia con estas Ultimas es que, al ser ¢ un namero cualquiera, x,, es mucho mas
independiente de n pues no estd obligado a ser el natural anterior como en el otro caso.
Wallis interpretd geométricamente esto de la siguiente manera:

Sea el triangulo rectangulo T de la figura 2.8 cuyos lados tienen longitud a vy b.

Si los valores x; son las longitudes de los
indivisibles del triangulo tomando x, = 0

Estos indivisibles determinaran n + 1
puntos en el lado de longitud a que seran
los indivisibles de ese lado y x,, serd una \
aproximacion de b. n-2

n—1

Lo ~

En estas condiciones, si se toma ¢ =

81~
]

entonces en (3) la suma Y, x; serd la
suma de los indivisibles de T (tener en

cuenta que x, = 0), x,, tendra longitud

b . ~ - .
——=b y la cantidad que acompafia a x, en el denominador sera la suma de los

Figura 2.8

indivisibles del lado de longitud a.

4 T 1 , , . ,
Por lo tanto, arzalf ) = > y conello el 4rea del rectangulo correspondiente seré a.b m

. - - .01
El método de Wallis tal vez nos resulte esquivo, sobre todo por la expresion —, pero fue de

gran importancia por proporcionar un enfogque mas aritmético de los indivisibles de
Cavalieri y, para quienes estudiaban las curvas con series de potencias, fue una herramienta
importante por la siguiente razén:
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i t ol Tint = (n n
Al estudiar las razones entre las sumas Y-, i mHlnk + 1) n*k cuando k € Z*
Wallis lleg6 a lo siguiente:

Valor de k | Razén entre las sumas | Razén cuando n crece indefinidamente
para los primeros valores
den
1 1
2
2 R 1,11
3 o 3
3 1 + 1 1
4  4n 4
4 1
5

Luego, por analogia en los diferentes casos, concluy6 que:

n k
i=ol~ _ 1

(n+1)nk k+1

Por otro lado, observd que las cuadraturas de y = x* serian las interpretaciones
geométricas de estas razones para cada k € Z*. Es decir, lo que Wallis hizo con la
informacidn obtenida de las razones fue lo siguiente:

a k n ok
fO x*dx 1 _ . Zi=ol

1 +
ak+1 T k41 n—oo (1’l+1)1’lk Para k € Z

Wallis extendié este resultado, trabajando como de costumbre, para k € Q™ tras llegar a
que Vx? = x9/? dando una argumentacién méas o menos sélida y afirmé que el resultado
seguia valiendo para exponentes irracionales como v/3 .

En importante recalcar que Wallis, como también Simén Stevin, aceptd a los irracionales
como numeros dejando atras definitivamente la imposicion pitagorica. Asi, Wallis fue uno
de los que removid un gran obstaculo para la posterior formulacion del concepto de limite
que daria rigor al calculo infinitesimal.

Otro matematico que hizo importantes contribuciones al naciente calculo infinitesimal fue
Pierre de Fermat, quien, utilizd la aritmética, el algebra y la geometria analitica
inspirdndose en sus meticulosos estudios de las obras de Diofanto, Apolonio, Arquimedes y
Papls. Veamos su método para obtener cuadraturas, que nos resultara extrafiamente
familiar.
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2.5. El método de Pierre de Fermat

Fermat, siguiendo las ideas de Cavalieri y al conectar la geometria analitica con los trabajos
de Arquimedes, notdé que la asociacion de una ecuacion a una curva le facilitaba el
tratamiento aritmético y algebraico de los problemas que Cavalieri habia atacado con
geometria sintética. Asi, Fermat sustituyd los razonamientos geométricos por
razonamientos aritméticos mas sencillos y precisos.

Guiado por las dificultades encontradas y con un espiritu emprendedor, Fermat ingeni6 un
método de cuadratura directo. Es decir, a diferencia de trabajos anteriores, en los que se
comparaba el area que se queria calcular con otra conocida, Fermat obtenia el area en
términos absolutos utilizando rectangulos infinitesimales (de area menor que & > 0) en
progresion geométrica de razon menor que uno. La idea feliz de Fermat fue buscar que se
cumplan las condiciones del método de exhaucion.

Veamos un ejemplo ilustrativo de su método usando un leguaje actual que permite ver cuan
cerca esta Fermat de las sumas de Riemann.

Ejemplo 2.5

m
Se desea encontrar el area encerrada por la curva y = x=» con m,n € N el eje 0X y la recta
x =a cona > 0.

Seaa=x,yqe€(01).

Sea en [0, a] la sucesion de abscisas
(x(p—l)n) CoNXp-1)n = aq(p—l)n y
p=1.

Esta sucesion esta en progresion
geométrica de razon q™ y determina
una sucesion de ordenadas (¥(p—-1)n) i SR as

m
N Yp-nn = ang® V™ que S
también esta en razén geométrica de
razéon q™.

TYriynTon Tn To = (a,0)
Figura 2.9

Con estas sucesiones, y usando el resultado obtenido por Wallis para el area de un

rectangulo, se puede construir la sucesion numérica (ap) de las areas de los rectangulos de

la figura 2.9.

m
El término general de esta sucesion es a, = (1 — g®)an ' q®~D®*™) tampién estara en
progresion geométrica de razén g™+,

1—q™
1_qm+n

Luego, ¥5.ia, = antl (4)
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A partir de (4) Fermat razono lo siguiente:
Comoparatodok €N, (1-¢)(1+q+q*>+ ...+ q* 1) =1-¢g*

1-q" (1+q+q?+--+q™ 1
1-qM*1  14q+q2++q 44 g

En (4)

~——y si ¢ = 1 entonces se tiene que:

(1+g+q%+--+q™ 1) n
1+q+q2+...+qn—1+qn—1+1+qn—1+2+...+ qm+n—1 m+n

m+n

B ’ - n
Pero se pierde el valor de lasuma. Asi, siq = 1, Y7 a, =E——an .
Por otro lado, si g = 1 la suma de las areas de los rectdngulos en la figura 2.9 seran
aproximadamente el area buscada.

m+n a

m
Por lo tanto, usando notacién de Leibnitz, se concluye que ﬁa n o= fo xndx para q =

1m

De nuevo, quienes trabajaban con series de potencias se vieron beneficiados por el método
de Fermat. Ademas, Fermat observo que también podia obtener el area bajo las hipérbolas

1 .. . . .

y=-m mmn €N %;t 1 (el caso %z 1 lo resolvio el matematico Gregorius Saint
xn

Vincent ver [4]). Con esto Gltimo, Fermat y Saint Vincent lograron dar un valor de area a

una region cuya frontera no era una curva cerrada, un hecho sin duda singular y

desconcertante en la época.

Muchos otros matematicos idearon diversos métodos para el célculo de cuadraturas. Por
mencionar algunos, tenemos a Gregory St. Vincent, Alfons de Sarasa, Nicholas Mercator,
Christopher Wren, Christiaan Huygens, Evangelista Torricelli, Johannes Kepler, James
Gregory, John Wallis, Isaac Barrow, Blaise Pascal, André Tacquet, entre otros (algunos de
sus métodos se exponen en [4]).

En el dltimo cuarto del siglo XVII Gottfried Von Leibniz e Isaac Newton fueron quienes
sintetizaron y enriquecieron los resultados de sus antecesores al reconocer la relacion
inversa entre el calculo de cuadraturas y el calculo de tangentes veamos sus métodos.

2.6. El método de Isaac Newton

La idea fundamental del calculo integral es la determinacion de resultados o efectos de
procesos de cambio. Newton, usando conceptos infinitesimales, se distinguié de sus
predecesores porque obtenia las cuadraturas, no a partir de la suma de cantidades
infinitesimales “estaticas” sino, estudiando la variacion momentéanea del 4rea en un punto.
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El método de Newton consistia en hallar la ecuacion de una curva que correspondia a la
cuadratura de otra curva apoyandose en el teorema fundamental del calculo. Es decir, la
derivada era tomada como idea basica y la integral se definia en términos de ésta. Como el
calculo diferencial es basico en el método, Newton necesitaba manejar el concepto de
limite y salvo esta cuestion incorporando la cantidad infinitesimal “0” que podia actuar
como denominador pero que sumando se desvanecia, es decir, o era el valor de un limite
calculado y la manera en que Newton usaba esta cantidad estaba bien porque él trabajaba
con funciones C* en un intervalo [0, a].

De esta forma, Newton desarrollé el siguiente algoritmo que reducia el problema de las
cuadraturas al problema de determinar una primitiva ([1] pag. 53-55).

Algoritmo de Newton

Regla I: D

Sea la perpendicular BD a la base AB de una curva /'/

cualquiera AD, llamense AB=x y BD =1y. Sea a una //

. , /
cantidad y sean m, n numeros enteros. /
. m an mm , , ., /

Si ax» =y entonces ——X n  sera el area de la region

ABD. Y, - o
4 B

Regla I1: (linealidad) Figura 2.10

Si el valor de y se compone de varios términos de este género, el area sera la suma de las
areas que provienen de los términos.

Regla I11: (aproximacion por series de potencias)
Si la curva viene dada por una expresion mas compleja, se la reduce a una suma y se
aplican las reglas anteriores.

Veamos la forma de proceder de Newton con un ejemplo de aplicacién del algoritmo.

Ejemplo 2.6

Dadael dreaz=——ox n con nmeN y o
n+m

un nlmero, se desea obtener la ecuacién de la
curvay.

+
Sea r = =2
n

y=y(z)

Newton razona: si el punto P = (x,y) en la figura
2.11 se mueve hacia la derecha a lo largo de la
curva debido a un incremento infinitesimal o de la
abscisa x, parav = BK se tendra:

Figura2.11

30



El area, de Euclides a Lebesgue FACET UNT

ov = a(BbHK) = a(BbdP)
Y el incremento de area bajo la curva seré:

ov=2z(x+0)—z(x) = %(x+ o)" —%xr (5

Por otro lado, desarrollando en serie de potencias

r(r-1) o>  r(r-1)(r-2) o3
2 x2 1.2.3 x3

(x+0) =x"(1+) =x"[1+=+ +-+] (6)

Reemplazando (6) en (5) y dividiendo por o se tendra que:

a(r-1) oxT2 +a(r—112)(;—2) 02x73 + ...

v=ax""1+

Ahora, si se supone que o va disminuyendo hasta desvanecerse, entonces v coincidiria con
y, pues los términos que contienen o se volverian despreciables. Luego:

m

1 =qaxn

y =ax
Claramente el proceso puede invertirse m

Es importante remarcar que Newton penso que podria operar con series de potencias de la
misma forma que con expresiones polindmicas finitas. Esto le permitio, por ejemplo, dar la
siguiente cuadratura:

Ejemplo 2.7
Se desea calcular el area bajo la hipérbola y = ﬁ conx >0

. . 1
Primero Newton produce la serie — =1 —x + x? —x3+ -+ Luego, por la regla I,

“integra término a término” la serie entre 0 y x Y, usando la regla I, llega a que

a(i) =x—x72+x3—3—%+-~ conx>0 m

La gran dificultad del método de Newton estriba en tener que resolver una ecuacion
diferencial que como sabemos puede ser bastante complicada, sobre todo si la ecuacion es
del tipo parcial. Aun asi, Newton obtuvo cuadraturas que no se habian obtenido hasta
entonces y con su método englobd todos los resultados de sus antecesores. Es decir, con su
algoritmo Newton logré establecer tablas de cuadraturas (de integrales) que supusieron un

gran avance en el tema de la determinacién de areas.

Cerramos este capitulo presentando el método de Leibnitz que, comparado con el de
Newton, esta mas en linea con los indivisibles de Cavalieri, las ideas de Wallis y el método
de Fermat.
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2.7. El método de Gottfried VVon Leibnitz

Leibnitz aceptaba la existencia de lo infinitamente pequefio, concebia un area como la suma
de infinitas areas pequefias y visualizaba una curva como una poligonal de infinitos lados
de longitud infinitesimal.

Bajo este enfoque, para obtener cuadraturas y mostrar la relacion inversa de éstas con el
calculo de tangentes, llamo diferencial de x a la diferencia entre dos valores sucesivos de x
y lo representd dx, andlogamente definié dy, y a la longitud del segmento de la poligonal
entre los puntos (x,y) y (x+dx,y +dy) la defini6 comods (A estos diferenciales
Leibnitz los interpreté como numeros fijos, no nulos e infinitamente pequefios). Con estos
diferenciales, Leibnitz consideré el triangulo diferencial de lados dx, dy y ds cuyo lado ds
guedara sobre la tangente a la curva en el punto (x,y). Luego, la pendiente de dicha

. d . . , . ;.
tangente sera é (Leibnitz nunca considerd la derivada como un limite).

Asi, Leibnitz consideré una curva y una sucesion de ordenadas trazadas a intervalos de

longitud unidad y dedujo dos cosas:

e La suma de las ordenadas, los indivisibles de la figura, es una aproximacion del area
bajo la curva si se toma dx = 1, es decir ), dx.y =) 1.y.

e La diferencia entre dos ordenadas sucesivas, dy, es una aproximacion de la pendiente
de la tangente a la curva en el punto.

A partir de esto, Leibnitz razond que: si dx = 1, es decir el segmento unidad de medida es

el de longitud dx, las aproximaciones seran practicamente exactas, es decir, la cuadratura

sera igual a la suma de las ordenadas (ver método de Wallis), y la pendiente de la tangente

sera igual a la diferencia de ordenadas sucesivas. Como las operaciones suma y diferencia

son reciprocas entre si, Leibnitz dedujo que el calculo de cuadraturas y de tangentes

también deben ser operaciones inversas.

Leibnitz pudo obtener todos los resultados sobre cuadraturas conocidos en la época usando
su método de transmutacion que se apoya en el llamado principio de transmutacion que
dice ([1] pag. 66):

“Sean Ay B dos regiones planas, cada una dividida en indivisibles.

Si existe una correspondencia uno a uno entre los indivisibles de A y de B, tal que
indivisibles correspondientes tengan igual area entonces se dice que B se deriva de A por
transmutacion y sus dreas son iguales”

Basicamente, el método de transmutacion facilita el calculo de un area, o en su defecto,
proporciona una buena aproximacion veamos esto:
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Método de transmutacion
En la figura 2.12, se desea determinar el &rea de la region ABCD limitada por la curva f, el
eje x y los segmentos AD y BC.

Sean P =(x,y) un punto en f vy
considérese el triangulo diferencial PRQ.
Sea t la longitud de OS que es
perpendicular a la tangente a f en P.

Sea H el punto sobre FP tal que TH L

FP.
Sea z la longitud de OT = FH, y por ' K
consiguiente, y — z la longitud de HP.
Por la semejanza de los triangulos OST , Y 4 . L
PRQ y THP vale que: ¢ 4
i _ E _ _ d_y 1{ = | - § .- - - =
el luegoz = y X— (7 ¥ A F ]
ax Figura 2.12

o :?, luego t ds = z dx (8)

Para cada punto P de la curva f se puede determinar el punto H = (x,z) y, por
consiguiente, la curva g.

Esta nueva curva, llamada cuadratriz de f, tiene la particularidad de que si se conoce el
area encerrada por ella, el eje x y los segmentos AD y BC, entonces se puede encontrar el
area buscada originalmente. Veamos esto:

Primero, para favorecer la comprension, estableceremos que y = f(x) , z = g(x) (9)

En la figura 2.12 se ve que el triangulo OPQ es un triangulo infinitesimal de la region ODC
con area a(OPQ) = %t ds. Luego, por (8) y (9), a(OPQ) = %g(x)dx (recordar que ds

esta sobre la tangente y 0S L SP).
De esta forma, si a y b son las respectivas longitudes de OA y OB sera:

a(0DC) = %51 a(0PQ) =5 [ g(x) dx (10)
Por otro lado, por principio de transmutacion:
a(ABCD) = a(0OBC) + a(0DC) — a(0AD)

De esta forma, usando (10) y notacion actual, sera:

1

[} F@dx = 2bf(b) +5 [ g(x) dx —af (@) = 5 ([xf (0I5 + f; g(x)dx) (1)

Por lo tanto el problema se reduce a encontrar el &rea encerrada por la cuadratriz g m
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Observacion 2.10

e (11) Seconoce como el teorema de transmutacion de Leibnitz.

e Si se reemplaza (7) en (11) haciendo f(x) =y, gx) =z ,f = Z—z se obtiene la

formula de integracion por partes.

e Otro aporte importante de Leibnitz fue la incorporacion de los simbolos d y [ para
representar las operaciones. Posteriormente, los hermanos Jakob y Johann Bernoulli
divulgaron las ideas de Leibnitz por Europa, le dieron el nombre de integral a la nueva
operacion y la trataron como la inversa de la diferenciacion.

Con lo expuesto hasta aqui vemos que el estudio del concepto de area entre los siglos XI1'y
XVII da un giro completo con respecto a la forma clasica. Esto es posible gracias a la
innovacion y a la geometria analitica. Tal es el cambio que, por ejemplo, se logré establecer
el area de una figura cuya frontera no es una curva cerrada y se culmind estableciendo dos
algoritmos generales con los que se podian obtener estas.

También se puede ver que el desarrollo de estas nuevas técnicas estd fuertemente ligado a
un creciente uso del limite (camuflado en el manejo de los infinitesimales), de expresiones
algebraicas, de series de potencias y, en contraposicion, un paulatino desuso de objetos
geométricos. Como resultado de todo esto, el area de una figura pasaria a estudiarse desde
el naciente analisis matematico profundizandose asi en el concepto mismo y alejandose
definitivamente de la forma clésica de abordar el problema.

34



El area, de Euclides a Lebesgue FACET UNT

Capitulo 3
El area y el estudio de la frontera

3.1. Desde Leonard Euler a Augustin Cauchy

Desde el siglo XVII en adelante la integral dejaria, paulatinamente, de ser sélo la
herramienta para resolver el problema del calculo de areas para convertirse en un nuevo
concepto. Este desarrollo estuvo muy ligado a la evolucion de conceptos como funcidn,
area, series trigonomeétricas y conjuntos, entre otros.

El detonante de este paulatino desarrollo fue la definicion de funcion dada por Euler en

1748 que postulaba que éstas eran expresiones “gobernadas por una tnica ley o expresion
;. 9 , . 2 x™m

analitica” ([1] Pag.74), por ejemplo x* y Zﬁzlm.

Funciones como las actuales constantes o las seccionalmente continuas no eran

consideradas como tales por Euler sino como gréaficos.

Como consecuencia de esta definicion, se intensifico el estudio de la representacion de una
funcion en series siendo Daniel Bernoulli quien por primera vez argumento, a partir de
consideraciones fisicas, que toda funcion podia representarse por la serie de senos

Z;ﬁzlanseng ya que existen suficientes constantes a,, como para que la serie se

ajustase a la curva. En 1804 Joseph Fourier, a partir de sus estudios sobre la conduccién del
calor, plante6 un modelo matematico que proporcionaba una descripcion correcta del
fendmeno y afirmé que cualquier funcion £, en el sentido de Euler, acotada en un intervalo
[, 1] o un gréfico acotado arbitrario se podia expresar de la siguiente forma: ([1] pag.75)

fx) = %ao + ¥r_ila, cosnkx + b, sennkx] donde k = % ap = f_llf(x)dx,

a, = %f_llf(x) cosnkxdx y b, = %f_llf(x)sennkx dx
Para ello hizo las siguientes suposiciones:

1) f(x), f(x)sennkx, f(x) cos nkx son integrables en [—[,[].
2) Esvalida la integracion término a término de una serie de funciones.

1) Se cuestion6 inmediatamente ya que, al no poder hablar de antiderivadas, Fourier
argumento6 que las ordenadas f(x), las rectas x = —l 'y x =1y el eje x determinan una
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region del plano encierran un area ligando asi la integral definida de una funcion arbitraria

no negativa y la existencia “indiscutible” del &rea encerrada.

Es asi que los trabajos de Fourier dieron pie a los siguientes cuestionamientos:

e (Un gréfico es una funcion?

e (Es posible que una funcion pueda expresarse como la suma infinita de funciones
periddicas siendo, o no, ella periddica?

e ;Existe la integral de una funcién que a priori no posee antiderivada?

e ;Essiempre la integral de una funcion no negativa el valor de un area?

Estos cuestionamientos obligaron a los investigadores a dar una definicion precisa de
funcion, a estudiar la existencia de la integral de una funcién y a entenderla como un
concepto separado de la derivacion.

Iniciamos la exposicion de este capitulo con la definicion de integral dada por quien
emprendio la rigorizacion de los métodos de sus predecesores y del analisis mismo.

3.2. La integral de Augustin Cauchy

Antes de Cauchy las cantidades infinitesimales habian sido fuente de confusiéon y

controversia. Cauchy se propuso despejar las dudas haciendo uso de la nocion de funcién e

incorporando el concepto de limite como herramienta fundamental de su trabajo. Los

pilares fundamentales de este fueron:

e El concepto de limite con el que se pudo definir cantidades infinitamente pequefias,
grandes, o nimeros irracionales.

e La definicion de funcién de Euler, salvo que Cauchy reconocio las constantes como
funciones.

e La definicién de continuidad en un intervalo ([1] pag.78) haciendo la importante
distincion entre funciones continuas y discontinuas.

Con este marco tedrico, Cauchy logro dar una definicion analitica de la integral con la que

dio una primera respuesta a los cuestionamientos surgidos de los trabajos de Fourier. Su

definicion es la siguiente:

Definicién 3.1:

Una funcion f definida en [a, b] € Ry continua es integrable si y solo si para cualquier
particion P, = {x1,x, ,...x,} de [a, b] y su suma asociada S,, = ¥ (x;1 — x)f(x) la
sucesion (S,) formada por las sumas asociadas a sucesivos refinamientos de B, converge
a un cierto valor S. Este valor sera la integral de f en [a, b] denotada f;f(x)dx.

Justificacion dada por Cauchy:

Dado un € > 0, por continuidad uniforme, existe 6 > 0 tal que para cualquier
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x,y € [a,b] secumpleque: |x —y| <d=|f(x) —f(¥)| <¢

Sea P, = {x1,x,,...x,} particion de [a, b] ordenada en forma creciente desde a = x, hasta
b=x, yneN talque|B,l <6

Sea Qzn—1 = B, U {y1, V2, ..., Yn_1} refinamiento de P, tal que:

X1 <Y1 <Xy <o <X <Y < Xjgq <o < Xpeq < Yoo < Xy

Asi, el i —ésimo término de la suma |S,, — S,,,—1]| sera:

(i1 — 2 f () = (i = x) f () = (ir — YD) f i) = (g =y (F ) — F ()

Luego, teniendo en cuenta que [|Qzpn—1 1l < |18,

1Sn = Szn—1] < P (i1 = YOIF () = FO| < e X7 (X1 — ¥) < €(b — @)
Ahora bien, si Q,,, es un refinamiento arbitrario de B, seguird cumpliéndose que
S0 = Sm| < &(b—a) pues [|Qnll < IRl <6.

Por lo tanto la sucesion (S,,) es de Cauchy y converge a un cierto valor S m

Observacion 3.2:

e Si f es no negativa, este razonamiento analitico se puede interpretar geométricamente
como el area encerrada por la grafica de f, el eje x y las rectasx =a,x =b (en
adelante, &rea encerrada significara un area de este tipo).

e La definicién da rigor matematico a la idea de asignarle un nimero al area encerrada,
por lo que Cauchy da un paso muy importante hacia la definicion de area.

e La existencia de la integral no depende de la existencia de una ecuacion que defina la
funcion a integrar, Cauchy solo pide continuidad en un intervalo.

e Laexistencia del limite de (S,,) garantiza la existencia del &rea encerrada.

Al establecer la igualdad f; f(x)dx =s, s € R para f continua y no negativa, Cauchy,

indirectamente, propuso un enfoque con el que se podia profundizar en el estudio del
concepto area. Veamos el porqué de esto.

La incorporacion en la definicion de las funciones y los limites sugiere la existencia de

areas de figuras que, en el sentido clasico, no deberian existir. Por ejemplo, si f es una

funcion no negativa, acotada, definida en (a, b] y lim f(x) = oo; la existencia de la integral
xX—a

de f, y por consiguiente del area encerrada, dependera de si la sucesion (z,) con z, =
b .. . .. .
fa+1f(x)dx es de Cauchy o no. Algo similar ocurre si el dominio no es acotado, es decir,
n

si f es no negativa, acotada, definida en [b, o) y con f(b) = 0. En este caso existira
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fboof(x)dx siempre que exista una primitiva de f que tenga limite cuando x — oo.

Otra singularidad que aparece es que si la funcion f no negativa tiene finitas
discontinuidades en [a, b] y se consideran los limites laterales en vez del valor que toma la
funcion, la conclusion no se ve afectada. Es decir que, el valor del area encerrada no se ve
afectado al prescindir de un numero finito de puntos sobre f que forman parte de la frontera
de la figura. Asi queda claro que si se extiende la definicidn de integral también ocurrira lo
mismo con la nocion de érea.

El estudio del conjunto de discontinuidades de una funcién fue motivo de numerosos
estudios a partir de la definicion de Cauchy. Esto se debio a ejemplos como el siguiente:

. 1 1 1 2 . .
La serie Zfzom(m — E) = % — 1 geométricamente se puede interpretar como la

, , 1 1 . .
suma de las areas de rectangulos de base — 5 altura . Por otro lado, si se define

L
n+1
en [0,1] una funcion f de la siguiente manera:

0 x=0
f(X): 1 1 1

re[-L, L)
n+1 n+2 n+1

c g . T . T | 2 . .
Aritmetica, geometria y analisis estarian en armonia si fo f(x)dx =% — 1, es decir, si se

asume que la definicion de Cauchy cubre el caso de funciones con infinitas
discontinuidades. En el estudio de estas anormalidades se centr6 Dirichlet.

3.3. Las contribuciones de Lejeune Dirichlet y Rudolph
Lipschitz

Lejeune Dirichlet dio a la integral un tratamiento geométrico precisando el concepto de
funcién dando la definicidon que conocemos actualmente. Al utilizar el analisis de Cauchy,
logré fundamentar de manera rigurosa el trabajo de Fourier y dio la condicién suficiente
que asegura la convergencia de la serie para funciones continuas y seccionalmente
continuas y crey0 que podia extender la condicion para funciones acotadas mas generales.
En esta busqueda, descubrio que la integral de Cauchy no tenia sentido para la funcionyq
definida en [0,1], y por consiguiente, no se podian obtener los coeficientes de Fourier.

La pérdida de sentido de la integral para esta funcién la interpreté de dos maneras:

e O bien la extension de la nocion de area para el tipo de regiones limitadas por esta clase
de funciones no tiene sentido.

¢ O bien para trabajar con funciones mas generales era necesario ampliar la definicion de
la integral.
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En vista de este fendmeno, Dirichlet se inclino por lo segundo y dio, lo que para él, era un
criterio de integrabilidad de funciones con infinitas discontinuidades que dice:

Dada f, funcion acotada en [a, b], f es integrable si y sélo si para todo par de puntos
c,d € [a, b] tales que ¢ < d existe un intervalo [r,s]  (c,d) en el que f es continua. ([1]
pag. 85)

Lipschitz, alumno de Dirichlet, convencido de que la integrabilidad de las funciones
discontinuas dependia de la distribucion de los puntos de discontinuidad sobre el intervalo
de integracion, asumio como cierta la condicién de Dirichlet y concluy6 que para que una
funcién sea integrable el conjunto de discontinuidades debia tener un namero finito de
puntos de acumulacion porque, de esta forma, las infinitas discontinuidades se podian
encerrar en una cantidad finita de intervalos de longitud arbitrariamente pequefia y por
ende, la funcion resultaria integrable en el sentido de Cauchy.

Los trabajos de Lipschitz, al llamar la atencion sobre como la distribucion de los puntos
afectan a la integracion, incentivaron el posterior estudio de los conjuntos de puntos y
permitid aclarar la diferencia entre las propiedades topoldgicas y de medida de un conjunto
infinitos de puntos. Es asi como las investigaciones relativas a la integrabilidad de
funciones discontinuas se concentraron en el estudio de la distribucion de los puntos de
discontinuidad en el dominio.

Fue otro alumno de Dirichlet, Bernhard Riemann, quien dio el siguiente paso importante
extendiendo la definicion de integral dada por Cauchy.

Antes de continuar con la exposicién daremos una proposicion que sera de utilidad en la
seccién 3.5.

Proposicion 3.3:

Dado A c [a,b] A # @ son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1) A°=0

2) cA esdensoen [a,b]

3) Vc,deA cone<d 3[r,s]c (c,d)talque[r,s]nA =0

Demostracion:

1) =2)

Seay € [a, b]

Por hipétesis y & A °, es decir, cualquieraseaele >0 (y—¢gy+e) ¢ A.
Luego existez €EcA N (y — &,y + &)

Por lo tanto cA es denso en [a, b]

2) =3)

39



El area, de Euclides a Lebesgue FACET UNT

Seanc,d €A conc <d

Por hipdtesis existe y € cA N (c,d), ahora, como cA es un abierto, existe € > 0 tal que
(y—gy+te)ccA.

Sean ¢" = %min{e,y— cd—y}, r=y—¢,s=y+¢& (¥

Claramente [r,s]c (y — e,y +€) c cA

Por lo tanto, [r,s]NA =@ yaque[r,s]NA = 0.

i[r,s] € (c,d)?

Sea z € [r, s], teniendo en cuenta (*) vemos que se cumple que:
. y—zSe'S%(y—c)<y—c, luegoc < z

o z—ySe'S%(d—y)<d—y,|ue902<d
Por lo tanto [r, s] < (¢, d).

3) =1

Supongamos que existe x € A °, es decir, que existe e > 0 tal que (x —g,x + &) € A
Sabemos que para z € A existe z € A tal que |z —z'| <e. Asi, para x —g,x+c €A
existenc,d € Aconc < dtalesque (c,d) c (x —g,x +e) C A.

Por hipotesis, existe [r,s] c (¢, d) tal que [r,s] N A = @. Luego, [r,s] c cA.

Seay € [r,s]

Comoy € A ncA = (A° U 54) N cA necesariamente y € §A

Por otro lado, dado & = %min{y —1,s — ¥}, si consideramos que (y — &',y + &) c [r, 5]

y que [r,s]NA =0 tenemos que (y —&’,y+¢&)NA =09 lo que nos dice que y & JA.
Esta contradiccion provino de suponer que existe x € A °, por lo tanto queda probada la
implicacion =

3.4. La integral de Bernhard Riemann

Riemann necesitaba saber cudndo una funcion era integrable. La definicion de Cauchy, que
es para funciones continuas, esta avalada por la existencia del limite de las sumas asociadas
a las particiones. Riemann, en las mismas condiciones que Cauchy, identifico a las
funciones integrables como aquellas para las cuales existia dicho limite dejando de lado la
continuidad.

De esta forma, Riemann propuso que la integrabilidad de una funcion fuera vista como una
propiedad de esta como lo es, por ejemplo, la continuidad.

Para estudiar la integrabilidad de una funcion, Riemann se vio obligado a dar las dos
siguientes condiciones, o criterios operativos, equivalentes su definicion:
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Criterios de Riemann:
a) Una funcién f es integrable segun Riemann (R-integrable) en [a, b] si y solo si para
cada particion P del intervalo se cumple que:

i n —
”ll__,llmoz:i=1 wilAx; =0

Donde Ax; = x; — xj_1 Y w; = max{f(t):t € [x;_1,x;]} — min {f(t):t € [x;_1, x;]}

b) Una funcion f es R-integrable en [a, b] siy sélosi dadose >0 yo > 0 existed > 0
tal que para toda particion P con ||P|| < d se verificaque S(P,0) < ¢
ConS(P,0) = Yje;Xi —x;_1 donde I ={ieN:x; EP yw; > g}

Observacion 3.4:

e Tomando una particion B, del intervalo y haciendo Y[, w;Ax; = S; + S, donde S, es
la suma sobre los intervalos en los que f es continua y S, es la suma sobre los
intervalos restantes. si las respectivas oscilaciones w; en S, estan acotadas por una
constante k entonces |S,| < kXL, Ax;. De esta forma, f serd R-integrable siempre
que Yi-, Ax; < €.

En otras palabras, f serd R-integrable siempre que el conjunto de puntos donde f es
discontinua tenga medida cero. A esto apunta el criterio b).

e Tomando como referencia el criterio a), Gaston Darboux, posteriormente, demostro la
existencia de los limites de las sumas superior e inferior de una funcién acotada en
[a,b] vy, a partir de la igualdad entre dichos limites, establecié la existencia de la
integral de la funcidn. Estos limites seran entendidos por Vito Volterra como la integral
superior e inferior de la funcion.

El conjunto de las funciones R-integrable claramente engloba al conjunto de las funciones
Cauchy integrables y es méas general, a tal punto de que admite funciones con un conjunto
denso de discontinuidades, Riemann dejo patente este hecho con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1
Dada la funcion g definida en [0,1] como sigue:

X —¢q con g entero mas cercano ax

g(x):{o six=%

Sea f(x) = Y&, 40

n2

Figura 3.1
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La serie que define a f converge uniforme y absolutamente en [0,1] y f es discontinua en
A= {l 131125 }

2°'4°4°6 3 36

Es decir, es discontinuaen A = {x € (0,1):x = % con k impar y coprimo con n}.
A es denso en [0,1] ya que si (x,y) < [0,1] existe n € N tal que % <y —xYyconello

existe un k € N tal que x < % <y.
Veamos que f es integrable en [0,1] usando el criterio b).

2

2

Dado un x, € A serd w,, = ”—2 porque:
0 1 T
1 2

llm(f(xo —&) = f(x)) = an 1G0T = Ten?
Seane>0ya >0

Existe ny € N tal que B = {x € A: w, < g} es no vacio e infinito, luego A — B es finito.
Supongamos que A — B tiene r elementos y tomemos la particion P de [0,1] cuya norma es
tal que los elementos de A — B pertenecen a un anico intervalo [x;_4, x;] determinado por
P.

Luego S(P,0) = Xi_1(xi-1 — %) ST IIPl y S(P,0) <& siempreque ||P|| <==d m

Observacion 3.5:

El ejemplo dado por Riemann muestra:

e Que la condicién de integrabilidad dada por Dirichlet no es necesaria.

e Sinos apegamos a la suposicion de Fourier, existe un area encerrada por esta funcion.

Las investigaciones posteriores a los trabajos de Riemann se enfocaron en caracterizar a la
funciones R-integrables en términos del “tamafio topologico” del conjunto de
discontinuidades. Este hecho estuvo influenciado por la confusién que habia generado
Dirichlet al considerar que los Unicos conjuntos nunca densos eran aquellos con un nimero
finito de puntos de acumulacion.

3.5 Los conjuntos nunca densos, de primera especie y de medida
cero

El posterior estudio de la condicién N-S de Dirichlet permitié hacer la distincion entre los
conjuntos de puntos nunca densos, los de primera especie y los de medida cero. Estos
conjuntos crearon una gran confusion en la época y al aclarar esta confusion se pudo juzgar
cual era la relevancia de la topologia del conjunto de puntos de discontinuidad en la R-
integrabilidad de una funcién.
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El primero en hacer un aporte fundamental en esta direcciéon fue Herman Hankel. Su
objetivo era encontrar una condicion N-S que le permitiera saber si una funcion discontinua

era, 0 no, R-integrable. Para Hankel, la integrabilidad de una funcién estaba directamente
relacionada con su oscilacion por lo que dio la siguiente definicion de salto de una funcion
en un punto.

Definicion 3.6:

Dada una funcion f:[a,b] = R yunreal ¢ >0

f tiene un salto mayor que o en x € [a, b] siy s6losi Ve > 036 € R — {0} tal que |§] <
eYIfx+8)—-f)l=o.

Sele llamard el saltode fenx asup {o:|f(x+6)—f(x)|=0}.

Considerando el conjunto S, = {x:salto de f en x es mayor que g} es claro que si 0 <
o’ < g entonces S, € S,-. Con estos conjuntos Hankel establecié la siguiente distincion
entre las funciones definidas en [a, b]:

e Funciones continuas, aquellas en las que Vo >0 S, = @

e Funciones discontinuas en un namero finito de puntos, aquellas en las que S, es finito
cualquiera sea el o menor que el maximo salto de la funcién en [a, b]

e Funciones puntualmente discontinuas, aquellas para las que S, es nunca denso
cualquiera sea el & menor que el maximo salto de la funcién en [a, b]

e Funciones totalmente discontinuas, aquellas para las que existe un o > 0 tal que S, es
denso.

De esta forma Hankel clasifico el conjunto de las funciones definidas en [a, b] desde una
perspectiva topoldgica.

Hankel sabia que una funcion entre los dos primeros tipos era R-integrable por lo que se
centrd en las funciones puntualmente discontinuas y dio como vélida la condicion N-S de
Dirichlet. Lo destacable aqui es el hecho de como llegdé Hankel a esta conclusion. Segin se
cita en [1] pag. 99, fue porque hizo observaciones como la siguiente:

Dada f:[0,1] - R definida como sigue:

1
f(x)z{o ,x—z—n,nEN
1

;  en otro caso

Se tiene que:

e Elconjunto A = {Zin: n € N} es nunca denso en [0,1] (4 ° = @)

e Para cada punto zin conn € N es posible construir un intervalo centrado en el punto de
longitud {™ con0 <[ < 1.
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l

e Lasuma de las longitudes de dichos intervalos es Y., I = — Y llirrozﬁ =0

e Lafuncién es R-integrable.

La funcion f es R-integrable y para Hankel esto se debia a que A es nunca denso, y por
ende, A se podia recubrir con intervalos de longitud arbitrariamente pequefia. Estas dos
propiedades eran entendidas como equivalentes en la época, debido principalmente a los
trabajos de Dirichlet y Lipschitz. A favor de estos ultimos esta el hecho de que el error no
se debe a la incompetencia sino mas bien que, al ser pioneros, disponian de poco
conocimiento sobre conjuntos infinitos de puntos.

El siguiente en la lista de quienes aportaron significativamente a aclarar la confusion fue
George Cantor.

Cantor desarroll6 su teoria de conjunto de puntos introduciendo conceptos tales como punto
de acumulacion y conjunto derivado y los conjuntos estudiados por Cantor, que ayudaron a
aclarar las cosas, tenian la particularidad de poseer un conjunto derivado con un nimero
finito de puntos de acumulacion. Cantor los definié como sigue.

Definicion 3.7:
Ac R es de primera especie de orden n € N si y solo si A™ =@ donde A™ es el
derivado n —ésimo de 4, es decir, A™ = (((4)") ...)’

Observacion 3.8:
e Con respecto a los sucesivos derivados se observa que A™ c - c A" c A",
Esto es facil de ver ya que, si tenemos Ac R yx” € A”, paratodo £ > 0 existe
x €A NB,(x) ycomo A" N B.(x") esun entorno de x” se tiene que cualquiera sea
ele >0 existex € Atalquex € A" N B.(x"”).
Porlotanto x” € A", asi A” < A"y lo demas se concluye por induccion.

e Notar tambiénque A® c . c A7 c A" y AW c..c A" c A O,
Como A"c A y A es el menor cerrado que contiene a A" se tiene que A" c 4y
como A"% c A" es un abierto y A ° es union de todos los abiertos contenidos en A
A% c A°. Ahora, teniendo en cuenta lo anterior se llega a la conclusion.

La definicion de Cantor era aceptable pero quedaba ambigua sin mostrar la existencia de un
conjunto que no la cumpliera. Cantor mostré que, en efecto, existia un conjunto que no la
cumplia, este es el conjunto de tercio medio C de Cantor, que al ser infinito y perfecto
cualquieraseaeln € N C™ = C = @.

Este conjunto particular, es nunca denso y tiene medida nula pues la suma de las longitudes
2 i

de los intervalos eliminados es % ?21(;) =%<ﬁ—1> =1. Asi, como objeto de

investigacion, se presto a reafirmar la confusion entre nunca denso y de medida cero (para
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nosotros en la actualidad es un ejemplo que muestra que un conjunto de medida nula no
siempre es de primera especie y un nunca denso tampoco lo es necesariamente) y méas aun,
con respecto a la condicion de Dirichlet, Cantor demostré lo siguiente.

Proposicion 3.9:
Los conjuntos de primera especie son nunca densos.

Idea de la demostracion:
(Esta puede, o no, ser la original dada por Cantor)

Primero asumamos que A" = @, luego se tienen dos posibilidades:

e A=¢conloqued’°=¢

e A no tiene puntos de acumulacion.

Si A no tiene puntos de acumulacion A = A y A% = A°

Supongamos que existe x € A°. Luego existe B.(x) € A. Es decir, para todo & > 0
Bs(x)N A+ @ lo que es una contradiccion al hecho de que A no tiene puntos de
acumulacion.

Por lo tanto, en ambos casos, 4 ° = @.

La demostracion se completa por induccién usando la observacién 3.8 m

Este resultado contribuy6 a reafirmar la creencia de que los conjuntos nunca densos se
podian ignorar al calcular la integral de una funcién.

Curiosamente, gracias al conjunto C, pronto surgieron contraejemplos que refutaban el
falso criterio de Dirichlet. Uno de ellos fue, el llamado conjunto de Smith-Volterra-Cantor
(S-V-C) que se obtiene eliminando determinados intervalos del intervalo [0,1]. EI proceso
de construccion es el siguiente:

Sucesioén | Descripcion del elemento de | Intervalos Suma de longitudes
la sucesién eliminados de inter. Eliminados
Ay 3 5 35 1 1
[O’§]U[§‘1] (8 8) 4~ 22
A, [05] [73 1+1_1_1
32’8 (i,l), (52_7) 16 16 8 23
5 25 32'32/" \32’32
a2 M
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A [0 9]U[11 5 (il_l)(37 39) 4_1_1
_ 128 128’32 1287 128/74128" 128 64 16 24
U] ] [39 E (128 128) (128 128)
32 128 128’8
U' ] [91 25
8’128 128’32
U 27 117] [119
327128 128’

Ay, Se elimina de cada 2n1 1
uno de los 2m71 o2n . n+l
intervalos de A4,_;
un sub intervalo
central de longitud
1
Sn

Continuando indefinidamente obtenemos en conjunto S-V-C que es el conjunto de los
puntos que no han sido eliminados. Este conjunto tiene las siguientes caracteristicas:

e S-V-C no contiene intervalos por construccion, es decir, es nunca denso.
e En el proceso se eliminaron intervalos cuya suma de longitudes es:

1 1 1 1
o — T — — — e e—
Yn=1 2ntl T 1—% (1 + 2) 2

Por lo que el conjunto S-V-C tiene medida o contenido %

e Teniendo en cuenta que S-V-C es nunca denso, su complemento es denso en [0,1]. Esto
tiene como consecuencia que la funcidén caracteristica de S-V-C no es R-integrable en el
mencionado intervalo. Notar que esta funcion es del tipo puntualmente discontinua en
la clasificacion topoldgica de Hankel por lo que echa por tierra la condicion N-S.

Con el conjunto S-V-C quedo claro que los nunca densos de medida nula eran un caso
especial de conjunto nunca denso. Haciendo un paréntesis, en este punto tenemos que:

e EI conjunto C muestra que los conjuntos de medida nula (y nunca densos) no
necesariamente son de primera especie.

e El conjunto S-V-C muestra que los nunca densos no necesariamente son de medida
nula.

e El resultado de Cantor muestra que los de primera especie son nunca densos.

Quedaba asi por ver si los de medida nula eran nunca densos y si los de primera especie
eran de medida nula.

Con respecto a esto Ultimo, en 1848 Ulisse Dini, utilizando la clasificacion de conjuntos de
primera especie de Cantor, demostro lo siguiente:
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Proposicion 3.10:
Todo conjunto de primera especie en un intervalo puede recubrirse por un nimero finito de
intervalos de longitud arbitrariamente pequefia.

Idea de la demostracion:
(Esta puede, o0 no, ser la original dada por Dini)

Sea A c [a, b] de primera especie de orden uno.

Como A" = @, A es compacto y por lo tanto, cualquiera sea el € > 0y el cubrimiento por
abiertos {B.(x): x € A} de A se cumple que A < U7, B:(x;).

Supongamos ahora que A c [a, b] de primera especie es de orden dos.

ComoA =@,A'c A,A c[a,b]escerrado y teniendo en cuenta la observacion 3.7,
dados € > 0y {B.(x): x € A} un cubrimiento por abiertos de A" existe un subcubrimiento
finito. Ahora, llamemos B al conjunto de puntos de A que no estan en el subcubrimiento.
Si B = @ o finito se puede concluir la tesis, es decir, se puede construir el cubrimiento
finito de A.

Si B c [a, b] es infinito necesariamente, por teorema de B-W, tiene un punto de
acumulacion que, al pertenecer a A’, debe estar en el subcubrimiento. Esto significa que
existen elementos de B en el subcubrimiento lo que contradice la definicién de B. Por lo
tanto B no puede ser infinito.

La prueba se completa por induccion teniendo en cuenta la observacién 3.8 m

Usando este resultado, Dini demostré que si dos funciones coincidian salvo en un conjunto
de primera especie y una era integrable la otra también lo era.

Por ultimo en 1885 Harnack dio una definicion de contenido de un conjunto y observé que
un conjunto numerable tenia contenido cero usando cubrimientos por abiertos de longitudes
arbitrariamente pequefias. Esto resultaba en cierta forma paraddjico para la época pues Q N
[0,1] “parecia mas grande” que el nunca denso S-V-C de contenido positivo en [0,1]. Con
el aporte de Harnack finalmente se pudo dar por cerrado el tema y mostrar la relacién que
existe entre estos tipos de conjuntos.
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A modo de critica y para cerrar esta seccion, queda claro que enfocarse en la topologia del
conjunto de discontinuidades de una funcion, en el sentido de considerar la distribucion de
los puntos de discontinuidad en el dominio, no es idoneo para establecer si la funcion es R-
integrable. Mas alla de ello, las investigaciones en esta direccion sirvieron para dejar mas
en evidencia los elementos de la teoria de la medida implicitos en la condicion b) de
integrabilidad de Riemann.

3.6 La integral de Riemann y la medida

Como se llego a la conclusion de que la R-integrabilidad de una funcion era posible si los
puntos de discontinuidad podian ignorarse de alguna manera, algunos investigadores se
enfocaron en buscar una definicion de medida para los conjunto de puntos, de manera que
la condicion de integrabilidad pudiera expresarse en términos de tal medida.

El concepto de contenido fue introducido independientemente por Stolz, Cantor y Harnack
y era aplicable a todo subconjunto acotado del plano. Este nuevo concepto fue incorporado
por Peano para hacer una interpretacion mas rigurosa de la integral definida de una funcion.

El contenido de Giuseppe Peano

Peano establecid la relacidn entre la integral definida de una funcion y el contenido del
conjunto limitado por su grafica. Logrd esto al mostrarse critico con el hecho de que la
existencia y definicion de la integral se fundamentara en el concepto de area, el cual no
tenia una definicion precisa y suficientemente general. A causa de esto dio la siguiente
definicion:

Definicion 3.11:

Dada A region acotada del plano:

e Se define el &rea interior a;(A) de A como la minima cota superior de las areas de
todos los poligonos contenidos en A.
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e Se define el area exterior a,(A) de A como la maxima cota inferior de las areas de
todos los poligonos que contienen a A.

e Sedice que A tiene area si y solo si a;(4) = a.(A) y este valor comln sera el area de
A.

Hasta la publicacion de las investigaciones de Peano se asumia que un conjunto acotado por
la grafica de una funcidn siempre tenia un contenido o area sin tener en cuenta si la funcion
era R-integrable. Sin embargo, Peano observo que existia una analogia entre la definicién
3.11 y la integral fabf(x)dx del calculo integral y sefialo la estrecha relacion entre los
conceptos de medida y de integral:

Si f(x) es no negativa en [a, b], entonces si A es la region encerrada por la grafica de f,
el eje x, las rectas x = a,x = b, f: f(x)dx = a,(A4) f; f(x)dx = a;(4)

Si estas dos integrales son iguales, f es R-integrable y, por lo tanto, fabf(x)dx mide el area

descripta. Es decir, f es R-integrable si y solo si A es medible y fff(x)dx = a(A), lo que
es una redefinicion de la primera condicion de Riemann para la existencia de la integral.

De esta forma, Peano establecid la relacion entre la integral definida de una funcion vy el
contenido del conjunto limitado por su grafica. La nocién de medibilidad esta implicita en
la obra de Peano pero fue Jordan quien, basandose en el trabajo de éste, determind su
importancia y la introdujo explicitamente.

La medida de Camille Jordan

Jordan observo que se habia clarificado enormemente el papel que desempefiaba la funcién
en la integral pero la influencia de la naturaleza del dominio de integracion no se habia
estudiado con el mismo cuidado. La motivacién de esta observacion provino del estudio de
las integrales multiples.

El tratamiento habitual hasta entonces para definir fE f(x,y)dxdy con E c R?, acotado,
consistia en dividir el plano por lineas paralelas a los ejes coordenados lo que induce una
particion de E en rectangulos R;; de lados Ax;;,Ay;;. En ésta, algunos R;; < E y otros
verifican que R;; N 6E # @. Asi, se definia la integral de f/ en E como el limite, cuando las
dimensiones de los R;; tendian a cero, de las sumas Zf(xl-,yj) a(R;;) donde

(xi,¥i) € Ryj.

Jordan observé que para que esta definicién tuviera sentido se debia suponer que las areas
de los R;; que intersecan la frontera de E tienden a cero al refinar la particion y esto se
asumia. Es decir, se asumia que los dominios tenian una determinada area finitamente
aditiva. Bajo estas ideas, Jordan dio una definicion de area de un conjunto acotado en R?.
Veamos que es la medida de Jordan y su relacion con la integral de Riemann.
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Motivacién:

La medida de Jordan se cimenta en un par de ideas bastante sencillas.

Primero, conocida el area de un cuadrado, es natural extender esta nocion a las uniones
finitas de cuadrados adyacentes, con interiores disjuntos y de lados paralelos a los ejes
coordenados A = Ui, R; como a(4) = X7, a(R;). A la familia de los conjuntos de este
tipo la denominamos F.

Por otro lado, es facil ver que si A;,4, € F y A; € A, entonces a(4,) < a(4,) .

Si se quiere dar una nocién de medida para conjuntos acotados del plano mas generales,
una forma natural de hacerlo es la aproximacion por conjuntos de . Esta es idea en la
nocion de contenido interior y exterior de Jordan.

Definicion 3.12:

Sea E c R? acotado.

e Llamaremos contenido exterior de E a c,(E) = inf ser gca a(4).

e Ilamaremos contenido interior de E, ¢;(E), a ¢;(E) = sup aer ace a(4).

e Si C;(E) = C,(E) diremos que E tiene contenido o que es Jordan medible y su valor
serdc(E) = C;(E) = C,(E) .

Observacion 3.13:

e Como el conjunto E esta acotado se lo puede circunscribir con un cuadrado de area
positiva, luego existe sup 4er acp a(A); y como las areas son positivas existe
inf ser pca a(4).

e Teniendo en cuenta las propiedades de supremos e infimos es facil deducir que el
conjunto E tiene contenido si y sélo si cualquiera sea el € > 0 existen A,,A, € F tales
que A, c Ec A,y a(4,) —a(A;) < &, recordar aqui la observacion 1.3 del método
de exhaucion.

e Observar que la medida de Jordan se puede definir en todas las dimensiones tomando
segmentos, cubos o hipercubos en lugar de cuadrados.

La siguiente proposicion, en apariencia intuitiva, nos ayuda a distinguir a los conjuntos
Jordan de los demaés conjuntos acotados que existen.

Proposicion 3.14:
Un conjunto E c R? acotado es Jordan medible si y sélo si su frontera tiene contenido
cero.

Demostracion:

Sea E c R? acotado y supongamos que E es Jordan medible.
Dado un A; € F parael cual E c A, , cualquiera sea el cuadrado C; € A; E N C; # 0.
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Sean los elementos B;,D; € F con B, € A; y D, c A, donde D, esta formado por la union
de los cuadrados C; € E 'y B, por los restantes en A;. Claramente §E € B; pues
ENB,+#0® YCcENB, #0.

Considerando que E es Jordan medible y que D; € E'y B, N D; = @. Por definicién 3.12
c.(E) = lll_%l a(By) + lll_T]g a(D)) = lll_?(} a(Dy) = ¢;(E)

Luego lll_%l a(B;) = 0ycomo 6E c B, paratodo ! > 0 sera c(6E) = 0.

Ahora, si suponemos que c(6E) = 0 y tomamos los conjuntos B; € F del paso anterior, es
decir conjuntos que cumplen que §E < B;, Yy con ellos, de ser necesario, construimos los
conjuntos D; € F que sean disjuntos con los B; y de tal forma que E c A; = B, U D,
tendremos que:

ce(E) = lll_7:'(} a(4,) = lll_?(} a(B)) + lll_?g a(Dy) = c(6E) + lll_fg a(D;) = ¢;(E)

No nos olvidemos que estos limites siempre existen pues E es acotado. m

Observacion 3.15:

e Obviamente, una curva siempre tiene contenido interior cero porque no contiene
ningun cuadrado, luego la proposicion anterior lo que expresa es que, para que un
conjunto acotado del plano sera Jordan medible, el contenido exterior de la frontera
(que generalmente es una curva) debe ser cero. Esto nos da una idea de como pueden
ser los conjunto que no son Jordan medibles y da una demostracion rigurosa de la idea
intuitiva usada por los griegos de que una linea no tiene area.

e Cuando se dio la motivacion no se dijo nada sobre la frontera de los cuadrados. De la
proposicion 3.14 se deduce que es indistinto trabajar con cuadrados que son abiertos,
cerrados o de otro tipo.

El siguiente teorema muestra la estrecha relacion que existe entre el concepto de contenido
de Jordan y la integral de Riemann.

Teorema 3.16:
Un conjunto E c R? acotado es Jordan medible si y solo si su funcion caracteristica yy es
R-integrable y se cumple que c(E) = [ g .

Demostracion:

Sea E c I c R? acotado, I un rectangulo que acota a E y supongamos que yr es R-
integrable.

Dado £ > 0 existe una particién P de I tal que sus sumas superior e inferior de Riemann
satisfacen que S(xg, P) —s(xg P) <¢

Sea A; la union de los cuadrados en P contenidos en E que llamaremos R;; y sea A, la
unién de los cuadrados en P con interseccion no vacia con E que llamaremos T;;
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(obviamente algunos de ellos seran los R;; de A; ). Para estos dos conjuntos, por ser
elementos de F, tenemos que

c(A) =s(xg,P) =2 1.a(R;j) c(42) =S, P) =% 1.a(Ty)

Luego podemos decir que, para todo € > 0 existen A;,A, € F tales que A, c EcCc A, ¥y
c(4;) —c(4) <¢

Por lo tanto E tiene contenidoy c¢(E) = [ xg .

Ahora, si suponemos que E tiene contenido, dado € > 0 existen A;, A, € F tales que A; C
EcA;yc(dy) —c(4) <e

Como A; es la unién finita de cuadrados con lados paralelos a los ejes coordenados
[xi—1,%;] X [yi=1,¥:], se puede considerar una particién P, de I definida por los puntos
x; ,y;. Para esta particion se tiene que c(4,) < s(xg, P;) pues A; C E

De igual forma, para A, se obtendré una particion P, tal que S(xg, P,) < c(A4,)

Luego se tiene que S(xg, P,) — s(xg, P1) <c(A,) —c(4;) < ¢

Por lo tanto yj es integrabley c(E) = [ yz =

Observacion 3.17:

e EIl teorema 3.16 junto a la proposicion 3.14 aclaran bastante el panorama sobre el area,
la frontera y la integral de Riemann. Es decir, muestran que la integral de Riemann nos
da el valor del area encerrada siempre que la frontera (que por lo general es una curva)
no tenga area positiva.

e De teorema 3.16 se deduce que si A; y A, tienen contenido también lo tendran las
intersecciones y uniones finitas, porque x4.na, = Xa,-Xa,: Y
Xa,ua, = Xa, + Xa, — Xa,na,, la diferencia simétrica y también A} = A, —64; y
A, = A, USA;.

e El teorema 3.16 también permite definir la integral de Riemann de una funcion f sobre
un conjunto D con contenido de la siguiente forma fo = [ xpf. Dicha definicion

puede hacerse considerando particiones de D no en cuadrados sino mas bien en
conjuntos que tengan contenido. Es decir, considerar particiones en conjuntos A; que

tienen contenido y A; NA; =@ i # j. Asi, Ef =Y Mc(4) vy fD f=Ymic(4;)

siendo M; y m; el supremo y el infimo de f en A;. Se puede comprobar que este
proceso da lugar a la misma integral de Riemann y las mismas funciones R-integrables.
Queda asi patente el hecho de que una medida puede conducir a una nueva teoria de la
integracion.

e Se puede probar que la medida de Jordan es invariante bajo isometrias (traslacion y
rotacion).

Como ya se dijo existen conjuntos acotados en R? que no son Jordan medibles, es decir,
conjuntos acotados, o regiones del plano, que la integral de Riemann no nos puede asegurar
si tienen area 0 no. Veamos algunos ejemplos y analicemos porque no son Jordan medibles.
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Ejemplo 3.2
QnN[0,1] y In[0,1] tienen contenido exterior uno (la clausura de ambos es [0,1]), son
disjuntos y su unién vuelve a tener contenido exterior uno.

Este ejemplo muestra claramente que T)([O,l] * T)(Qn[o,l] + T)(Hn[o‘l] y que
I Xxono1) # T)(@n[o,l] y no se debe a la topologia de los conjuntos.

Claramente los conjuntos del ejemplo 3.2 no tienen contenido, si nos restringimos a
conjuntos con contenido ya tenemos aditividad en la medida (porque la union finita tendra
contenido), sin embargo, si queremos dar un paso mas alla de nuevo tenemos problemas.

Ejemplo 3.3

Consideremos el conjunto (cubrimiento por abiertos de los racionales en [0,1])

o 1 1
E = Un=1 (Tn ~ onez y +2nT) con r, € Qn [0,1]

Si A€ F,A cE mediante un nimero finito de (an—L an+2n%) se cubre a A

on+2

porque es union finita de intervalos cerrados (compacto) y, con ello, se tiene que
c(h) < Z,mzn% = % . Como A es arbitrario ¢;(E) < %

Por otro lado A€ F, Ec A como QNn[0,1]cE se tendrd c(A) =1 y por lo tanto
c(E)=1m

Este ejemplo muestra que no todos los abiertos tienen contenido segun Jordan.
La siguiente es la limitacion mas representativa de la medida de Jordan con respecto a la de
Borel y la de Lebesgue.

Ejemplo 3.4
Los puntos de @ tienen contenido cero pero Q N [0,1] no tiene contenido. Es decir, la
medida de Jordan no es numerablemente aditiva.

Ejemplo 3.5
1

No puede asignarsele contenido a un conjunto como Ups [n —on

1
1’1+2—n.

- R . . 2
Al definirse sobre conjuntos acotados, la medida de Jordan no le asigna el valor an12—n =

2 al conjunto del ejemplo 3.5, cosa que supondria una armonia entre objetos (conjuntos) y
resultados matematicos.

Estas ideas de Jordan sobre medida e integracion y la teoria de conjuntos de puntos
influenciaron fuertemente a matematicos franceses como Borel, Lebesgue y Baire.
Finalizamos esta seccion con una breve exposicion sobre el nacimiento de medida de Borel
pues sus planteamientos junto con las ideas de Jordan sirvieron de base para el desarrollo
de la teoria de la medida abstracta de Henri Lebesgue.
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La medida de Emile Borel

El problema que motivo el desarrollo de la teoria de la medida de Borel fue el estudio de la
An

[x—an|

1
serie Yo q cond, >0,)> A,z <oy (a,) densoen [0,1].

El conjunto de puntos de convergencia de ésta, y su complemento en [0,1] se distinguian
por su cardinalidad (uno numerable y el otro no), sin embargo, eran indistinguibles en
términos de contenido y no eran Jordan medibles. Asi, el objetivo de Borel era lograr esta
distincion por lo que se vio obligado a definir una medida que pudiera reflejar la
diferencia de cardinales.

Para lograr este cometido, Borel partio de la idea de extender la nocion de longitud de un
intervalo a conjuntos més generales. Para ello, lo primero que observo es que un punto
tiene longitud cero y un conjunto finito de puntos también tiene longitud cero. Estos
conjuntos tienen la particularidad de que se pueden cubrir con una cantidad finita de
intervalos disjuntos de longitud arbitrariamente pequefia. Siguiendo esta linea, también
observé que el conjunto Q N [0,1] puede cubrirse por una cantidad numerable de intervalos

- & . .
tal que la suma de sus longitudes es 2?21; y, teniendo en mente los casos anteriores,

como el conjunto puede cubrirse por intervalos tales que la suma de sus longitudes es

arbitrariamente pequefia, concluyd que su medida no podia valer otra cosa que cero. Para

llegar a esta conclusion se debe asumir que la medida de la unién de una cantidad

numerable de intervalos, que pueden tener puntos interiores en comdn, es menor o igual

que la suma de las medidas individuales. Borel sabia esto y por ello lo enuncié como un

postulado (a la manera de Euclides) y estableci6 el siguiente sistema axiomatico para su

medida:

e Lamedida jamas es negativa.

e Si un conjunto es la union de una cantidad infinita numerable de intervalos que no se
solapan y que tienen longitud total a, entonces el conjunto tendra longitud a.

e La medida de dos conjuntos medibles disjuntos es la suma de sus medidas. Lo mismo
ocurre si se mantienen las condiciones y la cantidad es infinita numerable.

e Si un conjunto E tiene medida a y estd contenido en un conjunto D de medida b,
entonces D — E tendra medida b — a.

e Todo conjunto que no tiene medida nula es no numerable.

A partir de estos axiomas Borel logrd su objetivo ya que, con ellos, era evidente que todo
conjunto numerable tenia medida cero (lo reciproco a esto Ultimo no era cierto, como
contraejemplo estaba el conjunto ternario de Cantor).

Como comentario final, cabe destacar que Borel no planteé una relacién entre su teoria de
la medida y la teoria de la integracion.
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3.7 Laintegral y la derivada

La regla de Barrow, relacionada con el teorema fundamental, se la puede ver como un
proceso de reconstruccion de una funcion a partir de su derivada y destaca en su utilidad
porque simplifica las dificultades que presenta la definicion para calcular el valor de una
integral, todo esto siempre y cuando se cumplan ciertas condiciones.

Veamos en esta seccion qué motivo la busqueda de estas condiciones para la integral de
Riemann y estudiemos el comportamiento de la integral de Lebesgue con respecto a este
mismo tema (esto Gltimo es motivado por el deseo de profundizar en el tema).

Fue Darboux quien demostro, bajo la definicion de Riemann, que

fx)—f(a) = f;f’(t)dt cuando f” es integrable y no pudo garantizar hasta qué punto

derivacion e integracion tenian este comportamiento de operaciones inversas. Es decir, no

pudo exhibir una funcién cuya derivada no sea R-integrable.

Con ello en mente, y en base al trabajo de Darboux, Ulisse Dini, teniendo en cuenta que

cuando f es constante en [a, b] f;f’(x)dx = f(b) — f(a) = 0, planted que si en vez de

ser constante, f es una funcion tal que f(a) = 0 y en todo subintervalo en [a, b] existe un

t donde f'(t) = 0 con f” R-integrable entonces:

o limyp|so Dker f(E)Ax; = f:f’(x)dx = 0 ya que siempre se pueden tomar los t; de
forma que se anule f".

e Por teorema fundamental, fzf’(t)dt = f(x) = 0 contradiciendo el hecho de que f no

es constante. La contradiccion vino de pedir que f” se anulase en un conjunto denso del
dominio.

Fue Vito Volterra quien verificd la conjetura de Dini a través de un ejemplo (ver [1] péag.
190). Veamos el ejemplo de este tipo de funciones que dio el matematico T. Broden.

Ejemplo 3.6

Seag(x) = x§ definidaen [—1,1]
Sea {a,:n € N} un subconjunto denso de [—1,1] y sea g,(x) = g(x —a,). Luego,
9 n(ay) no esté definida.

Sea f(X') — Zoo In(x)

n=1 on
’ o Inkx) . ,
) =2,y lim f(x) =
X—-an

Dado que g, es creciente para todo n, f es creciente y tiene funcion inversa h en
1

[f (=1, f(D] con h'(f(x)) = oL
h’ es acotada, mondtona y h'(f(a,)) = 0 con {f(a,)} denso en [f(—1),f(1)]. Asi, h

verifica la conjetura de Dini. m
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Hoy sabemos que la relacion entre las operaciones de diferenciacion e integracion, bajo la
definicién de Riemann, es la siguiente:

Si f es una funcion continua y F una funcion con derivada continua (o al menos R-
integrable) entonces

o L(FF®dt) = f0)
o [JF()dt=F(b)-F(a)

Y es natural preguntarse ¢;Qué ocurre con la integral de Lebesgue? VVeamos esto.

El conjunto de funciones en donde es valido el teorema fundamental se obtiene del estudio
de las propiedades de la integral f;f(t)dt como funcion del extremo superior.

Si f es una funcion no negativa, f(ff(t)dt es una funcion mondtona creciente. Si en
cambio f es L-integrable entonces, f;f(t)dt es igual a la diferencia de dos funciones

mondtonas no decrecientes pues f = f* — f~. Por consiguiente, el estudio de f;f(t)dt
para f L-integrable puede reducirse, en cierta forma, al estudio de las funciones monétonas.

Conviene aqui mencionar algunos resultados conocidos que seran Utiles mas adelante:
Dada F: [a, b] = R mondtona creciente:

e F esmedible y acotada.

e Las discontinuidades de F solo pueden ser de tipo salto en [a, b].

e El conjunto de puntos donde F es discontinua es a lo sumo numerable.

e [ esde variacion acotada en [a, b].

Para las funciones de variacion acotada en [a, b]:
e Lacombinacion lineal es de variacién acotada.
e Una funcion de variacién acotada es igual a la diferencia de dos funciones
mondtonas crecientes y viceversa.
e Una funcién continua en [a, b] no necesariamente es de variacion acotada.

También recordemos que:
e Dados el espacio medible ([a, b], X, 1) con X c-algebra de Borel, u medida de
Lebesgue, f:[a,b] » R L-integrabley A(E) = fEf du con E € X se cumple que
A < p (A es absolutamente continua respecto de u).

Razonando con lo dicho hasta aqui, queda claro que el estudio de la derivabilidad de
X -, .z . .

fa f duy el proceso de reconstruccion de una funcién a partir de su derivada

flx) = f‘ff' du, en la teoria de Lebesgue, esta restringido a la familia de funciones de

variacién acotada. Comencemos este estudio dando la siguiente definicion.
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Definicion 3.18:
Sean E c Ry F una coleccion de intervalos en R de longitud finita. Diremos que F es un
cubrimiento de E en el sentido de Vitali si, dados x € Ey € > 0, existe [ € F tal que x € |
y 0 <u(l)<e.

Un ejemplo de cubrimiento de E en el sentido de Vitali es el conjunto de las bases de
entornos de los puntos en E. El siguiente teorema seré de utilidad.

Teorema 3.19:

Sean E c R con u(E) < oo y F la coleccién de intervalos que cubre E en el sentido de
Vitali. Entonces, dado un & > 0 existe una coleccion finita disjunta {I;, 1, ...,1,} de
intervalos en F tal que u(E — UL, ;) <.

Demostracion:

Seae >0

Sin pérdida de generalidad asumimos que los intervalos en F son cerrados (u(1) = u(I)).
Sea G un abierto tal que E c G, u(G) < oy cada intervalo de F esta contenido en G.
Elijamos en F el conjunto A = {I;, I, ..., I} de intervalos disjuntos dos a dos y sea sy el
supremo de las longitudes de los intervalos en F que son disjuntos con los intervalos de A.
Si s, = 0 entonces E ¢ U¥_, I; y el teorema estaria probado pues estos serian los Gnicos
intervalos en F.

Si s > 0, por ser supremo, existe I, € F , disjunto con los intervalos en A y maximo en

longitud tal que %" < u(lx41) < si. De esta forma, construimos una sucesion (I,) € F de

intervalos disjunto dos a dos.
Como Ug=,I, € G se tiene que Xr—,u(lx) < u(G). Luego, existe n €N tal que

De=n+1 H(Ix) < Z

Sean R =E — Uyl Yy x €R. Por ser Uj-, I compacto y F un cubrimiento en el

sentido de Vitali, existe I € F tal que x € I, es disjunto con los intervalos I, I, ..., I, ¥

0<u(l)< 57" < u(I4+1). Ahora, como ]gim u(l,) = 0 existe un minimo k, € N

ko >n talqueInl, =@ (1)

Teniendo en cuenta (1) y que x € I, se deduce que:

e Ladistancia de x al punto medio de I;, es a lo sumo u(l) + %H(Iko)

o ul)< #(Iko) pues I es el primer elemento de la sucesion que cumple (1) y el
méaximo en longitud que cumple u(ly,) < Sk,-1

Luego, u(l) + %M(Ino) < %M(Ino) y con ello existira un intervalo J, concéntrico con /I, tal

que X E.]Tlo yll'l(.]no) = 4#(1710)

Trabajando de igual forma sobre todos los x € R se obtendré una sucesion (J,,) tal que R ©

UiZn+1/: Y con ello se tendré que:
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p(R) < p(UiZn+1JD) < Znen+1 #Un) = 4 X0ne ) < 42 =& n
También sera de utilidad la siguiente definicion (de las 4 derivadas de Dini).

Definicion 3.20:
Dada f: [a, b] — R se define:

e Derivada superior lateral derecha de f en x € [a,b) a:

D+(f(X)) = lim supf(x+h)_f(x) _ sup M
h—0*

inf
h 550 te(xx+8)n[ab) L—X

e Derivada inferior lateral derecha de f en x € [a, b) a:

e+t - f(x) . f@) —f(x)
Di(f) =lim inf ——————=sup  inf %

e Derivada superior lateral izquierda de f en x € (a, b] a:

D(F0) = tim sup O TC=D_ gy, SOZTO
h—-o0*t

5§50 te(x-8x)n(ab] t—X

e Derivada inferior lateral izquierda de f en x € (a, b] a:

D_(f(x)) = lim inf LT f@©) = f@)
h—-o0t

= sup inf
5>0 te(x-8x)n(ab] L—X

Observacion 3.21:

o D.(f() < D*(f(x) yD_(f(x)) < D~(f(x))

o SiD*(f(x)) = Di(f(x)) # o para x € [a, b), existe la derivada lateral derecha de f
en x y coincide con este valor comun.

e Si f es mondtona creciente en [a, b] entonces las cuatro derivadas serén positivas (ver
los cocientes en las definiciones).

Ahora estamos en condiciones de dar el primer teorema relacionado con el estudio de la
funcién f; f(t)dt para la integral de Lebesgue.

Teorema 3.22:

Dada f: [a, b] = R monotona creciente.

e Elconjunto E c [a,b] en el que f es derivable cumple que u([a, b] — E) = 0.
e Laderivada de f es medible en [a, b].

o [fdx<fb)-f(a).
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Demostracion:

Es claro que f sera derivable en x € (a, b) si y solo si coinciden y son finitas las cuatro
derivadas de Dini.

Probemos primero que el conjunto de puntos en donde f no es derivable tiene medida cero.
Es decir, debemos probar que los siguientes conjuntos tienen medida cero:

{x:D*(f(x)) > D_(f(x)},{x: D*(f(x)) > D, (F(x))},
{x: D‘(f(x)) > D+(f(x))}, {x: D‘(f(x)) > D_(f(x))},

Veamos que el conjunto E = {x: D*(f(x)) > D_(f(x))} tiene medida cero. (El trabajo es
similar para los otros 3 restantes)
Si definimos para p,q € Q E,, = {x:D*(f(x)) >p > q > D_(f(x))} podemos escribir
a E como la union numerable E = Up4ecq Epq POr lo que es suficiente mostrar que
u(E,q) = 0 cualesquiera sean p,q € Q que definan un E,,. Sabemos que u(E,,) < ©
pues es un subconjunto de [a, b].
Sean p(E,q)=sy e>0
Se puede construir un abierto G, como union de bolas adecuadas, tal que u(G) <s +¢
Para cada x € E,, y un & > 0 se puede construir el intervalo [x — §, x] tal que
[x — &,x] € Gycomo g > D_(f(x)) se tiene la desigualdad f(x) — f(x — &) < &q.
Sea el cubrimiento segln Vitalide E,,;, F ={[x—6,x]: x €E,yy § ER § > 0}.
Por teorema 3.19, existe una coleccion finita de intervalos I, I, ..., I,, en F cuyos interiores
cubren un subconjunto A € E,, tienen longitud 8; y u(E,; —4) <e (2)
Sumando las desigualdades que se dan sobre estos intervalos se tiene que:
i=1(f () — f(x; = 6;)) < qXiz16: < qu(G) < q(s +¢)
Por otro lado, para cada y € A sea y > 0 de tal forma que el intervalo [y,y + y] esté
contenido enuno de los I; i = 1,...,n Yy con ellos constriyase un cubrimiento segun Vitali
de A.
Asi, f(y+vy)— f(y) > py y existe una coleccion finita disjunta J;,/,, ...,/ de tales
intervalos que cubren un subconjunto B de Ay u(A — B) < &, con lo que resulta que:
o u(B)>s—2¢epuespor(2) u(A) >s—«¢
o YEi(fUi+v) —f)) >pXiZivi > p(s — 2¢) pues T2,y > u(B)
Y como se pidio que cada intervalo esté contenido en uno de los I;
=1 (F ) — f — 6)) 2 X2 (F i +vi) — F i)
q(s +¢€) > p(s — 2¢)
(p-q)
2p+q
Como ¢ es arbitrario y p > q son constantes se tendrd que s = 0 .

E>S
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fx+h)—f(x)
h

Asi, probando lo mismo en los otros 3 conjuntos, existe f'(x) = ,lj"g c.t.p. en

[a, b] como un elemento de R.
Probemos ahora que f* es medible.
Sea la sucesion de funciones medibles (fes monotona) cuyo término general es:

n(f(x+%) —f(x)) X € [a,b]

fn(x) :{
f(b) x=b

Por definicion de f*, cualquieraseael e > 0 existe § > Otal que |h| <6 y
|M — f’(x)| < &. Luego existe un ny € N tal que ni <&y
0

—)-f(x)
‘—f(”"i) " | <e

no

Y asi, cualquiera sea el € > 0 existe n, € N tal que si n > n, entonces
1 ,
[nf (x+7) = fe) ~ f ()| <
Por lo tanto f,, = f~ c.t.p. y " es medible.

Por altimo probemos la desigualdad.
Integrando respecto de u (medida de Lebesgue), por lema de Fatou

fab f'(x)dx < lim inf fabn (f (x + %) — f(x)) dx

Por teorema del promedio de Lebegue

liminf f:n (f (x + %) — f(x)) dx = lim inf (n fbb+%f(x)dx - nf;“L%f(x)dx)
De esta forma, se tendréa que

liminf <n fbb+%f(x)dx - nf:%f(x)dx) < f(b) — f(a)

Por lo tanto f; f)dx<f(b)—f(a) m

Como dijimos que f:f(t)dt es de variacion acotada para f L-integrable y, por teorema

3.22, resulta que existe :—x(f;f(t)dt) c.t.p. en [a, b] pero no necesariamente es igual a f

en [a, b]. Para poder dar una respuesta a esta cuestion necesitaremos tener en cuenta otra
propiedad de la funcion [ f(t)dt.

Definicion 3.23:

Se dice que una funcion f: [a, b] = R es absolutamente continua si y sélo si cualquiera sea
el € >0, existe § >0 tal que para toda familia de intervalos disjuntos dos a dos
{(xi_1,1;):1 < i <n} en [a,b] que cumpla con la condicién Y7 [x; —x;_4] < & vale

fmalf () = fxim)l < e
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Observacion 3.24:

Una funcion absolutamente continua es uniformemente continua, lo reciproco puede no
darse, un contraejemplo es la funcion llamada escalera de Cantor (ver [9] pag. 384).
Una funcidén absolutamente continua es de variacion acotada ya que, dado & > 0 existe
un § > 0y un intervalo (cantidad finita de intervalos) de longitud menor que § en [a, b]
para el cual la variacion total es finita.

La suma de funciones absolutamente continuas es absolutamente continua.

La funcién F(x) = f:f(t)dt es absolutamente continua en [a,b] ya que, por
continuidad absoluta de medidas, dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que, cualquiera sea la
familia de intervalos disjuntos dos a dos {(x;_1,x;):1 < i < n},

St (2 — x-1)| = 1(Uiz4(xi-1, %;)) < & entonces,

B (F () = Fle)) S Bk fp) If(O1dt = AU (-0, 0)) < &

Ahora, respondamos, afirmativamente, a la duda planteada anteriormente.

Teorema 3.25:
Si f:[a,b] = Res L-integrable en [a, b] y F: [a, b] = R se define como
F(x) =F(a)+ f;f(t)dt, entonces F es derivabley F” = f c.t.p. en [a, b]

Demostracion:

Supongamos que f es acotada en [a, b]. Es decir, supongamos que existe k € R tal que
paratodo x € [a,b] |f(x)| <k

Como F es absolutamente continua es de variacion acotada y con ello es derivable c.t.p. en
[a, b]

Sea la sucesion de funciones cuyo término general es f,(x) =n (F (x + %) - F(x))

1
Cualquieraseael n € Nx € [a,b] |f,,(x)| = |nf;+5f(t)dt| < nk% y ademas,

fn(x) = F’(x) c.t.p. Luego, por convergencia dominada, para un c € [a, b]

[CF@®dt = lim [Cn (F (t + %) - F(t)) dt
Por teorema del promedio de Lebesgue
lim [ n (F (t + %) - F(t)) dt = lim (fC”ZnF(t)dt — [ nF(t)dt>
Luego
cH= ats ¢
tim (£ AnF (©)de = [2nF (Odt) = FB) - F(a) = [£ f(D)dt
Por lo tanto faC(F’(t) — f(t))dt = 0 paratodo ¢ € [a,b] yasi F" = f c.t.p.en[a,b].
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Supongamos ahora qué f es L-integrable pero no es acotada y, sin pérdida de generalidad,
que f es no negativa.

Sean f,(x) = min {n, f ()} ¥ Ga(x) = [ (F(£) = f(D))dt
Como f — f, = 0, G, es monotona creciente y no negativa, luego, es derivable c.t.p.
Cualquieraseael n € N f,, estd acotada por n y por lo que se acaba de demostrar:

L[ fa(tdt = £,(x) ctp.

Asi, F'(x) = = Ga(x) + = [ fu(Ddt 2 £ (x) c.Lp.
Comonesarbitrarioy f,, = f F' = f c.t.p.en[a,b]
Porlotanto [, F'()dt > [ f(t)dt = F(b) — F(a)

Por teorema 3.22 [ F'()dt = [, f(t)dt = F(b) — F(a)
Porlotanto F" = f c.t.p.en[a,b] m

Con este teorema queda demostrado que para una funcion L-integrable f;f(t)dt = f(x)
c.t.p.en[a,b].

Consideremos ahora la igualdad F(x) = F(a) + f; f(t)dt y veamos para cudles clase de
funciones se cumple. Primero daremos el siguiente lema auxiliar.

Lema 3.26:
Si F es absolutamente continua en [a,b] y F'(x) = 0 en casi todo punto entonces F es
constante.

Teorema 3.27:
Una funcion F es absolutamente continua en [a, b] si y solo si existe una funcion medible

f:[a,b] > Rtal que F(b) — F(a) = [, f(x)dx.
Demostracion:

Ya vimos que una integral indefinida es una funcion absolutamente continua.

Supongamos que una F es absolutamente continua en [a, b].

Sabemos que existen F; y F, funciones monotonas crecientes tales que F = F, — F,,
ademas existe F’ c.t.p. en [a, b] y por desigualdad triangular |F’| < F, + F, c.t.p. en [a, b].
Luego, por teorema 3.22 y definicion, F’ es L-integrable en [a, b].

Sean G(x) = [ F'()dt y H=F —Gen|a,b]

Por teorema 3.19

H =F —G =0c.tp.en[a,b].

Asi, H es constante y por lema F(x) — F(a) = f; F'(t)dt m
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Asi, la igualdad F(x) = F(a) + f;f(t)dt se da cuando la funcion es absolutamente

continua. Y con esto queda claro que las funciones absolutamente continuas pueden
reconstruirse (salvo constante) a partir de su derivada mediante la operacion integracion.

Como comentario final de esta seccidn, la regla de Barrow, que se usa con la integral de
Riemann, es aplicable a una clase mas amplia de funciones definidas en un intervalo [a, b]
y esto es producto de que la continuidad absoluta es una condicion més fuerte que la
continuidad.
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Capitulo 4

El area por Henri Lebesgue

4.1. El area hasta este punto

En este punto se puede decir que el area se puede entender como una funcion de

subconjuntos del plano, no negativa, cuyo dominio vino siendo objeto de investigacion.

A lo largo de estos casi 25 siglos, se pudieron determinar algunos aspectos importantes del

comportamiento de esta funcion, de los que podemos destacar:

e A,B e€edom(a) A c Bentonces a(4) < a(B)

e a es invariante por traslacion, por rotacion, es decir, el nimero que asigna la funcion es
un invariante de la figura.

e Con respecto a las operaciones de conjuntos lo méas destacable es que se descubrid que
siA,B€dom(a) a(AUB)+a(AnB)=a(A)+a(B)ysi AnB = (@ sera
a(AUB) = a(A) + a(B).

Esto nos muestra que la suma de dos areas es un area, que el area es finitamente aditiva
y también la relacion a(A U B) < a(A) + a(B) que Borel extendio para una cantidad
numerable de conjuntos.

e EIl método de exhaucién esconde que:

Dado € > 0 existen H,K,I € dom(a) con H c I c K tales que

a(l)—e<a(H) a(K)<a(l) +¢
Esta es la idea central en la definicion de medida de Jordan y Lebesgue, aproximacion
por exceso Yy por defecto con figuras de area conocida.

e En la forma que maneja los indivisibles Cavalieri, se insinda que para medir un area no
es necesario tener en cuenta todos los elementos constitutivos de la figura, es decir, los
conjuntos de medida cero no aportan al area total.

e Los infinitesimales y la regla de Barrow ayudaron a reconocer la integral y perfeccionar
su manejo. Esta, como herramienta, deja entrever que es posible asignar un valor de
area a figuras cuyas fronteras no sean curvas cerradas. El enfoque topologico usado
para enfrentar esta cuestién mostré que no parecia haber un patron de comportamiento.
Sin embargo, el concepto de medida pudo explicar esta cuestion reflejando que existe
una cierta relacion entre medida y area.

Esto ultimo es lo que pensaba Lebesgue que veia el concepto de medida como
generalizacion de los conceptos de area, longitud y volumen.
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4.2. EL area por Henri Lebesgue

Para Lebesgue, el area era un caso especial de la medida que él habia definido en el sentido
de que la defini6 como una restriccion de esta, es decir, impuso condiciones a las
caracteristicas de las regiones para que tuviera sentido el concepto. Para construir su
medida, Lebesgue se baso en los resultados de Borel y Jordan.

Basicamente, reemplazd los conjuntos elementales usados por Jordan por conjuntos o-

elementales usados por Borel. La construccion se hizo en los siguientes pasos:

e Partiendo de Euclides, definié la medida de un triangulo como el area de este tomando
un segmento como unidad de medida y extendié esta medida a los conjuntos o-
elementales.

e Definié como cero la medida de un segmento (de lo contrario la medida siempre seria
infinita).

e Para una figura acotada A en el plano considerd un tridngulo T tal que A c T y definio
la medida exterior e interior de A como sigue:

0

T; donde los T; son triangulos
i=1

u'(4) = inf {Z u(Ty): A c
i=1

p(A) = u(T) — pu*(T — A)

Y si estas dos medidas coincidian el conjunto A seria L-medible y su medida seria el
valor comdn. De aqui mediante las operaciones union, interseccién y complemento de
conjuntos medibles obtienen conjuntos medibles.

A partir de esta medida, definid el area como una funcion de conjuntos del plano de la
siguiente manera.
Primero empezé definiendo lo que entendia por curva cerrada.

Definicion 4.1:
Llamaremos curva cerrada en R? al conjunto de puntos determinados por las siguientes
ecuaciones x = f(t) y = g(t) donde f y g son funciones continuas en [a, b], inyectivas

en (a,b)y f(a) = f(b) g(a) = g(b)

Con esta definicion y utilizando el teorema de Jordan que dice que “toda curva cerrada sin
puntos multiples divide al plano en dos regiones, una interior y otra exterior a la curva”
sentd las bases para poder trabajar sobre las regiones acotadas del plano y dio la siguiente
definicion.

Definicion 4.2:
Se llama dominio al conjunto de puntos interiores a una curva cerrada Cy a C se le
Ilamara frontera del dominio.
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Claramente un dominio es un conjunto abierto y como tal se puede expresar como union de
abiertos disjuntos, cosa que sabia Lebesgue. Estos abiertos pueden ser rectangulos ya que la
topologia de “bolas cuadradas” es homeomorfa a la usual en R2. Por estas dos razones es
valida la siguiente proposicion.

Proposicion 4.3:
Todo dominio D se puede expresar como la union numerable de rectdngulos disjuntos y el
area de D es igual a la suma de las areas de los rectangulos de esta union.

Lebesgue se planted trabajar sobre la familia constituida por dominios a los que le podia
asignar el nimero positivo, que le llamo su area, y ofrecio la siguiente definicion formal de
lo que, a su parecer, se debia entender por area.

Definicion 4.4:

Dado D conjunto de dominios en R? La aplicacion a: D — R* que cumple las siguientes

propiedades:

e Dados D,,D, € D. Si D; = D, entonces a(D;) = a(D,).

e Dado DeD. Si D=U;;D; donde D, €Dy D;,ND; =@ para i # j entonces
a(D) = Y2, a(Dy).

Se denomina funcidn area, y el area de un dominio D € D es el niumero que le asigna la

funcion.

Alguien puede objetar que esta definicion admite infinitas funciones, por la no unicidad del
segmento unidad, por lo que Lebesgue aclara que estas funciones solo se diferencian entre
si por una constante.

La malla de rectangulos, o cuadrados, que Lebesgue utiliz6 para manejar los dominios,
proposicion 4.3, nos recuerda a la medida de Jordan. Lebesgue no era ajeno a ello y prob6
la siguiente proposicion.

Proposicion 4.5:
Si D, ,D, € D son disjuntos y tienen en comdn un y sélo un arco de frontera a, entonces
el area del arco «a es cero.

Para la época de Lebesgue ya habian aparecido las curvas que rellenan un area, asi que
Lebesgue se preguntd si su teoria le permitiria dar una respuesta mas general al problema
del area. Con ello en mente pensé en la posibilidad de elaborar una definicion de area que
involucrara a todas las curvas cerradas e hizo la siguiente distincion.

Definicion 4.6:
Un dominio se dice cuadrable si su frontera tiene medida superficial nula. Una curva se
dice cuadrable si tiene medida superficial nula.

Con la que cerré el tema para este tipo de regiones acotadas dando la siguiente proposicion:
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Proposicion 4.7:
El problema del &rea es posible para dominios cuadrables y tiene solucion Unica si se fija
la unidad de area.

Sabemos que los conjuntos Jordan medibles son Lebesgue medibles, y también sabemos
que existe una relacion directa entre la medida de Jordan, la integral de Riemann y el area,
que abarca méas que la definicién 4.4 de Lebesgue. Por ende, existe una relacion entre el
area de una region acotada del plano y la integral de Lebesgue y es la siguiente.

Teorema 4.8:

Sea (R, X, u) con X o —dlgebra de Lebesgue y u medida de Lebesgue, sean Z = X X X, T
medida producto y f: [a, b] = R* no negativa.

f es medible sobre [a, b] si y sélo si, el conjunto Q = {(x,y):a<x<b, 0<y < f(x)}

es medible en R? y 7(Q) = f:f(x)dx donde la integra es la integral de Lebesgue.

Demostracion:

Supongamos primero que Q € Z. Por teorema, todas sus secciones estan en X.

Si c € R* U {0} tenemos que Q¢ = {x € R: (x,¢) € Q} = {x : f(x) = c} € X porque es la
y-seccién paray = c. Por lo tanto f es medible sobre [a, b].

Por el contrario, si f es medible entonces existe una sucesion (¢,,) creciente de funciones
simples, no negativas, que converge a f.

Consideremos paran, € N ¢, = Yk ¢ XE;-

Qn, = {(x, yia<x<bh 0<y< (pno(x)} = U¥,R; donde los R; son rectangulos.
Luego Q,, € Z.

Ahora, sabemos que ¢, < @, .1 con lo que @, € Qn,+1 Y COMO @, — f se tendra que
{Qn} > UZ10n=0Q€Z

Por ultimo, si consideramos ¢, = Zf;ll Cn,iXE,, con E,; disjuntos dos a dos. Por
convergencia monotona, definicion de 7 y continuidad de la medida, se tiene

[ fdu = umE coin(xe,,) = im e 1([0, ) X Eny) = UmEi™ 1(Ryy) = (+)
(*) = lim T(Qn) = T(Q) , donde Rn,i = En,i XCpi W

Observacion 4.9:

e Con el teorema 4.8, la nocion de area bajo la curva es una interpretacion rigurosa para
la integral de Lebesgue de una funcion no negativa.

o Elteorema 4.8 es en realidad un corolario de un teorema mas general que dice:
Dados los espacios con medida (,Y,A) con A ¢ —finita y (R, X,u) y la medida
producto T = A X u definidaen Z =Y X X ¢ —algebraen Q x R.
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SiE€eYy f:E - R* esno negativa, f es Y-medible sobre E si y sélo si el conjunto
Q={(x,y):x €E,y €ER,0=<y < f(x)} € Z, ademés [, fdu = 1(Q).

Para el caso de un dominio no cuadrable D, limitado por una curva no cuadrable «,
Lebesgue advierte que el valor de su area a(D) esta entre la medida del dominio u(D) y la
medida del mismo agregandole la medida de la curva u(D U a), Lebesgue buscd una
definicidn alternativa que incluyera estos casos pero no llegd a concluir este asunto.

4.3. Comentarios finales

En esta Gltima seccion del trabajo trataremos a grosso modo el tema de las curvas que

encierran un area siguiendo [6] ya que una exposicion rigurosa del tema requiere

conocimientos mas profundos.

Si una curva « tiene longitud finita [ se dice rectificabley [ = sug long(P) con F familia
pPe

de poligonales inscritas en . Si en la familia F se consideran las poligonales Ps formada
por segmentos de longitud & > 0 se puede probar que

limlong(Ps) = sup long(P) =1
6-0 PeF

Consideremos ahora una rejilla del plano en cuadrados de lado 6 y, pensando en la medida
de Jordan, llamemos Es a la unién de aquellos cuadrados que tocan la curva (Es €s una
franja de cuadrados que rodea «). La cantidad de estos cuadrados sera N(&) y con ello
podemos concluir que a(Es) = N(8)82. (1)

Ahora, si se asume que para § positivo suficientemente pequefio N (&) es aproximadamente
la cantidad de lados de la poligonal Ps y se toma limite cuando 6 — 0 en (1)

. a(Ea) T T _
él_r)ré—a = gl_r)réN((?)(? = (lsl_r)ré long(Ps) =1 (2)

En consecuencia c,(a) = %irrox N(8)6% =0 ycomo c;(a) = 0, tendremos que

a(a) = 0. Es decir, que vale que:

“toda curva rectificable tiene medida superficial de Jordan nula y, por lo tanto, todo
dominio cuya frontera es una curva rectificable es Jordan medible”

Esta afirmacion es un teorema que, en simples palabras, dice que una curva con longitud
finita “tiene area” cero. Ahondemos un poco en esto.
Si denotamos con N(6)6 — l a éi”(} N(8)§ =lycon N(8)8* - 0a

f;i"(} N(8)562% = 0 podemos escribir la afirmacién como sigue:
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Si N(8)8 — | € R*, entonces N(6)> —» 0 = a(a)

A partir de esto es facil ver que parak > 1 N(8)5X > 0ypara0 <k <1 N(8)8k - oy
concluir que el exponente uno es especial.

De manera similar se puede hacer el analisis sobre una figura A con area s, y llegar a
concluir que N(6)8% - c.(A) =sy para k > 2 N(8)8" — 0. Si asociamos formalmente

una longitud a la figura con la formula N(6)8 — o podemos ver que en este caso el
exponente dos es especial.

De regreso con las curvas, para una curva no rectificable se cumple que N(6)§ — oo yenla
mayoria de los casos N(8)5* — 0. Observando los casos anteriores podemos decir que se
insinda la existencia de un exponente especial para la curva.

Para las curvas, en general, existira un unico D € [1,2] para que el limite sea no nulo, es
decir, D es tal que N(8)8° — s € R*. A este exponente D se le llama dimension de
Hausdorff-Besicovitch o dimension fractal de la curva.

En algunos casos D puede valer dos. Las curvas para las que ocurre esto cumplen un rol
intermedio entre una curva y una superficie y son el motivo por el que Lebesgue dio la
definicion 4.6.

Se puede probar, con el debido soporte tedrico, que “una curva plana tiene medida de
Jordan cero siy s6lo si su dimension fractal es menor que dos”.

Finalizamos mostrando un ejemplo de curva simple no cuadrable (que tiene area) y con ella
un dominio no cuadrable.

Ejemplo 4.1
Dado el cuadrado unitario, procedamos a subdividirlo en nueve cuadrados iguales de lado %

, . -1 .
los separemos entre si una distancia 32 y construyamos una pollgonal como se muestra en la

N\
AN

N4

Figura 4.1 Figura 4.2
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figura 4.1. En un segundo paso, a cada uno de los nueve cuadrados en la figura 4.1 los
.. 1 , . f 1
subdividamos en nueve cuadrados de lado = los separemos entre si una distancia =

conservando las distancias que existian entre los cuadrados del paso anterior y
construyamos una poligonal como se muestra en la figura 4.2. Del mismo modo se puede
seguir haciendo subdivisiones y construyendo poligonales, el siguiente cuadro resume los
datos necesarios para la construccion de las poligonales:

Longitud de Distancia entre cuadrados | Aumento en la longitud
lado en de la subdivision del lado del cuadrado que
cuadrados de contiene la poligonal
subdivision anterior
1¢" paso 1 1 11 2.1
3 32 33 32
2do paso 1 1 11 2.3
32 3t 3232 34
3¢" paso 1 1 2.9
33 36 36
n-ésimo 1 1 2.3n71
paso 3n 32n 32n

Prosiguiendo de esta forma, en el limite, las poligonales determinardn una curva simple

(que no se auto interseca) a cuyos extremos seran dos vértices de una diagonal del

cuadrado cuyo lado tiene longitud 1 + Zﬁzlgn% =1+ %i - g = g .
3

Con el concepto de dimensién topologica se puede probar que c;(a) = 0. Por otro lado,
c.(a) = 1 yaque en las sucesivas subdivisiones se obtiene una franja de cuadrados Es que
rodea a y que es una particion cada vez mas refinada del cuadrado original de area uno. O
sea que, usando lo dicho més arriba, cualquieraseael n € Nsi § = 3% tenemos que N(5) =
9™ por lo que N(8)5 = 3"y N(6)6% = 1.

Por lo tanto la curva no es Jordan medible. Sin embargo, teniendo en cuenta que curva
simple en el plano es un cerrado y un Borel medible es un Lebesgue medible y usando un
resultado que dice “la medida de Borel de un cerrado coincide con su medida exterior de
Jordan y la de un abierto con su medida interior de Jordan”, concluimos que la curva a
tiene area uno.

De mas esta decir que el dominio no cuadrable se construye uniendo los extremos de a con
una curva por fuerade a =
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