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Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

RESUMEN

En esta tesis se estudian principalmente los laminados elaborados con fibras
piezoeléctricas polarizados con electrodos interdigitales, como asi también su utilizacion en
sistemas de control activo de vibraciones.

Se analiza la manera de determinar los valores de las constantes constitutivas del
compuesto a partir de las de las fibras, la resina y las caracteristicas geométricas, de modo de
obtener las propiedades electromecanicas de un material homogéneo equivalente al
dispositivo completo. Esto se realiza siguiendo dos enfoques. Uno mesomecanico, en el que
se emplea el método de elementos finitos y el otro a nivel macromecanico, utilizando una
teoria de mezclas generalizada para contemplar el aspecto eléctrico y tener en cuenta las
distintas formas de trabajo de los componentes en las diferentes direcciones.

Como aplicacién, se realizan ejemplos de control de vibraciones estructurales. Los
modelos estructurales se realizan con el programa comercial de elementos finitos ABAQUS,
utilizando para modelar los actuadores piezoeléctricos, las propiedades de los laminados
estudiados obtenidas con el macromodelo.

Se desarrolla un algoritmo para generar una interfase entre ABAQUS y MATLAB y
de esta manera, se obtienen las ecuaciones de estado a partir de los modelos de elementos
finitos.

Se analiza el control activo de vibraciones de dos tipos basicos de estructuras. En
primer lugar, una viga en voladizo con actuadores piezoeléctricos adheridos en diferentes
posiciones. En segundo lugar, se estudia una entidad estructural de tipico uso aerondutico,
constituida por un cajon monocelda de paredes delgadas con actuadores adheridos en su
recubrimiento en direcciones +/-45° para lograr capacidad de control de los modos
torsionales.

En ambos ejemplos se utiliza teoria de control 6ptimo cuadratico con realimentacion
de estado seglin una ley lineal, el vector de control se determiné a partir de la minimizacién
de un indice de desempefio cuadratico. Se evalta el desempeio de las estructuras y se
comparan las respuestas de lazo abierto y lazo cerrado para diferentes valores de la ganancia.
Para esto se analizan las graficas del lugar de raices de la funcion de transferencia entre el
estado y las perturbaciones, las funciones de respuesta en frecuencia, la respuesta estacionaria
ante una excitacion de ruido blanco y, finalmente, la respuesta transitoria ante una excitacion
de tipo escalon.
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ABSTRACT

Piezoelectric fiber composites polarized with interdigitated electrodes and their use in
smart vibration control systems are studied in this thesis.

The values of the constitutive properties of a homogeneous material equivalent to the
overall device are obtained from those of the fibers and the matrix and the geometric
characteristics. Two different approaches are followed with this purpose, a micromechanical
approach based on a detailed finite element modeling and an analysis at the macromechanical
level using a generalized theory of mixtures that takes into account electric phenomena and
the different ways in which the components are working in each direction.

Application examples related to structural vibration control are presented. Structural
models are solved with the finite element code ABAQUS. In modelling the piezoelectric
actuators, the values obtained with the macromechanical model are used.

An interface algorithm between the codes ABAQUS and MATLAB is developed in
order to obtain the state-space equations from the finite element model.

The active vibration control of two basic types of structures is analyzed. First, a
cantilever beam with piezoelectric actuators adhered at different positions along the length is
studied. Then, a typical structural entity found in aeronautical applications is analyzed. It
consists on a thin walled box beam with actuators adhered to its skin, running at +/-45°
relative to the spanwise beam axis, in order to obtain control authority over torsional modes.

Optimal Linear Quadratic control strategy with state feedback is used for both
examples. The control vector is determined from the minimization of a quadratic performance
index. The structures performance is assessed and the open loop and closed loop responses for
different gain values are compared. With this purpose, the graphics of the root locus of the
closed loop transfer function between the state and the perturbations, the frequency response
functions, the stationary response under a white noise excitation and finally, the transient
response to a rectangular step excitation are analyzed.
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[H of ]: Matriz de respuesta en frecuencia que relaciona el estado con las
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[H y ]: Matriz de respuesta en frecuencia que relaciona la salida con las

perturbaciones
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I,: Intensidad de ruido blanco

L: Lagrangeano

m,: Momento bipolar de una molécula o un cristal
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Y . ]: Matriz de interpolacion del potencial eléctrico

[N ” ]: Matriz de interpolacion de los desplazamientos mecanicos

P: Vector de dolarizacion

By Covarianza del vector de control

Py Covarianza del vector de estados

P,: Covarianza del vector de salidas

{g.}: Vector de desplazamientos mecénicos nodales

{a.}: Vector de potenciales eléctricos nodales

0: Carga eléctrica prescripta en S¢

s: Variable de Laplace

S?: Porcion de superficie exterior del continuo donde se prescriben potenciales
eléctricos

SC: Porciodn de superficie exterior del continuo donde se prescriben cargas

eléctricas

t: tiempo

T: Energia cinética del cuerpo

{u}: Vector de control
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u;: Vector de velocidades

U: Energia potencial total extendida
U._: Velocidad de la corriente libre

v Potencial eléctrico prescripto en S
{x}: Vector de estados

}: Vector de salidas

Términos Griegos

[)(] : Matriz de permitividad dieléctrica

Xo: Permitividad dieléctrica del vacio

Xyt Permitividad dieléctrica del medio

o: Delta de Dirac

0, Delta de Kronecker

{e}: Componentes del tensor de deformaciones expresado en forma vectorial
;" Tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy

Q: Potencial eléctrico

7,: Factor de peso para el vector de estado

V. Factor de peso para el vector de control

A: Autovalores de la matriz [4, ]

p: Densidad del material

Piibres - Densidad volumétrica de cargas libres

n;: Susceptibilidad eléctrica

o, Tensor de tensiones

{c}: Componentes del tensor de tensiones expresado en forma vectorial
G: Amortiguamiento
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. : Frecuencia natural

. : Tensor de rotaciones
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Descripcion del problema

Se denominan estructuras inteligentes a aquellas que poseen actuadores y sensores
altamente integrados, logicas de control y sistemas electrénicos ordenados segun una
arquitectura jerarquica de control, de tal manera que pueden sensar y responder a estimulos
dentro de su entorno de trabajo, Wada et al. (1989) . La figura 1.1a muestra un diagrama en
bloques de tales sistemas. Los dispositivos actuadores y sensores son componentes
fundamentales en dichas estructuras. Wada et al. (1989) al califican a las mismas como las de

mayor nivel de complejidad e interrelacion entre sus sistemas componentes.

Uno de los avances mas recientes en la ingenieria estructural y de materiales yace en el
campo de las estructuras inteligentes construidas con materiales adaptativos. Esto permite que
los actuadores y sensores formen parte de la estructura base, lo que representa una gran
ventaja desde el punto de vista constructivo y de disefio. Entre los distintos tipos de materiales
adaptativos disponibles, se pueden mencionar las aleaciones con memoria de forma (Roglin et
al, 1996), los materiales electroestrictivos, los materiales piezoeléctricos y los fluidos

electroreoldgicos, entre otros. La figura 1.1b muestra un esquema de las citadas estructuras.

Es grande la variedad de dispositivos actuadores y sensores utilizados actualmente en
estructuras inteligentes, pero los construidos con materiales piezoeléctricos estdn despertando
un particular interés en la comunidad cientifica y tecnoldgica en los ltimos afios (Franco
Correira et al, 2000). Esto obedece basicamente a que los dispositivos construidos con estos
materiales son mas simples y ofrecen mayor confiabilidad que otros dispositivos destinados a

brindar las mismas prestaciones.
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a) Estructura Inteligente

Estructura

Perturbaciones /v Respuesta
\ 4

Actuadores
y'y Sensores

Controlador 4—‘

b)Estructura Inteligente construida con materiales adaptativos

Perturbaciones ~ / Respuesta
Estructura

Sensores
Actuadores

A

Controlador

Figura 1.1: Esquemas de dos tipos basicos de estructuras controladas

Todos los materiales, se polarizan en presencia de un campo eléctrico, originandose en los
mismos, momentos dipolares. Este desplazamiento de cargas a partir de la posicion de
equilibrio altera las dimensiones del sélido. Dicho efecto se denomina electro-estriccion. Sin
embargo, una tension mecanica aplicada a un material neutro no puede inducir momentos
dipolares. Si la distorsion mecanica provoca una diferencia de potencial, el efecto obedece a
la presencia de dipolos anclados en la estructura cristalina sin un centro de simetria. En el afio
1880, los hermanos Curie descubrieron que ciertos cristales asimétricos como el cuarzo,
Tourmaline y la sal de Rouchelle presentaban el fendémeno piezoeléctrico (Cady, 1946). El
efecto piezoeléctrico fue utilizado por primera vez durante la primera guerra mundial por el
fisico francés P. Langevin en mediciones e investigaciones hidroacusticas (Rogacheva, 1994).
Los citados materiales, comprimidos en direcciones particulares generan una diferencia de
potencial (Efecto directo), y la aplicacion de una diferencia de potencial genera distorsion
mecanica (efecto inverso). La piezoelectricidad se caracteriza por una correspondencia uno a

uno entre el efecto directo e inverso.

El efecto directo hace que los citados materiales puedan usarse como actuadores, mientras

que el efecto inverso permite su utilizacién como sensores.
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Haciendo uso de las propiedades piezoeléctricas pueden construirse dispositivos que
experimenten deformacion ante la aplicacion de un campo eléctrico y viceversa, los cuales
pueden adherirse a una estructura cualquiera. En tales condiciones, la deformacion del
dispositivo serd acompafiada por la estructura pudiendo cambiar la forma de la misma y
conferirle movimiento. Cuando se utiliza de esta forma, el dispositivo se denomina actuador
(Yan et al, 2003). El campo eléctrico aplicado sobre el actuador piezoeléctrico puede variarse

acorde a una ley de control determinada para obtener la respuesta deseada de la estructura.

Por otra parte, haciendo uso del efecto piezoeléctrico directo, pueden usarse los
dispositivos para sensar desplazamientos (Kekana 2003) y aceleraciones y en ese caso se

denominan sensores.

Los actuadores piezoeléctricos suelen denominarse genéricamente como actuadores de
estado solido, ya que, a nivel macroscopico, no se distinguen mecanismos, sino que €stos

estan reemplazados por las cualidades del propio material.

« LFA_
|""%“““|
= .
N
hy 2 hy,+Ah
b=
= | |
L---%---I
<>

lO

[

'| F.EM.

Figura 1.2: Respuesta de un material piezoeléctrico, efecto directo.

1.2. Importancia y aplicaciones del tema

Las cualidades exhibidas por los materiales piezoeléctricos los hacen potencialmente
aptos para el control activo de vibraciones, término que retine todos los fendmenos en que se
manifiestan movimientos ciclicos de estructuras. A modo de ejemplo se pueden citar los

siguientes:
e Oscilaciones por desbalanceo de maquinas (Motores, ventiladores, rotores).

¢ Fendmenos de acoplamiento aeroelastico en alas de aviones, palas de helicopteros,
superficies de control (Lin C.Y, 1996; Nam et al, 1995; Cesnik et al, 2004;
Suleman et al, 2004) y alabes de turbinas (Thirupathi et al, 1997).
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e Oscilaciones debido a la aplicacion de cargas transitorias, como rafagas o

deflexion brusca de un comando.
e Fendmenos acusticos (Balachandran et al,1996; Lim et al, 1999; Bevan, 2001).
Otras aplicaciones de remarcada importancia son:
e Micro-posicionamiento.
¢ (Control de forma (Koconis et al, 1994; Kekana, 2003;).

e Construccidon de micro-generadores piezoeléctricos pensados para instalarse en
estructuras que se sabe, estaran en constante movimiento durante su vida de
servicio, (Williams et al, 1996; Glynne-Jones et al, 2001; Lesieutre et al, 2004). Lu
et al, (2004) utilizaron el método de elementos finitos para modelar y analizar el
desempefio de un micro generador piezoeléctrico, considerando ademads, algunos

aspectos de disefio.

Desde los primeros dias de la aviacion se ha observado una forma particular de oscilacion
de las alas y superficies de control de las aeronaves. En esta tesis se trataran con mas detalle
las aplicaciones destinadas a controlar las vibraciones y deformaciones en el marco de la
aeroelasticidad. La cual estudia la interrelacion entre una estructura elastica y el fluido en que
esta inmersa. Las deformaciones del cuerpo y las fuerzas ejercidas por el fluido sobre el
mismo se encuentran fuertemente acopladas. Los campos de la aeroelasticidad se incluyen en
el disefio de aviones, helicopteros, puentes, lineas de transmision de energia eléctrica y

chimeneas.

A continuacion se presenta una breve descripcion de distintos fendmenos de interés para
la aeroelasticidad en orden de complejidad creciente, (Garcia-Fogeda et al, 1992; Scanlan et

al, 1968; Fung, 1955; Bisplinghoff et al, 1962).

Divergencia: La redistribucion de las cargas aerodindmicas como consecuencia de la
deformacion estructural cambia la sustentacion de un ala flexible con relacion a la que tendria
si fuese perfectamente rigida. Existe una velocidad limite para la cual la variacién de la
sustentacidon como consecuencia de la deformacion es igual a la variacion de la reaccion
estructural y no existe ninguna posicion de equilibrio estable. A esa velocidad critica, se la

denomina velocidad de divergencia

Inversion del mando: Las cargas aerodindmicas inducidas como consecuencia de la

deflexion de los alerones, también inducen deformaciones elésticas que, a su vez, producen
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nuevas cargas aerodindmicas sobre el sistema completo ala-alerén. La efectividad del
elemento de control cambiard con relacion a la del sistema perfectamente rigido y puede
aumentar o disminuir dependiendo de la relacion entre la carga externa y la deformacion. En
el caso en que la efectividad de la superficie de control del sistema deformable disminuya con
respecto de la del cuerpo rigido, existird una velocidad de vuelo para la cual dicha efectividad
sera nula, denominandose velocidad de inversiéon del mando. A velocidades superiores, las
cargas aerodindmicas son mayores que las debidas a la superficie de control y la fuerza neta

resultante es opuesta al efecto deseado con la deflexion del elemento de control.

Flutter: Si se tiene un sistema, por ejemplo el ala de un avidn, en tierra (velocidad de
corriente libre U_ =0) y se lo saca de su posicion de equilibrio, el sistema empezara a vibrar.
Estas vibraciones se amortiguan como consecuencia del amortiguamiento estructural. Cuando
el mismo sistema estd en vuelo (U_ #0) y si se lo aparta de su posicion de equilibrio puede
suceder que el movimiento vibratorio del mismo se amortigiie, permanezca con amplitud
constante o se amplifique, dependiendo de que las fuerzas aerodindmicas no estacionarias
originadas como consecuencia de la deformacion de la estructura suministren o no energia al
ala. Si las fuerzas aerodindmicas no estacionarias extraen energia del sistema, el movimiento
vibratorio de éste se amortiguard mas rapido que en el caso U_ =0; si por el contrario,

suministran energia, pueden suceder uno de los siguientes casos:

i.  La energia suministrada es menor que la que el sistema es capaz de disipar. Las
oscilaciones se amortiguan a una velocidad inferior a la que lo hacen en el caso de

U.=0.

ii. La energia suministrada es exactamente igual a la que el sistema es capaz de

disipar. Las oscilaciones se mantienen indefinidamente con amplitud constante.

1ii.  La energia suministrada es mayor que la que el sistema es capaz de disipar. Las

oscilaciones se amplifican hasta que se produce la falla estructural.

En definitiva, el hecho de que se produzca uno u otro caso depende de la velocidad de

vuelo U_ y del angulo de desfasaje entre el movimiento de la estructura y las fuerzas
aerodinamicas que actiian sobre ella. Se define como velocidad de flutter, U_,., a la velocidad

mas pequefia a la que una cierta estructura, a una densidad y temperatura atmosféricas dadas,
tiene oscilacones armonicas permanentes (caso ii); la frecuencia de dichas oscilaciones se
denomina frecuencia de flutter. En las aeronaves, éste fendmeno es de principal interés debido
a la inherente flexibilidad de su estructura y las elevadas cargas aerodinamicas que

experimentan.

Ahmad Eduardo Guennam 5



Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

Existen posibilidades de aumentar las velocidades de flutter, instalando en la estructura
elementos de control activo y superficies de control para estabilizar el movimiento. Este tipo
de dispositivos se estudian en la Aeroservoelasticidad y se accionan automaticamente ya que
no se puede contar con la actuacidon del piloto debido a que las frecuencias a las que se

produce son demasiado elevadas para esperar una respuesta efectiva.

Rdfagas: Las condiciones meteorologicas transitorias, tales como corrientes verticales de
aire, ondas producidas por la presencia de montafias o turbulencia atmosférica, suponen
cargas dindmicas importantes para los aviones. La respuesta del avion a este tipo de
excitacion se traduce principalmente en esfuerzos adicionales sobre la estructura e
incomodidad par los pasajeros. En el disefio estructural, debido a este tipo de acciones hay
que considerar no solo los esfuerzos dinamicos sino también la vida en fatiga del sistema. Las
corrientes verticales y las ondas debido a cadenas montafiosas se pueden considerar, sin
embargo, como rafagas discretas. Las fuerzas aecrodinamicas y de inercia no estacionarias son
importantes en este caso pero, a diferencia del problema de flutter, no se pueden estudiar con
modelos armonicos, sino que deben contemplarse los efectos transitorios, que complican el

problema.

Buffeting y Flutter de pérdida: El flutter por pérdida se puede definir como aquel en el que
la superficie sustentadora estd en pérdida durante parte del ciclo de oscilacion. Este fendmeno
es muy comun en las palas de los helicopteros y en los 4labes de compresores y turbinas de
aeroreactores. La pérdida se manifiesta cuando el flujo alrededor de un perfil sustentador
alcanza valores de desprendimientos tales que las fuerzas de sustentacién caen abruptamente,

la pérdida ocurre generalmente cuando los angulos de ataque, alcanzan valores elevados.

La diferencia entre flutter de pérdida y buffeting es que en el primero el movimiento es
periodico y es una inestabilidad real, las fluctuaciones de flujo y las fuerzas aerodinamicas se
generan por la oscilacion y ésta se mantiene por la energia que el sistema extrae del fluido. En
buffeting, las fuerzas aerodindmicas son apenas afectadas por el movimiento de la estructura y
estarian presentes aun si la estructura fuese infinitamente rigida. El buffeting ocurre, por
ejemplo, en colas de aviones excitadas por la estela que arroja el ala, y en cables de tendido
eléctrico cuando son excitados por los torbellinos desprendidos y que forman las calles de

Von Karman.
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De lo mencionado anteriormente se puede hacer la siguiente clasificacion respecto del

fendmeno de flutter:

4 o . . .
Oscilaciones inestables en flujo potencial (No se
producen desprendimientos)
Flutter <
Oscilaciones inestables ocasionados por separacion de flujo
L (de nérdida) v choaues bruscos

Para que se manifieste el primer modo, es fundamental el acoplamiento entre varios
grados de libertad, experimentos realizados en alas en voladizo mostraron que los
movimientos flexionales en todos los puntos a lo largo de la envergadura se encuentran
aproximadamente en fase, de la misma manera los movimientos torsionales. Sin embargo, los
movimientos de torsion y flexion se encuentran fuera de fase entre si. El fendémeno de flutter

se debe principalmente a esa diferencia de fase, (Fung 1955).

El control de vibraciones originadas por fendmenos aeroeldsticos permite ampliar la
envolvente de vuelo de las aeronaves. Lin et al (1995) reportaron que, en un ala provista de un
mecanismo piezoeléctrico de control, obtuvieron un aumento en la presion dindmica de
flutter, del 12% respecto de la correspondiente a la estructura pasiva. En los helicopteros,
existen problemas vibratorios que limitan la velocidad de avance y la carga méxima del
mismo, incrementan el nivel de ruido y exigen mayor mantenimiento. Durante el vuelo, el
rotor principal opera en un complejo campo aerodindmico no estacionario, que produce altos
niveles de vibraciones en el rotor y fuselaje, (Cesnik et al, 2004). Cuando las palas cambian el
angulo durante la rotacidn, se producen también cambios en las condiciones aerodinamicas,
(Rodgers et al, 1998). Esto genera fuerzas aerodinamicas sobre la pala, con un contenido de
altos armoénicos de la velocidad angular del rotor. Por otra parte, los elevados numeros de
Mach (sin alcanzar el régimen supersonico) que se manifiestan en la parte de pala que avanza
y los efectos de pérdida que se presentan en la parte que retrocede, constituyen también una

importante fuente de cargas oscilatorias que actuan sobre las palas del rotor.

La investigacion sobre la utilizacion de actuadores de estado solido de deformacion
inducida ha experimentado un fuerte aumento en los ultimos afios. Originalmente desarrollado
para aplicaciones acusticas con altas frecuencias y pequefios desplazamientos, el campo de
aplicacién de este revolucionario concepto se encuentra en constante expansion hacia las
areas de diseflo mecédnico y aeroespacial. Los actuadores de deformacién inducida son

compactos, confiables y transforman directamente energia eléctrica de entrada en energia

Ahmad Eduardo Guennam 7



Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

mecénica de salida. Una aplicacion inmediata para los DDIES (Dispositivos de Deformacion
Inducida de Estado Solido) son los actuadores lineales como los tipo pila. El control de
vibraciones en palas de helicopteros (Chen et al, 1996; Rodgers et al, 1998; Wilbur et al,
2001; Cesnik et al, 2004), la atenuacion de ruido (Bevan, 2001), la mejora del desempefio de
los rotores y la maniobrabilidad, constituyen el principal interés de la comunidad
investigadora del 4rea. Los ultimos trabajos de investigacion publicados buscan una manera
eficiente de controlar individualmente las palas sin necesidad de potencia hidraulica en el
sistema rotativo. Una de las propuestas mas importantes radica en el uso de mecanismos

accionados con materiales activos. Al respecto, los mas extensamente investigados son:

¢ Flaps ubicados discretamente a lo largo de la pala, los cuales al ser accionados
cambian la configuracion del flujo de aire alrededor de la pala, con el consecuente

cambio de fuerzas y momentos actuantes sobre la misma, (Lee, 1999).

e Fibras piezoeléctricas distribuidas controlando directamente las deformaciones
(generalmente la torsion) de la estructura base de la pala (Rodgers et al, 1998; Wilbur

etal, 2001).

La conveniencia de los distintos tipos de dispositivos que se conocen actualmente depende
de la aplicacion. Para evaluar este aspecto, resulta indispensable contemplar las caracteristicas

de la estructura base.
Las estructuras de uso aerondutico poseen las siguientes caracteristicas:
e Las laminas de recubrimiento, que funcionan como paneles de corte, aportan rigidez

torsional.

e El espesor de los perfiles aerodindmicos es del orden del 10 a 20 % el valor de la

cuerda.
¢ Larigidez es relativamente baja comparada con otros tipos de estructuras.

e Las cargas aerodindmicas son fuertemente dependientes del estado de deformacion y

velocidad de deformacion.
¢ Son estructuras muy livianas.
¢ Se busca el mayor nivel de confiabilidad.
En base a los aspectos mencionados, se puede decir que para lograr capacidad de

actuacion en torsion se deben incluir dispositivos que generen esfuerzos en el plano segin una

orientacion determinada, sin cambiar sensiblemente la forma de la estructura base. Numerosos
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investigadores, encontraron que los dispositivos construidos con fibras piezoeléctricas y

electrodos interdigitales son una propuesta muy eficiente para tal fin.

Cuando se desea implementar un sistema de control activo es indispensable conocer, entre
otras cosas, las prestaciones de los actuadores y respuestas de los sensores. Estas dependen de

los materiales que los constituyen y de las relaciones geométricas.

La primera condicion restrictiva de disefio, en ambos casos, es la necesidad de obtener los
desplazamientos y fuerzas piezoelécticas suficientes, con peso minimo de los actuadores. Para
ello se requiere, entre otras cosas, contar con modelos que permitan simular el
comportamiento de los dispositivos (actuadores y sensores), como asi también su efecto sobre

la estructura original.

1.3. Estado del arte

Los usos recientes de los piezoceramicos en control activo de estructuras han ilustrado la
capacidad de estos materiales para mejorar el desempefio de las mismas. Como aplicacion se
puede citar el control activo de estructuras aeronduticas (alas, palas de helicopteros, y
superficies de control) destinado a limitar, entre otros fendmenos, las oscilaciones producidas
por el acoplamiento aeroelastico. Asi se ha demostrado que es posible incrementar la
velocidad de flutter y reducir significativamente las amplitudes de vibracion. Son numerosas
las aplicaciones en la industria aeroespacial y campos relacionados que utilizan o pueden
utilizar materiales piezoelécticos para mejorar el desempeiio estructural, monitorear su
integridad, mitigar el dafio y medir aceleraciones y desplazamientos, Loewy, (1997) analiz6
los desarrollos realizados en los ultimos afnos de estructuras activas para aplicaciones

aeronauticas.

Cuando las estructuras presentan formas alabeadas y con doble curvatura, resulta dificil
alojar en las mismas actuadores monoliticos, como proponian los primeros trabajos de
investigacion. Asi es que los investigadores Bent y Hagood en el afio 1992 apoyados por la
Oficina de Investigaciones Navales de los Estados Unidos, propusieron el concepto de
compuestos reforzados con fibras activas (AFC), que consisten en una serie de fibras y
electrodos dispuestos de manera tal de generar un campo eléctrico paralelo a las fibras. El
proceso de fabricacion de las fibras se realiza mediante el extrudado de una pasta compuesta

por un polvo de un material piezoeléctrico y un aglutinante, (Bent, 1997).

La combinacion de fibras cerdmicas y una matriz blanda proveen mecanismos de

transferencia de carga que incrementan la resistencia al dafio y permiten tensiones ultimas
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mayores que los cerdmicos monoliticos. Por otro lado, el alineamiento unidireccional de las

fibras crea una actuacion ortotropa (Bent et al, 1997).

Se han hecho muchos esfuerzos para desarrollar estos compuestos tanto en el ambito de la

fabricacion como del modelado de los mismos.

La disposicion de electrodos interdigitales mejora el comportamiento de los compuestos
con fibras piezoeléctricas. Esto incrementa la efectividad del material piezoeléctrico haciendo
posibles mayores deformaciones, ya que la direccion principal de polarizacion coincide con la

direccion axial de las fibras piezoeléctricas (Bent et al, 1997).

En lo que hace al modelado numérico de estos materiales y actuadores, se han
desarrollado una serie de enfoques micro-electro-mecénicos para determinar las propiedades
efectivas de los compuestos con fibras piezoeléctricas. Estos han sido extensiones ldgicas de
enfoques previos para acomodar el acoplamiento entre las propiedades mecanicas y de
transporte. La solucion exacta de las ecuaciones de gobierno acopladas para un continuo

piezoeléctrico no es tarea facil.

La mecanica de materiales fue probablemente el primer enfoque utilizado para modelar
compuestos piezoeléctricos, debido a su naturaleza simple. Se ha utilizado también el método
de elementos finitos para determinar las propiedades efectivas de estos compuestos (Allik et
al, 1970). Bent et al, (1997) presentan ambos enfoques para el caso de los electrodos

interdigitales.

La modelacion de estructuras construidas con laminas de diferentes caracteristicas
mecanicas e incluyendo algunas de materiales piezoeléctrico, representa un problema bastante
complejo. La mayoria de los cddigos de elementos finitos comerciales de proposito general no

permite resolver este problema en forma directa.

Los primeros modelos desarrollados para placas laminadas resultan de una generalizacion
de las teorias clasicas de placas. De acuerdo a estas teorias, el laminado es analizado como
una ldmina unica con propiedades mecénicas equivalentes. A pesar de su simplicidad, estos
modelos representan un compromiso entre precision y economia. No obstante, para el caso de
placas gruesas o con ldminas muy anisotropas se pueden encontrar errores significativos en el

campo de tensiones.

Ciertos investigadores han tratado de desarrollar modelos de ldminas equivalentes

admitiendo campos de desplazamientos basados en teorias de deformaciones por corte de alto
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orden (Chee et al, 2000), con lo que mejora la capacidad de modelacion de los efectos de

corte transversal.

La capacidad de modelacion de las teorias de ldmina equivalente depende de las
caracteristicas del laminado. Estas teorias no permiten la obtencion de resultados precisos
para las tensiones transversales y las variables eléctricas junto a los bordes del laminado o en

regiones donde existen discontinuidades.

Cuando se requiere gran precision es necesario recurrir a modelos tridimensionales. Allik
et al, (1970) desarrollaron un modelo de elementos finitos solidos para el analisis de
estructuras piezoeléctricas. El problema de estos elementos es que no aprovechan las ventajas

que presenta la modelacion de estructuras laminares.

La capacidad de modelado tridimensional puede alcanzarse utilizando teorias
“multildminas” (Chee et al, 2000, Kekana, 2003), esto es, teorias en las que se supone en cada
lamina un determinado campo de desplazamientos y una determinada distribucion de
tensiones tangenciales con el objeto de satisfacer las condiciones de continuidad de
desplazamientos y de equilibrio entre ladminas adyacentes. Estas teorias han sido
especialmente desarrolladas para estructuras tipo placas o céscaras en las que existe una
diferencia de comportamiento entre dos direcciones en un plano y una tercera direccion a lo

largo del espesor.

En general, estas teorias no pueden ser utilizadas directamente cuando se trabaja con

laminados de compuestos piezoeléctricos con electrodos interdigitales.

1.4. Objetivos de la tesis

Teniendo en cuenta la cantidad de trabajos de investigacion publicados hasta el momento,
y la variedad de propuestas de utilizacion de materiales piezoeléctricos en estructuras
inteligentes, resulta interesante desarrollar herramientas de célculo que permitan disefiar y
evaluar los distintos tipos de dispositivos. Para esto es fundamental el conocimiento detallado

de los materiales y de las caracteristicas de las estructuras.

El objetivo principal de esta tesis es analizar las caracteristicas de los dispositivos
elaborados con fibras piezoeléctricas y electrodos interdigitales usados actualmente y
desarrollar modelos que puedan ser incorporados en modelos de elementos finitos de
estructuras aeronduticas de caracteristicas reales que permitan simular sistemas de control

activo para limitar oscilaciones.
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1.5. Contenidos de la tesis

Para poder analizar con profundidad el tema es necesario tener una vision acabada del
comportamiento de los materiales piezoeléctricos y su utilizacién. Al analizar la historia del
uso de los mismos, se puede ver que experimentaron una fuerte evolucion. Esto se debe en
parte a cuestiones de implementacién y desempefio. Si bien, en esta tesis s6lo se tratara el
tema de las fibras piezoeléctricas, se considera interesante justificar objetivamente dicha
eleccion, para lo cual en el Capitulo 2 se citan los diferentes dispositivos desarrollados y que
se encontraron en la bibliografia, las caracteristicas que poseen, como asi también sus ventajas

y desventajas.

A pesar de ser una herramienta que arroja soluciones aproximadas, el método de
Elementos Finitos es actualmente uno de los mas difundidos para el anélisis de estructuras en
general y, particularmente, para aquellas que incluyen materiales piezoeléctricos. Esto se debe
a su relativa simplicidad y ademés a la posibilidad de incluir en la solucion resultados de
fenomenos localizados, visualizar en detalle distribuciones de campos en todo el dominio de
analisis y fundamentalmente, resolver conjuntamente problemas acoplados de naturaleza
diferente, en este caso electro-mecanico. Por todo esto, resulta muy importante conocer cuales
son las herramientas numéricas disponibles actualmente, es decir los tipos de elementos
desarrollados y las propiedades que los mismos son capaces de reflejar. No se debe perder de
vista que un modelo de elementos finitos debe realizarse con el tipo de elementos que mejor
describa el funcionamiento de la estructura real a un costo computacional aceptable. En el

Capitulo 3 se cita un estado del arte de las distintas formulaciones propuestas en éste tema.

Respondiendo al interés que los compuestos piezoeléctricos han recibido en los ultimos
afos, en el capitulo 4 se presenta un andlisis detallado de los mismos y la implementacion del
“Método de Campos Uniformes”, Bent et al, (1997), para determinar las propiedades
constitutivas equivalentes. También se presenta la comparacion de los resultados obtenidos
mediante dicho método y los que arroja un modelo detallado de elementos finitos donde se
incluyen fibra, resina y electrodos con diferentes condiciones de borde y estados de carga
dependientes de la constante constitutiva buscada. Cuando solo interesa la respuesta
macroscopica de la estructura y la inclusion en el modelo de cada parte del compuesto
(electrodos, fibra y resina) haria computacionalmente muy costosa la solucioén del problema,

el modelo equivalente desarrollado resulta de gran utilidad.

En el capitulo 5 se presentan dos ejemplos de aplicacion, relativos a la aplicacion de los
laminados elaborados con fibras piezoeléctricas en control activo de vibraciones. Los modelos

estructurales se realizaron con elementos finitos (EF), utilizando para modelar los dispositivos
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piezoeléctricos, las constantes electromecdnicas obtenidas con el modelo de campos
uniformes. Se implementd un algoritmo para expresar las ecuaciones de EF en el espacio de
estados, alli se determin6 la ley de control y se evalu6 el desempeio de los sistemas. El
primer ejemplo corresponde al control de vibraciones flexionales de un viga en voladizo, con
actuadores adheridos en sus caras superior e inferior. Con el objetivo de evaluar la influencia
de la posicion de los actuadores en la respuesta, se consideraron 3 configuraciones diferentes.
El segundo ejemplo se trata de un cajon de torsidon representativo de la estructura de una
superficie sustentadora, sobre la cual se adhieren parches actuadores en direcciones +/-45°

para conferirle capacidad de controlar las vibraciones torsionales.

La tesis se completa con el capitulo 6 en donde se presentan las conclusiones y

recomendaciones para trabajos futuros.

Complementariamente, en el Apéndice Al se describe el tratamiento de problemas

piezoelésticos mediante el método de elementos finitos.
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Capitulo 2

Materiales piezoeléctricos y su utilizacion en sistemas

de control

2.1. Breve resena historica

En 1880 Jacques y Pierre Curie descubrieron un comportamiento inusual en ciertos
minerales cristalinos. Observaron que, al someterlos a fuerzas mecanicas, se polarizaban
eléctricamente. Tensiones de traccion y compresion generaban voltajes de polaridad opuesta y
proporcionales al valor de las fuerzas. Afios mas tarde, se verifico el efecto inverso. Es decir,
cuando uno de esos cristales “generadores de voltaje” era sometido a campos eléctricos, se
deformaba acorde a la polaridad del campo y proporcionalmente al mismo. Los citados

fendmenos fueron denominados efecto piezoeléctrico directo e inverso, respectivamente.

Investigaciones posteriores arrojaron resultados muy valiosos respecto de la utilizacion de
materiales piezoeléctricos, pero siempre se trataba de materiales o compuestos que se hallaban

en la naturaleza.

Durante el siglo XX, las ceramicas basadas en ¢Oxidos metalicos y otros materiales
elaborados artificialmente, permitieron a los disefiadores  aprovechar los efectos
piezoeléctricos en nuevas aplicaciones. Generalmente, dichos materiales son resistentes,
quimicamente inertes y relativamente baratos. La composicion, la forma y las dimensiones de
las cerdmicas piezoeléctricas pueden ser ajustadas para cumplir con los requerimientos de una
aplicacion determinada. Entre ellas, las elaboradas con formulaciones de Zirconato de Plomo
o con Titanato de Plomo, normalmente denominadas “PZT”, exhiben mayor sensibilidad y
temperaturas de operacion mas elevadas, en relacion con otras. Es por ello que las ceramicas

piezoeléctricas “PZT” son las mas utilizadas.
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2.2. Conceptos de electromagnetismo

Se presentan a continuacién algunos conceptos de electromagnetismo que resultan

imprescindibles para explicar el comportamiento de los materiales piezoeléctricos.

Se dice que una molécula o un cristal estan polarizados, cuando las cargas eléctricas de los
mismos se distribuyen de manera tal que aparecen sectores con mas concentracion de carga de
un signo que de otro. Este estado se puede modelar mediante dos cargas iguales y de signo
opuesto separadas una distancia d . El producto de una de esas cargas por d se denomina
momento dipolar. Si se considera un volumen del continuo, en €l habré una cierta cantidad de

moléculas o cristales con un momento dipolar determinado m,, la suma de cada uno de ellos,

dividida por el volumen total se denomina polarizacion,

nro de
crisales

2. (m,), 2.1)

J=1

i T

El vector P, solo existe en los medios materiales.

Cuando se aplica un campo eléctrico a un material, los cristales o moléculas del mismo se

polarizan, la magnitud que relaciona la polarizacion P, y el campo eléctrico aplicado
resultante £, se denomina susceptibilidad eléctrica del material y se denota en esta tesis con

la letra 77. En el caso mas general, la susceptibilidad es un tensor de segundo orden. La

relacion entre el campo eléctrico y la polarizacion seria en ese caso:

P =n,E, 2.2)

La ecuacion (2.2) muestra que, en general, la direccion de polarizacion no coincide con el

campo eléctrico. Los materiales isotropos son un caso particular, en ellos P es paralelo a E,.

Una magnitud muy importante para describir el comportamiento de los dieléctricos es el

vector desplazamiento eléctrico D,. Fisicamente es un campo que nace y muere en las cargas

libres. En el anexo 2.1 se describe mas detalladamente éste concepto. Puede relacionarse el

campo eléctrico con el desplazamiento eléctrico mediante la siguiente relacion:

Di :ZOEi+R (2.3)
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Donde g, es la permitividad dieléctrica del vacio. La expresion (2.2) es general y se

cumple para cualquier material, incluso para le vacio donde P, =0.
Reemplazando (2.2) en (2.3) se obtiene:
D, = xE, +1,E, (2.4)

Con lo que se puede obtener la siguiente relacion entre el campo eléctrico y el

desplazamiento eléctrico.

D, =y,E, (2.5)
El tensor %7 se denomina permitividad dieléctrica del medio y su expresion es la
siguiente:
Xi = X0 +11; (2.6)
Muchas veces suelen citarse los valores numéricos de las componentes de X mediante
una relacion con la permitividad dieléctrica del vacio:
relativo Zl”
2= 2.7)
Zo

2.3. Descripcion del comportamiento de los materiales piezoeléctricos
y sus propiedades

2.3.1. Introduccion

En general, en funcion de su simetria , los cristales pueden clasificarse en 32 grupos, de
los cuales solo 20 presentan propiedades piezoeléctricas (Cady, 1946). Una posible

clasificacion seria la que se muestra en la figura 2.1.

Los cristales piroeléctricos presentan una polarizacion espontanea, debido a que sus celdas
son asimétricas, por lo menos, respecto a un eje. Por lo general, esta polarizacion eléctrica se
ve enmascarada por la aparicion de cargas en la superficie. En algunos casos, y en materiales
piroeléctricos no conductores, pueden medirse cambios en la polarizacion causados, por
ejemplo, por alteraciones en la temperatura. Es decir, la piezoelectricidad y la piroelectricidad
son funciones, simplemente, de la estructura cristalina del material y se pueden predecir

conociendo tnicamente de qué clase de cristal se trata.
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Figura 2.1: Clasificacion de los cristales.

A través de la aplicacion de un campo eléctrico suficientemente alto, se puede invertir la
polarizacion de algunos materiales piroeléctricos. Este subgrupo de materiales piroeléctricos,
recibe el nombre de ferroeléctricos. A diferencia de lo que ocurre con la piezoelectricidad y la
piroelectricid, la ferroelectricidad no puede predecirse solamente a partir de la estructura

cristalina, sino que se requieren, ademas, mediciones dieléctricas, (Shirane et al, 1955).

De manera general, se puede decir que la ferroelectricidad es un caso particular de
piezoelectricidad, y juega un papel muy importante en el comportamiento de los materiales y

dispositivos activos estudiados en esta tesis.

Existen muchos materiales piezoeléctricos que no son ferroeléctricos, por el contrario,
todos los materiales ferroeléctricos presentan propiedades piezoeléctricas. En algunos
materiales ferroeléctricos, la polarizacion espontanea es la responsable de una parte del efecto

piezoeléctrico.

2.3.2. Materiales ferroeléctricos

En éstos materiales existen pequefias regiones llamadas dominios que poseen un valor de
polarizacion local espontanea muy elevada. Cuando se aplica un campo eléctrico externo,

dichos dominios se orientan originando una polarizacion general.

La figura 2.2 muestra curvas de deformacion y desplazamiento eléctrico medidas

experimentalmente, en probetas de PZT-5H sometidas a un campo eléctrico ciclico.
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Figura 2.2: Respuesta de una probeta de PZT-5H a un campo eléctrico ciclico (Ghandi, 1998)

El nombre ferroeléctrico se utiliza por analogia con el comportamiento exhibido por los
materiales ferromagnéticos cuando se someten a campos magnéticos variables. En la figura
2.2 se observa que para valores bajos de campo eléctrico, las deformaciones son
practicamente nulas. Sin embargo una vez que el campo eléctrico alcanza un valor critico, el

material se polariza en la direccion del campo eléctrico.

Al polarizar las ceramicas ferroeléctricas, se tornan piezoeléctricas. Los grupos de dipolos
con orientaciones paralelas se denominan dominios de Weiss, los cuales, antes del proceso de
polarizacion, se encuentran orientados aleatoriamente. Luego del proceso de polarizacion, el
material experimenta distorsiones que se reflejan en incrementos de longitud en la direccion

del campo y contraccidn en las direcciones perpendiculares.

Cuando un material ferroeléctrico polarizado se somete a un campo eléctrico, los
dominios de Weiss incrementan su alineacién respecto del campo eléctrico de manera

proporcional al mismo.

Como resultado, se manifiestan cambios en las dimensiones del material, ya sea de

elongacion o contraccion, dependiendo del sentido del campo eléctrico aplicado.

Utilizando luz polarizada, se pueden observar los dominios en el Titanato de Bario

(BaTiO3), uno de los materiales ferroeléctricos mas utilizados.

La polarizacioén espontanea en los ferroeléctricos desaparece a cierta temperatura, llamada

temperatura ferroeléctrica de Curie. Por debajo de la misma, los vectores desplazamiento

eléctrico D, y dolarizacion P, son funciones no lineales del campo eléctrico E;.
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La figura 2.3 muestra la estructura cristalina general que presentan materiales
ferroeléctricos tan comunes como el Titanato de Bario y el Zirconato Titanato de Plomo

(PZT). La férmula general de esta estructura puede escribirse como 4BO,, donde A y B son

iones metalicos con una carga total de +6. El tamafio relativo de los iones es la clave en el
comportamiento del material. A y B representan iones metalicos que deben tener la suficiente

diferencia de tamafio para que se forme la estructura perovskita de la figura 2.3. En el caso

del Titanato de Bario, A y B corresponden a un catién bivalente Ba, y otro tetravalente 71, .
En el caso de las ceramicas PZT, A se sustituye por el cation bivalente Pb, y B por los

cationes tetravalentes Zr,"y Ti, . Ajustando la proporcion de los cationes, pueden modificarse

las propiedades del material. Otra manera de lograrlo, consiste en agregar 6xidos metalicos

para formar otros compuestos.

Dependiendo de la composicion exacta y de la temperatura, la forma de la celda de
perovskita puede modificarse. A elevadas temperaturas, las vibraciones térmicas de los
cationes representados por B, desplazan de las grillas tetraédricas, a los aniones de oxigeno.
La estructura mantiene la forma cubica no distorsionada, y el material se encuentra en un
estado paraeléctrico. Al aplicar un campo eléctrico al material paraeléctrico, se produce una
polarizacion, la cual desaparece cuando se retira el campo. A menores temperaturas, por
debajo del punto de Curie del material, la estructura cibica se torna inestable y la celda se
distorsiona. En la fase tetragonal, el cubo se encoge paralelo a un borde, mientras que en los
cristales romboédricos, el cubo se encoge a lo largo de la diagonal. Estas dos fases son

ferroeléctricas.

Figura 2.3: Estructura de perovskita

Cuando se aplica un campo eléctrico estando por debajo de la temperatura de Curie, todos
los aniones se desplazan en una direccion, y los cationes en otra, destruyendo asi la simetria

cubica. De esta manera, la celda unitaria queda con un momento dipolar neto. Al desaparecer
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el campo, el material ferroeléctrico queda con una polarizacién remanente, la cual puede ser

eliminada solo si se aplica un campo eléctrico coercitivo negativo £ .

La figura 2.4 muestra un esquema del proceso de polarizacion (orientacion de los dipolos),

resaltando la polarizaciéon remanente.

{a) Onentacion aleatoria de los {b) Orientacidn de los dominios por {c) Polarizacidn remanente luego de
dominios polares antes del efecto del campo eléctrico E. guitar el carmpo eléctrico E.

TN TR
e AR
o ] e

)
o

]
S

.
Ll

Eje de polarizacion

Figura 2.4: Secuencia del proceso de polarizacion de un medio ferroeléctrico. Nétese la
existencia de los dominios polares antes de la aplicacion del campo.

Antes de la aplicacion del campo eléctrico, los dipolos poseen una orientacion aleatoria y
el momento bipolar resultante es nulo. Luego, la aplicacion del campo eléctrico, figura 2.4b,
produce una orientacion de todos los dominios eléctricos, aproximadamente en la misma
direccion, luego al retirar el campo eléctrico, el material conserva una momento bipolar

remanente dado por la orientacioén de los dipolos, figura 2.4c

2.3.3. Ecuaciones Constitutivas

En un material ferroeléctrico polarizado existe un acoplamiento entre las deformaciones y
el campo eléctrico aplicado. Dicho acoplamiento es no lineal, tal como se observa en la figura
2.2. Cuando la polarizacion se conoce a priori, los campos eléctricos y las deformaciones son
bajas y no se produce repolarizacion del material, puede emplearse el siguiente modelo

constitutivo lineal.
o, = Cl.jk,s,d - ehy.Eh (2.8)

D, =ey&, + X, E, (2.9)

Donde Cy;,, e,; y x; son el tensor elastico, el tensor piezoeléctrico y el tensor de rigidez
dieléctrica respectivamente, o, es el tensor de tensiones, &, es el tensor de deformaciones,

D. es el vector de desplazamiento eléctrico y E, es el vector campo eléctrico.
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La ecuacion (2.8) describe el efecto inverso y la (2.9) el directo.

Puede observarse que las ecuaciones (2.8) y (2.9) son las mismas que las conocidas para

un medio mecanico y dieléctrico, pero incluyen, en este caso, los términos de acoplamiento.

En muchas ocasiones se utiliza la ecuacion (2.8) expresada de la siguiente manera:
—1 1
e =(Cp)" 0, +(Cp ) e E, (2.10)
Donde:

(Cijkl )_lehij =dy, (2.11)

Obteniéndose la siguiente ecuacidon constitutiva mecénica:

gkl = (Cijkl )Vlo-j/ + dh,'th (2 12)

Donde d,,, se denomina tensor piezoeléctrico en términos de deformacion.

De la ecuacion (2.8) se desprende que cada componente del tensor ¢, representa la
tension o; cuando al someter el material al campo eléctrico unitario en la direccion h, se
restringen en el mismo, todas las deformaciones. Otra interpretacion para e, puede
desprenderse de la ecuacion (2.9), si se anula el campo eléctrico, cada componente de ¢,

representa el desplazamiento eléctrico en direccion h cuando se impone una deformacion de

componente £; unitaria y las restantes nulas.

En ocasiones, y en particular cuando se trabaja con elementos finitos, resulta util expresar
las ecuaciones constitutivas (1) y (2) en forma matricial, aprovechando la simetria de algunos
de los tensores intervinientes. Asi, los tensores de tensiones y deformaciones pasan a
representarse mediante vectores de seis componentes, el tensor elastico, de cuarto orden, se
representa mediante una matriz de 6x6, el tensor de rigidez dieléctrica, de segundo orden se
representa mediante una matriz de 3x3 y el tensor piezoeléctrico de tercer orden se escribe

como una matriz de 6x3.

Cuando se utiliza la forma matricial, se tiene la siguiente notacion para las ecuaciones

constitutivas:

{ot=IcHe}-le] {E} (2.13)
{D}=[efe}+ X KE} (2.14)
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A continuacion, se detalla la convencion utilizada en esta tesis para representar los

tensores de las ecuaciones constitutitas.

O-l 0-11 81 811
(o2 o E E
2 22 2 22 El l)1
(o2 (o) E E
{ot=1"t=1" i {ot=1 =1 P L {E}=1E,} y{D}=1D, (2.15)
o, Oy, &, 2¢, E D
3 3
0-5 0-13 85 2813
66 023 86 2823

A partir de ésta convencion, se determina la manera de ordenar las constantes constitutitas

en las matrices elasticas, piezoeléctricas y dieléctricas y la relacion que cada una representa,

agrupandolas en una misma ecuacion constitutita matricial se tiene:

C

0, n Cp Gy 0 0 0 —ey —ey —e g
0, Cy Gy Gy 0 0 0 —ep, —ey —eyllE
O3 Cy G G 0 0 0 —ey —ey —ey|l&
o, 0 0 o ¢, O 0 -e, —-e, —e,ll&
o;;=| 0 0 0 0 Ci 0 =—e; —es —es[& (2.16)
Oy 0 0 0 0 0 Cyux —e4 —ey —exll&
D, ey ep €3 ey €5 €5 X 0 0 £
D, € €n €3 6y Es 0 Y45 0 ||E,
Dy] ey e 5 ey e ey 0 0 X3 | Es

Cada material que exhibe propiedades piezoeléctricas posee caracteristicas naturales
representadas por las componentes de los tres tensores constitutivos mencionados. Dichos
valores constituyen algunos de los elementos de juicio fundamentales al momento de
determinar qué material utilizar para una aplicacion determinada, sin perder de vista otros
aspectos importantes como tolerancia al dafio, vida en fatiga y resistencia a agentes
atmosféricos. Cabe destacar ademas que otros factores como los econdémicos y de factibilidad

de elaboracion juegan un papel muy importante y muchas veces decisivo.

2.3.4. Propiedades de los principales materiales piezoeléctricos utilizados en
sistemas de control estructural
A continuacion, se describen muy brevemente caracteristicas de algunos materiales

piezoeléctricos y se detallan valores numéricos de sus propiedades constitutivas.

e Cuarzo:
El cuarzo es un material que existe en la naturaleza y ademds puede elaborarse
artificialmente. Es uno de los primeros materiales piezoeléctricos estudiados e incluso hoy

encuentra muchas aplicaciones en electronica para la fabricacion de osciladores. Debe ser
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cortado segun direcciones determinadas para maximizar el efecto piezoeléctrico, y puede

hacerse de tal manera de obtener deformaciones paralelas al campo eléctrico aplicado.

La figura 2.4 muestra una celda unitaria de Cuarzo entre dos placas. En la condicién no
deformada, los centros de carga de los iones de silicio (positivos) y los de oxigeno (negativos)
coinciden y no hay momento dipolar resultante, y la distribucion de carga a lo largo del cristal

y sobre la superficie es nula.

@) ® (e}

Figura 2.5: Esquema de la celda unitaria del cuarzo. a) No deformada. b) Comprimida. c)
Traccionada

A modo ilustrativo, se presentan los tensores constitutivas del Cuarzo:

-02 0 0 (86,7 6,99 11,9 179 0 0
02 0 0 6,99 86,7 11,9 -179 0 0
o] 0 0 0 [CJ )= 1,9 119 107 0 0 0 10° []yz]
-0,02 0 0|l m 179 -179 -0,0314 579 0 0 m
0 012 0 0 0 0 0 579 179
| 0 02 0] | 0 0 0 0 17,9 399]

e Sal de Rochelle:

A diferencia del Cuarzo, se trata de un material ferroeléctrico. También encuentra bastante
aplicacidn en transductores. Es muy sensible a la humedad, y puede usarse solo en el rango de
temperaturas que va desde —18 °C a 24 °C porque, fuera de éste, se comienzan a producir

cambios de fase.

o (Ceramicas ferroeléctricas (Titanato de Bario y PZT):

Estas cerdmicas son los materiales mas utilizados actualmente en la fabricacion de
dispositivos piezoeléctricos. Son obtenidas por procesos convencionales de elaboracion de
ceramica. Se mezclan en seco o en forma de una pasta humeda 6xidos y carbonatos de los

materiales componentes. También se utilizan agentes aglutinantes derivados de alcoholes.
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Con esta pasta se pueden obtener dispositivos de diferentes formas, incluso se pueden

extrudar fibras. Luego de darle la, forma se calientan en hornos de temperatura y presion

controladas. Con este proceso, se logra que los carbonatos se disocien y se formen 6xidos.

Este proceso se denomina calcinacion y sinterizado.

Las cerdmicas PZT son muy utilizadas para elaborar fibras piezoeléctricas. Existen varios

tipos de éstas ceramicas. A continuacion, se citan los valores de las constantes constitutivas de

algunas de ellas.

PZT 2:
0 0 -—1.82] (135 68 68 0 0 0 |
0 0 -1.82 6.8 135 6.8 0 0 0
0 0 9.1 C 68 7.5 11.1 0 0 0
e]= —|; Ic]= 10" [N ]
] 0 98 0 {mz} €] 0 0 0 222 0 0 qu
9.8 0 0 0 0 222 0
0 | | 0 0 0 0 0 34
PZT 5A
[0 0 —5.35] 12 752 751 0 O 0 |
0 0 -5.35 752 12 751 0 0 0
0 0 158 |[C 751 751 11.1 0 O O
e]= —1; [c]= -1010[N ]
=l 0 s {mz} =0 6 6 21 0 o qu
123 0 0 0 0 0 0 21 0
0 0 0 | 0 0 0 0 0 226
PZT 5H
) 0 —6.65] 126 793 84 0 0 O |
0 0 —6.65 793 126 84 0 0 0
0 0 23.17 84 84 117 0 0 O
[]- . [c]- 100 [y ]
0 1703 0 0 0 0 23 0 0 m
1703 0 0 0 0 0 0 23 0
0 0 0 | 0 0 0 0 0 235]

El valor numérico de e,; de la ceramica PZT-5H es mayor que en las otras. Por esta

razon, las fibras piezoeléctricas y los actuadores tipo pila elaborados con ésta, poseen mayor
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acoplamiento electromecanico en la direccion del campo eléctrico que los fabricados con las

otras ceramicas.

2.4. Clasificacion y descripcion de los distintos tipos de dispositivos
de control disefiados con materiales piezoeléctricos

2.4.1. Introduccion

Los materiales PZT 2, PZT 5A y PZT 5H, cuyas constantes piezoeléctricas se citan en el
paragrafo 2.3.4 poseen la direccion de polarizacion en la direccion 3. Se observa que para
manifestarse el acoplamiento electromecanico en las direcciones normales, es necesario que la

direccion del campo eléctrico coincida con la de polarizacion.

Se puede hacer una clasificacion de los dispositivos piezoeléctricos segiin cual sea la
direccion de polarizacion respecto a la direccion de acoplamiento electromecéanico deseada. Si
ambas direcciones son paralelas el dispositivo se denomina tipo 3-3, si son ortogonales se

denomina tipo 3-1 o 3-2. La figura 2.6 muestra ambos conceptos.

Dispositivo tipo 3-1 Dispositivo tipo 3-3
3 T 1 /‘\
A A
| —> | —>
1 3
<>
Acoplamiento Acoplamiento
Electromecanico buscado electromecanico buscado

Figura 2.6: Distincién entre dispositivos tipo 3-1 y tipo 3-3

Cuando se desean obtener el maximo acoplamiento se utilizan los dispositivos tipo 3-3,
los cuales pueden ser de tipo pila o bien laminados elaborados con fibras piezoeléctricas y

electrodos interdigitales.

Debido al interés que despiertan, por el mayor acoplamiento que presentan, a continuacion

se describen los dos tipos de dispositivos tipo 3-3.

2.4.2. Dispositivos tipo pila

Los actuadores de tipo pila, estan constituidos por discos superpuestos y una serie de
laminas intercaladas que seran las responsables de introducir el campo eléctrico. En la Figura
2.7 se muestra un esquema de este tipo de dispositivo, donde se ve claramente la presencia de

las capas entre cada par de electrodos. En virtud del tamano de los dispositivos y de otras
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caracteristicas geométricas, éstos dispositivos pueden construirse alternando manualmente la

orientacion de las capas.

Capas FPiezoeléctricas

Zampo

Elgctrico .
Folarizacion ot

s
.....
it
st

T

Actuador 7‘

Adaptador de Fuerzas

™ Electrodos

Figura 2.7: Esquema de un dispositivo tipo pila y un adaptador de fuerzas

En los dispositivos tipo pila se desarrollan fuerzas elevadas y desplazamientos muy
pequefios. Por lo tanto suelen utilizarse en conjunto con mecanismos de adaptacion, siendo los

mismos sistemas de levas y palancas.

Utilizando estos dispositivos, se pueden accionar diferentes mecanismos para controlar
deformaciones y desplazamientos. Como ejemplo, se puede citar la utilizacion de flaps

ubicados en el borde de fuga de una pala de helicoptero, Figura 2.8.

Figura 2.8: Aplicacion de actuadores tipo pila, (Lee, 1999)

Los actuadotes se alojan en un compartimiento de la pala y se incluye un mecanismo para

accionar el flap.

2.4.3. Dispositivos tipo parche elaborado con fibras piezoeléctricas

En los laminados con fibras piezoeléctricas el campo eléctrico es producido por un patron
de electrodos que permite introducir el campo eléctrico en la direccion paralela a las fibras.

Estos dispositivos se construyen aprovechando las caracteristicas de los materiales

Ahmad Eduardo Guennam 26



Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

ferroeléctricos descritos anteriormente y poseen un aspecto como el que se ilustra en la

Figura 2.9.

Electrodos

Resina

Figura 2.9: Esquema de un parche piezoeléctrico elaborado con fibras

Los electrodos interdigitales constituyen un componente fundamental para estos
dispositivos, ya que permiten someter a todas las fibras a campos eléctricos elevados, sin usar
potenciales demasiado altos evitando las complicaciones asociadas. Por otro lado,

constituyen una especie de cauce para el campo.

La fabricacion de las fibras se realiza mediante un complejo proceso de extrucion de una
pasta que contiene particulas de algin material ferroeléctrico mezclado con un aglutinante.
Esto permite obtener fibras de los didmetros necesarios para fabricar parches. Los electrodos

se fabrican a partir de un film fotosensible.

Para que las fibras activas puedan ser utilizadas con electrodos interdigitales, es
fundamental que se elaboren con ceramicas que presenten propiedades ferroeléctricas ya que,
de esta manera, mediante tratamientos especiales de polarizacion in situ, se alterna la
polaridad y se logra que los efectos de deformacion se sumen a lo largo de la fibra (sean éstos

de elongacién o de contraccion).

Cuando la fibra sale de la linea de fabricacion, se encuentra en estado virgen, es decir,
posee todos los granos cristalinos orientados aleatoriamente. Se requiere entonces un proceso
de polarizacion para provocar una alineacion de los dominios, ya que es justamente este

alineamiento el que determinaré el acoplamiento electromecanico.

Para poder utilizar el efecto piezoeléctrico asociado con las ceramica ferroeléctricas, éstas
deben ser sometidas a un proceso de alineacion de los dominios, llamado polarizacion. El
mecanismo de polarizacion se lleva a cabo sometiendo a la fibra virgen a un campo eléctrico
elevado, aproximadamente 10KV/cm y calentando a temperaturas moderadas,

aproximadamente 100°C durante un corto periodo de tiempo.
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Un posible método es sumergir el material en un bafio de aceite caliente, pero a una
temperatura inferior a la de Curie, y aplicar un campo eléctrico. El bafio de aceite se usa para
calentar la cerdmica y ademas para evitar descargas eléctricas que podrian ocurrir en el aire.
La temperatura agita los iones y permite que los dominios roten mas facilmente, de esta

manera la saturacion se logra mas rapido.

Se deja enfriar el bafio de aceite hasta temperatura ambiente mientras se mantiene el
campo eléctrico y, una vez frio, se retira. Asi los dominios y, por lo tanto, los momentos

dipolares quedan alineados.

Electrodos
] [— ]
ﬂ_’H
== E== EHES
Dominios Campo Eléctrico E

Figura 2.10: Esquema de una fibra piezoeléctrica luego del proceso de polarizacion

En la Figura 2.10 se muestra un esquema de una porcion de fibra ferroeléctrica luego del
proceso de polarizacion,. Notese la orientacion alternada de los dominios entre dos electrodos
consecutivos. En todos los sectores situados entre los electrodos el campo eléctrico y los
dominios coinciden en direccidon y sentido. Eventualmente, podrian ser de sentido opuesto,
pero mantendran dicha relacion a lo largo de toda la fibra. Esto es precisamente la piedra
angular de la tecnologia de fibras piezoeléctricas y se puede lograr justamente mediante el
proceso de polarizacién descrito anteriormente. Con esto se asegura que las deformaciones

tendran igual signo en todos los tramos de fibra.
Una vez realizado el proceso de curado, los parches quedan listos para ser utilizados.

En virtud de la elevada anisotropia que se genera, los dispositivos elaborados con fibras
resultan muy utiles cuando se desea introducir fuerzas en direcciones determinadas. Esto se
manifiesta en la cantidad de trabajos publicados respecto del control de vibraciones en

estructuras sometidas a torsién como es el caso de las palas de helicopteros y alas de aviones.

El control activo de estructuras requiere de actuadores y sensores, y ambos seran mas
efectivos en su funcionamiento cuanto mayor sea el acoplamiento electromecanico presente
en los materiales que los constituyen. En este caso, actuadores y sensores se elaboran con
compuestos reforzados con fibras piezoeléctricas y al respecto surgen dos grandes

clasificaciones relativas a la manera en que se construyen las mismas:
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e Estructuras de compuestos reforzados con fibras: En este caso, se realiza la
construccion de las mismas con laminados constituidos total o parcialmente con
fibras piezoeléctricas y electrodos interdigitales, debiendo realizar el proceso de
posicionamiento de los electrodos, curado y polarizacion de las fibras en estado

“verde”, sobre la estructura luego de su construccion.

e Estructuras construidas con materiales convencionales (compuestos o no), a las
que se les adhieren parches elaborados con los compuestos reforzados con fibras
piezoeléctricas y electrodos interdigitales. Dichos parches se construyen en una

etapa separada a la de la estructura.

La anisotropia permite, mediante orientaciones pertinentes de las fibras, construir
laminados cuyas direcciones de acoplamiento electromecénico coincidan con las requeridas
por las diferentes aplicaciones estructurales y sistemas de control. Esto confiere versatilidad
en el disefio y capacidad de optimizar los sistemas de control. Un tipico ejemplo se encuentra
en aplicaciones en que se desean controlar las deformaciones torsionales de estructuras en
forma de cajones cerrados, sistema estructural clasico de alas y palas de helicopteros. En éstas
aplicaciones la anisotropia de actuacion es un factor fundamental ya que, orientando las
fibras en angulos de +45°, se logran introducir fuerzas que permiten controlar dichas
deformaciones torsionales. Lo mismo ocurre con el funcionamiento como sensores, en los que
se obtienen mayores diferencias de potencial en los electrodos cuando se manifiestan las
deformaciones torsionales que se desean registrar y que se utilizaran luego para determinar las
sefales de control. Sin el acoplamiento electromecanico anisotropo, seria imposible el control

de deformaciones torsionales en cajones cerrados.

Por otra parte, los laminados piezoeléctricos mantienen las conocidas ventajas
constructivas y mecanicas de los materiales compuestos convencionales. Es decir, permiten
dirigir las fibras en las direcciones que permiten aprovechar al méaximo su resistencia

estructural y se pueden lograr formas sumamente complejas.
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Observaciones:

Si se piensa en los dispositivos utilizados como actuadores, pueden realizar las siguientes
comparaciones entre aquellos tipo pila y los elaborados con fibras piezoeléctricas y electrodos

interdigitales:

e El campo eléctrico que se usa para controlar ambos dispositivos coincide con la

direccion de deformacion, pero alterna el sentido entre dos electrodos consecutivos.

e Las placas utilizadas en los actuadores tipo pila encuentran su equivalente funcional

en los electrodos interdigitales utilizados para generar el campo eléctrico en las fibras.

e FEl sentido del campo eléctrico alterna entre 0 y 180° entre dos discos consecutivos

para los dispositivos tipo fibra y entre dos vanos consecutivos para las fibras

e En las fibras y en los dispositivos tipo pila, los desplazamientos se suman, es decir,

todos los vanos o discos se estiran o encogen a la vez.

Para lograr que dos discos con campos eléctricos de sentido opuesto sufran deformacion
de igual signo es necesario alternar la direccion del material en uno u otro para que el tensor
piezoeléctrico cambie el signo de los coeficientes que relacionan campo eléctrico y esfuerzos

en esa direccion.

Cuando se trata de las fibras, se encuentran dificultades un poco mas serias, ya que toda la
fibra es un mismo material y no se tiene la posibilidad de alternar la orientacién tan
facilmente entre dos vanos consecutivos. Es aca donde los materiales ferroeléctricos juegan
un papel fundamental. En virtud del ciclo de histéresis que presentan, pueden utilizarse fibras
elaboradas con los mismos en estado virgen y, una vez construido el laminado o los parches,
se procede a la polarizacion alternada del material. Este proceso de polarizaciéon in-situ se
lleva a cabo mediante la aplicacion de campos eléctricos elevados y temperaturas moderadas.

Recibe el nombre de curado y se tratara detalladamente mas adelante.
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Anexo 2.1
A.2.1: Vector desplazamiento eléctrico y su interpretacion fisica

En un material, ademds de existir cargas libres, ¢, . aparecen en general cargas de

polarizacién ¢, . Por lo tanto, el campo eléctrico en el medio satisface la siguiente identidad:

Zo §SC Ein,dS = 9 por ¥ Giipres (A.2.1.1)

Donde y, es la permitividad dieléctrica del vacio, n, es el vector unitario normal a la

superficie y SC es una superficie cerrada que encierra al volumen de material en estudio
El vector polarizacion, P, , cumple la condicion:

[ Pnds=-q,, (A2.1.2)

Reemplazando A.2.1.2 en la ecuacion A.2.1.1, se obtiene:

Xof EndS+{ PndS={ (1E +PhdS=gq,,, (A.2.1.3)
Como la superficie Sc es arbitraria, definimos un nuevo vector D,
D, =y,E +P (A.2.1.4)
tal que siempre cumpla con la siguiente propiedad integral:

§SC DinidS = qlibres = J-plibrest (A215)
14

El vector definido de esta manera se denomina vector Desplazamiento Eléctrico, sus unidades

[5] _ Coulzmb

son: . Fisicamente, el desplazamiento eléctrico es un campo que nace y muere

en las cargas libres.

Las ecuaciones A.2.1.4 y A.2.1.5 son generales y valen para todo material, incluso para el
vacio, donde P =0.
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Capitulo 3

M¢étodo de elementos finitos aplicado al analisis de
estructuras construidas con materiales piezoeléctricos

3.1. Introduccion

La utilizacion del método de elementos finitos (MEF) para el analisis de medios continuos
ha experimentado grandes avances en las ultimas décadas. Esto se debe, principalmente, a que
el MEF en conjunto con las computadoras digitales, permite resolver numéricamente y en
forma sistematica modelos matematicos de sistemas continuos complejos, (Bathe, 1996). El
método puede utilizarse para analizar sistemas estructurales estaticos y dinamicos en los que
se manifiestan diferentes fendmenos como pandeo, transferencia térmica, electromagnetismo
y sobre todo, problemas de campos acoplados. Esta ultima capacidad hace que el método sea
adecuado para el estudio de sistemas y estructuras que utilizan materiales piezoeléctricos.
Desde principios de la década del 70 aparecieron en la literatura gran cantidad de trabajos que
tratan de la aplicacion del método de elementos finitos al andlisis de sistemas piezoeléctricos.
En particular y con la aparicion del concepto relativamente nuevo de estructuras activas, en

los ultimos diez afos la cantidad de publicaciones aument6 considerablemente, (Benjeddou,

2000).

Debido a la complejidad de las ecuaciones que describen los fendmenos de acoplamiento
electromecanico, en particular de piezoelectricidad, s6lo algunos problemas de éste tipo
pueden resolverse en forma analitica, (Zse et al, 1999). Ademas, las condiciones de borde y la
forma del dominio del problema aportan complicaciones adicionales. Por lo tanto, el método
de elementos finitos, interpretado como herramienta numérica aproximada para la solucién

del modelo matematico, encuentra aplicacion inmediata en éste campo.
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En el presente capitulo se intentan citar los avances que dicho método ha experimentado y
cudl es la tendencia actual en lo que respecta a formulaciones y aplicaciones de elementos
finitos para modelar estructuras inteligentes que utilizan materiales piezoeléctricos. En primer
lugar, se utiliza el principio de trabajos virtuales y el principio de Hamilton extendidos al caso
electromecanico para obtener un principio variacional asociado a las ecuaciones diferenciales

del problema,

Por otra parte, el Apéndice Al contiene una explicacion matematica rigurosa de la
obtencion de la forma débil asociada a las ecuaciones diferenciales originales del problema

piezoeléctrico.

Para que el andlisis sea computacionalmente eficiente, normalmente resulta conveniente
modelar de diferentes maneras las distintas partes de la estructuras, dependiendo los
elementos utilizados, entre otros aspectos, de las formas, relacion entre dimensiones y
maneras de resistir las cargas que caracterizan la estructura. En este capitulo se describen
distintos tipos de elementos finitos existentes en la bibliografia para resolver los problemas

que aparecen durante el analisis de estructuras activas que incluyen materiales piezoeléctricos.

3.2. Obtenciodn de las ecuaciones basicas de Elementos Finitos

3.2.1. Ecuaciones diferenciales del problema

La respuesta electroeldstica de un cuerpo piezoeléctrico, estad descripta por las ecuaciones

dindmicas de equilibrio mecénico:

00 . d’*u.

74/4_ = ! 1
=P G.1)

Donde o, es el tensor de tensiones de Cauchy, f; son las fuerzas de volumen, p es la
densidad del material, u; es la componente de velocidad en la direccion de la coordenada

espacial x; y ¢ es el tiempo.

Y por las ecuaciones de Maxwell para el electromagnetismo. En las que para el caso
cuasi-electroestatico las correspondientes derivadas temporales se pueden despreciar y

considerar solo la ecuacion de conservacion de la carga eléctrica, (Joshi, 1992):

i _g=0
. q (3.2)
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Donde, D, es el vector desplazamiento eléctrico. o; y D, se relacionan con el tensor de
deformaciones infinitesimales de Cauchy €, y el vector campo eléctrico E; mediante las

ecuaciones constitutivas piezoeléctricas, inversa y directa citadas en el capitulo 2:

Oy = Ci€n —eyEy (3.3)

g

D, =eu &y + i E, (3.4)

El tensor de deformaciones y el vector campo eléctrico se relacionan con el vector de

desplazamientos mecéanicos u; y con el potencial eléctrico ¢ respectivamente mediante las

siguientes expresiones:

g, = 1 e (3.5)
7o 2(ox, o, '
o9
E =—-~
R (3.6)

El continuo piezoeléctrico puede estar sujeto a condiciones de borde, ya sean esenciales o

naturales, de naturaleza mecanica o eléctrica, o una combinacion de las mismas:

Componentes de los desplazamientos U, prescriptos en S

u =U, (3.7)

on,=F (3.8)

Donde n, es el vector unitario normal a la superficie exterior del continuo.

Potencial eléctrico V prescripto en la region S?:

o=V (3.9)

Carga eléctrica O prescripta en S€

Dn =-0 (3.10)

Las ecuaciones diferenciales (3.1) y (3.2) junto con las ecuaciones constitutivas (3.3) y
(3.4), las ecuaciones cinematicas (3.5) y (3.6) y las condiciones de borde (3.7) a (3.10),
constituyen la formulacion fuerte del problema, la cual pocas veces puede resolverse en forma
cerrada. Una alternativa para hallar la solucion a este problema consiste en plantearlo en

forma débil empleando el método de Residuos ponderados o Minimos cuadrados. Otra
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manera, es encontrar un principio variacional asociado y utilizar para su resolucion, por
ejemplo, el método de elementos finitos. La solucion de problemas a partir de la
minimizacion de un funcional es muy comun en Fisica e Ingenieria. En éste trabajo se utiliza
el principio de Hamilton extendido al caso del continuo piezoeléctrico para obtener el
funcional a minimizar, considerando como variables independientes los desplazamientos

mecanicos u; y el potencial eléctrico ¢.

3.2.2. Obtencion de la forma variacional como una generalizacion del
principio de Hamilton

Considérese un volumen Q de material piezoeléctrico limitado por una superficie cerrada
S. Si se multiplican las ecuaciones (3.1) y (3.2) por variaciones arbitrarias y admisibles

(o, =0 en S*, dp=0 en S?) de las variables independientes, desplazamientos u, y

potenciales ¢ ,y se integra en el dominio €2 se obtienen las siguientes expresiones:

do;, d’u oD,
j(a +f-p J&uidV+£(ax j&pdV:O (3.11)

Q J i

Si un campo de desplazamientos u, verifica la ecuacion (3.11), cualesquiera sean los
valores de los desplazamientos admisibles du, y variaciones admisibles de potencial eléctrico

0@ , dicho campo sera una soluciéon de (3.1) y (3.2) .

Jo, d’u, oD,
Iﬁé”fd”jff&’f av-[p dtL; ou,dv + | S §(pdV—£q5¢dV=0 (3.12)

Q J Q Q Q i

Por el teorema de Green, se puede expresar:

0,

[ O—”&AidV:I O n,dS - j o, 9% gy (3.13)

5 0x; ox;

aD. 8540
LopdV = | D,ogndS — | D,—— 3.14
E[ ox, J. j ox, (3.14)

La ecuacion (3.12) se puede expresar finalmente de la siguiente manera:
j a&‘ldmja&u n, ds+jf5u dv — jp l&, dv +
v ox;

(3.15)

jDidwidS—jDia—(pdV—jqd(pdV =0
N Q ax Q

i

En virtud de la propiedad conmutativa del operador o respecto del operador diferencial, se

tiene que:
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odu, _58u
P (-16)
00 0
X:5$ (3.17)
Ademas:
aui _5( )_5 5
P E;+®;)=0¢; +ow, (3.18)
J

Donde ), es el tensor de rotaciones.

Reemplazando (3.18) en (3.15), teniendo en cuenta (3.6), (3.17) y la antisimetria del

tensor @), , se obtiene:

—ja S€, dV+jF5udS+jf5u dv — jp ’&4 dv +

(3.19)
—jQ5¢dS+jDiéE,.dV ~[gdpdv =0
N Q Q

Si en la expresion (3.19), los incrementos du;y ¢ dependen del tiempo y se anulan para

dos instantes arbitrarios fijos #,y ¢,, integrando la misma en dicho intervalo temporal se

obtiene:

—j(ja S¢, dVJdt+jUF§udedt+J.Uf&4 dVJdt j(jp‘i;‘f &idVJdt—

fH \Q 4t \S 4 (320)
—j[jgaq)dstHj(jDéEdedz I(Iqé'quVj =0
Intercambiando los simbolos de integracion:
—”a S, dth+”F§udtdS+”f&4dth ”p Y Sudtdv —
Qy Sy Q1 Qy
(3.21)
—j(jg&pdsjdz+j[jD,.éE,.dV]dz—j[jq&;drf}h=o
4 \S§ H\Q 4 \Q
Integrando por partes el cuarto término de (3.21):
du, . |* % du d(u,)
p—u,| —| p—t———Ldt .
I |, j dt dt (322)
Como du, se anula en los extremos del intervalo, (3.22) queda:
% du, d(ou,)
=—| p————=dt
[t = (3.23)
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Considerando que:

Q4

le
5“{2!} = 11,00, (3.24)
La expresion (3.23) queda:
b dzui ’y _ 5(1)’2
[[p o Gwdidy == [ Tt (3.25)

-2
La expresion I p;d V' =T se denomina energia cinética del cuerpo.
Q

Si se considera que las fuerzas son conservativas, las fuerzas de superficie F; y las de
volumen £, no dependen de los desplazamientos u, y ademads las cargas eléctricas O y ¢ no

dependen del potencial eléctrico ¢ . La expresion (3.21) puede escribirse entonces:
-| (; 5| a,.jg,.jdV] dt+ | [5 | Fl.ul.dS] dt+ | (5 [ fu, de dt+ 8" | Tdt -
4 Q 4 N f Q 4
t t, 1 23
—j(ajgmsjdz + j(zﬁz[Dl.EidV]dt —j[ﬁjqquVJdt =0

f N 4 f Q

(3.26)

La ecuacion (3.26) puede expresarse de la siguiente manera:

5]%(T—(1jdijsde—IEuidS—jﬁu[ v +[0pds —ljD,.E,.dVJrjq(pdVDdt =0 (3.27)
4 29 ' s Q S 29 Q

Asi se obtiene el principio de Hamilton extendido:
aj(T—U)dzzo (3.28)

Donde el término L =7 —U se denomina Lagrangeano. U recibe el nombre de energia
potencial total extendida, término que incluye la contribucidon piezoeléctrica y su expresion es

la siguiente:
U= 1J.c7ijgijdl/ ~ [ Fu,ds—{ fu, dv + [ Qpd —1jD,.E,.dV +[qpar (3.29)
25 s Q s 25 Q

3.2.3. Derivacion de las ecuaciones de elementos finitos

El funcional (3.27) estd expresado en notacidon tensorial, para la derivacion de las

ecuaciones de elementos finitos, resulta comodo hacerlo en términos de matrices y vectores.
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Para expresar las ecuaciones constitutivas en forma de productos entre matrices y vectores es
necesario adoptar una convencion respecto de la manera de ordenar las componentes de los
tensores de tensiones y deformaciones, quedando luego definidas las correspondientes

componentes de los tensores constitutivos.

En el presente trabajo se adopta la siguiente convencion: el tensor de deformaciones se
ordena en forma vectorial de la siguiente manera:
T
{g}:{gn £y &y 28, 2¢, 2823} (3.30)

con lo que queda definida la manera en que se ordenan las componentes de los tensores
constitutivos en forma matricial. Se expresan entonces las ecuaciones constitutivas en forma

matricial como:

{ot=[cle}-[e] {E}
{D}=[ele}+ [ KE}

El método de elementos finitos consiste en dividir el dominio del problema en

(3.31)

subdominios (elementos) que no se superponen y cuya unidn equivale al dominio original.
Dentro de cada elemento las variables independientes se aproximan mediante funciones de

interpolacion locales

En el caso de los elementos que poseen grados de libertad nodales compuestos por

desplazamientos mecanicos (traslaciones y giros) y potenciales eléctricos, se tendria un vector

{a..}

de desplazamientos nodales generalizados ¢ = { [ }} como se muestra en la figura 3.1, alli
q.

los desplazamientos mecéanicos se representan con{y  } mientras los eléctricos con {qe}.

X3

ul(”)

X, )
{{qm }}(") RE
- (n)

ul {Qe} ¢1.
U (0

u, @

{o}

Figura 3.1: Elemento sdlido con sus correspondientes grados de libertad nodales (mecanicos y
eléctricos)
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La aproximacion de los desplazamientos mecénicos y el potencial eléctrico dentro del
elemento se realiza a través de las matrices de funciones de interpolacion, [Nm] y[Ne]

respectivamente y tienen las siguientes expresiones:

{u}=I~,Hg,.} (3.32)
{o}=[NKa.} (3.33)

Por otra parte, el campo de desplazamientos y el potencial eléctrico tienen asociados
campos de deformaciones y campos eléctricos. Dichos campos se expresan mediante la

introduccion de los operadores diferenciales [am] y [ae].

De esta manera:

{et=1o, Hu}

{e}=18,Kq,} (3.34)
con B 1=10,1N,]

{£}=—[0. Ko}

{£}=-1B.Kq.} (3.35)

con [B,]=~[. [, ]

Reemplazando en (3.29):

_ ; sz([c]{s}— el {EY {ebar - {{F}T fulds - i Y dav +

| (3.36)
+ j Qpds - j (efet+ L KED {EYav + j qedv
- i (e leNedar - i {EY leebav -
- [{FY faar - [ fudav + (3.37)

+[opas - Jiey e (E)ar - JEEY LN + [apdr
U= [ (8, Ya, ) (LB, Yo v+ [(B Ko eB, Ko Jav +
+ 08, Yo, VeV (8. Ya v - [ (5 Yo L2M(B. Yo v (339)
+ [0V, g, Jas + j qlN K. Yav - J{F}T [N, Mg Jav - j {rY IV, Kan Jav

a7 S L o {18, e, |
U= {{qe}} HB " lellB,, Jav —HB I L8, v {{qe}}

(3.39)

{{ }}T —j{F}T[N lav - j{f} v, lav

.} j o[N, Jas + j [N, Jav
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Para el término que contiene la energia cinética se tiene:
¢ .. 1 Y, .
r=_[pitav=_]p(N, g, D) (N,Ha,Dav (3.40)
Q Q
Sacando afuera de la integral las velocidades desplazamientos nodales

r- Y [ J AN, T, ]dV}{q} (3.41)

La expresion variacional (3.28) se expresa ahora:

~
[§)

il | o i)
j [8,1'[c]B, Jav +j[B Ilel" [B,Jav )
I }— di=0  (3.42)

{{ }} {{
lg.} +j [B.] [e]B, Jav - j 8.1 [elB.Jav |l1a.}

<,
by

N —j{F}T[N Jav - I{f} v, Jav
{{qe}} jQ[N las + j g[N,Jdv

m

{g.}

Una vez definidas las coordenadas espaciales de los nodos, el vector { } resulta solo

funcion del tiempo, por lo tanto el tiempo es la tinica variable independiente del Lagrangeano.

En estas condiciones, el VGC'[OI‘{ }} que minimiza (3.38) es aquel que verifica las

{q.

ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas:

Donde n es el nimero de grados de libertad del sistema discreto sustituto del sistema

continuo original.

Por lo tanto, la ecuacion de Euler-Lagrange se expresa de la siguiente manera:

J[B I[cls, Jav +j[B Flef [, Jav {{qm}}:

I[B I'le]s, v —I[B Il Jav |l {a.}
J{F}T[N ]dV+j{f} N, Jav

- j O[N, Jas - j q[N,Jav

DANFw1wkﬁ+

(3.44)
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Expresando esta ecuacion de manera mas compacta, se obtiene la ecuacion de elementos

finitos, cuya resolucion permite hallar los valores de las variables nodales.

S R e
0 0J{0) [K., K.]l9.) LI
Donde los elementos de las matrices de masa y “rigidez” tienen las siguientes expresiones:
M, = jp[Nm I [Nm Jv : Matriz de masa
K, = f[Bm I [C][Bm lav : Matriz de rigidez mecanica
Q

K, = _[[Bm " le] [B, @V : Matriz de acoplamiento electromecanico (3.46)
Q

K, = '[[Be " [e]B,, }dV : Matriz de acoplamiento electromecanico
Q

K, = —J. [Be I [;(][Be lav : Matriz dieléctrica
Q

Los vectores de carga generalizados tienen las siguientes componentes:

F, = J'{F }T [N ” ]dS +J'{f }T [N m ]d V' Vector consistente de cargas mecanicas
s Q

. o (3.47)
F = —j Q[N . ]dS - j q[Ne]d V. Vector consistente de cargas eléctricas
N Q

Todas estas ecuaciones se obtuvieron considerando como variables de campo
independientes a los desplazamientos y al potencial eléctrico y, en ese contexto, presentan la
generalidad suficiente como para obtener, a partir de ellas, formulaciones de elementos
estructurales de diferentes tipos, es decir solidos, placas, cdscaras, membranas, vigas y barras.

Las diferentes formulaciones se logran construyendo los operadores diferenciales [Bm 1, [88] y
las matrices de interpolacion [N m] y [Ne] acordes al tipo de elemento, al orden y forma de

interpolacion, y a la manera en que se desarrolla el campo eléctrico dentro del elemento. Este
ultimo aspecto se encuentra intimamente relacionado con la disposicion y forma de

electrodos.

La formulacién citada en este trabajo se denomina irreducible ya que el nimero de
variables de campo no puede reducirse. Sin embargo, pueden encontrarse en la literatura
formulaciones basadas en principios variacionales mixtos que contienen tensiones,
deformaciones, desplazamientos mecanicos, desplazamientos eléctricos, campo eléctrico y

potencial eléctrico como variables de campo, Sze et al (1999).

3.3. Estado del Arte
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Como se expresa en la seccion 3.2, los elementos finitos capaces de describir el
comportamiento estructural de sistemas construidos con materiales piezoeléctricos pueden

considerarse como una generalizacion de los utilizados en mecénica estructural clasica.

En busqueda de herramientas para resolver problemas en los que estan involucrados
materiales piezoeléctricos, se han formulado gran cantidad de elementos. Aparentemente, los
primeros esfuerzos en el area, estuvieron orientados béasicamente al estudio y disefio de
transductores piezoeléctricos, se trataba basicamente de elementos sélidos. Sin embargo, en
las ultimas dos décadas, con el creciente interés que cobraron las estructuras activas,
especialmente en las ramas aeroespaciales, surgieron formulaciones de elementos mejor
condicionados para tales aplicaciones, asi comenzaron a aparecer en la literatura elementos
tipo cascaras y placas y vigas que soporta materiales piezoeléctricos laminados, Benjeddou

(2000).

3.3.1. Elementos Sélidos

Los elementos piezoeléctricos so6lidos tridimensionales son similares a los elementos
solidos tridimensionales mecénicos, s6lo que poseen grados de libertad eléctricos adicionales

en los nodos.

La mayoria de los trabajos estuvieron impulsados por la necesidad de analizar dispositivos
concretos. Tal es el caso de los transductores piezoeléctricos utilizados en sonares. Para tal

fin, resultaba suficiente trabajar con ecuaciones constitutivas lineales.

El primer modelo de elementos finitos que incluyd el fendomeno piezoeléctrico fue
propuesto por Allik y Hughes (1970). Ellos desarrollaron un elemento piezoeléctrico solido y
lo aplicaron al estudio de transductores acusticos. Se trata de un elemento sélido tetraédrico
de cuatro nodos con cuatro grados de libertad por nodo, tres desplazamientos mecénicos y el

potencial eléctrico. Utilizaron condensacion estatica de los grados de libertad eléctricos.

También Allik y Webman (1974) propusieron un elemento solido hexaédrico de 20 nodos
para analizar la respuesta de los transductores de sonares. Los desplazamientos y el potencial

eléctrico en el interior del mismo se aproximaban en forma cuadratica.

Chin et al (1994) formularon un elemento sélido tridimensional hexaédrico de 8 nodos

con aproximacion lineal de desplazamientos y potencial eléctrico dentro del elemento.

Al igual que ocurre en el caso de elementos basados en formulaciones irreducibles usados
en problemas mecanicos, en el caso piezoeléctrico también se obtienen elementos demasiado

rigidos, sencibles a distorsiones en la malla y a las relaciones de aspecto, (Sze et al, 1999).
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Para solucionar dicho inconveniente, Tzou et al, (1990), Ha et al, (1992) y Tzou, (1993)
utilizaron los modos incompatibles de desplazamiento y mejoraron el desempefio de los

elementos s6lidos hexaédricos de & nodos.

Con el transcurso de los afios, se comenzaron a investigar los materiales ferroeléctricos,
para lo cual no bastaban las ecuaciones lineales. Asi, se llegaron a proponer elementos que
soportan ecuaciones constitutivas no lineales y grados de libertad internos para representar
transiciones de fase y polarizacion remanente. Ghandi et al, (1997) formularon elementos
solidos hexaédricos de 8 nodos y tetraédricos de 4 nodos. Esta formulacion estuvo basada en
desplazamiento eléctrico e hizo posible modelar de manera mas precisa, entre otros
fenémenos, la transicion de fase y la polarizacion remanente presentes en materiales de
naturaleza ferroeléctrica, mediante la incorporacién de un vector interno para almacenar la
magnitud y direccion de la polarizacion. Las variables de polarizacion espontanea determinan
la direccion de polarizacion dentro de cada elemento y el acoplamiento electromecanico. Su
valor esta determinado por la historia del sistema y es fundamental para poder captar el

comportamiento histerético del material. La solucion se realizé en forma iterativa.

3.3.2. Elementos de Cdscara

Solo se encontraron en la literatura algunas formulaciones de elementos de cadscara que

contemplan los fenomenos piezoeléctricos.

Lammering (1991) propuso un elemento de cascara de cuatro nodos, con desplazamientos,
giros y potencial eléctrico interpolados en forma lineal dentro del elemento. El elemento
presenta 7 grados de libertad por nodo, tres desplazamientos, dos giros y dos potenciales
eléctricos, uno para la cara superior y otro para la cara inferior. El modelo soporta un

laminado de tres capas, generando, a partir de las mismas, una capa equivalente.

Thirupathi et al (1997) propuso un elemento cuadrilatero de cascara, de ocho nodos, sin
grados de libertad eléctricos en los nodos. El elemento fue formulado usando una teoria de
cascara tridimensional modificada. El efecto piezoeléctrico fue tratado como una deformacion
inicial.

Varadan et al (1993) propusieron un elemento tipo cascara axial-simétrico de tres nodos y

tres grados de libertad por nodo, dos desplazamientos en el plano y el potencial eléctrico.

Tzou et al. (1996) formularon un elemento de céscara modificado de 12 nodos. Los
desplazamientos y potenciales eléctricos se supusieron cuadraticos en el plano y lineales a

través del espesor.
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Lee et al. (2000) desarrollaron un elemento de cascara de ocho nodos basado en una teoria
multildmina y termopiezoelectricidad lineal, con los potenciales eléctricos interpolados
independientemente en cada capa. Fue utilizado para modelar el comportamiento de

laminados piezoeléctricos bajo excitaciones térmicas.

También se encontraron en la literatura trabajos que analizan estructuras tipo sandwich, en
las que el centro es de un material convencional y se adhieren en la superficie parches que
pueden cumplir la funcion de actuadores o sensores, (Lammering et al 2003). Los autores
presentan distintas formulaciones variacionales y sus correspondientes soluciones mediante
elementos finitos, pensados para disefiar distintas estructuras tipo cascaras que poseen parches
piezoeléctricos. Se basan en la formulacion de un elemento isoparamétrico de cascara elastica
gruesa, del tipo de Mindlin/Reissner. La cinemadtica de la estructura queda descripta por los

desplazamientos u', v y w correspondientes a la zona pasiva y a las capas piezoeléctricas.

3.3.3. Elementos de Placa

Muchos de los desarrollos de elementos finitos para el analisis de placas se realizaron
sobre las bases de las teorias clésicas, en las cuales se considera el campo de desplazamientos
en el plano, variable segun una ley lineal. Por otra parte Mitchell y Reddy (1995) y Saravanos
et al (1997) presentaron teorias mas realistas que simulaban con mayor precision el
comportamiento a través de las capas del laminado. Los desarrollos se aplicaron para analisis

estaticos y dindmicos de laminados piezoeléctricos.

Saravanos et al (1997) supuso una variaciéon continua de desplazamientos mecanicos y
potencial eléctrico a través del espesor del laminado. La teoria resultante representa, con
mayor generalidad, la cinematica del alabeo de la seccion transversal y captura la variacion no

lineal del potencial eléctrico a través del espesor cuando el laminado es grueso.

Suleman (1995) propuso un elemento de placa basado en la teoria de Mindlin con un

potencial eléctrico por cada capa piezoeléctrica, y utilizé integracion numérica reducida.

Ademas, se encontraron en la literatura formulaciones que utilizan teorias de capas
discretas para laminados piezoeléctricos de placas. Estas formulaciones tienen la ventaja de
representar el potencial con mayor precision, gracias a las subdivisiones a través del espesor
del elemento. Se han propuesto diferentes maneras de aproximar el campo eléctrico,

dependiendo de la manera en que esta construida la estructura.

Cuando se utilizan laminados con varias capas (algunas piezoeléctricas), resulta necesario

contemplar la posibilidad de que las diferentes capas piezoeléctricas estén sometidas a

Ahmad Eduardo Guennam 44



Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

diferentes campos eléctricos. Chee et al (2000) propusieron un modelo que admite
configuraciones multildminas, aproxima los desplazamientos en el plano en forma ctbica, los
desplazamientos transversales en forma cuadratica y los potenciales intralaminares de manera
lineal. Cada capa del laminado puede tener una direccidon particular y puede presentar o no
propiedades piezoeléctricas. La figura 3.2 muestra un esquema del elemento considerado en el
citado trabajo, alli se pueden observar las diferentes capas del laminado y el potencial
eléctrico interpolado en cada una. Ademas de los grados de libertad mecénicos, se incluye un

valor de potencial eléctrico ¢q,, ~por cada interfase interlaminar y las dos superficies

exteriores del laminado. En la figura 3.2, el subindice 7 se refiere al nimero de nodo, y el s al

numero de interfaz.

Vo | | . A
Za Vo | | :
SN 2
1 1 1 1
PR NP G M L __Jd___|-
y b | | Z4
> SRR R A R z,
X Lo
9.5 UV 22
| Capa 4 < L
qel4 S > ' ' ' ' ' Z,
apa
q.i; Nodo1 () ( o 9, O P 9
Capa 2
q Potencial eléctrico
e2 | Capal ¢
q.11

Figura 3.2: Esquema del elemento de placa y la variacion del potencial eléctrico propuesto por Chee
et al. (2000).

El potencial eléctrico a lo largo de la direccion z, en la capa k, se aproxima mediante

funciones lineales de Lagrange:

e=tia) Ly, (x,y,t)(z(z - ))

¢k(x7yazat):¢k(x7yat)(z —z )
k k+1

(3.48)

Ordenando los potenciales de cada interfase en un vector se expresa en la siguiente forma

matricial:

—(Z—Zz) (Z_Zl) 0 0 O —

Gmn) o) )
Ale.) F-z) (-2
¢2(x’yazat) 0 (22_23) (23_22) 0 0 ¢2(x7y7t)
¢3(X,y,2,t) 0 0 Z—Z4) (2—23) 0 ¢3(x7yat) (349)
¢4(X,y,2,t) (Z3 Z4) (Z4 23) ¢4(x7y7t)

0 0 0 (Z_ZS) (2_24) ¢5(xayat)
- (Z4 ZS) (ZS Z4)_

En forma compacta:
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{o}=1[Le} (3.50)

donde ¢, (x, y,t) es el valor del potencial eléctrico en la interfase h.

El campo eléctrico se aproxima en dos etapas. Con la primera se obtienen las funciones de
distribucion de potencial en cada interfase, para lo que utilizan funciones de forma

isoparamétricas estandar, lineales de cuatro nodos.

qin
q
¢h(x,y,t)=[N1 Nz N3 N4 2 (351)

qs

q 4

h =1..5 serefiere al namero de interfaz.

Ordenando los potenciales de cada interfase en un vector, se puede expresar la

interpolacion de la siguiente manera:

qe11
6(,3,0)] [ [1 0 0 0 0] 10 0 0 o]
¢2(xayat) 01 0 0 O O 1 0 0 O qul
¢,(c,y.)p=| N,JO 0 1 0 0 NJO O 100 (3.52)
0,(x, 1) 00010 000 1 0ff%
0.(x,.1) 000 0 1] 000 0 1]
) B qul
quS
En forma compacta:
{ot=[~Ka.} (3.53)

La segunda etapa aproxima los potenciales en la direccion z, dentro de cada capa. Para lo

cual se utiliza la expresion (3.49).

Por lo tanto, el potencial dentro de cada capa esta dado por la siguiente expresion:

{o}=1L]~lg.} (3.50)

Reddy (1999), en su trabajo presenta una formulacion teorica de las soluciones de Navier
y modelos de elementos finitos basados en la teoria clasica de placas y la teoria de
deformacion por corte para el andlisis de placas de compuestos laminados con sensores y

actuadores integrados, sujetas a cargas mecanicas y eléctricas. La teoria de deformacion por
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corte de tercer orden describe mejor la cinematica, aproximando con mayor precision las

tensiones interlaminares.

Auricchio et al. (2001) estudiaron el comportamiento de placas piezoeléctricas bajo las
hipotesis cinematicas de Reissner-Mindlin, considerando dos problemas variacionales

desacoplados, el membranal y el flexional.

3.3.4. Elementos de Viga

Surgieron gran cantidad de trabajos que proponen elementos de viga capaces de describir,
particularmente, el comportamiento de alas y palas de helicOpteros para analizar el control de
fendmenos aeroeldsticos, Song et al, (1992) usaron un modelo de viga con inclusiones de
material piezoeléctrico para modelar alas adaptativas, luego, Ehlers, (1994) propuso un

elementos de viga tipo cajon con capacidad de actuacion anisotropa.

Shen (1994) formul6 un elemento de viga basado en la teoria de Timoshenko, utilizando
el funcional mixto de Hu-Washizu, los desplazamientos axiales y la funcién de alabeo son
interpolados en forma lineal, mientras que las deflexiones transversales se aproximan con un
polinomio cubico de Hermite. Ademads de los grados de libertad mecanicos, el elemento posee

un potencial eléctrico para la cara superior y otro para la inferior.

Carpenter (1997) propone un elemento de viga basado en la teoria de Euler-Bernoulli con
potenciales eléctricos como grados de libertas nodales, para ser utilizado en vibraciones

axiales y control de flexion.

En cuanto a modelos que no disponen de grados de libertad eléctricos en los nodos,
Robbins (1991) formul6 cuatro elementos basados en analogias térmicas. Dos de ellos
basados en modelos de lamina equivalente que utilizan modelos clasicos de vigas y los dos
restantes en modelos multildminas con deflexiones interpoladas con polinomios ctbicos de

Hermite.

Se propusieron elementos de viga con materiales compuestos PZT-Epoxy para ser
utilizados en control activo de vibraciones (Aldraihem, 1997). Dichos elementos estan
basados en las teorias de Euler-Bernoulli e incluyen el comportamiento en torsion de Saint-

Venant y el alabeo de la seccion.

3.3.5. Aplicaciones y tendencias actuales
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Un analisis detallado de la literatura muestra que la mayoria de los modelos de elementos
finitos estan dirigidos a simulaciones estaticas, modales, harmoénicas y transitorias de sistemas

de control de vigas y placas.

En aplicaciones que utilizan laminados piezoeléctricos, los elementos tipo cadscara y placa
presentan grandes ventajas, ya que permiten realizar modelos estructurales
computacionalmente econdmicos sin penalizar la calidad de los resultados ni la habilidad del
modelo para representar la estructura real. Al respecto, recientemente se realizaron analisis
mediante el método de elementos finitos que comprenden aplicaciones tales como control de
efectos térmicos, (Lee et al. 1997 y Lee et al. 2000); atenuacién activa de ruido, (Kim et al.
1997, Bevan, 2001); deteccion de dafio debido a procesos de delaminacién en materiales
compuestos; fenomenos de impacto a bajas velocidades, control activo de pandeo, (Wang,
2002); comportamiento material de compuestos reforzados con fibras piezoeléctricas; control
de la respuesta estructural de laminados piezoeléctricos bajo cargas termomecanicas, (Lee et

al. 2000); supresion de flutter y otros fendmenos aeroelasticos.

Sin embargo, no se encuentran en la literatura formulaciones especialmente propuestas
para analizar estructuras de placas o cascaras que utilicen compuestos con fibras

piezoeléctricas y electrodos interdigitales.
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Capitulo 4

Modelo para compuestos reforzados con fibras

piezoelectricas polarizados con electrodos interdigitales

4.1. Introduccion

Los laminados que utilizan electrodos interdigitales, han despertado especial interés en los
ultimos afios. A diferencia de los primeros compuestos con incrustaciones, los ultimos
trabajos de investigacion centran la atencion en la utilizacion de fibras continuas, en particular

aquellas con la direccion de polarizacion de los materiales coincidente con la de las fibras.

El compuesto que se estudia en esta tesis es de ese tipo y puede esquematizarse como se

ilustra en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Esquema de una porcion de laminado piezoeléctrico.

Como se muestra en la figura 4.1, se trata, a simple vista, de un laminado convencional, es
decir, con fibras orientadas convenientemente, inmersas en una matriz. Pero la principal
diferencia con aquellos radica en los materiales utilizados para construir las fibras. Dichos

materiales presentan propiedades piezoeléctricas.
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Los electrodos interdigitales se utilizan para polarizar, controlar y sensar. El concepto de
electrodos interdigitales fue introducido con el objetivo de mejorar el desempefio de los
actuadores con ceramicas monoliticas (Hagood et al, 1993). Luego, Bent et al, (1997) utilizod

dicha configuracion de electrodos en dispositivos construidos con fibras piezoeléctricas.

Las fibras, al igual que las cerdmicas monoliticas presentan un comportamiento
piezoeléctrico anisétropo, esto se ve reflejado en la diferencia numérica de las componentes
del tensor piezoeléctrico. Los electrodos interdigitales introducen en las fibras un campo
eléctrico paralelo a las mismas. La anisotropia del tensor piezoeléctrico marca diferencias en
los valores de acoplamiento que presentan los compuestos reforzados con fibras
piezoeléctricas. La figura 4.2 muestra un esquema de una porcidon de laminado y los valores

numéricos de esfuerzos obtenidos bajo condiciones de deformaciones totalmente restringidas.

o, T T T R

VARV

AL,

0 0 —6.65]
0 0 —665
- 5 0 G, =—6.65x E,
AT e/ Wdo il __ /)
{ot=[e}E} . : 5 (Aﬂ <d 0 (4): o, =-6.65xE, ‘4!2
E, G,=23.17xE,
17.03 0 0
| 0 17.03 |

Figura 4.2: Esfuerzos en dos direcciones octogonales, generados en un laminado piezoeléctrico

Puede observarse, ademas de la diferencia numérica, la diferencia de signo en los
esfuerzos mecénicos en direcciones ortogonales. Lo mismo ocurre cuando se introducen
deformaciones. Segin cuéles sean las direcciones de las mismas, se registran diferentes
valores de potencial eléctrico en los electrodos. En resumen, el acoplamiento electromecanico
presenta diferentes valores en cada direccion. Esta caracteristica recibe el nombre de
acoplamiento electromecénico anisétropo y se manifiesta tanto en el funcionamiento como
actuadores como en el comportamiento como sensores de los dispositivos estudiados. Du
Plessis et al, (1996) analizaron el control de vibraciones torsionales de una viga tipo cajon
mono-celda de material compuesto, mediante actuadores anisotropos. El sistema estuvo
pensado para el control de vibraciones de palas de helicopteros. También Raja et al, (2002)
analizaron la influencia de la actuacidon isotropa y anisotropa sobre el desempefio de un

sistema de control de vibraciones de un panel, ellos reportaron que los niveles de
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amortiguamiento obtenidos en el sistema de actuacion anisdtropa supera a los

correspondientes a la actuacion isotropa.

4.2. Analisis de estructuras activas con compuestos piezoeléctricos,
utilizando el método de elementos finitos

Considérese el caso de una estructura de paredes delgadas disefiada para soportar
especialmente esfuerzos flexionales y torsionales a la que se le adhieren parches actuadores y
sensores, de dimensiones comerciales. Tal podria ser el caso de una pala de helicoptero, un
timon o un ala, a la que se adhieren parches piezoeléctricos. Utilizando un modelo de 1/6 de
escala de Mach, Rodgers y Hagood, (1998) analizaron el comportamiento y la capacidad de
actuacion de una pala del rotor del helicoptero CH-47D, cuyo larguero tipo-D se construyd
utilizando capas de compuestos activos polarizados con electrodos interdigitales. La figura 4.3
muestra la pala de helicoptero, el larguero tipo-D y un detalle del compuesto piezoeléctricos

formando angulos de * 45° respecto del eje longitudinal de la misma.

Laminado del larguero tipo-Or
Fibras piszoeléctricas

,,
X

Electrodos piszoelgctricas

Zona activa

TS watriz
at

Figura 4.3: Pala de helicoptero con compuestos piezoeléctricos (Rodgers y Hagood, 1998).

Un modelo de elementos finitos, detallando las fibras, la matriz y los electrodos
interdigitales de una estructura como la mostrada en la figura 4.3 es excesivamente caro desde
el punto de vista computacional, ya que debido a las dimensiones de las fibras y separacioén
entre electrodos, el tamafio de los elementos necesarios es del orden de los 2E-2 mm. Esto
resultaria en una cantidad de elementos que tornarian totalmente impracticable cualquier

analisis de la estructura global.
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Zona de electrodos Zona de electrodos Zona de electrodos
2.4 mim

Figura 4.4: Aspecto del mallado de una fibra solamente, en una longitud que abarca tres electrodos

consecutivos (Corte longitudinal).

La figura 4.4 muestra una posible malla de elementos finitos que abarca solamente una
longitud de 2.4 mm de fibra piezoeléctrica. Conservando esta densificacion se utilizarian
aproximadamente 15E6 elementos para representar un parche comercial de 120 mm de largo,
70 mm de ancho y 0.4 mm de espesor y poder captar en el modelo los efectos locales de
distribucion de campo eléctrico y consecuencias asociadas a las diferencia de constantes

dieléctricas y mecénicas entre las fibras y la matriz.

Una alternativa consiste en obtener, mediante algun procedimiento, las propiedades de un
material equivalente que resuma las propiedades del laminado y la presencia de los electrodos
interdigitales. Estas propiedades pueden ser utilizadas luego en un modelo
“macroscOpicamente equivalente”, con una cantidad aceptable de elementos y utilizarse en la

estructura que se desea modelar.

4.3. Obtencion de las propiedades materiales equivalentes del
compuesto piezoeléctrico

Segin Jang (1994), Wagner (1914) realizé las primeras investigaciones para predecir
teoricamente la dependencia de las propiedades eléctricas de un compuesto a partir de la
fraccion de volumen de ceramica presente en el mismo. Buesson (1963) derivo ecuaciones

para las constantes dieléctricas de un compuesto, utilizando modelos serie y paralelo.

Los primeros trabajos relacionados con la prediccion de las caracteristicas constitutivas de
compuestos piezoeléctricos, se orientaron a particulas cerdmicas inmersas en una matriz
determinada. Desde los comienzos, se utilizaron combinaciones de modelos serie y paralelo

para reproducir el comportamiento del compuesto con fibras.

Bent y Hagood (1997) estudiaron, mediante una técnica de campos uniformes,
compuestos reforzados con fibras piezoeléctricas elaboradas comercialmente. Realizaron el
analisis utilizando ademas diferentes proporciones de volumen fibra/matriz. Para contrastar
los resultados obtenidos realizaron un andlisis detallado mediante elementos finitos de una

porcion representativa del laminado, llamada celda unitaria.
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El potencial eléctrico aplicado a los electrodos genera un campo eléctrico. EI mismo
“recorre” una porcion de matriz hasta alcanzar la fibra. Por otra parte, los esfuerzos
longitudinales y transversales se distribuyen en funcion de la disposicion y proporcion

volumétrica de los componentes.

En el marco de esta Tesis, a los efectos de analizar en detalle el comportamiento de los
dispositivos piezoeléctricos estudiados y contrastar resultados, se estudio el comportamiento

del compuesto utilizando dos métodos diferentes:

e Mesomecanico: Se estudio el comportamiento del material compuesto examinando
detalladamente la interaccion de los materiales constituyentes. Se realizé el analisis

mesomecanico modelando la celda unitaria con elementos finitos.

¢ Macromecanico: Se estudio el comportamiento del material compuesto suponiendo
al mismo homogéneo. El efecto de cada constituyente se tuvo en cuenta en forma
promedio. Se utilizd6 para el Macromodelo, una generalizacion de la teoria de
mezclas, extendida ademds para incorporar las propiedades dieléctricas y

piezoeléctricas.

Observando con detalle el compuesto de la figura 4.1 se puede ver en el mismo una
estructura formada por una “celda unitaria” que se repite periodicamente formando el
laminado completo. En las Figuras 4.5 y 4.6 se esquematiza dicha celda unitaria. En rojo se

observa la fibra, en amarillo los electrodos y en gris la matriz.

Figura 4.5: Esquema de una celda unitaria del laminado piezoeléctrico.
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Fibra Resina

\

Celda Unitaria

Figura 4.6: Esquema de una celda unitaria del laminado. Corte transversal

Se analizé la celda unitaria esquematizada en la figura 4.5 debido a que resume las
caracteristicas de todo el laminado. Es, de alguna manera, la minima porcion que conserva las

mismas propiedades que el material compuesto resultante.

Las constantes materiales promedio obtenidas para esta "celda" pueden ser utilizadas
como propiedades del parche para analizar modelos estructurales donde interese estudiar el

comportamiento global y no el comportamiento dentro del laminado.

Como se mostro en el capitulo 3, las ecuaciones constitutivas de un medio piezoeléctrico
incluyen los ya conocidos tensores eldstico y dieléctrico, pero ademas un tercero, llamado
tensor de acoplamiento piezoeléctrico. Dichos tensores corresponden a los materiales puros.
Cuando se trata de compuestos como los estudiados en ésta tesis, los valores de las
componentes de los tensores cambian. Los nuevos valores son funciones de las constantes de

cada componente, de sus proporciones y de la geometria del dispositivo.

En virtud de la geometria del compuesto piezoeléctrico, es de esperar que la magnitud del

campo eléctrico £, no sea uniforme, mas aln, hay zonas del dispositivo donde también la
direccion del vector E, cambia. Esto es indeseable, ya que la idea basica de usar fibras

piezoeléctricas es que el campo eléctrico tenga la direccion de las fibras. Sin embargo, es un
fenomeno que, en mayor o menor medida, siempre esta presente y resulta necesario conocerlo
con suficiente precision ya que, en cierta forma, determina la porcion efectiva de fibra, es
decir, aquella donde el campo eléctrico es paralelo a la misma. Por otro lado, el adecuado
conocimiento del funcionamiento del dispositivo permite modificar ciertos parametros, como

el ancho de electrodos, para disminuir la longitud de la zona inactiva.
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4.3.1. Mesomodelo

En el analisis del mesomodelo se combinaron cargas y condiciones de borde para poder
determinar las propiedades constitutivas resultantes que luego se compararon con los
resultados de las constantes constitutivas equivalentes obtenidas mediante la teoria de mezclas

generalizada desarrollada.

Por otra parte, el analisis mesomecanico arroja resultados valiosos, como por ejemplo, las

distribuciones locales del campo eléctrico.
4.3.1.1. Descripcion del modelo de elementos finitos

El modelo mesomecanico del compuesto piezoeléctrico se realizd con el programa

comercial Abaqus version 6.3.1 (2002).

Para realizar el analisis, se comenz6 modelando la celda unitaria. En virtud de la simetria
de la misma, se analiz6 un octante de la geometria real mostrada en la figura 4.5, incluyendo
las condiciones de borde eléctricas y mecanicas correspondientes en los tres planos de

simetria.

Plano Y+ lano de Simetria Z

Electrodo
Plano X+

Plano de Simetria X

Plano de Simetria Y

Figura 4.7: Esquema del modelo utilizado para analizar la celda unitaria.

La figura 4.7 muestra en detalle la porciéon analizada y los planos de simetria. Las

dimensiones de la celda son: / =02E-3mm, [ =02E-3mm y [ =12E-3mm.

Teniendo en cuenta que las dimensiones transversales de las fibras oscilan entre los 30 y los

200 wum, este modelo resulta apto para el analisis de laminados piezoeléctricos. El cociente

entre la distancia que separa la linea media de dos electrodos consecutivos y el ancho de los

Ahmad Eduardo Guennam 55



Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

mismos es una caracteristica muy importante. El valor de dicho cociente se fijo en 6, (Bent,

1997).

Actualmente se fabrican y estudian a nivel mundial, tanto fibras de seccion circular como
de seccion rectangular. Resulta, por lo tanto, interesante saber en qué aspectos la seccion
transversal de la fibra es relevante y en cuéles no. En el presente trabajo se realizaron analisis

con fibras de seccion circular y cuadrada con el objeto de comparar los resultados.

La formulacion del programa comercial que se empled utiliza como variables nodales los
desplazamientos mecénicos y al potencial eléctrico, es decir que para el caso tridimensional,

los elementos poseen cuatro grados de libertad por nodo.
4.3.1.2. Discretizacion

Los modelos utilizados se muestran en la figura 4.8, ambos constituidos por dos
materiales: el de la fibra en la parte central (en rojo) y el de la resina envolviéndolo (en
celeste). Los electrodos se representan fijando el potencial de los nodos que se muestran en la

Figura 4.8 en color magenta.

Figura 4.8: Modelos de elementos finitos utilizados para analizar el modelo microscépico de la celda

unitaria del compuesto piezoeléctrico.

Se utilizaron elementos so6lidos hexaédricos lineales de ocho nodos y se trabajo con
relaciones de volumen de 0.04, 0.16, 0.32 , 0.64 y 0.8, tanto para las fibras cuadradas como

para las circulares.

4.3.1.3. Materiales

Los materiales utilizados en el modelo de elementos finitos corresponden a los de un
laminado particular utilizado para la construccion de parches piezoeléctricos comerciales. La
matriz es de resina epoxy y las fibras de PZT-5H. A continuacién, se resumen las

propiedades materiales de dichos materiales.
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Tabla 4.1: Propiedades constitutitas de la cerdmica PZT-5H

Constantes elasticas (GPa)

Cl 1 Cl 2 C122 C3 1 C3 2 C3 3 C~’44 CS 5 C66

130.6 | 85.66 135.8 88.3 90.42 121.3 23.47 22.99 22.99

Constantes piezoeléctricas (C/ 2
m

€ | € |C3|€ua| €5 |Ce|€a| €m |€23|C€u|Cs| € | €1 | €3 €33 | €34 | €35 | €34
00|01 0117030 0 0 | 0] 0] 0 |17.06 6-9 -7.07122941 0 | 0 | O
- s(F
Constantes dieléctricas X 10 ( /n )
VAT A X33
1.51 1.51 1.27
Densidad: p = 7750(K% 3j

RESINA:

Propiedades elasticas:

¢, = ¢y, =y, =8.0(GPa)
Cly =Cj3 =Cyy = 4.4(GPa)

densidad:

0= 900(K% 3)

4.3.1.4. Condiciones de borde y cargas

A los efectos de poder contrastar las propiedades mecanicas, eléctricas y piezoeléctricas
obtenidas mas adelante con el macromodelo equivalente, se obtuvieron las mismas utilizando
el mesomodelo de elementos finitos. Dicho proceso se realizé teniendo en cuenta la definicién
de las constantes materiales, para lo cual resulta conveniente definir las cargas y las
condiciones de borde de manera de obtener directamente las constantes buscadas como

respuesta del material.

Como se analizé un sector del modelo, las condiciones de borde pueden separarse en dos
grupos, aquellas que permiten simular la simetria (impuestas en los planos de simetria),
resumidas en la tabla 4.2 y las que dan lugar a la obtencion de las constantes materiales

(impuestas en las superficies externas y electrodos), Tabla 4.3 y Tabla 4.4.
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Tabla 4.2: Resumen de las condiciones de borde para simular la simetria.

Plano de simetria X

Plano de simetria Y

Plano de simetria Z

u, =0
u, = libre
u, =libre
D=0=0=0

u, = libre
u, =0

u, =libre

D,=0=0=0

u, = libre
u, = libre
u, =0
V=0

Las condiciones de borde impuestas a los planos de simetria se repiten en todos los

andlisis mientras que las otras se modifican segiin la constante a determinar.

Tabla 4.3: Resumen de las condiciones de borde para obtener las componentes del tensor elastico.

Condiciones de borde en
Se impone Se obtiene
Cara X + | Cara Y + | Cara Z +
u, = L u, =libre | u, =libre | ¢ =0,
b= Z u, =0 u,=0 ¢ =0
—£. =0 U, = 0 2 2 21 — @2
£=6= =0 =0 of _
u, =0 Us = Uy = G =03
u, =0 u =0 u, =0 ¢ =0
£ = / 1 1 12 1
? u, ==~ |u,=libre |u, =libre | ¢, =0,
& =4 2 =0 — o _
u, =0 Us = U, = €3 =03
o u, =0 u, =0 u =0 c? =0,
3 - =
—e =0 u, =0 u =0 "2 10 ¢t =0,
b u, =libre | u, =libre | us, :Ez c =0,

Las componentes del tensor mecanico se determinaron bajo la condicion de campo

eléctrico nulo, para lo cual se impuso potencial eléctrico nulo en los electrodos.

El procedimiento utilizado para la obtencion de las constantes consistié en variar las

condiciones de borde impuestas a las caras externas y electrodos y medir las fuerzas y

potenciales generados en el modelo de elementos finitos. Se describen a continuaciéon las

condiciones de borde utilizadas en cada caso.

En el modelo de elementos finitos, las condiciones de campo eléctrico nulo, es decir,

electrodos en cortocircuito, se logran igualando el potencial eléctrico de los nodos que

representan los electrodos. En este caso, al tratarse del octante de celda se impuso potencial

cero a los nodos que representan el electrodo.
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4.3.1.5. Determinacion de las constantes materiales a partir del modelo de elementos

finitos

Bajo las condiciones de borde citadas en la tabla 4.3, se determinaron las constantes

elésticas efectivas de la siguiente manera:

Usando los resultados de los andlisis con las condiciones de borde correspondientes al

caso & =1:
NX
S
C,=0,=>C, = ll:} , donde las fuerzas f|, son las que surgen en los nodos de la cara
7
+ X,

2L

Cy=0,=>C, =+

i=1
121/
4

, donde las fuerzas f,, son las que surgen en los nodos de la cara

+Y

2/

C,=0,=>C;, =F

i=1
121/
4

donde las fuerzas f;, son las que surgen en los nodos de la cara

+7Z.

Usando los resultados de los andlisis con las condiciones de borde correspondientes al

caso €2 =1.

2

C,=0,=>C, :}‘II—/, donde las fuerzas f, son las que surgen en los nodos de la
zZ X 4

cara +7Y .

NZ

S
i=1

zzz%

C,=0,=>C,, = , donde las fuerzas f;, son las que surgen en los nodos de la

cara +Z .

Ahmad Eduardo Guennam 59



Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

Usando los resultados de los andlisis con las condiciones de borde correspondientes al

caso & =1:

21

i=

1
zxz/
4

Cy=0,=>C, = donde las fuerzas f;, son las que surgen en los nodos de la

cara +Z .

Las componentes del tensor piezoeléctrico que se obtuvieron son e;,, €, y €;;, que son

las que se ponen en juego con la disposicion de electrodos utilizada. Las componentes del
tensor piezoeléctrico, al igual que las del tensor de permitividad dieléctrica se determinaron
bajo condiciones de deformaciones nulas. Por esta razon, se realizo el proceso de calculo con

todas las caras de la celda unitaria restringidas.

Tabla 4.4: Condiciones de borde utilizadas para la obtencion de las componentes del tensor

piezoeléctrico.

Condiciones de borde en

Se impone Se obtiene
Cara X+ | Cara Y+ | Cara Z +

u, =0 u, =0 | u, =libre | 0, =—e;E,
{e}=0 |u, =libre |u, =libre | u, =0 |o0,=—e,E,

u, =libre | u; =libre | u, =libre | 0, = —e,E,

En el electrodo se impuso un potencial de 500 V.

Bajo estas condiciones, las componentes del tensor piezoeléctrico se determinaron con las

expresiones siguientes:
NX
2
i=1
11
A
NY
2 S
i=1
)
A

o, =—eyE;, > ey =—

0, =—epk;, > e, =—
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E, es el campo eléctrico que se desarrollaria en una celda de idénticas dimensiones que la

analizada, pero constituida de un material homogéneo.
4.3.1.6. Resultados
Del modelo de elementos finitos se extrajeron dos tipos de resultados.

El primer tipo corresponde los valores de esfuerzos, potenciales y cargas eléctricas en
determinados nodos que permiten evaluar las componentes de los tensores constitutitos
equivalentes de la celda unitaria analizada. Dichos resultados se vuelcan superpuestos a las

graficas obtenidas con las ecuaciones deducidas a partir del mesomodelo.

El segundo grupo de resultados corresponde a las distribuciones de magnitudes tales
como campo eléctrico, tensiones mecanicas y sus correspondientes concentraciones en
determinados puntos y que marcan, de alguna manera, aspectos particulares del desempefo de

los laminados piezoeléctricos.

La figura 4.9 muestra la porcion de fibra entre un electrodo y el plano de simetria
perpendicular al eje longitudinal de la fibra. Alli puede observarse la variacion del campo
eléctrico a lo largo de la misma. En funcidn de la direccion y magnitud del campo eléctrico se
distinguen cualitativamente tres zonas llamadas: activa, de transicion e inactivas,
respectivamente. En la zona inactiva, la componente longitudinal del campo eléctrico es muy
pequefia o nula. En la zona de transicion la componente longitudinal del vector campo
eléctrico aumenta paulatinamente hasta llegar a la zona activa donde el campo es paralelo a la

fibra. Cuanto mayor es la relacion entre la distancia que separa la linea media de dos
electrodos consecutivos y el ancho de los mismos, % , mayor es la longitud de la zona

activa.
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EPG, EPG3

(Ave. Crit.: 75%])
-3.332e+05
-4.539e+05
-5.747e+05

-1.299e+06
-1.420e+06

Figura 4.9: Distribucidn de la componente de campo eléctrico paralelo a la fibra. Relacion de

volumen de fibra: 0.708; cociente de relacion dieléctrica entre fibra y resina: 10.

En la figura 4.9 puede observarse un aumento de aproximadamente 80% en la magnitud
del campo eléctrico cerca de los electrodos respecto de la zona activa de la fibra. Es
importante que dicha concentracion no supere los valores fijados por la rigidez dieléctrica de

los materiales con los que se fabrican las resinas y capas aislantes de los laminados.

Por otra parte, los elevados valores de campo eléctrico cerca de la zona de electrodos,
ademas de originar comportamientos no lineales, generan grandes valores de tensiones
mecanicas en las porciones de fibra cercanas y en la interfase de éstas con la resina. Esto

podria generar microfisuras internas que degradarian el compuesto.

La figura 4.10 ilustra la variacion de la direccion del vector campo, y la presencia de las
tres zonas mencionadas anteriormente. Puede observarse el aumento en la magnitud del

campo eléctrico en las cercanias del electrodo.

2
Electrodo
L 3 o 9 2 g ) [
o =S = T A ‘
<= =
P = i T i T B
= = m_— Py
i T EE'E% i, 2 o e A
o o e Cae
s R T
. - e
PR R I o - Sy il i -

Figura 4.10: Distribucion del campo eléctrico y la variacion en la direccién del mismo entre los
electrodos (circulos rojos) y el plano de simetria longitudinal (izquierda).
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EPG, EPG3

{Ave. Crit.: 775%)
-3.332e+05 Distribucion de campo eléctrico a lo largo de la fibra,
-4,237e+05

:E:éﬁ%giﬂ? lﬁﬁy/ =10, fraccion de volumen de fibra 0.708.
Mok

-6.954e+05

-1.23%e+06
-1.32%92+06
-1.420e+06

EPG, EPG3

{Ave. Crit.: 75%)
-1.691e+05 Distribucion de campo eléctrico a lo largo de la fibra,
~% 30108
A P .%’m% =100, fraccion de volumen de fibra 0.708.
-3.228e+05 Mavi

-3.613e+05
-3.997e+05
-4,381e+05
-4.766e+05
=5.150e+05 y
-5.535e+05
-5.519e+05
-6.303e+05

Figura 4.11: Magnitud y distribucion de la componente de campo eléctrico paralelo a la fibra para
valores de "™ 10y 100 veces mayor al de la matriz.

La figura 4.11 muestra la marcada influencia de la diferencia de permitividad dieléctrica
entre fibra y resina en la magnitud del campo eléctrico que alcanza a la fibra. También se
observa la concentracion de campo eléctrico en el borde del electrodo, sin embargo la malla
utilizada no es lo suficientemente densa como para captar el fendémeno, salvo de manera
cualitativa. Beckert et al. (2003) analizaron con el MEF este aspecto y la influencia de los
pardmetros geométricos sobre la deformacion efectiva. Reportaron aumentos de entre 5y 6
veces en el campo eléctrico efectivo en el borde del electrodo respecto del presente en la zona

efectiva de la fibra.

4.3.2. Macromodelo

El enfoque macromecanico puede utilizarse para obtener expresiones para las diferentes
componentes de los tensores constitutitos, en funcién de las correspondientes a cada fase, de

las relaciones de volumen, de la separacion y ancho de electrodos.

El modelo desarrollado es una generalizacion de la teoria de mezclas clasica y ha sido
denominado modelo de Campos Uniformes por Bent y Hagood (1997). Utiliza sumas de
componentes en serie y paralelo para modelar las propiedades efectivas del material
compuesto por dos o mas fases. De esta manera, numerosos investigadores han encontrado
constantes efectivas para propiedades mecénicas y de transporte (conduccion, coeficientes

térmicos, etc.).
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4.3.2.1. Desarrollo

Observando detenidamente una celda unitaria, es claro que la misma se puede construir
mediante un ensamblaje de subcomponentes en tres etapas, esto se esquematiza en la figura
4.12, en donde se muestra la idealizacion de la celda unitaria y las tres etapas utilizadas para

obtenerla.

Las dos primeras etapas consideran la combinaciéon de componentes en paralelo y la
tercera en serie. Esta ultima es la que incluye en el modelo los efectos de la diferencia de
rigidez dieléctrica entre fibra y matriz, separacion entre electrodos y distancia entre

electrodos y fibra.
4.3.2.2. Hipotesis

Como su nombre lo indica, el modelo supone campos uniformes dentro de cada fase
material y el comportamiento de la mezcla se considera en forma promedio, en el cual la
contribucion de cada componente se afecta de la fraccion de volumen correspondiente.
Cuando se lo aplica a la simulacién del comportamiento de compuestos piezoeléctricos,

interesa considerar los campos de naturaleza eléctrica ademas de los mecénicos.

T

Figura 4.12: Esquema de la obtencion del macromodelo mediante el ensamblaje en tres etapas.

Por la geometria de los dispositivos y por la presencia de los electrodos interdigitales, el

campo eléctrico, en un gran porcentaje de la longitud de las fibras, serd paralelo a las mismas.
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Para los materiales considerados en el presente trabajo las tensiones de corte no presentan
acoplamiento con dicha componente del campo, por lo tanto puede utilizarse una ecuacion
constitutiva que no tenga en cuenta dichas componentes. De esta manera, a los efectos de la
determinacion la relacion constitutiva del compuesto piezoeléctrico estudiado, puede

considerarse para cada fase una relacion constitutita “reducida” de la siguiente forma:

0, €y Cp Gz —€ || &
0, _|Ca 2 G Ty &
O; C3 C3p €33 —€3 (| &
D; ey ey ey Xy ||E;

Luego, en el andlisis pueden utilizarse, como aproximacion, las constantes de corte de la

matriz.
4.3.2.3. Generacion

El enfoque general del problema se muestra en las Figuras 4.12. El elemento de volumen
representativo o celda unitaria se construye en tres etapas separadas de combinacion, para
captar la contribucion de cada fase en la respuesta global del compuesto. Las etapas A y B,
captan las respuestas eléctrica y mecéanica predominantes lejos de los electrodos. A pesar de
que la polarizacion se distorsiona bajo los electrodos, las etapas A y B suponen polarizacion

uniforme en la direccion 3.

La etapa C refleja el comportamiento eléctrico local en el entorno del electrodo,

incluyendo la concentracion de campo en la matriz.

En las tres etapas, el procedimiento es basicamente el mismo y se resume en los siguientes

pasos:

1° Paso: Distincion de las variables que mantienen el mismo valor en ambas fases,

denominadas variables uniformes (VU).

2° Paso: Teniendo en cuenta la relacion constitutiva reducida de cada material, obtencion
de una nueva expresion constitutiva en la que las variables independientes sean las llamadas

uniformes. Las variables no uniformes (VNU) se relacionan con las uniformes con la nueva

ecuacion constitutita a través de las matrices lal.j J, [bl.j J, lcl.j ] Para la etapa A se tendria:
Fibra: {/NU};, , =la]" U}, ,

Matriz: {FNUY | =la]" VUL |
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3° Paso: Obtencion de las variables no uniformes del compuesto como una combinacion

lineal de las variables no uniformes de cada componente de la mezcla, esto es, suma de las
mismas multiplicadas cada una por los correspondientes factores de peso Vf , Vj” (fracciones
de longitudes de fibra y resina respectivamente, en la direccion j considerada). Con esto se

obtiene una relacion constitutiva para cada etapa, que permite obtener las VNU en funcién de

las VU a través de una matriz constitutiva equivalente para el compuesto.

F

UNUYsr =V WNU g, +v ] IPNU Yy,
Para la etapa A se obtiene:

zvuy,,  =v)lal" Uty +vilal PUl,
{WVU}ET 4= (ij [a]M + Vf [a]F ){VU}ET 4= [a]ZT 4= (ij [a]M + Vf [a]F )

4° Paso: Con la misma expresion utilizada en el segundo paso, obtencion de la matriz

constitutiva en la forma original, pero ahora con las propiedades equivalentes.

En la etapa siguiente el procedimiento es exactamente el mismo, sélo que las propiedades
piezoeléctricas y mecanicas de las fibras son las propiedades equivalentes obtenidas en la

etapa anterior.

A continuacion se presentan el esquema de calculo de las propiedades materiales
equivalentes de del laminado piezoeléctricos, es decir las tres etapas descriptas anteriormente.
En cada etapa se detalla cual es el vector de variables llamadas uniformes (VU) y no

uniformes (VNU).
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Esquema de célculo:

Etapa A:
&
Material de la fibra
e ¥ F F _FI(_F
1 dyp dn diz dpll &
F F F F F
8 | _|%a % @ @y Jg
F F F _F F
e J3F Qi iy daz dyg || &
& nF F _F Foor|lgF
1 3 dq1 daz dyz Ay ]lEs
MWaterial de la matriz
/ M M M M
£, a’ ar @ ap a8
M M M M
s g sl e Wy fiys g ay
! L
3 tdh  dyp diz day 3
M MM M M
Ly 41 G4z daz G | EEM

inealmente las correspondientes a cada fase:

o7 () [ - 5
_ETA F

£3 = rS'1M rla | _ VM[Q;.; 3 e UF[ﬂ_}_‘ J;
CT—EETA 2 G_fxz‘ 2 CTIF 2 i EEM 2 i E':f
AL Dy Dy By By

Las variables no uniformes de la etapa se obtienen combinandao

Fuede sacarse factor comun el vector de variables uniformes, y
obtener una matnz que relaciones estas con las no uniformes de la

siguiente forma:

gl )21

4
constitutiva convencional de la etapa [Caif']

Mediante manipulacionss algebraicas se obtiene luego la matriz
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Etapa B:
e, & Material obtenido en la Etapa A
F ET A ET A ET A ET A F
81 bll b12 b13 b14 O-l
F ET A ET A ET A ET A F
o o 0-2 — b21 b22 b23 b24 82
1 F ET A ET A ET A ET A F
o 0; b31 b32 b33 b34 &
F ET A ET A ET A ET A F
Dy by, by, by by, E;
e* v Material de la matriz
82
M M M M M M
6‘1 bll b12 b13 bl4 Gl
M M M M M M
62 — b21 b22 b23 b24 82
M M M M M M
63 b31 b32 b33 b34 83
M M M M M M
D; by by by by || E

Las variables no uniformes de la etapa B se obtienen combinando
linealmente las correspondientes a cada fase:

g (e [« o of
—ET B F M F
0, _ .m0 FlO1 | _ m[pm & rloeral) &
—ETB [ Vi M TV F{ Vi bt'j M TV bt'j F
O; 0, O, & &
pee) o) ot B! B

Puede sacarse factor comun el vector de variables uniformes, y obtener
una matriz que relaciones éstas con las no uniformes de la siguiente
forma:

efectiva | _  ,M |1, M F|1,ET A
e = vy v Lo
Mediante manipulaciones algebraicas se obtiene luego la matriz
constitutiva convencional de la etapa [Cb;.f ]
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Etapa C
E, 4
/
!
o D,
82

Material obtenido en la Etapa B

F ETB _ETB _ETB _ETB F
O, i Cp Ci3 Ciy &
F ETB _ETB _ETB _ETB F
0, Gy 2 Cy Coy &
F ETB _ETB _ETB _ETB F
& C3 Cs C33 C3y O;
F ETB _ETB _ETB _ETA F
E; Co Cp o Cio Gy D5
Material de la matriz
M M M M M
0, Cii G Gz Cy || &
M M M M M
0, _|C€u Cn Cxn Cn &,
M MM M M M
& C31 €3 C33 Cy |0
M MM M M M
£ Cot Cip Ciz Cu ||Ds

ET B

61
ET B

62

= +
ET B

83

F nET B
V3E3

hj|L"(\Q||\Jq |*—q|
|

()

ET B
h Ci2

ET B
Gy Cp
ET B
G C3

E_ETB
Vicy

0
M
E,
ET B
C3
ET B

Cx

ET B
C33

E_ETB
VicCy

ET B
Ci4

ET B
Co4

ET B

Co4

E_ETB
V3Cyuy

S O o O

S O o O

no hay contribucién

S O o O

oS O O

MM
V3 Cyy

Las variables no uniformes de la etapa C se obtienen combinando
linealmente las correspondientes a cada fase. Esta etapa
contempla solamente efectos eléctricos,
mecanica del material de la matriz, por lo tanto los correspondientes
coeficientes constitutivos son nulos. Solo es distinto de cero el
coeficiente dieléctrico:

Mediante manipulaciones algebraicas se obtiene luego la matriz
constitutiva convencional de la etapa C, [Cc;f ]

4.3.2.4. Resultados

El procedimiento descrito anteriormente permite el calculo de

los valores de las

constantes constitutivas del compuesto en funcion de las correspondientes a cada fase y de las

relaciones de volumen de las mismas. En este trabajo se programoé el procedimiento en el

utilitario Matlab, (1998).
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Las expresiones obtenidas son extremadamente extensas, por lo que se citan solamente los
resultados volcados en graficos sobre ejes cartesianos. Los resultados se adimensionalizaron,
dividiéndolos por la constante correspondiente al material piezoeléctrico puro. Los circulos

corresponden a resultados obtenidos con el modelo de elementos finitos.

cggemwlcg'abra vs. Fraccion de volumen de fibra

U T T T T T T T T T

N Fibra Matriz_
1.2 C11F. JrC11 L A i =S s 1
|t:|rafC Mamz:5 : : ; : : ;

1

I | 0 H , i o i
N e = e

. 1
Flbrajc1 . Mamzzgo

R N ,e,_S—Y—_——————————

Fibra
33

fc

efectivo
33

06

=

04

02

wolumen de fibra

Figura 4.13: Valores de la componente C,; del laminado referida a la correspondiente a la fibra, para

Fibra
diferentes valores C,, de la fibra. &5 /Resina =500.
E

En la figura 4.13 se representa el valor de la constante mecanica del compuesto Cy"”

(rigidez mecanica en direccion de las fibras) en funcion de la fraccion de volumen de fibra,

alli se puede observar que para fracciones de volumen de fibra cercanos a la unidad, el valor
de la constante elastica equivalente CS" (rigidez en la direccion de las fibras) del compuesto

supera el correspondiente al material de la fibra. Esta particularidad se debe a la diferencia de
rigidez dieléctrica entre fibra y resina, ya que debido a la misma, al deformar la celda, se
genera un campo eléctrico en la fibra. Dicho campo eléctrico, en virtud de la ecuacion

constitutiva, hace que las tensiones mecanicas aumenten, provocando un incremento

“aparente” en la rigidez del material. En este caso, £..”“ es 500 veces mayor a la

correspondiente constante de la resina. El efecto observado disminuye en modelos en los que

la diferencia de permitividad dieléctrica entre fibra y resina es menor.
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egecnwleg;bra vs. Fraccion de volumen de fibra

02 ' ' ! ! ! !

- E;Erafsgtriz:1o
gl 1A Matiz_q gy

rafs%mZ:SDU

ek}

0.2

Fibra
f931

Efectivo

831

+ + |
0 0.1 0z 03 0.4 05 06 07 (IR

wolumen de fibra

Figura 4.14: Constante piezoeléctrica e;, del laminado, referida a la correspondiente de la fibra para
diferentes relaciones entre las permitividades dieléctricas de la fibra y la resina.

11 | |

- EFibraIEMalriz:,]O : : : : : : .
T B T e S S = I oo

E ra triz_
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volumen de fibra
Figura 4.15: Constante piezoeléctrica e,; del laminado, referida a la correspondiente de la fibra para
diferentes relaciones entre las permitividades dieléctricas de la fibra y la matriz.

Las figuras 4.14 y 4.15 muestran los valores de las constantes piezoeléctricas equivalentes

del compuesto ei””'y e, transversal y longitudinal a las fibras, respectivamente,. Los

resultados fueron obtenidos por medio del modelo de combinaciones implementado y el
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analisis de la celda unitaria con elementos finitos, ambos estin referidos a los

correspondientes valores del material de las fibras.

Como se puede observar en las figuras 4.13, 4.14 y 4.15, el modelo de combinaciones y el
analisis con elementos finitos de la celda unitaria arrojan valores muy parecidos. Sin embargo,
como se muestra en la figura 4.15, los resultados relativos a la constante piezoeléctrica e,
obtenidos con los enfoques micro y macromecanico presentan una leve diferencia y se debe

principalmente a que durante el procedimiento detallado en 4.3.1.5 se utilizé un valor de

campo eléctrico medio.
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Capitulo 5

Ejemplos de Aplicacion

5.1. Introduccion

La posibilidad de controlar estructuras en forma activa ha despertado un creciente interés
en muchas ramas de la ingenieria durante los ultimos afios. Numerosos trabajos de
investigacion realizados durante la ultima década, pusieron de manifiesto el gran potencial
que poseen las estructuras adaptativas para mejorar su desempefio, (Bhattacharya et al, 2002).
Comparadas con las estructuras pasivas, las activas manifiestan un mejor comportamiento o
desempefio frente a perturbaciones o cambios en las condiciones del ambiente en el que se
emplazan y operan. Esto se logra adaptando continuamente y en forma adecuada, ciertos

parametros de la estructura.

En general, la utilizacion de materiales activos integrados a determinadas estructuras,
permite aumentar la habilidad de las mismas para cambiar su respuesta frente a cambios en las
condiciones del entorno. Los materiales piezoeléctricos se emplean extensamente en el
desarrollo de estructuras inteligentes y pueden utilizarse, ya sea coma actuadores o como
sensores, (Mitra et al, 2004). Crawley et al, (1987) fueron unos de los pioneros en la
utilizacion de actuadores piezoeléctricos en estructuras inteligentes. Ellos trabajaron con
vigas, primero de aluminio y luego de grafito/epoxy, provistas de actuadores piezoeléctricos.

Utilizaron controladores proporcionales a la velocidad.

La efectividad global del sistema depende, tanto de la distribucion de material activo
como del disefio del controlador. La distribucién de actuadores y sensores afecta la
controlabilidad y observabilidad de la estructura controlada y tiene mucha influencia en la
eficiencia y esfuerzo de control requerido para cumplir con un determinado criterio de disefo.

El problema de la ubicacion 6ptima de actuadores y sensores fue abordado por numerosos
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investigadores. Ryou et al, (1997) abordaron el problema de optimizacion utilizando
algoritmos genéticos. Kermani et al, (2004) presentan un resumen de distintos métodos
desarrollados recientemente para resolver el problema de la ubicacion 6ptima de actuadores y

SENSores.

En el presente capitulo se presentan dos ejemplos en los que se aplican configuraciones de
multiples actuadores piezoeléctricos, como los analizados en ésta tesis. En primer lugar se
considera la atenuacion de vibraciones flexionales de una viga en voladizo. Luego se presenta

el control de vibraciones torsionales de una estructura tipo cajon.

La formulacion en el espacio de estados permite construir facilmente, modelos de sistemas
complejos, especificando combinaciones de entradas, salidas y variables de estado, (Bevan,
2001). En esta tesis, el disefno del sistema de control se realiza utilizando la teoria de control
optimo cuadratico con realimentacion de estado segun una ley lineal. Es decir, dado el

sistema cuya ecuacion de estado es:

{0} = [aKx(}+ [BYu(}+ [E] 7 ()} (5.1)

en donde {x(¢)} es el vector de estado, [A] es la matriz del sistema, [B] es la matriz de
control, {u()} es el vector de control (potenciales eléctricos), [E] es la matriz de

perturbaciones y {f pert (t)} es el vector de perturbaciones, término que incluye las fuerzas

mecanicas, cargas eléctricas, desplazamientos, velocidades y aceleraciones prescriptas sobre

determinados sectores de la estructura.

Y cuya ecuacion de salidas es:

()} = [CHx()} (5.2)

en donde {y(r)} es el vector de salidas y [C] es la matriz de salidas.

El problema consiste en encontrar la matriz de ganancias [Gan] tal que la ley de control

lineal:
{ule)y=~[Ganlix(r)} (5:3)

minimice el indice de desempefio cuadratico:

J = [ (EebloKek+ b (RN (54)
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En la ecuacion (5.4) [Q] es una matriz hermitiana o simétrica real definida positiva o
semidefinida positiva y [R] es una matriz hermitiana o simétrica real definida positiva. Las

Matrices [Q] y [R] determinan la importancia del error y del gasto de energia del sistema,

Ogata, (1998).

En el Anexo 5.1 se presenta un tratamiento general para obtener la ecuacion de estado de

un sistema a partir de las ecuaciones de equilibrio dindmico de elementos finitos.

El gran nimero de grados de libertad necesarios para modelar las estructuras analizadas
hace muy pesado el proceso de calculo requerido para el disefio del sistema de control. Por lo
tanto, es conveniente trabajar con un modelo sustituto que represente al original y contenga
una cantidad adecuada de grados de libertad. Es necesario realizar una condensacion de las
matrices de rigidez y de masa para lograr un sistema de ecuaciones mas pequefio que se
puedan manejar con mayor facilidad. Sin embargo, para que el modelo refleje el
comportamiento real de la estructura, al menos en el rango de interés, la reduccion debe

implementarse reteniendo una cantidad suficiente de grados de libertad.

En esta Tesis, los modelos de elementos finitos se generan con el programa comercial de
elementos finitos Abaqus version 6.3.1 y se utiliza una reduccion de Guyan para condensar
los grados de libertad y arribar a un modelo equivalente conveniente para el analisis. Con el
programa Matlab, (1998) se disefia el controlador y se realiza la simulacion numérica en el

espacio estados.

En la mayoria de los problemas reales, no se puede acceder al estado completo del
sistema, por lo que es necesario utilizar observadores que reconstruyan el estado del sistema
observando las sefiales de los sensores, (Lim et al, 1999). En los ejemplos presentados a
continuacion se considera que el estado del sistema es conocido completamente y se

encuentra disponible para ser realimentado.

5.2. Desempefio y caracteristicas de los sistemas de control

En este capitulo se presentan dos ejemplos de control activo, ciertos aspectos de su
desempefio se reflejan en la ubicacion de los polos de la funcidon de transferencia a lazo
cerrado en la respuesta en frecuencia, y en la respuesta estacionaria a ruido blanco. Por lo

tanto, se presenta una pequefia introduccion a cada uno de estos conceptos.
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5.2.1. Lugar de raices

Reemplazando la ecuacion (5.3) en (5.1) y planteando la transformada de Lapace de las

ecuaciones resultantes (Rohrs, 1993), se obtiene:

s{x(s)}= (4]~ [BIGan]x (s)}+ [ERF 7 (s)} (5.5)

Despejando {X (s)}, resulta:

{x(s)y= I~ [4.) ' [ERF 7 (5)} (5.6)

La transformada de Laplace de la ecuacion de salidas es:

{r(s)t=I[cKx(s)} (5.7)

Multiplicando ambos miembros de (5.6) por la matriz de salida [C] se obtiene:

{r(s)=[clslz]-[4 D' [ERF (s)} (5.8)

Por lo tanto la funcion de transferencia entre salida y el vector de perturbaciones es:

Frpans (8) = [Clsl7]-[4,]) ' [E] (5.9)

Teniendo en cuenta que:

(l]-[a ] = A4slr]-14)

" Der(s[1]-[4.) (-10)

se obtiene finalmente la funcion de transferencia de lazo cerrado, entre salida y perturbaciones

que resulta:

Adj(sl1)=[4.])

Frrans () =[C] Dei(s[1]-[4,])

(5.11)

La ecuacidn caracteristica de lazo cerrado se obtiene igualando a cero el denominador, es

decir:

Det(s[1]-[4.])=0 (5.12)

Los valores de s que satisfacen la ecuacion caracteristica (5.12) son los polos de lazo
cerrado del sistema y son justamente los autovalores de la matriz de lazo cerrado del sistema,

dichos polos se representan con la letra griega A .
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El hecho de utilizar realimentacion de estado hace que se modifique la matriz [AC] del

sistema como si se estuvieran modificando la rigidez y el amortiguamiento del sistema. Para

cada matriz de ganancias obtenida, se determinan los autovalores de [AC] que son los polos

del sistema de lazo cerrado, cuya expresion es:

l:—gwni«/igz—l)gj (5.13)
Si el amortiguamiento del sistema controlado es superior al critico, ambos polos seran
numeros reales. Si el amortiguamiento es igual al critico, ambos polos toman el valor o0, ;
y si el amortiguamiento es inferior al critico, los polos de lazo cerrado son complejos

conjugados, y en términos de la frecuencia natural y el amortiguamiento, dichos polos tienen

la siguiente expresion (Rohrs, 1993):

A=—¢w, * jo 1-¢’ (5.14)

La frecuencia natural del modo resulta:

0,=11=-¢0,) +a}(-¢) (5.15)
mientras que el coeficiente de amortiguamiento correspondiente a ese modo es:

Re(1)
@

n

G=- (5.16)

5.2.2. Respuesta en frecuencia

Partiendo de las ecuaciones de estado del sistema y de la ley de control utilizada, se

obtiene:

{e(0)t = [afee )+ [BHul b+ [E 7 (1)) (5.17)

Considerando que la perturbacion externa es una funcion armonica general, se tendria:

U or=Ar e (5.18)

Por otra parte, luego de superado el régimen transitorio, la respuesta del sistema, o sea el

vector de estado valdra:

e =m, frre e (5.19)

pert

La matriz lH x/.] relaciona el estado del sistema con la entrada {f } en estado

estacionario.
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La derivada del vector de estado sera:

{x(0)}= jol , FreJe™ (5.20)

En régimen permanente se tiene:

jalr Kl = ((4]-[BlGan)H , K Jer + [EXf 7 Jere (5.21)

Por lo tanto:

1, |= (jelr]- (4]~ [BIGan])) " [E] (5.22)

De igual manera, se pueden obtener matrices de respuesta en frecuencia de la salida del

sistema:

11, |=[clH,, ] (5.23)

y del vector de control:
|1, |=—{Gan]H ] (5.24)

5.2.3. Respuesta estacionaria a ruido blanco

Ruido blanco es un modelo ideal de banda ancha. El contenido de potencia de la sefial es

constante en todo el espectro.
La covarianza de la sefial de entrada es:
E[w(e),wlt)]=1,0(t-7) (5.25)
Donde I, es la intensidad de ruido blanco y el operador &( ) es la delta de Dirac.
La covarianza del vector de estado es:
Py = ElX, X7 (5.26)
P, se obtiene resolviendo la ecuacion de Lyapunov:
[4]P,, + P, [4] =-[B]1,[B] (5.27)
La covarianza del vector de salida es:

By =Ely,Y"]=[clP,[cT (5.28)

Ahmad Eduardo Guennam 78



Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

Y finalmente la covarianza del vector de control es:

P, =|Gan]P,, [Gan] (5.29)

5.3. Aplicacion del Macromodelo en sistemas de control activo
realimentado

5.3.1. Control de vibraciones flexionales en una viga en voladizo
5.3.1.1. Descripcion del problema

El presente ejemplo ilustra una viga en voladizo provista de multiples parches

piezoeléctricos funcionando como actuadores.

«— & I
< & 9| Parche 1 Parche 2 \l/ J/
| 1 tparche '
| ) | __tim
| |
Parche 3 |e P %| Parche 4 T
L

Figura 5.1: Viga en voladizo provista de parches actuadores.

La figura 5.2 muestra un detalle de la malla de elementos finitos y de los nodos retenidos
durante la condensacion de grados de libertad para obtener las matrices de rigidez y masa del

sistema. Las dimensiones generales de la viga y de los parches se presentan en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1: Dimensiones generales de la viga analizada.

L [mm] | P [mm] tviga [mm] tparche [mm]

300.0 | 30.0 1.2 0.3

624 655 686 717 748 779 810 841 872 903
u " = = " = = m " m

i
1
Electrodo 2

Electrodo 1
/ /

Extremo Fijo

Material piezoeléctrico polarizado en la
direccion positiva del eje coordenado 1

Figura 5.2: Viga en voladizo, detalle de la malla de elementos finitos y nodos retenidos para
condensar los grados de libertad
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Los parches N° 1 y N° 3 estan conectados de tal manera que el voltaje aplicado en ambos
es el mismo pero las deformaciones inducidas son de signo contrario. Para lograr esto, los
nodos del electrodo 1 del parche N° 1 se conectaron al mismo potencial eléctrico que los

nodos del electrodo 2 del parche N° 3. Lo mismo se hizo con los parches N° 2 y N° 4.,

Para la viga de aluminio se utiliz6 un modelo elédstico is6tropo con las siguientes

propiedades mecanicas, £ =71.0E9 %2 y v=0.33.

Para el modelo se consider6 un actuador piezoeléctrico comercial cuyas caracteristicas se
obtuvieron a partir de las especificaciones técnicas publicadas por el fabricante. La
designacion comercial es M-8557 de la firma Smart Material. Las propiedades

electromecanicas se detallan en la tabla 5.2.

Para modelar la viga y los parches se usaron elementos sélidos bidimensionales en tension

plana, CPS4 y CPS4E respectivamente, (Abaqus, 2002).

En el extremo fijo de la viga, antes de realizar la reduccion del orden, se restringieron los
grados de libertad horizontales de los nodos que alli yacen. Los potenciales eléctricos de los

nodos correspondientes a los electrodos 2 de los cuatro parches se fijaron en valor nulo.

Durante la reduccion del orden, se retuvieron los grados de libertad correspondientes a los
desplazamientos mecénicos verticales de los nodos etiquetados (624 a 903) en la figura 5.2 y
de los nodos del extremo fijo, representados en la figura 5.2 con marcas tridngulares. Se

retuvieron dos grados de libertad eléctricos, uno por cada par de parches.

Tabla 5.2: Propiedades constitutitas de los parches utilizados

Constantes elasticas (GPa)

C, G, C,, Gy, G, Cys Cy, Css Ces
17.56 3.89 17.56 6.65 6.65 34.46 6.84 5.52 5.52
Constantes piezoeléctricas (%12 )
€11 | €| C3 | €| Cs | €| €| €n | €3] €y |Es || € €3 €33 | €34 | €35 | €34
0[]0 ]O0]O0O]O]O]|]O] O ]O0O]O0|O0]O01]-098[(-098(1152{0101]0O0

Constantes dieléctricas X107 (% )

AR A2 VAS
B ] 0.8414

Densidad del parche: p = 4500(K% 3)

El rango lineal del parche es: -500, +1000 Volts.
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Cada configuracion corresponde a posiciones diferentes de los actuadores Nro 2 y Nro 4.

Las posiciones de los actuadores para cada viga se resumen en la tabla 5.3.

Tabla 5.3: Posiciones de los actuadores de las vigas analizadas

d; [mm] | d, [mm]
Vigal 17.0 150.0
Viga2 17.0 105.0
Viga3 17.0 60.0

En el disefo del controlador se utilizaron las siguientes matrices de peso para determinar

la matriz de ganancias:

0=7,x[1] (5.30)
R=100x[1] (5.31)

donde 7, € [0,00) es un factor de peso.

El amortiguamiento mecanico del sistema se consider6 del tipo de Rayleigh con un valor
del factor de amortiguamiento de 0.5 % para el 1° modo y 2.5% para el 10° modo. A partir de

estos valores, se determin6 el amortiguamiento de los modos intermedios.
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5.3.1.2. Resultados

En primer lugar se presentan las graficas de las formas modales de las vigas para analizar

la variacion de sus caracteristicas en funcion de la ubicacion de los actuadores respecto de las

formas modales.

e Formas modales

Viga 1:

“imodo - fr

1

\

cuencia: 14.122 Hz

Parches piezoeléctricos

modo - fri

b

ecuencia: 83.735 Hz

modo - fri

\

ecuencia: 234.76 Hz

)

modo - fri

/

\

ecuencia: 453.06 Hz

*:modo - fi

\

(

pcuencia: 708.12 Hz

modo - fi

(

ecuencia: 1069.6 Hz

)

modo - fi

)

‘ecuencia: 1419.5 Hz

modo - i

Q

ecuencia: 1992.5 Hz

S

2 CANA

modo - ft

/\

ecuencia: 2443.6 Hz

2

>/ 1 TN

10

modo -

ecuencia: 3243.2 Hz

W

S

Figura 5.3: Formas modales de la Viga 1

En la figura 5.3 se observa que los parches 2 y 4 se encuentran ubicados en nodos

correspondientes a los modos 3, 5, 7y 9.
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Viga 2:

/
/

\

1° modo - frécuencia: 14.934 Hz
S

Parches piezoeléctri
ches piezoelectricos 27 fnodo - frécuencia: 82.02D Hz

e ——

/
|

3% modo - frecuencia: 228.62 Hz

Sy

|
/

4% gnodo - frecuencia: 443 .65 Hz
5° modo - frécuencia: 722.45 Hz

e

6° thodo - frécuencia: 1057.3 Hz

N

7° modo - frécuencia: 1421.5 Hz

/

/

(

D

N
J

C
S

8° modo - frécuencia: 1980.5 Hz

)
C

S

9° fnodo - frecuencia: 25184 Hz

10° modp - frecuencia: 3087 .3 H2

VAV

Figura 5.4: Formas modales de la Viga 2

D

Puede observarse en la figura 5.4 que los parches 2 y 4, estan ubicados practicamente en

nodos de los modos 2,4 y 7.
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Viga 3:

-

1° mbdo - frécuencia: 15.917 Hz

2° modo - freceuncia: 87.025Hz

/

3° mpdo - fi ia: 222.91Hz

\

Parches piezoeléctricos

4° modo - flecliencia: 430.36Hz

5°m ia: 71 1.41Hz

6°modo - fr ia: 1033 .8Hz

(

7° médo - frécuencia: 1425 4Hz

/

8° mpdo - 939.8Hz

(

9° mbdo - frécliencia: 2552.5Hz

\
/
\

10° modo - frecuencia: 3185.8Hz

Figura 5.5: Formas modales de la Viga 3

La figura 5.5 muestra que los parches 2 y 4, se ubican practicamente en nodos

correspondientes a los modos 2, 3, 6y 7.

® [ ugar de raices

En virtud de la simetria de las graficas respecto del eje real, se presenta solo el semiplano
superior. El efecto que produce el controlador sobre el sistema se refleja en el movimiento de

los polos de lazo cerrado. A medida que aumenta el factor de peso y, utilizado para

determinar la matriz de ganancias, los polos afectados por el controlador se mueven en el
plano complejo. Para facilitar la visualizacion de dicho comportamiento se dividi6 el rango de
¥, y se asocio a cada intervalo un color, luego se graficaron los polos correspondientes con
dichos colores. Asi se pudieron comparar los valores de ganancias necesarios para modificar

los polos correspondientes a cada modo. Debido a que en ciertos casos, las trayectorias se

superponian, se disminuy6 el tamafio de las marcas utilizadas en la representacion a medida

que aumentaba ¥, .
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Viga 1:

w 10" Lugar de Raices - Viga 1
T ! J J J
) U UUTUUUTTT TR U R A B B AR SO A BB AL B0 P 107 Modo i
0 <y, <4.1e+008 i : : :
L] 4.1e+DDE<}rq =6.6e+007 : : : :
18_ 8894‘00?<Tq‘:3494‘008 .......................... .......................... .......................... ....................... —
3.4e+008 <y, <1.1e+009 : : : ;
15 1124009 <y, <2.Be+009
' 2.6e+009 = ¥ =5.4e+003
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B T e R PP -
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=
fan)
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OB .......................... R R RR AR AR AR ReE .......................... RN S
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Dd_ .......................... .......................... .......................... ......
02r
]
-G

Parte Real <10t
Figura 5.6: Lugar de raices del modelo correspondiente a la viga 1.

Lugar de Raices - Viga 1
3000 T T T T

0= Y =4 Te+Hl06 : : :
o 4124006 <y, <6.Bes007 : : : a——
£.5e+007 < v, <3.4¢+008 : :
2500 - 3.4e+008 < v, <1.1e+009 : SO Mads
o 1164009 <y, <2Be+009 : -
. 264008 <y, <6 44009
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£lo]1)| ==5antancanaoaasaamn0s "' AP R -
2% Modo
500 -
/"“Mud\
0 i | i i ) [
-3000 -2600 -2000 -1500 -1000 -500 0

Parte Real

Figura 5.7: Detalle ampliado de la zona encerrada en el rectangulo en la figura 5.6.

Como puede observarse en las figuras 5.6 y 5.7, los polos correspondientes al primer,
segundo, cuarto, octavo y décimo modo son “llevados” por el sistema de control hasta el
semieje real, sin embargo esto no ocurre con los polos del tercer modo, tampoco con los del
quinto, sexto, séptimo y noveno. En relacion a dicho comportamiento, se observa en la figura

5.3 que los actuadores 2 y 4 estan ubicados justamente en un nodo del tercer, quinto y séptimo
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modo natural

de la viga y por lo tanto no son capaces de introducir deformaciones o fuerzas

de control que afecten los autovalores asociados a dichos modos.

Viga 2:
¥ 194 Lugar de Raices - Viga 2
T J J J J
D e R SR HARRRARE F O AR e B B B SRR G H A RABEE ....................... e -
: : 2109 hod
0 <y, <4.12+006 ' - F LALE
e 4.1e+006 <y <6.6e+007
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Figura 5.8: Lugar de raices del modelo correspondiente a la viga 2.
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Figura 5.9: Detalle ampliado de la zona encerrada en el rectangulo en la figura 5.8.

En las figuras 5.8 y 5.9 puede observarse como el sistema de control es capaz de mover

los polos de lazo cerrado, correspondientes a los modos 1, 3, 8 y 10 hasta el semieje real

negativo, sin embargo no ocurre lo mismo con los polos correspondientes a los modos 2, 4, 5,

6,7 y 9 (ver ampliacién en la figura 5.9). Este comportamiento estd intimamente relacionado
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con la ubicacion de los parches respectos de la forma del segundo modo natural, mostrada en

la figura 5.4.
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Figura 5.10: Lugar de raices del modelo correspondiente a la viga 3
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Figura 5.11: Detalle ampliado de la zona encerrada en el rectangulo en la figura 5.10
En la figura 5.11 se observa que el sistema de control no es capaz de llevar los polos del
tercer modo hasta el semieje real negativo. Practicamente ocurre lo mismo con todos los otros
modos. Comparando con las vigas 1 y 2 se observa que en la viga 3, el sistema de control
lleva los polos del primer modo hasta el semieje real con valores menores de ganancia. Desde

este punto de vista, la ubicacion de actuadores de la viga 3 es mas conveniente.
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® Respuesta en frecuencia

El andlisis de la respuesta en frecuencia se realiza utilizando una carga distribuida

uniformemente a los largo de la viga de valor 0.1667% . La variacién temporal esta dada

por la funcién e’ . Se obtiene como respuesta el desplazamiento vertical del extremo libre de

la viga.

Viga 1:

Respuesta en Frecuencia - Yiga 1
q i (==

i
Desplazamiento
del extrerno libre (m)

5000
4000 |-+ ----i-

3000
2000

=
“oltaje de control
Parche nra 1 (v)

1000 -

5000
4000
3000
)
2000

1000

Yoltaje de control
Parche nro 2 (v}

Frecuencia, Hz

Figura 5.12: Respuesta en frecuencia de la viga 1. a) Desplazamiento del extremo libre de la viga
1 ante la aplicacion de una carga de 0.1667 N/m uniformemente distribuida a lo largo de la
misma, b) voltaje de control aplicado al parche nro 1. c) voltaje de control aplicado al parche nro
2.

En la figura 5.12a se presenta la respuesta en frecuencia de la viga 1. La respuesta
corresponde al desplazamiento vertical del extremo libre. En las figuras 5.12b y 5.12¢ se
graficaron los valores de potenciales eléctricos aplicados a los parches 1 y 2. En la figura
5.12a se observa una notable disminucion de la amplitud de oscilacion del extremo libre de la
viga entre la condicién de lazo abierto y lazo cerrado durante las distintas condiciones de
resonancia. Sin embargo los valores de potenciales eléctricos aplicados a los parches son

excesivamente elevados en relacion a los maximos admisibles.
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Respuesta en Frecuencia - Yiga 2
0 T

A
Desplazamiento
del extremno libre (m

“oltaje de control
Parche nro 1 (v)

ol
“oltaje de contral
Parche nro 2 (v)

Frecuencia, Hz

Figura 5.13: Respuesta en frecuencia de la viga 2. a) Desplazamiento del extremo libre de la viga
2 ante la aplicacién de una carga de 0.1667 N/m uniformemente distribuida a lo largo de la
misma, b) voltaje de control aplicado al parche nro 1. c) voltaje de control aplicado al parche nro
2.

En la figura 5.13a se presenta la respuesta en frecuencia de la viga 2. La respuesta
corresponde al desplazamiento vertical del extremo libre. En las figuras 5.13b y 5.13c se
graficaron los valores de potenciales eléctricos aplicados a los parches 1 y 2. En la figura
5.13a se observa que, en lazo cerrado, hay una marcada disminuciéon de las amplitudes
durante la resonancia, respecto de las amplitudes en lazo abierto. Los valores de fuerzas
aplicados, generan estados de la estructura que hacen que el controlador genere potenciales de

control excesivos para los parches.

Comparando las figuras 5.12b y 5.12c con 5.13b y 5.13c, se observa que los potenciales
eléctricos de control disminuyen en la viga 2 y ademas disminuye la diferencia entre los

potenciales aplicados a los parches 1 y 2.
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it
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Figura 5.14: Respuesta en frecuencia de la viga 3. a) Desplazamiento del extremo libre de la viga
3 ante la aplicacién de una carga de 0.1667 N/m uniformemente distribuida a lo largo de la
misma, b) voltaje de control aplicado al parche nro 1. c) voltaje de control aplicado al parche nro
2.

En la figura 5.14a se presenta la respuesta en frecuencia de la viga 3. La respuesta
corresponde al desplazamiento vertical del extremo libre. En las figuras 5.14b y 5.14c¢ se

graficaron los valores de potenciales eléctricos aplicados a los parches 1 y 2.

Como se puede observar en la figura 5.14a, los valores de amplitud durante la resonancia
no se ven practicamente alterados respecto de las vigas anteriores. Sin embargo, la figura
5.14b muestra que el potencial de control suministrado a los parches 1 y 3 disminuye
considerablemente en esta viga, mientras en la figura 5.14c, se observa un aumento en el

potencial eléctrico aplicado a los parches 2 y 4.

En las tres vigas se observa que, durante una condicion de resonancia correspondiente a la

primer frecuencia natural, al utilizar en la determinacion de la matriz de ganancia un factor de

peso 7, = 1x10°, el sistema de control es capaz de limitar la amplitud del extremo libre a

valores del orden de la deflexion estatica (frecuencia nula) pero lo hace a expensas de utilizar

voltajes de control que alcanzan valores de hasta 4 veces los maximos admisibles por los
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parches. Sin embargo, en virtud de la linealidad del problema, se pueden extrapolar los

resultados para valores inferiores de la carga aplicada.

e Respuesta estacionaria a ruido blanco

Se presentan las graficas correspondientes a las tres vigas en una misma figura para

facilitar su comparacion.

Respuesta a ruido blanco - Covarianza del vector de salida

0

q

q

covar yL focovar yL

Respuesta 2 ruido blanco - Covarianza del vector de potenciales de control
T T T T

80D | ‘

COWar g

Figura 5.15: Respuesta estacionaria a ruido blanco de las vigas 1, 2 y3.
La figura 5.15 muestra como, al aumentar el factor de peso 7, , disminuye la covarianza

de la salida. Desde este punto de vista, la configuracion de actuadores de la viga 3 resulta mas

conveniente. Teniendo en cuenta que el voltaje maximo admisible de los parches es 2000
.. : V
Volts, se limita el valor maximo de y,, de manera de obtener cov(g) = % =300 Volts , con

lo que se obtienen, aproximadamente, una reduccion del 25 % en la covarianza del vector de

salida para la viga 1 y del 35 % para la viga 3.
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® Respuesta transitoria

Se realizaron andlisis de la respuesta transitoria de las tres vigas estudiadas, ante la
aplicacion de una carga distribuida uniforme de 0.33 N/m. La ley de variacién temporal de la

carga fue un escalon, de 0.25 segundos de duracion.
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Figura 5.16: Respuesta transitoria de la viga 1. a) Carga aplicada. b) Respuesta transitoria de
lazo abierto y lazo cerrado. c) Potenciales de control aplicados a los parches nro 1y nro 2.

En la figura 5.16 se presenta la respuesta transitoria de la viga 1 ante la aplicacion de una
carga uniformemente distribuida cuya ley de variacion temporal es un escalon de 0.25

segundos de duracion.

En la figura 5.16b se observa la diferencia entre las respuestas de lazo abierto y lazo
cerrado, alli se observa que el sistema de control, suministrando a los actuadores potenciales
eléctricos admisibles, es capaz de introducir amortiguamiento en el sistema. Luego de 0.25
segundos de la perturbacion, el controlador redujo la amplitud en un 40 % respecto de la

respuesta de lazo abierto.

En la figura 5.16¢c se puede apreciar que los potenciales eléctricos de control toman
valores admisibles para los parches. También se observa la diferencia entre los potenciales

eléctricos aplicados a los parches nro 1 y nro 2.
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Viga 2:
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Figura 5.17: Respuesta transitoria de la viga 2. a) Carga aplicada. b) Respuesta transitoria de
lazo abierto y lazo cerrado. c) Potenciales de control aplicados a los parches nro 1y nro 2.

En la figura 5.17 se presenta la respuesta transitoria de la viga 2. La figura 5.17b muestra
las respuestas en lazo abierto y en lazo cerrado, alli se puede apreciar el amortiguamiento
introducido por el controlador. También se observa en 5.17c una disminucion en la diferencia

entre los potenciales de control aplicados a los parches nro 1 y nro 2.
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Viga 3:

Respuesta transitoria - Yiga3
T T

=
=

I
—— carga unifarmernente distribuida

: : : : £, =0.005; &, =0.025;
____________________ A SO— R [ ]

o
w
I

4)

Perturbacion (Mim)
=
[gu]
T

7y — S TN N N .

| — Lazo ahiertn

__________________________________________________________________________________________________________

i| — Lazo cerrado

i

=
=
=y

lenta

b)

Desplazam
del extrerno libre (m)

T
1000 f=--mmmmmmme oo Pt [ e ] Kl T R R
i i i i | — Parche nro 2

o

contral (vals)

Rz3
Woltajes de

-100a ; : .
1200 | | | | |
0 . . .

tiermpo (seq)

Figura 5.18: Respuesta transitoria de la viga 3. a) Carga aplicada. b) Respuesta transitoria de
lazo abierto y lazo cerrado. c) Potenciales de control aplicados a los parches nro 1 y nro 2.

En la figura 5.18 se presenta la respuesta transitoria de la viga 3 ante la aplicacion de una
carga uniformemente distribuida cuya ley de variacion temporal es un escalon de 0.25
segundos de duracion. En la figura 5.18c se observa que los potenciales aplicados a los
actuadores disminuyeron respecto de los aplicados a las vigas 1 y 2. Dicho comportamiento se
relaciona directamente con la ubicacion de los actuadores, mas cercana al extremo empotrado
de la viga. El potencial eléctrico aplicado a todos los actuadores toma practicamente el mismo

valor, permaneciendo dentro de los limites maximos de comportamiento lineal de los mismos.

5.3.2. Control de vibraciones torsionales en una estructura cajon

5.3.2.1. Descripcion del modelo

El ejemplo que se presenta a continuacion consiste en el control de vibraciones torsionales
de una estructura tipo cajon correspondiente a una superficie sustentadora. El perfil de la
misma es simétrico, de la serie NACA de 4 digitos, de espesor 12 % y una cuerda de 0.25 m.
Se plantea la estructura de tipo mono-celda y bi-larguera. El larguero principal se ha ubicado

al 12 % y el secundario al 72% de la cuerda. La envergadura del cajon es 1.35 m.
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Adheridos en el extradés e intrados, se disponen parches elaborados con fibras
piezoeléctricas y electrodos interdigitales. Los parches del extraddés se adhieren al
recubrimiento con una inclinacion de +45° respecto del eje longitudinal (eje 1), mientras que
los del intradés se adhieren con -45° de inclinacion. La figura 5.20 ilustra dicho aspecto

geométrico.

Extremo fijo

Parche MNro 1
Superiar

Larguero principal

Parches actuadores adheridos al
extradads con +45° de inclinacion

1)\“‘“&2

Punto 20

Larguero secundario

FParche MNro 9
Superior

0.15m

Extremo libre

Punto 18

Figura 5.19: Geometria del tramo de superficie sustentadora analizada, con los parches
piezoeléctricos adheridos sobre su recubrimiento.

Referencias

[0 Largueros

B Parches piezoeléctricos

B Recubrimisnta

B Costillas _
Electrodos interdigitales

M Fibras piezosléctricas

Figura 5.20: Detalle de un sector del cajon modelado.

La figura 5.20 muestra una especie de despiece de un sector del cajon mostrado en la

figura 5.19, alli se puede observar la manera en que esta construida la estructura.
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Cada pafio (porcion de recubrimiento entre dos costillas) tiene adherido un parche
piezoeléctrico. Los parches adheridos a los pafios superior e inferior se encuentran conectados
eléctricamente de manera tal que el potencial aplicado genera en ambos el mismo sentido de
deformacion. Es decir, el voltaje aplicado a los parches de cada sector de cajon es el mismo, y

se puede controlar independientemente de los otros sectores.

El modelo de elementos finitos se realizo con el programa comercial ABAQUS, utilizando
elementos tipo cascara S4R para modelar la zona pasiva de la estructura, es decir,
recubrimiento, costillas y largueros y elementos solidos piezoeléctricos lineales de 8 nodos
C3DS8E para modelar los parches. El comportamiento del parche con fibras piezoeléctricas y
electrodos interdigitales se modela a nivel constitutivo, utilizando las constantes
electromecanicas obtenidas en le capitulo 4. La figura 5.21 muestra la malla utilizada para

analizar el cajon.

Figura 5.21: Malla de elementos finitos utilizada para analizar el cajon con los parches
piezoeléctricos.

Figura 5.22: Detalle de la malla de elementos finitos de un sector del cajén con los parches
piezoeléctricos, los circulos rojos representan los electrodos positivos y los rojos los negativos.
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Las conexiones eléctricas de los electrodos de los parches se incluyen en el modelo de
elementos finitos mediante la definicién de ecuaciones de restricciones sobre los grados de
libertad que corresponden a los electrodos de los parches. La figura 5.22 muestra en detalle el

mallado de un sector del cajon y de los nodos que representan los electrodos.

Se retienen los grados de libertad correspondientes a los desplazamientos verticales de los
nodos ubicados en la linea media longitudinal de los largueros, y los correspondientes a los
terminales de alimentaciéon de los parches, de manera de representar en el modelo el

comportamiento flexo-torsional y tener capacidad de controlar las deformaciones torsionales.

Se utilizaron los mismos materiales y parches que en las vigas analizadas en el punto 5.3.
El amortiguamiento estructural se considerd del tipo Rayleigh con un valor de 2.5% para el
primer modo y 5.0% para el 20° modo, a partir de estos valores se determind el
amortiguamiento de los modos intermedios. Para la determinacion de la matriz de ganancias

se utilizaron las siguientes matrices de peso:

0=y,x[I] (5.32)
R=100x]/] (5.33)

donde y, € [0,00).

A partir de los desplazamientos verticales de los puntos 18 y 20, se calculo el giro del

extremo libre con la siguiente expresion:

6=1tg" (“sz))_lsylsj (5.34)

A continuacién, se presentan los resultados obtenidos. En primer lugar se presentan las
graficas correspondientes al lugar geométrico de las raices de la matriz de lazo cerrado, [AC]
del sistema. Luego se presentan las graficas de la funciones de respuesta en frecuencia, la
respuesta transitoria ante una excitacion tipo escalon y finalmente se realiza una evaluacion
del comportamiento del sistema ante una excitacion de ruido blanco (modelo ideal de banda

ancha).
5.3.2.2. Lugar de raices

En virtud de la simetria de las graficas respecto del eje real, se presenta solo el semiplano
superior. Asi mismo, al igual que para el caso de las vigas, se muestran en diferentes colores

los polos correspondientes a los distintos valores de y, .
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Figura 5.23: Lugar de raices del modelo correspondiente al cajon de torsién.

Lugar de Raices - Cajon
4000 T T T T

0 <y, <4.1e+009 : 52 Mado
o 4104009 <y, <6 Be+010 —
T e BBe+0T0 <y, 3ot | T ol
3484011 <, 1164012
1164012 <y, <26e+012
. 2Be4012 <y, <5 4e+012 . _ 5
SDDD - . 549_\‘{'12 <'Yq <1 Q+U13 ..... ...................... ............................................ .................... —4
DEO0 e [OURRUURTUTR RO ............................................ PSRRI .
p 5
] :
e :
g :
< 2000 :
@ :
=
o N
v :
1500
1000
500
il - i | | | i A
-3000 -2500 -2000 -1500 -1000 -500 ]
Parte Real

Figura 5.24: Detalle ampliado correspondiente a los primeros modos.

Las graficas 5.23 y 5.24 muestran claramente que el hecho de adherir en el recubrimiento
del cajon parches en direcciones *45° y conectar el parche superior e inferior de cada sector
de manera de tener en ambos el mismo sentido de deformacién, proporciona capacidad de
mover los polos de lazo cerrado correspondientes a los autovalores de los modos torsionales,

pero no ocurre lo mismo para los valores caracteristicos correspondientes a los modos
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flexionales. En la figura 5.24 se observa claramente que las dos primeras raices no se mueven

en absoluto cuando se varia el factor de peso y, utilizado para determinar la matriz de

ganancias.
5.3.2.3. Respuesta en frecuencia

En este caso, la fuerza perturbadora es tal que introduce en la estructura solamente
esfuerzos torsionales. Para ello se colocaron cargas distribuidas de igual magnitud y sentidos
opuestos en los largueros principal y secundario. El valor de la carga distribuida utilizada fue

de 20 N/m.

Respuesta en Frecuencia - Cajon
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Figura 5.25: Respuesta en frecuencia del cajon. a) Desplazamiento del punto 20. b) Giro del
extremo libre. c)voltaje de control aplicado al parche nro 1.

La figura 5.25 muestra la respuesta en frecuencia del cajon analizado ante la aplicacion
del momento torsor uniformemente distribuido de valor 3 Nm/m. En la figura 5.25a se
presenta el desplazamiento vertical del punto 20 y en 5.25b, el giro del extremo libre,
obtenido a partir de la Ec. 5.34. Se obtuvieron dichas graficas para diferentes valores del

factor de peso 7, utilizado en el funcional cuadratico para determinar la matriz de ganancias

optima. También se presenta en la figura 5.25c, los potenciales eléctricos de control aplicados

al parche nimero 1.
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La figura 5.25b muestra que el sistema de control es capaz de limitar el giro del extremo
libra a valores de 1 grado durante una condiciéon de resonancia, sin exceder el potencial

maximo admisible aplicado a los parches.

5.3.2.4. Respuesta estacionaria a ruido blanco

Respuesta a ruido blanco - Yector de salida
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Figura 5.26: Respuesta estacionaria a ruido blanco. Covarianza de la salida y vector de control en
funcion del factor de peso utilizado para determinar la matriz de ganancias.

La figura 5.26 muestra la covarianza del vector de salidas y el vector de estado en funcion
del factor de peso utilizado para determinar la matriz de ganancias. Alli se puede observar la
disminucion de la covarianza de la salida al aumentar la ganancia del sistema de control y se

remarca que limitando el valor maximo de ¥, de manera de obtener
Vmax : L4 .

cov(@) = ™= =300 Volts , se obtiene una reduccién de aproximadamente un 30 % en la

covarianza del vector de salida.

5.3.2.5. Respuesta transitoria

Se realizd un andlisis de la respuesta transitoria del cajon, ante la aplicaciéon de una
momento distribuido uniformemente a lo largo de la envergadura de 6 Nm/m. La ley de

variacion temporal del momento aplicado fue un escalén, de 0.1 segundos de duracion.
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Respuesta transitoria - cajon
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Figura 5.27: Respuesta transitoria del cajén. a) Perturbacién. b) Giro del extremo libre para las
condiciones de lazo abierto y lazo cerrado. ¢) Potenciales eléctricos de control aplicados a los
parches nro 1y nro 9.

En las figura 5.27a, b y c se presenta la respuesta transitoria del cajon ante la aplicacion de
un momento uniformemente distribuido a lo largo de la envergadura, cuya variacion temporal
es una funcion escaloén de 0.1 segundo de duracidon. En 5.27b, puede notarse el aumento de
amortiguamiento que introduce el sistema de control utilizando, como se observa en 5.17c,
valores admisibles de potenciales eléctricos. El resto de los parches son alimentados con

potenciales intermedios pero no se presentan por claridad de la figura.
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Anexo 5.1

Obtencion de las ecuaciones en el espacio de estados a partir de las ecuaciones de

equilibrio de elementos finitos.

La ecuacion de elementos finitos, de equilibrio dindmico del problema piezoeléctrico

acoplado, desarrollada en el capitulo 3, se escribe asi:

{[MW] 0} {{qm }} {[cmm] 0} {{qm }} [[K n) (K ]} {{qm }} _ {{Fm }} ASLD)
0 @Gt Lo .} Lk, ] KUl RS B
Donde:

(M - |: matriz de masa.

[C.]: matriz de amortiguamiento

{qm}: vector de desplazamientos mecéanicos nodales

{qe}: vector de potenciales eléctricos nodales

{F}: vector de fuerzas mecanicas nodales

{Fe}: vector de cargas eléctricas nodales

Por otra parte, se distinguen en la estructura grados de libertad en los que se prescriben

desplazamientos mecanicos y potenciales eléctricos. La ecuacion (AS.1.1) queda:

o] o [ ] olfdal)) [len] o ekl o}
0 0 0 O{Qe}+ 0 0 0 O{qe}
] o ] o }q% ez ] o [’”’] 0 }q%
0 0 0 0 éf 0 0 0]\g’
k2] [K Jlkn] kel (e @
[K”] k'] [kn] k]| e} _{E}
“a] k2] (k] lkz]Hal " )
k2] k2] k2] kel Uerd
Donde:

{qfn }: vector de desplazamientos mecanicos libres.

{qi}: vector de potenciales eléctricos libres.
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{q”’j }: vector de desplazamientos mecéanicos prescriptos.

{qf }: vector de potenciales eléctricos prescriptos.

Desarrollando:

e G b+l Rz et Kot b e fard Ik, Bt b+ As.L3)
& fa 3 ke Yoz b [x Kar Y= 171} B

k! fal Ik fat b Ik Rar b Lk far Y= {7 (A5.1.4)

2 Rt b e far ez Kot b+ Lo Kz b+

" K (A5.1.5)
+lxn Kot 3+ [k Kot ek Koz 3+ (ke far Y= }

ko ol [k Ra bl Rar b & 7 o Y=} (A5.1.6)

Despejando {qé} de (A5.1.4):

=l r -l Kot -l Koz =[x Ko B (A5.1.7)

reemplazando (A5.1.7) en (A5.1.3):

Wl K 3+ I, Kz 3+ Lt fas b+ et Razd+ |k 2 Kol 1+
lxe Ixe P Q- 1xe Kol - Txe Raz -2 Kar B+ (A5.1.8)
[k Kart+ ke Kar }=1{F!}

Agrupando y reordenando:

e Yt b oo Ko b (e - T T I Dot )=
(e3P Yard-len Yoo b+ (e T T I - T oz 3- (A5.1.9)
e e e (e I e - e Do)

La expresion (AS5.1.9) es una ecuacion diferencial cuya incognita es el vector de
desplazamientos mecanicos libres. El segundo miembro de (A5.1.9) es el vector de fuerza y
en €l se distingue, ademas de las fuerzas mecénicas y las generadas por la aplicacion de cargas

eléctricas, la contribucion de los desplazamientos y potenciales prescriptos.

A continuacion se expresa (A5.1.9) en forma compacta:
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e fig b e ol b+ 1k ol =17} (A5.1.10)
Donde:
v |= a2, | (A5.1.11)
' ]=lct, ] (A5.1.12)
k' ]=[xn -k Jxe Tk ] (AS5.1.13)

El vector de fuerzas se puede escribir también en forma compacta:

{Fry={r 1+ RNz )+ R Rar t+ [P ez b+ [P HF 3+ [P Kol } (AS.1.14)
Donde:

[p]=-|nmp,] (A5.1.15)

[p]=-|c%,| (A5.1.16)

p]=[xt It ] (& |- [xs,] (A5.1.17)

[p]=-lx. Ix2]" (A5.1.18)

AR 1SN SRSl (A5.1.19)

. * , .
Es conveniente expresar el vector de fuerzas {F } como suma de dos términos, uno

correspondiente a las perturbaciones y el otro debido a los potenciales eléctricos impuestos

por el sistema de control:

{FY=1pYar 7 K} (A5.1.20)

Donde:

lpr]=[7] [] [R] [P] [PL] (AS.1.21)

}
{rr = {45% (A5.1.22)

La expresion (A5.1.10) puede pasarse al espacio de estados, definiendo como estado del

sistema el vector de desplazamientos y velocidades:
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{ql }}
= am A5.1.23
Despejando {qfn} de (A5.1.10) se obtiene:

el i 128 VAR ERTY 7 IR e A S TR B I 7 (A5.1.24)

Usando la identidad:

far =1} (A5.1.25)

y expresando (A5.1.24) y (A5.1.25) en una sola expresion matricial se obtiene:

{gj }}:} i L 1% [OT]I k'] - [M[‘IT]l [cﬂﬁzj %} + {[M*[?l][ 2] [M*[TOI][P”]H {/{f:}}} (A5.1.26)
La expresién (A5.1.26) es la ecuacién de estado correspondiente al sistema considerado.

El término correspondiente a las perturbaciones externas y a las fuerzas de control puede

expresarse separadamente:

b I o 0 [ 0 A RO

Asi:
{i}=[alc}+ [BYg? + [E{ 7} (AS.1.28)
Donde:
[o] [7]
[4]= {_ Pl [T [c*ﬂ (A5.1.29)
[B]= {[M*[F][Ps ﬂ (A5.1.30)
[ o]
[E]—{[M*]_l [Ppﬂ (A5.1.31)

El vector ¢! contiene los potenciales eléctricos de control aplicados a los actuadores.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Introduccidén

En esta tesis se desarrollo, en forma unificada y sistematica, una serie de herramientas que
permiten analizar numéricamente el comportamiento y desempefio de estructuras dotadas de
dispositivos de control construidos con fibras piezoeléctricas y electrodos interdigitales. Los
modelos analizados pueden ser incorporados en andlisis por elementos finitos de estructuras
aeronduticas de caracteristicas reales, que permitan simular sistemas de control activo

destinados a limitar oscilaciones.

Se investigd el comportamiento, dentro del rango lineal y cuasi-electroestatico, de los
compuestos piezoeléctricos polarizados con electrodos interdigitales. Se obtuvieron sus
propiedades constitutivas a partir de las correspondientes a las fibras y a la resina, utilizando
dos enfoques. En primer lugar se realizé un analisis mesomecanico, basado en un modelo de
elementos finitos de una porcidn representativa del compuesto estudiado. En segundo lugar,
se realizd un analisis macromecéanico basado en un modelo de campos uniformes, utilizando
una teoria de mezclas generalizada para contemplar el aspecto electromecanico. De esta

manera, se compararon los resultados obtenidos mediante ambos enfoques.

Utilizando las constantes materiales obtenidas con el analisis macromecanico, se
realizaron ejemplos de control activo realimentado de vibraciones. Para lo cual se obtuvieron
las ecuaciones de elementos finitos y a partir de ellas, mediante la implementacion de un

algoritmo, se obtuvieron las ecuaciones en el espacio de estados.
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6.2. Conclusiones

En los dispositivos piezoeléctricos utilizados como actuadores, solo apareceran tensiones
mecénicas o deformaciones en el material si el campo eléctrico aplicado es paralelo a la
direccion de polarizacion. Sin embargo, en virtud de la anisotropia del material, los valores de
tensiones o deformaciones seran diferentes en cada direccion. En el plano perpendicular al eje
de polarizacion, los valores de tensiones o deformaciones normales son maximos. Esto,
comunmente se conoce como efecto primario. Cuando los actuadores se construyen de
manera tal que generen esfuerzos o deformaciones en las direcciones de polarizacion, se logra

aprovechar al maximo el acoplamiento electromecanico.

En los dispositivos que funcionan como sensores, al deformarse, aparecera un campo
eléctrico en la direccion de polarizacion del material, dicho campo eléctrico serd el
responsable de inducir cargas eléctricas en los electrodos que luego, con la utilizacion de un
circuito de medicion se captara en forma de diferencia de potencial. En estos casos la
disposicion de los electrodos respecto de la direccion de polarizacién juega un papel muy

importante en los valores de potenciales eléctricos inducidos.

Como se dijo en los parrafos anteriores, para aprovechar al maximo el acoplamiento
electromecanico, los dispositivos piezoeléctricos deben ser utilizados para actuar o sensar en
la direccion de polarizacion. En los compuestos piezoeléctricos estudiados, la configuracion
de electrodos interdigitales cumple dos funciones. Durante el proceso de fabricacion permite
polarizar el material in-situ, en la direccion que luego, ellos mismos introduciran el campo
eléctrico cuando se utilicen como actuadores, o captaran la diferencia de potencial durante el
funcionamiento como sensores. De esta manera, se logra que se manifieste el efecto
piezoeléctrico primario del dispositivo justamente en la direccion de las fibras. Es por ello que
los laminados estudiados, utilizados como actuadores, son capaces de introducir fuerzas en el
plano, utilizando el méximo acoplamiento electromecanico. De €sta manera, se le agregan a
las conocidas ventajas de los laminados convencionales, la capacidad de introducir fuerzas y

sensar deformaciones especialmente en su plano y con una alto grado de anisotropia.

La comparacion de los resultados obtenidos a partir del macromodelo con los obtenidos
mediante el analisis mesomecanico, refleja que el modelo de mezclas generalizado utilizado
permite obtener las propiedades constitutivas equivalentes del laminado para ser usadas en
modelos computacionales de estructuras que incluyan dispositivos piezoeléctricos construidos

con los laminados piezoeléctricos estudiados.
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En la determinacion de las constantes piezoeléctricas a partir de modelo de elementos
finitos, fue necesario dividir las tensiones mecanicas obtenidas por el valor del campo
eléctrico. Dicho valor de campo se obtuvo del mismo modelo en forma promedio. La
diferencia entre los valores de las constantes piezoeléctricas, obtenidas a partir del
mesomodelo y macromodelo, se deben principalmente al valor promedio utilizado para el

campo eléctrico.

Aun teniendo en cuenta las hipotesis simplificativas utilizadas en la construccion del
macromodelo, es posible obtener, con razonable aproximacion, las propiedades electro-
mecanicas equivalentes del compuesto con bastante rapidez y se puede, incluso, llegar a
expresiones analiticas de las mismas que involucran la geometria y propiedades electro-
mecanicas de los materiales constituyentes del compuesto. Este tipo de expresiones resulta de

particular utilidad en el disefio de los dispositivos estudiados.

Las constantes piezoeléctricas efectivas dependen fuertemente de la diferencia entre las
permitividades dieléctricas de fibra y resina, ya que dicha diferencia produce la disminucién
del valor de campo eléctrico que alcanza a la fibra. La diferencia de permitividades puede
disminuirse “contaminando” la resina con polvo del mismo material con que se elaboran las

fibras.

Cuando la diferencia de la permitividad dieléctrica entre la fibra y la resina es grande,
dependiendo de la relacion de rigidez transversal entre la fibra y la resina, la rigidez mecénica
del compuesto en la direccion de la fibra aumenta a valores que pueden superar el valor de
rigidez longitudinal de la fibra. Tanto el enfoque mesomecdnico como el macromecénicos,

reflejan dicho fendmeno.

La distancia entre electrodos y el ancho de los mismos es un factor sumamente importante
en el desempefio de los laminados estudiados. Por un lado, para poder trabajar en una zona
practicamente lineal, los valores de campo eléctrico deben ser moderados. Si la separacion
entre electrodos aumenta, para mantener el campo, se debe incrementar el valor del potencial
aplicado. Esto produciria fuertes concentraciones de campo eléctrico en la zona de transicion,
cerca de los electrodos, introduciendo fendmenos adversos como depolarizacion del material
de las fibras, rotura dieléctrica de la resina y falla del dispositivo, sin mencionar que los
cables de alimentacion deberan transportar valores mayores de tension. Por otra parte, el
ancho de electrodos fija la zona activa de la fibra. Teniendo en cuenta que el valor del campo
eléctrico se limita para evitar que se manifiesten los fendmenos adversos citados

anteriormente, dicha zona condiciona el desempefo de los laminados.

Ahmad Eduardo Guennam 108



Modelo para compuestos piezoeléctricos utilizados en control activo.

En estructuras del tipo de cajones cerrados de paredes delgadas, tipicas de uso
aeronautico, la inclusion de laminados piezoeléctricos polarizados con electrodos
interdigitales en el recubrimiento, en virtud de la anisotropia de los mismos, confiere
capacidad de introducir flujo de corte distribuido y controlado mediante los potenciales de

alimentacion de los electrodos. El funcionamiento como sensores es también posible.

Los diferentes analisis realizados, de las estructuras que se trataron como ejemplos,
revelan los efectos que el sistema de control produce en las mismas. Las graficas del lugar de
raices muestran claramente la variacion de la posicion de los polos de lazo cerrado con la
ganancia, lo que representa la modificacion de los valores de amortiguamiento y frecuencias
amortiguadas de cada modo. Simultaneamente, muestran la influencia que tiene la ubicacion
de los actuadores respecto de las formas modales en la trayectoria de los polos de lazo cerrado
correspondientes y en los valores de ganancias necesarios para alcanzar determinados niveles

de amortiguamiento y valores de frecuencias amortiguadas.

Las graficas de respuesta en frecuencia, muestra también coémo el sistema de control
afecta la respuesta dinamica y los valores de potencial eléctricos necesarios para lograr los
objetivos de control. Dicho analisis pone de manifiesto la influencia de la posicién de los
actuadores sobre los potenciales eléctricos de control necesarios para limitar las amplitudes,

especialmente durante condiciones criticas como la resonancia.

Los andlisis de las respuestas transitorias de las estructuras muestran también la influencia
del sistema de control y ponen de manifiesto la gran diferencia entra las respuestas de lazo
abierto y lazo cerrado, y los valores de potenciales eléctricos necesarios en funcion de la

posicién de los actuadores.

En las respuestas transitorias de las estructuras analizadas, los valores de campo eléctrico
aplicados a los parches por el controlador, no superaron los 1000 V/mm, lo cual asegura que
los dispositivos trabajan en rango lineal y en concordancia con la hipotesis realizada. Dichos
valores de potenciales eléctricos fueron suficientes para producir niveles de atenuacion

considerables.

En los andlisis de respuesta en frecuencia de las vigas, con los valores de cargas aplicadas,
durante la condicidon de resonancia a la primer frecuencia natural, los valores de potencial
eléctrico aplicado a los parches son excesivamente altos. Sin embargo, se observa que la
configuracion de la viga N°3 es mejor desde este punto de vista, ya que los potenciales
eléctricos de control son mucho menores que los de la viga N°1. En el cajon de torsion, los
valores de potenciales de control durante la condicion de resonancia estdn dentro de los

admisibles y son capaces de producir altos valores de atenuacion.
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En virtud de la linealidad del problema, se podria hacer una extrapolacion de los

potenciales de control necesarios para diferentes valores de cargas aplicadas.

Desde el punto de viga de la fatiga, los niveles de atenuacion obtenidos en las amplitudes

de las oscilaciones en lazo cerrado podrian incrementar la vida util de la estructura.

6.3. Recomendaciones para trabajos futuros

Todos los analisis de esta tesis se desarrollaron suponiendo un comportamiento lineal de
los materiales piezoeléctricos y, ademas, que las frecuencias son suficientemente bajas como

para considerar solo el comportamiento cuasi-electroestatico.

Estas hipotesis limitan en rango de validez del modelo. La primera limita la validez del
modelo a aquellos casos en que los campos eléctricos y los esfuerzos sean moderados. La
segunda hipdtesis limita las frecuencias maximas para las cuales los resultados obtenidos son
validos. Seria interesante determinar el rango de frecuencias de validez de ésta hipotesis y en
caso de ser necesario incluir en el modelo todas las ecuaciones de Maxwell del

electromagnetismo.

Cuando sea necesario, el comportamiento de los laminados piezoeléctricos, mas alla de
los limites mencionados, debe ser analizado con modelos constitutivos y estrategias de

analisis adecuadas.

El analisis con el método de elementos finitos de estructuras aeronduticas, como alas,
palas de helicoptero o superficies de control, construidas con laminados piezoeléctricos
polarizados con electrodos interdigitales o a las que se adhieran parches elaborados con
dichos materiales, podria ser demasiado caro computacionalmente, sobre todo si se piensa en
un modelo computacional que incluya el aspecto aerodinamico. En esos casos, para modelar
la estructura, seria conveniente contar con elementos bidimensionales, especialmente
formulados para soportar los materiales piezoeléctricos polarizados en el plano del elemento y

cuyos grados de libertad mecéanicos sean capaces de evolucionar en el espacio.

En los ejemplos realizados en esta tesis se considerd6 en forma muy simplificada las
acciones o perturbaciones. En analisis concretos de estructuras aeroespaciales dotadas de
laminados piezoeléctricos, seria conveniente resolver el problema acoplado teniendo en
cuenta la interaccion fluido estructura. De esta manera se podria evaluar el desempefio de los
dispositivos y de las estrategias de control utilizadas ante la aparicion de perturbaciones reales
que tengan en cuenta la variacion en la configuracion fluidodinamica provocada por el

movimiento de la estructura.
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El sistema de control utilizado en esta tesis se basdé en la teoria de control Optimo
cuadratico con realimentacion de estado segun una ley lineal. Se considerd que el estado
completo de la estructura era conocido y estaba listo para su realimentacion. Esto, en la
mayoria de los casos practicos no es cierto, y debe recurrirse a técnicas para estimar el estado

total en base a un namero limitado de variables.

Todos los modelos realizados en esta tesis son modelos numéricos. Para medir el grado de
ajuste del macromodelo de los dispositivos, se compararon los resultados con los de otro
modelo numérico, el modelo de elementos finitos detallado, que, se estima, representa una
mejor aproximacion del problema pero no la solucidon exacta del mismo. Para tener una
medida real es necesario comparar ambos modelos con resultados experimentales de los que

no se dispone al momento.

Para la validacion de los modelos de aplicacion, la realizaciéon de modelos experimentales
de estructuras provistas de los dispositivos piezoeléctricos estudiados, se considera de suma
importancia. Dichos ensayos deben incluir modelos bajo cargas estaticas que permitan ajustar
los parametros utilizados en la generacion de los modelos numéricos. También se deberian
realizar ensayos dindmicos implementando las leyes de control. Incluso la realizacion de
ensayos en tunel de viento de una porcion de superficie sustentadora con actuadores
piezoeléctricos, podria arrojar resultados experimentales muy fttiles en el ajuste del modelo

numérico y evaluacion del sistema de control ante excitaciones reales.
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Apendice Al

M¢étodos variacionales aplicados a la solucion de
ecuaciones diferenciales con condiciones de borde.

Aplicacion a la dindmica del continuo piezoeléctrico.

Al.1. Introduccidon

En este apéndice se presenta la deducciéon matematica rigurosa de la forma débil
correspondiente al problema de equilibrio dindmico del continuo piezoeléctrico con
condiciones de borde no homogéneas, planteado originalmente en forma fuerte en el punto
3.2.1 del Capitulo 3. Dichas ecuaciones corresponden a un problema con linealidad material y

geométrica.

El tratamiento que se presenta en este apéndice es general y puede extenderse para la
solucion de cualquier problema de campo cuyas ecuaciones diferenciales cumplan con las
hipotesis descriptas. Los conceptos que se introducen y los resultados obtenidos, permiten
aplicar los métodos variacionales a la soluciéon de ecuaciones de operadores de la forma

Au = f . En particular, permiten obtener la forma variacional (forma débil) correspondiente a

problemas cuyas ecuaciones de campo estan definidas por un conjunto de ecuaciones en

derivadas parciales (forma débil) con condiciones de borde no homogéneas.

El operador A representa en la primera parte la ecuacion de equilibrio de la elasticidad.
En la segunda parte se extiende al caso piezoeléctrico anadiendo la ecuacion de conservacion

de la carga eléctrica.
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A1.2. Definiciones

Se presentan en este punto algunas definiciones matematicas necesarias para los

desarrollos siguientes

6.1.1. Espacio de Hilbert

Considérese un conjunto M cuyos elementos pueden ser de una naturaleza muy general.
El conjunto M podria estar constituido, por ejemplo, por funciones definidas en un cierto
dominio G. Sin embargo M podria representar también un conjunto de vectores n-

dimensionales, o el conjunto de sucesiones numéricas o de funciones.
Se dice que M es un conjunto lineal, si posee las siguientes propiedades:

a) Para elementos arbitrarios u, v pertenecientes a M estd definida la suma u+v,y
para cada elemento u€ M y para cada numero real a, estd definido el producto

au . Mas aun, u+v y au son también elementos de M .

b) Para las operaciones de suma y producto, introducidas en la propiedad “a)”, son

validos los siguientes axiomas:

a. u+v=v+u

b. u+(v+z)=@u+v)+z

c. alu+v)=au+av

d. (a+b)u=au+bu (A1.1)
e. albu)=(ab)u

f. Tru=u

c) Existe un elemento Oe M tal que u+O=uVue M. El elemento O se

denomina elemento nulo del conjunto lineal M .

d) Para cada elemento ue M, existe otro elemento ve M tal que u+v=0. El

elemento V se denomina el inverso de ¥ .

Se dice que el producto interno estd definido en el conjunto lineal M si par cada par de

elementos u, v pertenecientes a M , existe un numero real

(u,v) (A1.2)

que posee las siguientes propiedades:
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a) (u,v)z (v,u)

b) (alul +a2u2,v):a1 (ulav)+a2 (uzav)

c) (u,u)Z 0 (A1.3)
d) (u,u)=0=u=0en M

(u, v, u, y v, son elementos arbitrarios de M , a, y a, son niimeros reales arbitrarios).

Sea el producto interno definido en el conjunto lineal M | con las propiedades (A1.3). El

nuamero real

Jud] = /ot ) (Al.4)

recibe el nombre de norma del elemento ¥ perteneciente a M . El nimero real

p(u,v)z”u—v” (A1.5)

se denomina distancia entre los elementos u A ve M .

Un conjunto lineal M con la métrica definida con (A1.5), donde la norma estd dada por
(A1.4), se denomina espacio pre-Hilbert. También llamado espacio con un producto interno o

espacio con métrica cuadratica. El espacio asi definido se denota §,.

Se dice que un secuencia de elementos u, € §, converge en S, al elemento u e §, si

lim p(u,,u)=0 (A1.6)

n—eo

El elemento u se denomina limite de la sucesion {un }.

El espacio §, se llama completo si cada sucesion {un} en S,, converge a algin elemento
u,S,.

Un espacio pre-Hilbert S, completo se denomina espacio de Hilbert y se denota en la

presente tesis con la letra H .

6.1.2. Operador

Sean dos conjuntos M, y M,. Se dice que 4 es un operador definido en M, que mapea
M, en M, si hay una regla dada mediante la cual, a cada elemento u € M, se asigna un

Unico elemento ve M, . La operacion se escribe:

v=Au (A1.7)

6.1.3. Operador lineal
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Se dice que un operador A4 es lineal si su dominio D, es un conjunto lineal y si para
elementos arbitrarios de u,,u,....,u, pertenecientes a D, y para nimeros reales arbitrarios

a,,a,,....,a,, se cumple la relacion:
Alau, +..+au,)=a Au, +..+a,Au, (AL.8)

6.1.4. Operador simétrico

Sea D, un conjunto lineal en cierto espacio de Hilbert A . El operador 4, que mapea
D, en H, es simétrico en D,si es lineal y si para cada par de elementos uy v

pertenecientes a D, se cumple:
(Au,v)=(u, 4v) (A1.9)

6.1.5. Operador positivo
Un operador A es positivo en su dominio D, si es simétrico en D, y si Yue D, se

cumple las siguientes relaciones:

(Au,u)=0 (A1.10)
(Adu,u)=0=>u=0 en D, (AL1.11)

Observacion: Es muy importante tener en cuenta que las propiedades de dos operadores
definidos por expresiones idénticas pueden ser totalmente diferentes si los dominios son

diferentes.

A1.3. Teorema de minimo del funcional cuadratico

Sea D, un conjunto lineal en cierto espacio de Hilbert /', sea 4 un operador positivo en

D, yseafe H.Ademiassea u, e D, una solucion de la ecuacion Au = f .

Entonces el funcional:

Fu=(Au,u)-2(u, 1) (A1.12)
Adopta su minimo valor en D, , precisamente para u =u,, es decir que Fu = Fu, para

todoue D,.

Por otra parte, si el funcional alcanza su minimo valor entre todos los elementos ue€ D,

para u,, entonces u, es solucion de la ecuacion Au = f .
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Demostracion:
1. Sea u,una funcioén que satisface la ecuacion Au = f, es decir f = Au, . Sustituyendo
en lugar de f se obtiene:
Fu= (Au,u)—Z(AuO,u)
Fu=(Au,u)- (Auo,u)— (Auo,u)
Por la simetria del producto interno:
Fu =(Au,u)- (Auo,u)— (u,AuO)
Por la simetria de 4 puede escribirse:
Fu=(Au,u)- (Auo,u)— (Au,uo)
Fu=(Au,u)- (Auo,u)—(Au,u0)+ (Auo,uo)— (Auo,uo)
Agrupando términos:
Fu= (A(u _uo)au _uo)_(Auoauo)
El término (Au0 , uo) no depende de u .
Como el operador A es positivo,
(A(u—uo),u—uo)z OVue D,
con (A(u—u,)u—uy)=0 si u=u,
Por lo tanto Fu = Fu, con Fu= Fu, siysolosi u=u,en D,

6 dicho de otra forma Fu. es minimo para u =u,

2. Supodngase que el funcional Fu adopta su minimo valor en D, para el elemento u,.
Esto significa que si se escoge un elemento arbitrario v, perteneciente a D, y un
numero real cualquiera ¢, tal que u, +tve D, se cumple:

F (u + tv) 2 Fu,

Utilizando nuevamente la simetria del operador A4 y la del producto interno, se
obtiene:

F(u0 +tv)= (A(u0 +tv),u0 +tv)—2(f,u0 +tv)=
= (Au0 +tAv,u, +tv)—2(f,uo)—2t(f,v):
(Auo,u0)+t(AuO,v)+t(Av,u0)+tz(Av,v)—2(f,u0)—2t(f,v)

en virtud de la simetria del operador A4 :

(Au0 , v) = (Av, uo)

Por lo tanto:

Fu, +1v)= (Auo,u0)+ 2t(Au0,v)+tz(Av,v)—2(f,u0)—2t(f,v)

Como u,e€ D, y f € H son elementos fijos, para una ve D, fija, la funcién F(u0 +1v)

es una funcién cuadratica en la variable ?. Como la funcién tiene un minimo para t =0,

d
Z(Flu,+0v)) =0
Pl o))

2(Auy,v)-2(f,v)=0
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De donde se desprende que:
(duy = f,v)=0

Como la expresion anterior se debe cumplir para cualquier V arbitrario, se concluye que

Au, = f, por lo tanto u, es solucion de la ecuacion Au = f .

De esta forma queda demostrado el teorema.

Al.4. Condiciones de borde no homogéneas

El Teorema de Minimo del funcional cuadratico fue demostrado suponiendo que el

dominio del operador A es un conjunto lineal.

Si se trata de un problema con condiciones de borde homogéneas, el dominio del operador

A que define la ecuacion diferencial Au = f es un conjunto lineal, ya que dos funciones
arbitrarias de dicho conjunto, lldmense u, y u,, toman el valor cero en la frontera S y por lo
tanto alli se cumple que u, +u, =0, condicién necesaria para ser conjunto lineal. Bajo dicha

condicion, la solucion de la ecuacion diferencial es aquella que minimiza el funcional de la

ecuacion A1.11.

Si se tiene, en cambio, un problema definido por la ecuacion diferencial Au = f, con
condiciones de borde no homogéneas wu=u"en S* y oV, =T, en S° , el dominio del
operador 4 deja de ser un conjunto lineal. Para aplicar en estos casos el teorema de Minimo
del funcional cuadratico se plantea un cambio de variable, con el objetivo de convertir el

problema con condiciones de borde no homogéneas en uno de condiciones de borde

homogéneas.
Para ello se plantea:

u=z+w (A1.13)
De la expresion A1.12:
Z=u—-w (Al1.14)

donde w es una funcion que cumple con las condiciones de borde no homogéneas del

problema y z es una funcidon que cumple con las condiciones de borde homogéneas, esto es:

z=0 en la frontera S" (A1.15)
o;v; =0 en la frontera S° (A1.16)
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Se tiene entonces:

Alz+w)=f (A1.17)
Az = f— Aw (A1.18)

El funcional en este caso seria:
Fz=(A4z,z)=2(f — Aw,z2) (A1.19)

A1.5. Aplicacion a un problema mecénico estatico

6.1.6. Condiciones de borde homogéneas

En este problema las ecuaciones diferenciales de campo son las ecuaciones de equilibrio:

ao'l.j
—I 4B =0 (A1.20)
ox,

l

(Donde o es el tensor de tensiones de Cauchy, B,

son las fuerzas de cuerpo y x; las

coordenadas espaciales).

Con condiciones de borde:

u=0 enS"
y (A1.20)

o,v;,=0en S

El funcional cuadratico para este caso se expresa de la siguiente manera:

Jdo;
Fu:lékfu[dV—zl(—Bih,.dV (A121)
J

Integrando por partes el primer término y aplicando el teorema de Green:

Fu=[ovuds-|o, gy 42 Budv (A1.22)
s y o ox, %
Fu :.[o'ijvjul.dS—J-Gij(Eij +a)ij)dV+2J-BiuidV (A1.23)
S 4 14

Donde ¢; es el tensor de deformaciones, @), es el tensor de rotacion, v, es el vector

normal a la superficie en cada punto de la frontera del continuo y u, es el vector de

desplazamiento mecanico.
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Como el tensor @, es antisimétrico y el producto de un tensor simétrico por uno

antisimétrico es nulo, a partir de la expresion (A1.23), se obtiene:

Fu=.[O'l.jvjul.dS—J-Gl.jel.jdV+2.[BiuidV (A124)
S 14 V

Introduciendo la férmula de Cauchy:

Fu={TudS-[o,e,dV +2[ Budv (A1.25)
S v

Vv

S=8"uUS?, por lo tanto .[Tl.ul.dSz .[Tl.ul.dS +J-Tl.ul.dS. Para condiciones de borde
N N N

homogéneas.[Tl.ul.dS =0 porque u=0en S“y 7, =0 en S°.
N

Por lo tanto el funcional se expresa de la siguiente manera:

Fu=~[oc,e,aV +2[ Budv (A1.26)
Vv V

Este funcional es dos veces la energia potencial total para un problema sin fuerzas

superficiales.

6.1.7. Condiciones de borde no homogéneas
Supongase el mismo problema del apartado A.1.5.1 pero con condiciones de borde no

homogéneas, esto es:

*
u=u enS"

y
oV, =T enS

l

(A1.27)

Se expresa u =z+w, donde w es una funcidon que verifica las condiciones de borde. es

decir:

.
w=u en S"

y (A1.28)
o;v,=T, enS°
donde o son las tensiones correspondientes al campo de desplazamientos w.
De esta manera se obtiene la nueva variable:
Z=Uu—w (A1.29)
126
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y las condiciones de borde homogéneas:

z=0 enS"
y (A1.30)
z _ o
o;v,=0 en§S
Donde o son las tensiones correspondientes al campo de desplazamientos z. Como se

trata de un sistema lineal, se cumple que o; =0, -0}/

La ecuacion (A1.20) sujeta a las condiciones de borde no homogéneas (A1.27) se puede

transformar entonces en una ecuacion con condiciones de borde homogéneas en la variable z .

FEl funcional cuadratico toma la forma:

W

Fz= ja;”zdmzjzszdmzj oz dV (A1.31)

Vv x_/ /

Integrando por partes y aplicando el teorema de Green resulta:

gt

Fz:jazvdS—ja ’dV+2szdV+2{jaUl v dS - jo*ll axl dV} (A1.32)

Por ser
I ZV,dS = I ZV.dS + J-d,/z,v/dS (A1.33)
en virtud de (A1.30):
j oz V,dS =0 (A1.34)
Ademas:
j o)zy,dS = j o) zy dS + j ol zy dS (A135)
porser z=0 en S",
J'o-,/ zv,dS =0 (A1.36)
Por lo tanto:
Fz——ja,/ N dV+2szdV+2ja,/ zv,dS — 2] p ax gy (A1.37)
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Agrupando:

gt
vV x!

Fz=~[(o; +207 )?dV +2[Bzdv +2[o)zv dS (A1.38)
i vV N

l

Teniendo en cuenta que = (el.j +w;, )Z Yy por ser wj, un tensor antisimétrico:

X

t=¢; (A1.39)
reemplazando (A1.39) en (A1.38):

Fz=—[(o; +20} Je;dv +2[ Budv —2[ Bwdv +
4 v

V
, , (A1.40)
+2 [oyuy,dS -2 [o;wy,ds
S S
Si el problema es lineal, se cumple el principio de superposicion, por lo tanto:
(oj +20})=0; -0} +20; =0} + 0} (A141)
Ademas:
€ =& —& (A1.42)
con lo cual se obtiene:
[(o;+20; )ezav = (o + o) ey — &) Jav =
’ g (A1.43)
= j (0';8; —0.E; +0,€; — G;'S;)dV
V
Como el problema es lineal:
j(—G;;E;+O';€;)dV=O (A1.44)
V
por lo tanto el funcional queda:
Fz=—[oje;dV +2[ Budv +2 [oyuy,dS+
" 5 (A1.45)

Vv
+ [oyeydv =2 Bwdv -2 [ oy wy dS
vV vV

s°
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El funcional de la expresion (A1.45) se puede expresar en forma compacta como

Fz = Fu+ Fw, donde:

FW:Ia;g;}dV—2.[BIWZdV—2.[O';}WZV]dS (A146)
14 4 S

Fw  no depende de u, por lo tanto minimizar £Z respecto de z, es equivalente a

minimizar £ respecto de u. Es decir, el problema se reduce ahora a encontrar un campo
de desplazamientos ¥ tal que cumpla con las condiciones de borde y minimice el

funcional:

Fu=—[ojejdV +2[ Budv +2[Tuds (A1.47)
Vv 4 S°

Este funcional representa dos veces la energia potencial total de un sistema con fuerzas de

volumen y de superficie.

A1.6. Aplicacion a un problema piezoeléctrico estatico

6.1.8. Condiciones de borde homogéneas

En este caso las ecuaciones diferenciales del problema son:

9% g -9 (A1.48)
dr, ' '
o,
S Ta= (A1.49)

1

Donde D, representa el vector desplazamiento eléctrico y g es la densidad volumétrica

de carga eléctrica.

Sujeto a las siguientes condiciones de borde homogéneas:

u=0 enS" (A1.50)
oV, =T,=0 enS° (A1.51)
=0 enS? (A1.52)
Dv,=-0=0 enS* (A1.53)

Las ecuaciones (A1.48) y (A1.49) pueden expresarse:
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0

20

%, Gl )75 (A1.54)

0 i D, q '
ox,

1
Y asi, considerar una nueva ecuacion de operador:

~

dn=7 (A1.55)
donde:
x {”} (A1.56)
u = .
Q
~ - B.
7= { } (A1.57)
q

0
87 0 o u ~B)" u
Fﬁ:j Y { 47} { ’}dV—2j{ l} { ’}dV (A1.58)
Vv 0 i Di ¢ Vv q ¢
ox,
Desarrollando:
Fir - 80‘
]
ax (A1.59)

Integrando por partes el primer y el segundo término y aplicando el teorema de la

divergencia:

Fﬁ—ja,/v/udS j p

“qv + [ Dy,qds -
o 4+ [ v

J

—J-Dia—de+2J-BiuidV—J-q¢u’V
Vv ax Vv Vv

i

(A1.60)

Por tratarse de condiciones de borde homogéneas, las integrales de superficie se anulan y

resulta:

du,

”8x dv — .[D a(pdV+2J.BudV .[qw’V (A1.61)

Fﬁ:—j
V
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- o d ou,
Teniendo en cuenta que el campo eléctrico E, = ——q), que :

ox; ox ;

1

=&, +w donde w, es

ij°

el tensor de rotacion, y que o,;w, =0, la expresion (A1.61) puede escribirse de la siguiente

mancra:

Fi =~[o,e,dV + [ DEAV +2[ BudV - [qpdv (A1.62)
% v 4 4

6.1.9. Condiciones de borde no homogéneas

Supongase el mismo problema del apartado A.1.6.1 pero con condiciones de borde no

homogéneas, esto es:

u,=u, enS" (A1.63)
oV, =T, enS° (A1.64)
0=¢" enS? (A1.65)
Dy,=-0Q enS§’ (A1.66)

Donde QO es la densidad superficial de carga eléctrica.

Si el vector:

= {W’} (A1.67)
, .

cumple con las condiciones de borde prescriptas en la frontera, andlogamente al caso
mecanico con condiciones de borde no homogéneas, se hace un cambio de variables para
obtener una ecuacion diferencial en Z con condiciones de borde homogéneas. Haciendo el

cambio de variables se obtiene:

=l -WwU=Z+W (A1.68)
Donde:
z {Z‘} (A1.69)
zZ = .
v
o {”} (A1.70)
u = .
@
tal que:
w, =u, en " (A1.71)
y
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$=¢ en S (A1.72)
Por lo tanto:
z,=0en S* (A1.73)
y
w=0en S (A1.74)
Reemplazando en la ecuacién original:
AZ+w)=71 (A1.75)
AZ + Aw=f (A1.76)
se obtiene una ecuacion homogénea en la variable Z :
A7 = f — Aw (A1.77)
El funcional cuadratico asociado es:
— a T
. Yle?] (-
14 0 - Di l/j
ox,
B ; (A1.78)
0
8] |ax (o)™ [z
Vv q 0 i Di l/j
ox,
Desarrollando:
80'5.7) oD®) aGgw) D
Fz = 'z +——wdV -2|| -B,——— |z,dV -2|| q— A1.79
[ 7% 0 ¥ J,axj, !qa (A1.79)
Integrando por partes y aplicando el teorema de la divergencia:
—[5® () 9% ) (=
FzZ = jog/. V,z,dS —J'O',.j ng +| D'V, ydS —ID,. 5
S 14 J S 14
+2[BzdV +2[ofV zds -2 oﬁ)ﬁdV ~2[qydv + (A1.80)
14 S vV . axj Vv
+2[ D yuds -2 D}”a—‘/’dV
s % ox;
Por ser el problema lineal, se cumple que Gf) = ;ﬁ) - G!(/W).
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))92;
Fr= j deS—j )ajdV+jD v S —
—J(Df ' D ))axidV+2.[Bl.zidV+2.S[a£. v z,dS — (AL.81)

o[y OZ (%) o[ pm ¥
2[a} SV 2[qyav +2[ D yds —2[ D, o

vV J vV S vV J

Por las condiciones de borde:

j ly 2,dS =0
s (A1.82)
j ; le//dS =0

N

Por lo tanto, la expresion (A1.81) queda:

z (a w al//
z——j v - j )—D| ))a—xidV+
+2[ Bzdv + zjaﬁ)v/z,.ds = 2]0?%611/ ~2[ qyav + (A1.83)
v s axj v

+2jD Yy S 2jD g"’dV

X

X

Fﬁ:—l(()+a )g’dV j D™ 4+ p& )3de+
+2[BzdV +2[o) ijl.dS—2J-ql//dV+ (A1.84)
+ 2}1)}”1/_/ l//dSS V
Por la antisimetiia del tensor de rotaciones:
Fu——j '+ e - e )ay —

- j @+ DN ED + EP)av +
14

(A1.85)
+2 j BzdV +2 j oy z,dS =2 qydv +
v
+2J-D v s
j(a ()+a( i —a &; )dV—
v
Df >E}W’>—D}WE@+D}“’>E§W)dV+ (A1.86)

-[-
V
+2szdV+2ja W z,dS - 2qude+2jD v s
Vv

Si las ecuaciones constitutitas son lineales, se cumple que:
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—I(—Ui ey +oel v - J( E" )y =0 (A1.87)

Vv

Por lo tanto la expresion (A1.86) se puede expresar de la siguiente manera:

:_I p —0' &; )dV—

- I ~DWE™ + DPED )y +
+;j B,(u, —w,)dV +2f oy 2 ds - (A1.88)
—2IW ¢dV+2JD (p-9)is
F ﬁ_‘J" Ddv +[oVeldv + [ DI EMNdy -
_ID dV+2jBiu,.dV—2jVB,.w,.dV+2jTiu[ds_
) (A1.89)

—2J-deS 2jq¢dV+2jq¢dV+
+2 j Q)pds -2[(-0
S
Nuevamente se obtiene una expresion que es suma de dos funcionales, uno depende
. U; W, . . .
exclusivamente de { } , y el otro de {¢} , por lo tanto, hacer estacionario el funcional Fur es

equivalente a hacer estacionario el siguiente funcional:

=—jo“<" ‘“”dV+J'D““’ ”’dV+2jBudV+2jTudS 2jq¢dV+
+2] ’ (A1.90)

La solucion buscada es { ’}, tales que cumplan con las condiciones de borde no

homogéneas especificadas.

A1.7. Aplicacion a un problema mecéanico dindmico

El problema dinamico se considera como una generalizacion del estatico, y se extiende el

dominio de analisis para incluir la variable tiempo.

El problema esta definido por la siguiente ecuacion diferencial:
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Jdo, 0°u.
P a;j +B =0 (A1.91)
Con las condiciones de borde:
u=u'(t enS" Vtelt,t
) ) [1 2] (A1.92)
o, =T"(t) enS° Vitelt,1]

Y las soluciones en los extremos del intervalo de tiempo analizado, ¢,y ¢,:

{u(x, »oh)=u"(x,y,2)  V(xy.2)elUs) (A1.93)

u(x,y,z,z‘z)zu*’2 (x,,2) Y(x,y,z)€ (VUS)

que se suponen conocidas.

Las ecuaciones (A1.92) y (A1.93) se consideran como las condiciones de borde del

problema definido en el espacio (x, y,z,z).

Seescribe u=z+w

Donde w cumple con las condiciones de borde (A1.92) y (A1.93) y z es solucién de la

ecuacion (A1.90) pero con condiciones de borde homogéneas.

. ... Y () _ (2) (w)
Se supone valido el principio de superposicion, por lo tanto o, =0;"+0;"”. La

expresion (A1.91) se escribe:

a(GtS‘Z) + 64‘(/W)) 0’ (Zi +w; )

- TS B =0 (A1.94)
de donde:
dof) Ao 3z dw,
S pC R pS +B,=0 (A1.95)
oot 9%z, o Pw
o TP TTB P (A156)

La ecuacion (A1.96) tiene condiciones de borde homogéneas, por lo tanto el funcional

cuadratico asociado sera:

153 (2)

P = [ [0z v p] j

'R i t

922 ) oot o’w,
Coqvdi-2f[| =B -2y p O avar  (A1.97

1

Integrando por partes, aplicando el teorema de Green e intercambiando los simbolos de
integracién en los términos que contienen las derivadas segundas respecto del tiempo, se

obtiene:
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Fz—“a Vdedt—“a o ’dth+
" ! . (A1.98)
+2HBdedt+2Ha deth—zjjo ng'. - aa;;"dth
Fz= ”a v,z,dVdt - ” { ax’dth—J-p—zth ” = ’dth+
LV f LV
+2”Bdedt+2”cf VZdth—2.“-G a’dth 2jp—z v+ (A1.99)
4V 4V Jj 4
+2” o aZ Shdv
Por ser las condiciones de borde homogéneas para la variable z, resulta:
Fz:—HG ’dth ” [al——j dth+2”Bdedt
p) d (A1.100)
+2HG deth—zjja ax:dth 2“ G_(GL_G_M;)CZWI
Fzz—tj! _/Zgidth+ij( jdth—2Hpaau agv’dth+
+jjp( jdth+2“Budde—zjijdVdH
nwv
+2”a W,z dvr 2”0 ax:dth 2” aaw aa” dvdt - (al.101)
ow,
-2 j l p(gJ dvdt
Fzz—TI(O-;Z)+2Gl§ )g’dth+jjp[ jdth+2“Budth
4S J
_2“deth+2j [oihvz vt - Hp( jdth (1.102)

4 S"+8°
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Fz:—ﬁa dth+“p( jdth+2“Budth

- 2If [Bwavdt+2 j [oivadvdt -2 j [olviwdva: -

WV 4 S 4 S°

—“p( jdVdr

(A1.103)

Este funcional puede expresarse como la suma de un funcional de u, y otro funcional de

w,, Fz=Fu+ Fw. Minimizarlo respecto de z, es equivalente a hacerlo respecto de u;, ya

(w) —

que w, es una funcion determinada. Ademas o U , por lo tanto el funcional Fu es:

jdV+2jBudV+2jTudde (A1.104)

Fu:—TIa dV+jp[
Hv

El integrando de la expresion (A1.104), es el doble del Lagrangeano L =7 —U, donde

T es la energia cinética y U es la energia potencial total.

A1.8. Aplicacion a un problema piezoeléctrico dinamico

El problema estéd definido por las siguientes ecuaciones diferenciales:

00, 0%u.

o a;l +B =0 (A1.105)
oD,
. —q=0 (A1.106)

Con las siguientes condiciones de borde:

u=u (t)enS"

o, =T" “(t)en S° [tl,t ] AL
=9 (t)enS”

Dy, =-0(t)enS*

y

M(11)=u 'en (VUS)

pt,)=¢" en(V US)

u(ty)=u" en(V U S) (A1.108)

olt,)=¢" en(V US)
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Las porciones de frontera en las que se prescriben desplazamientos, fuerzas, potenciales
eléctricos y cargas eléctricas deben cumplir con las siguientes condiciones: S* US° =S y

S?PuS’=S.

Se escribe:

w—{w’} (A1.109)
) .

tal que cumpla con las condiciones de borde prescriptas en la frontera.

Andalogamente al caso mecanico con condiciones de borde no homogéneas, se hace un

cambio de variables para obtener una ecuacion diferencial en z con condiciones de borde

homogéneas.
7—{2’} (A1.110)
v :
i {u} (AL.111)
= )
®»
Se propone:
Z=U-WwDuU=z+w (A1.112)
tal que:
w,=u, en " (A1.113)
¢p=¢ en S’ (Al.114)
Por lo tanto:
2=0¢p S (A1.115)

Reemplazando en la ecuacién original:
AZ+w)=Tf (A1.116)
Az + Aw=f (A1.117)
Obteniéndose asi una ecuacion homogénea en la variable Z :

~

AZ = f — Aw (A1.118)

El funcional cuadratico asociado es:
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T

2
9 _,9 AN

(A1.119)

(A1.120)

_ztﬂ(—gi —?eraa;” szde—zjj(q—ag)]Wdt

1

Integrando por partes y aplicando el teorema de la divergencia:

2
P—jja deSdt—“ { ax'dVdej[ Jdth+

4 S X

+ j j DEl s — j | Dl.(7)g:ZdV+

(A1.121)

+2HBdedt+2“ deSdz—zjj a B qvdr -

nv 4S j

—2“qydedt+2ij vwdet—zij g'”dth

nv ns X

Fz= -'f Jlo o et~ v+

“(( o jz_ aa?%{aav:j ]d’dV‘
_H )dV+2“B u, —w,)dvdt +

" (A1.122)
+2“0' (1, — w, )dSd - 2“0 e )avds +

L

+2” (aalzaait—( t]]dth 2Hq(p @)dVdt +

nv

+2“D (p—g)avai- 2“1) ED + E™avds

L
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FZ= —[f [ole avar + 2tf [Budvat+ 2tf [y u,dsdt +
nv L nSs

+ﬁp(%j2dth +lei(E)Ei(ﬁ)dV—ﬁjq(pdVdH

nv

* ZT I D, pavr ‘“ o) e dvdr —2TIB,~W,~d Vdt - (A1.123)
ns nv

L

_ 2]2' j O';W')ijidet — j tj p(%}z dtdV —
V4

nsS

- j [ DM EMdva+ 2tf [qpdva - 2T [ D gavar
nv

nwv Hs
D.v,=-0Q, donde Q es la densidad de carga eléctrica en la frontera S7.

Se obtiene un funcional que es suma de uno funciéon de ¥ y otro funcién de W, la funcion
w ya esta determinada, por lo tanto minimizar FZ respecto de z es equivalente a hacerlo

respecto deu .

Fii = _]2 j o e avdr + 2TJ-Bl.uidth + 2]2 j Tu.dSdt + j j p(%)zdtdlf +
LV 1 S

nv f v

ZZ . . (A1.124)
+ [ [DPERay 2| [ qpavdt 2| [ Qpdvar
L 4V 4 s

El funcional de la expresion (A1.124) es idéntico al obtenido mediante el principio de los

trabajos virtuales y el principio de Hamilton.

La solucion buscada consiste en minimizar Fu respecto de #, dicha funcion debe

cumplir con las condiciones de borde del problema.
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