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RESUMEN 

 

Identificación de Sistemas y Evaluación del daño Estructural 

por 

Marta Graciela AMANI 

 

 Identificación de sistemas es el proceso por el cual se construye un modelo matemático 

capaz de describir el comportamiento de un sistema dinámico a partir de datos obtenidos 

experimentalmente. En el campo de la ingeniería civil, la identificación de sistemas es una 

metodología aplicable con varios fines. Por ejemplo los parámetros del sistema identificados 

pueden usarse para detectar daño estructural, verificar los parámetros de diseño de estructuras 

nuevas, en el diseño de dispositivos de control estructural, etc. 

 En esta tesis se propone un método para la estimación de los parámetros modales de 

estructuras con amortiguamiento viscoso arbitrario a partir solamente de la medición de la 

respuesta a una excitación. Generalmente se usa excitación ambiental ya que se presenta como 

única alternativa para realizar ensayos dinámicos en grandes estructuras civiles o cuando se 

realiza un sistema de monitoreo continuo. El método propuesto se verifica a través de 

simulaciones numéricas y ensayos de laboratorio. Se propone también un método que resuelve el 

denominado problema inverso para estructuras con amortiguamiento viscoso no proporcional, es 

decir, a partir de la estimación de los parámetros modales de la estructura, el método permite 

determinar las matrices de rigidez y amortiguamiento del sistema. 

 En referencia a la evaluación del daño estructural se propone un método que permite 

cuantificar y localizar el daño estructural a través del estudio de las variaciones en las matrices 

de rigidez y amortiguamiento del sistema. El método propuesto se verifica por medio de 

ejemplos numéricos y de laboratorio. A través de un estudio sobre la evolución de los parámetros 

modales con el daño fue posible proponer un procedimiento para analizar el estado de servicio en 

estructuras. 
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ABSTRACT 

 

System Identification and Structural Damage Assessment 

by 

Marta Graciela AMANI 

 System identification is the process that allows to build a mathematical model able to 

describe the dynamic system behaviour based on measured data. In civil engineer field, system 

identification has many applications. For examples, the system parameters identified can be used 

to detect structural damage, to verify the design parameters of new structures, to design 

structural control devices, etc. 

 In this thesis, a system identification method for structures with non proportional viscous 

damping from output only data is proposed. Generally, ambient excitation sources are used 

because this is the unique alternative to carry out dynamic testing in big civil structures or in 

continuous monitoring systems. Numerical simulations and laboratories testing verify the 

proposed approach. An approach to solve the named inverse problem, that is, to determine the 

stiffness and damping system matrices from the structure modal parameters estimated, is 

proposed too. 

 The second issue is structural damage detection, a method to evaluate and locate damage 

by the stiffness and damping system matrices modification is proposed. Numerical examples and 

laboratories testing verify the proposed method. From a study about the modal parameter 

evolution with the damage it was possible to propose a methodology for health monitoring 

system. 
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

1.1 Introducción

Una forma conveniente de describir un sistema dinámico es a través de modelos

matemáticos. Estos modelos pueden representarse en tiempo continuo a través de sistemas de

ecuaciones diferenciales deducidas a partir de leyes de la física o en tiempo discreto como

sistemas de ecuaciones de diferencias obtenidas mediante algún método de identificación de

sistemas.
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1.2 Identificación de sistemas

Se puede definir Identificación de sistemas como el proceso por el cuál se construye

íntegramente un modelo matemático capaz de describir el comportamiento de un sistema

dinámico a partir de datos obtenidos experimentalmente.

 Básicamente, los modelos matemáticos se pueden clasificar como paramétricos y no

paramétricos. Generalmente los modelos no paramétricos se describen a través de curvas, tablas

o relaciones funcionales, entre los cuales se pueden mencionar: función de respuesta en

frecuencia, respuesta a un impulso, análisis espectral y modal. Los modelos paramétricos se

caracterizan por la construcción del modelo matemático a través de un conjunto de parámetros

estimados, los cuales se relacionan directamente con los parámetros modales del sistema.

Desde el punto de vista de la excitación del sistema, los modelos matemáticos se pueden

clasificar en determinísticos cuando la excitación es conocida (medida) y, en estocásticos cuando

no lo es.

1.3 Definición del problema

1.3.1 Identificación de sistemas en ingeniería civil

El monitoreo de estructuras bajo excitaciones ambientales es un campo de la ingeniería

que tuvo un importante crecimiento en la última década debido al avance tecnológico en los

sistemas de medición. La idea básica consiste en evaluar el estado en el cual una estructura se

encuentra, sin interrumpir su normal funcionamiento, a partir de la medición de sus

características dinámicas y así programar su mantenimiento y definir su vida útil.

Generalmente, al realizar un monitoreo continuo de una estructura o cuando la misma es de

grandes dimensiones como en el caso de grandes obras civiles (puentes, edificios de gran altura,

diques, estructuras fuera de costa (off shore), etc), la excitación no se realiza con medios

mecánicos sino a través de ruido ambiental como por ejemplo, cargas de viento, tráfico

automovilístico o movimientos  sísmicos. En estos casos, para estimar sus características

dinámicas a través de los parámetros modales, se usan los métodos de identificación

denominados estocásticos, en los cuales sólo se necesita conocer la respuesta.

Alguna de las aplicaciones de esta metodología son:
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a) Determinación de la respuesta  de la estructura para diferentes tipos de excitaciones posibles

durante su vida útil.

b) Diseño de dispositivos de control estructural, para lo cuál se requiere el conocimiento de los

parámetros dinámicos del sistema.

c) Verificación de los parámetros de diseño en estructuras nuevas.

d) Detección de daño estructural para evaluar el servicio y estado límite último. A continuación

se detalla este tópico debido al papel fundamental que los métodos de identificación de

sistemas tienen en este sentido.

1.3.2 Identificación de daño estructural

Los métodos de identificación de daño más comúnmente usados son los métodos de

ultrasonido, acústicos, de campo magnético, etc. Todos estos métodos detectan el daño

localmente por lo que requieren el conocimiento previo y acceso a la parte de la estructura

supuestamente dañada. La necesidad de métodos cuantitativos de identificación de daño global

aplicables a estructuras complejas hizo que se comenzara a investigar y desarrollar nuevas

tecnologías. La idea básica de la metodología actual, es medir la respuesta de la estructura

durante su vida útil y usar estas mediciones para evaluar su estado. Los algoritmos usados para

este fin se basan en que el daño estructural provoca cambios en las propiedades físicas de la

estructura (rigidez y amortiguamiento) y éstas, en los parámetros modales (frecuencias, formas

modales y amortiguamiento modal) los cuáles se identifican a partir de las mediciones de la

respuesta. Diferentes métodos para detectar el daño se han desarrollado hasta el momento, los

más comunes se basan en el cambio en las frecuencias naturales, formas modales y/o en sus

curvaturas. Otros, analizan el cambio en la flexibilidad o rigidez dinámica, y recientemente una

nueva tendencia para detectar daño es usar redes neurales y algoritmos genéticos.

Si se consideran los grandes beneficios asociados a los bajos costos que se logran a través

de la aplicación de métodos de identificación de sistemas en ingeniería civil, se puede decir que

continuar con el desarrollo de estos métodos es de fundamental importancia.

1.4 Objetivos

La realización de este trabajo tiene como objetivos:
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• Desarrollar un método simple que, partiendo del conocimiento exclusivo de la respuesta

estructural, permita determinar los parámetros modales de una estructura para luego obtener las

matrices de rigidez y amortiguamiento viscoso equivalente del sistema, resolviendo así el

denominado problema inverso.

• Desarrollar un método para localizar y cuantificar el daño estructural, en sistemas con

amortiguamiento viscoso arbitrario, a partir del monitoreo periódico de la respuesta estructural.

• Proponer un procedimiento para analizar el estado de servicio en estructuras mediante el

estudio de la evolución del daño.

1.5 Contenido de la tesis

Esta tesis está subdividida en 7 capítulos. En el presente capítulo se define el problema de

identificación de sistemas en estructuras civiles, se plantean los objetivos de la tesis y se presenta

la organización del trabajo.

En el capítulo 2 se presenta una breve reseña de los métodos de identificación existentes,

tanto en el dominio de la frecuencia como en el dominio del tiempo. Se realiza también, una

revisión de los diferentes métodos para evaluación del daño estructural.

En el capítulo 3 se explica brevemente la teoría básica de sistemas lineales continuos y

discretos relacionando modelos en espacio de estado con modelos modales. Se discuten los

modelos de identificación de sistemas bajo acciones estocásticas y se describen sus propiedades.

El capítulo 4 se refiere específicamente a métodos de identificación de sistemas bajo

acciones estocásticas, es decir, que con el conocimiento exclusivo de la respuesta de la estructura

se estiman los parámetros modales. Debido a su alto desempeño, se presenta el método conocido

como SSI-Cov [Peeters, 2000] y se propone un método usado en la identificación de los

parámetros modales de sistemas con amortiguamiento arbitrario. También se propone un método

para obtener las matrices de rigidez y amortiguamiento del sistema. Para ilustrar el uso de los

métodos se identifican las propiedades de un pórtico plano simulado numéricamente, y se

obtienen las matrices de rigidez y amortiguamiento del mismo.

En el capítulo 5 se explora la aplicabilidad de los métodos descriptos en el capítulo 4 a

modelos de laboratorio. Se estudian dos estructuras de seis pisos en escala reducida construidas

en aluminio. Los modelos son sometidos a una excitación en la base a través de una mesa
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vibratoria, en el primer caso la excitación es de tipo senoidal y en el segundo un ruido blanco

gaussiano para estudiar la influencia del tipo de excitación en la obtención de los parámetros

modales. Se estudia también una viga de hormigón armado [Palazzo, 2001].

En el capítulo 6 se estudia el daño estructural. Se presenta un método para la localización

y cuantificación del daño estructural para sistemas con amortiguamiento proporcional

[Zimmerman, et al., 1994] y se propone un nuevo método con el mismo objetivo aplicable a

estructuras con amortiguamiento arbitrario. Se presentan 2 ejemplos de estructuras simuladas a

los cuáles se aplican los métodos expuestos y dos ejemplos de estructuras de laboratorio a las

cuáles se las somete a niveles incrementales de carga para evaluar la evolución de los parámetros

modales con relación al  daño estructural creciente.

En el capítulo 7 se realiza un estudio de la evolución de frecuencias y amortiguamientos

con el aumento de la excitación, para ello se realiza un análisis numérico-experimental del

modelo de aluminio descripto en el capítulo 5, sometido a diferentes niveles de intensidad de

aceleración.

En el capítulo 8 se presentan las conclusiones finales del trabajo y se mencionan algunas

sugerencias para investigaciones futuras posibles.

En el apéndice A se presentan las propiedades de ortogonalidad de los modos complejos.

En el apéndice B se explica la forma en que se calculó la densidad espectral de potencia y

cómo se realiza el ajuste de curvas en el método propuesto de los modos complejos presentado

en el capítulo 4.
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CAPÍTULO 2

REVISIÓN BIBLIOGRÁFICA

2.1 Introducción

En el presente contexto, se define como identificación de sistemas al proceso en el cuál se

construye un modelo matemático de un sistema dinámico a partir de las mediciones de la

respuesta del mismo a una excitación. La identificación de sistemas comenzó como una área de

identificación en ingeniería eléctrica, desarrollando modelos de identificación en tiempo real

[Ljung, 1999].

Luego, bajo el nombre de análisis experimental modal, comenzó a desarrollarse en

ingeniería mecánica para el análisis de estructuras sometidas a vibraciones. El modelo modal

identificado en este caso consiste en frecuencias, relaciones de amortiguamiento, formas modales

y factores de participación modal. El primer libro sobre dicho tema  fue escrito por Ewins

[Ewins, 1984].

Durante los años 60 y 70 creció la necesidad de conocer las propiedades modales de

grandes estructuras civiles. Comenzaron a realizarse mediciones en edificios de gran altura,

puentes colgantes y estructuras fuera de costa (offshore) que luego fueron usadas en

identificación de sistemas [Hart y Yao, 1977]. Durante este período creció el interés por los

modelos paramétricos en el dominio del tiempo, motivados por trabajos de Gersch [Gersch,

1970], [Gersch et al., 1973], [Gersch, 1974] y Pandit [Pandit y Jacobson, 1988]. En estructuras

civiles y fuera de costa, resultaron especialmente atrayentes los modelos multivariados en el
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dominio del tiempo como se puede ver en trabajos publicados por Pi y Mickleborough, [1989] y

Prevosto [Prevosto et al., 1991].

2.2 Identificación de sistemas. Estado del arte

Durante las últimas tres décadas se desarrollaron numerosos métodos para la

identificación de los parámetros modales que, de acuerdo con el dominio en el que se

desarrollan, pueden clasificarse como métodos en el dominio de la frecuencia o en el dominio

del tiempo.

El análisis modal es, quizás, la forma más versátil de validar un modelo [Ewins, 1995].

Con el desarrollo de técnicas de procesamiento de señales digitales, y en particular la

Transformada Rápida de Fourier (FFT), comenzaron a usarse los métodos de análisis modal en el

dominio de la frecuencia para caracterizar las propiedades modales de una estructura.

2.2.1 Excitación en estructuras civiles

Usualmente no es viable excitar grandes estructuras civiles utilizando medios artificiales.

Comúnmente, en estos casos, la excitación es ambiental, es decir, tráfico, viento, etc. Esta

excitación es de naturaleza estocástica, por lo tanto no puede representarse a través de una

función determinística dependiente del tiempo debiendo ser caracterizada por ciertos parámetros

estadísticos como la media y la función de covarianza. En diferentes trabajos [Abe, et al., 1999],

[Brownjohn, J., 2003] se ha demostrado que la excitación ambiental es una forma confiable,

rápida y barata de realizar ensayos dinámicos en grandes estructuras civiles, tales como puentes,

edificios de gran altura y estructuras fuera de costa.

Los ensayos dinámicos con excitaciones ambientales tienen algunas ventajas con respecto

a otros, tales como excitación periódica o impulsiva. La excitación ambiental, a diferencia de la

excitación periódica, es de banda ancha por lo que, teóricamente, excitaría todos los modos

relevantes de la estructura. Por otro lado, el uso de este tipo de excitación no perturba el normal

funcionamiento de la misma, no requiere el uso de excitadores mecánicos como en el caso de

algunos tipos de excitación impulsiva, y el costo para excitar la estructura es nulo a diferencia de

lo que ocurre cuando se usan explosiones como excitación. Sin embargo, la desventaja es que sus

características no pueden ser controladas directamente.

En el caso en que la excitación ambiental es viento natural, varios estudios realizados

mostraron que las fluctuaciones pueden describirse a través de un proceso estocástico gaussiano

ergódico [Vickery. y Basu, 1983].
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2.2.2 Métodos en el dominio de la frecuencia

La identificación o extracción de parámetros modales a partir de excitaciones y

respuestas medidas es un proceso complejo. Con el objeto de determinar los parámetros modales,

las funciones de respuesta en frecuencia (FRFs) en el dominio de la frecuencia o su transformada

en el dominio del tiempo, la respuesta impulso, deben estimarse a partir de la medición de las

excitaciones y respuestas disponibles. En general, el método preferido en laboratorio es estimar

las FRFs usando registros largos de la excitación. Esto permite que los registros sean divididos

en numerosos registros independientes, para los cuáles se determina la densidad espectral partir

de la transformada discreta de Fourier que luego son promediadas. [Ewins, 1995].

Un inconveniente que presentan los métodos en el dominio de la frecuencia es que la

transformada de Fourier engendra el fenómeno denominado "pérdida" (leakage), en donde la no-

periodicidad de la señal conduce a la corrupción de las magnitudes de la densidad espectral. En

el dominio de la frecuencia el efecto de "leakage" es un aparente aumento del amortiguamiento

del modo correspondiente. Por otro lado, en el caso de modos cuyas frecuencias son próximas,

resulta imposible separarlas si una de las frecuencias de resonancia tiene amplitud pequeña

respecto de la otra. En este caso la frecuencia de resonancia con menor energía puede ser

enmascarada por la frecuencia de resonancia de mayor energía. Para compensar este problema se

usan antes de aplicar la FFT los métodos denominados de "ventana" (windowing) para asegurar

periodicidad en los datos amortiguando las discontinuidades al final del registro. Sin embargo, el

uso de "ventanas" tiene un efecto nocivo en la estimación de los parámetros, en especial del

amortiguamiento. Otro inconveniente que se presenta es el denominado efecto de "aliasing". Esto

ocurre cuando la velocidad de adquisición de los datos no es suficiente. En el momento de pasar

del dominio del tiempo a la frecuencia y luego volver al dominio del tiempo este efecto se

acumula. Para atenuar este efecto se usan generalmente filtros antes de determinar la

transformada de Fourier, pero ello también va en detrimento de la determinación de los

parámetros modales [Andersen, 1997].

Dentro de los métodos estocásticos en el dominio de la frecuencia el método más usado

en ingeniería civil, debido a su simplicidad, es el denominado Peak-Picking (PP) [Ewins, 1995].

En este método los registros medidos en el tiempo se convierten en espectros a través de la

transformada discreta de Fourier (DFT). Las frecuencias se determinan en correspondencia con

el pico de los espectros. Este método supone que el amortiguamiento es bajo y que los modos

están bien separados. Una violación de esta suposición conduciría a resultados erróneos.
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Un método más avanzado consiste en obtener los autovalores de la matriz de espectros;

este método basado en la diagonalización de la matriz de densidad espectral fue usado en el

comienzo de los años 80 para obtener los modos de vibración de estructuras sometidas a

excitaciones ambientales. Luego el método fue aplicado a funciones de respuestas en frecuencia

(FRF) y se transformó en el método denominado Complex Mode Indication Function (CMIF)

[Shih C. Y. et al., 1988]. Con este método es posible resolver el problema de multiplicidad de

modos, ya que en este caso el máximo número de polos múltiples a ser detectados no puede

exceder la menor dimensión de la matriz de densidad espectral.

2.2.3 Métodos en el dominio del tiempo

Los problemas encontrados en los  métodos en el dominio de la frecuencia (límite en el

grado de amortiguamiento, frecuencias naturales próximas, etc.) hicieron que se desarrollaran

métodos en el dominio del tiempo, como alternativa para obtener los parámetros modales de las

estructuras. El uso directo de la respuesta en el dominio del tiempo sin necesidad de

transformarla al dominio de la frecuencia, transforma en innecesaria la suposición acerca de la

interferencia de modos debido a valores de amortiguamiento altos o frecuencias naturales

próximas. Estos métodos ofrecen, además, una forma más simple de determinar el número de

grados de libertad de la estructura a ser analizada y generalmente identifican un número mayor

de frecuencias naturales que los métodos en el dominio de la frecuencia.

El primer método en el dominio del tiempo que causó impacto en la comunidad científica

fue el método de Ibrahim [Ibrahim S., 1977], desarrollado para extraer los parámetros modales a

partir de la información de la respuesta compleja exponencial amortiguada (damped complex

exponential response). Se mide la respuesta en vibraciones libres en varios puntos de la

estructura. Se crea una matriz de recurrencia a partir de los datos en vibraciones libres, los

autovalores de esta matriz son funciones exponenciales de los polos del sistema y a partir de los

autovectores de la matriz de recurrencia se obtienen las formas modales. El método de Ibrahim

genera una ecuación caracteríastica polinómica matricial. Para convertir la respuesta aleatoria

debida a una excitación aleatoria estacionaria no medida o desconocida en vibraciones libres, se

usa la técnica del Decremento Aleatorio (Random Decrement) introducida anteriormente por

Cole [Cole H., 1968].

Otro procedimiento que usa la respuesta compleja exponencial amortiguada es el método

de Polireferencia (PTD) [Vold y Rocklin, 1982]. Como contraposición al método de Ibrahim, el

PTD utiliza toda la respuesta compleja exponencial amortiguada simultáneamente en la
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estimación de las frecuencias modales simultáneamente. Este método es el primer algoritmo que

puede usarse en el caso de raíces cercanas o repetidas.

El algoritmo de representación de sistemas (Eigensystem Realization)  (ERA) es

básicamente una extensión del método de Ho-Kalman (Ho-Kalman system realization algorithm)

[Juang y Pappa, 1985]. Con este método se pueden identificar, de manera similar al método

PTD, raíces repetidas. Además, este algoritmo incluye un extensivo uso de indicadores de

precisión para evaluar los efectos de ruido, nolinealidades e información acerca del rango, a

través de la técnica de descomposición en valores singulares. El método ERA, formulado en el

espacio de estado, introduce los conceptos de observabilidad y controlabilidad, formulando una

matriz en bloque similar a la matriz Hankel1 con los parámetros de Markov de la estructura

analizada. A partir de la descomposición en valores singulares de esta matriz se determinan las

matrices del sistema en el espacio de estado. A través del uso de los indicadores de precisión se

intenta disminuir el problema de identificación de parámetros modales no físicos. Una limitación

de este método es la cantidad de memoria computacional requerida para resolver el problema

cuando el número de sensores es grande.

Algunos métodos de análisis modal incluyen modelos matemáticos de excitación-

respuesta como ser los modelos autoregresivos de media móvil (ARMA). En esta técnica se

supone que la respuesta es causada por una excitación tipo ruido blanco; se computan los

mejores modelos estadísticos en téminos de sus polos (a partir de la parte autoregresiva) y ceros

(a partir de la parte de media móvil). [Andersen P., 1997].

Los modelos de vector autoregresivo de media móvil (ARMAV) se han usado en el

análisis de problemas de máquinas vibratorias bajo condiciones de operación [Basseville et al.,

1993]. Sin embargo, debido a la complejidad de  los modelos ARMAV, se comenzaron a usar

modelos en espacio de estado [Kirkegaard y Andersen, 1997], [Lardies, 1998], donde la

complejidad se reduce a la manipulación de algunas matrices, y los parámetros del modelo se

identifican directamente a partir de los datos medidos.

En la última década se propusieron varios métodos para identificación de sistemas

directamente a partir de la respuesta en el dominio del tiempo o determinando las covarianzas de

las mismas. Una característica importante de los métodos que usan las covarianzas entre las

respuestas medidas es que la matriz de covarianzas puede ser factorizada en las matrices del

sistema. El método de variable instrumental (IV) es un derivado del método de Polireferencia en

el dominio del tiempo (PTD) [Ljung L., 1999], sólo que reemplaza la respuesta impulso por las
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covarianzas entre las respuestas. A pesar de que el algoritmo del método IV se formula a través

de las covarianzas, no usa las propiedades de factorización; empleando un modelo ARMA para

representar el sistema. La ventaja con respecto al método clásico de predicción del error es que el

método IV identifica sólo los parámetros AR, evitando así la nolinealidad provocada por los

parámetros MA.

 A diferencia del método IV, que usa las propiedades de factorización de la matriz de

covarianzas entre la respuesta en una segunda etapa del proceso de identificación, los métodos

basados en subespacio usan fundamentalmente estas propiedades. Los primeros algoritmos de

subespacio fueron presentados por Van Overschee [Van Overschee y De Moor, 1993]. El

método de subespacios basado en las covarianzas (SSI-Cov) [Peeters B., 2000] es un algoritmo

que usa la matriz de covarianzas de las respuestas y un número limitado de respuestas tomadas

como referencias. Esto corresponde al análisis modal clásico, donde las matrices de respuesta

impulso son rectangulares, teniendo como filas el número de respuestas y como columnas el

número de excitaciones medidas. En el caso del método SSI-Cov las respuestas impulso se

reemplazan por las covarianzas entre las respuestas y la excitación por las respuestas de

referencia. Las covarianzas se agrupan en una matriz Toeplitz2. Aplicando los conceptos de

controlabilidad, observabilidad y la técnica de descomposición en valores singulares a la matriz

Toeplitz, se puede identificar la matriz del sistema y así computar los parámetros modales de la

estructura.

Existen métodos estocásticos que identifican los modelos directamente a partir de las

respuestas medidas, que son los llamados métodos de subespacio basados en los datos. Los

métodos de subespacios identifican modelos en espacio de estado a partir de las respuestas

medidas (en algunos casos también a partir de la excitación medida), aplicando técnicas de

factorización como QR, descomposición en valores singulares (SVD) y mínimos cuadrados (LS).

El método de identificación estocástica de subespacio basado en los datos (SSI-DATA), a

diferencia del SSI-Cov, evita el cálculo de las covarianzas entre las respuestas medidas y lo

reemplaza por la proyección del espacio fila de las respuestas futuras en el espacio fila de las

respuestas pasadas. De hecho, las covarianzas y las proyecciones están estrechamente

relacionadas, ambas tienen como objetivo cancelar el ruido. Entre estos métodos existen algunas

diferencias, en el método de las covarianzas la matriz Toeplitz de covarianzas puede calcularse

de un modo rápido a través de la transformada rápida de Fourier (FFT), mientras que en el caso

del método basado en los datos se realiza la factorización a través del método QR, el cuál es

                                                                                                                                                            
1 Una matriz Hankel es una matriz cuya antidiagonal es constante.
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relativamente lento. El método basado en los datos presenta ventajas cuando se emplean el

análisis espectral o las respuestas modales como técnicas de post-procesamiento.

2.3 Identificación del daño estructural. Estado del arte

Durante las últimas décadas se desarrollaron diferentes métodos para la identificación del

daño estructural. Estos métodos pueden clasificarse de acuerdo con la técnica empleada para la

identificación o conforme a los datos medidos usados. A continuación, se presenta una breve

descripción de estos métodos.

2.3.1 Cambio en la frecuencia

Entre los métodos más usados y desarrollados para la identificación del daño se pueden

mencionar los que se basan en los cambios de las frecuencias. Sin embargo, se debe resaltar que

los cambios en la frecuencia tienen limitaciones prácticas. La baja sensibilidad al daño de estos

cambios de frecuencia requiere mediciones muy precisas o grandes niveles de daño. A su vez,

como las frecuencias son propiedades globales de la estructura, cambios en las mismas sólo

pueden indicar la existencia de daño pero no información espacial, es decir no pueden localizar

el cambio estructural. Como excepción se podría mencionar los modos altos que están asociados

a respuestas locales, sin embargo, en estos casos existen limitaciones prácticas para excitar e

identificar esos modos. Los métodos que se basan en cambios en las frecuencias se pueden

dividir en dos grupos: los métodos que resuelven el problema en forma directa y los que

resuelven el problema inverso. [Gudmundson, 1982], [Ismail, et al., 1990]

En los primeros (forward problem) se calcula el cambio en las frecuencias a partir de un

tipo de daño conocido. Generalmente se modela el daño matemáticamente y se predicen las

frecuencias correspondientes; luego se comparan las frecuencias medidas con las predichas para

determinar el daño. Estos métodos generalmente se incluyen en el nivel 1 determinado por Rytter

[Doebling, et al., 1996]. Dentro de este grupo el trabajo de Cawley y Adams, [1979], presentaba

una formulación para detectar el daño en materiales compuestos, los posibles puntos de daño se

detectaban a partir de los cambios en las frecuencias de un par de modos, en este trabajo no se

contemplaba la posibilidad de la existencia de múltiples locales de daño.

En el problema inverso se calculan los parámetros indicadores de daño, como ser

longitud de la fisura o localización de la misma, a partir de los cambios en las frecuencias. Estos

métodos se incluyen en los niveles 2 y 3 dado por Rytter. Adams, et al., [1978] presentaron un

                                                                                                                                                            
2 Matriz Toeplits es una matriz cuya diagonal es constante.
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método en el cuál el daño en una estructura podía ser identificado a partir de los cambios en las

frecuencias de resonancia asociados con dos modos, también remarcaban que los cambios de

temperatura durante las mediciones podían ser fuente de error en la determinación de los

cambios de frecuencia usados para localizar el daño. Otros trabajos publicados pueden

encontrarse en Stubbs, et al. [1990], Hern y Testa [1991], Narkis [1994], etc.

2.3.2 Cambio en las formas modales

Estos métodos usan la información contenida en las formas modales para localizar el

daño estructural. Según la clasificación dada por Rytter están incluidos en el nivel dos. En el

trabajo presentado por Yuen, [1985], los cambios en las formas modales eran simuladas a través

de la reducción en la rigidez de cada elemento estructural y luego los cambios predichos eran

comparados con los medidos para detectar el daño, también se hablaba sobre la necesidad de un

proceso de ortonormalización para poder analizar los modos altos. Rizos, et al., [1990],

desarrolló un modelo analítico de una viga con una fisura; localizaba y cuantificaba el

dañoresolviendo un sistema de ecuaciones para las frecuencias y formas modales en función de

la localización y extensión de la fisura, para determinar los parámetros de la fisura (longitud y

posición) la viga era excitada a una frecuencia natural y se medían las amplitudes en sólo dos

puntos. Kim y Bartkowicz., [1993], investigaron el uso del índice MAC y sus variaciones PMAC

y COMAC para localizar el daño estructural.

2.3.3 Cambio en las curvaturas de las formas modales

Otra alternativa para obtener información espacial acerca de los cambios estructurales es

usando la curvatura de las formas modales. La posibilidad de medir la deformación directamente

u obtenerla a partir de aceleraciones o desplazamientos fue discutida por muchos investigadores,

entre ellos se pueden mencionar a Pandey, et al. [1991] en este trabajo se mostraba, a través de

un modelo en elemento finitos de una viga, que los cambios absolutos en la curvatura de la

forma modal podían ser un buen indicador de daño; los valores de las curvaturas se calculaban a

partir de los desplazamientos usando diferencia central para dos modos.

2.3.4 Métodos basados en la determinación de la flexibilidad dinámica

Otra clase de métodos para identificación de daño usa la flexibilidad dinámica para

estimar cambios en el comportamiento de la estructura. La matriz de flexibilidad relaciona la

fuerza aplicada con el desplazamiento resultante de la estructura.
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Típicamente, el daño se detecta, comparando las matrices de flexibilidad obtenidas con

los modos dañados y no dañados de la estructura. Debido a la relación inversa que tiene con el

cuadrado de la frecuencia, la matriz de flexibilidad es más sensible a cambios en los modos más

bajos de la estructura. Pandey y Biswas., [1994] presentaron un método para localizar u

cuantificar el daño basado en los cambios en la flexibilidad de la estructura, a través de ejemplos

numéricos y experimentales mostraron que se podía estimar la extensión del daño y localizarlo

sólo para los dos primeros modos de vibración .

2.3.5 Métodos de actualización de las matrices del sistema

Estos métodos se basan en la modificación de las matrices del sistema tales como la

rigidez y amortiguamiento para reproducir lo mejor posible la respuesta dinámica o estática a

partir de los datos medidos. Básicamente resuelven un problema de optimización partiendo de

las ecuaciones de movimiento y de los datos medidos. La comparación de las matrices

actualizadas con las originales provee un indicador de daño y puede usarse para localizar y

cuantificar el mismo. Por lo general los métodos usan un conjunto de ecuaciones comunes y se

diferencias en algunos algoritmos de optimización. Kim y Bartkowicz, [1993] desarrollaron un

método que comparaba el orden del modelo analítico no dañado con las formas modales dañadas

en la actualización de las matrices, también consideraban un nivel realista de ruido en las

frecuencias y formas modales para la simulación numérica; tanto para la simulación numérica

como para los estudios experimentales mostraron que el número de sensores es el parámetro

crítico para la detección del daño seguido del número de modos medidos.

Zimmerman y Kouk [1994] presentaron el método denominado Minimum Rank

Pertubation que permitía localizar el daño en estructuras con amortiguamiento viscoso

proporcional a partir del error en la fuerza modal considerando un vector de daño con este vector

era posible determinar la perturbación en la matriz de rigidez del sistema. La matriz perturbación

resultante tenía el mismo rango que el número de modos usados para determinar el error en la

fuerza modal. En este trabajo se demostró que el método preservaba los modos de cuerpo rígido.

Otros métodos pueden encontrarse en [Baruch M., 1978], [Berman y Nagy, 1993], [Zimmerman

y Simmermacher, 1995].

2.3.6 Métodos basados en redes neurales

En la última década ha aumentado el interés en las redes neurales para estimar y predecir

la extensión y localización del daño en estructuras complejas a través de aproximaciones para las

funciones de complejidad arbitraria. Las redes neurales trabajan con sistemas en capas, las
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salidas en una capa, luego de ajustadas, son la entrada de la capa siguiente. El algoritmo de

propagación hacia atrás es una forma de ajustar los pesos y tendencias minimizando el error

entre las salidas medidas y las predichas. Este tipo de algoritmo fue usado por Wu, et al. [1992]

para identificar el daño en una estructura tipo pórtico de tres pisos sometida a la acción de

sismos. El daño fue modelado reduciendo la rigidez de los miembros entre un 50 % y un 75%.

Se presentaron dos planteos de trabajo en red, el primero consiguió identificar daño en el tercer

piso solamente con poca precisión, en el segundo caso se consiguió predecir daño en el primer y

tercer piso, en este último caso el método se basaba en el completo conocimiento de los registros

de aceleraciones medidos en dos de los tres grados de libertad considerados. Otros trabajos

realizados aplicando redes neurales pueden encontrarse en [Elkordy, et al., 1993], [Tsou y Shen,

1994], etc.

2.3.7 Evaluación general de los métodos existentes

Una característica importante a ser marcada, es la necesidad que presentan algunos

métodos, de tener a priori un modelo analítico para detectar el daño. Muchos algoritmos

presumen al acceso a un modelo detallado en elementos finitos de la estructura, algunas veces la

falta de esta información hace que el método propuesto sea impracticable, un paso importante

sería minimizar esta dependencia.

Otro punto importante a ser considerado es el número y la posición de los sensores

empleados en la medición. Muchos métodos propuestos parecen ser viables en los ejemplos

presentados no se comportan de igual manera cuando se cuenta con un número reducido de

sensores, estos métodos deberían considerar también que en realidad no siempre se conoce a

priori la localización del daño para poder ubicar los sensores.

Un punto de controversia entre los investigadores es el nivel de sensibilidad de los

parámetros modales frente al daño. Esto es muy importante, en especial al desarrollar técnicas

para monitorear estructuras, ya que los usuarios de las técnicas propuestas están interesados en

métodos que les permitan identificar el daño cuando aún puede ser reparado y no en el estado

último.
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CAPÍTULO 3

SISTEMAS LINEALES

3.1 Introducción

La mayor parte de los sistemas dinámicos considerados en la literatura son sistemas

lineales independientes del tiempo. Son idealizaciones, en muchos casos suficientes, para

obtener aproximaciones satisfactorias de sistemas reales.

Se dice que un sistema es lineal si la respuesta a una combinación lineal de excitaciones

es la misma combinación lineal de las respuestas a las excitaciones individuales. Un sistema

lineal independiente del tiempo puede representarse a través de su respuesta impulsiva, la

correspondiente función de transferencia o un modelo en espacio de estado.
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3.2 Sistemas lineales en tiempo continuo

Las estructuras pueden ser representadas como sistemas de parámetros distribuidos

caracterizados por la masa, el amortiguamiento y la rigidez a través de ecuaciones diferenciales

parciales en las cuáles las variables espaciales juntamente con el tiempo son variables

independientes. Sin embargo, la identificación de los parámetros de tales sistemas, en general, no

es fácil; por lo que, en la mayoría de los casos, se prefiere una formulación en coordenadas

discretas. Debido a su simplicidad, los modelos lineales de parámetros concentrados no variables

en el tiempo son los más usados para la identificación estructural. Modelos más complejos, tales

como los modelos lineales de parámetros continuos y los modelos no lineales, se usan sólo

cuando los modelos de parámetros concentrados no pueden representar adecuadamente el

comportamiento estructural.

Como las estructuras son sistemas continuos con masa distribuida, los modelos deberían

tener, en principio, un número infinito de grados de libertad. Sin embargo, usualmente es

suficiente el empleo de un modelo reducido que sea capaz de describir el comportamiento de los

modos de vibración de interés en término de los parámetros modales. Estos modelos se

denominan de parámetros concentrados.

El comportamiento dinámico de un sistema mecánico discreto de n grados de libertad,

con amortiguamiento viscoso, puede ser descrito por medio de la siguiente ecuación diferencial:

( ) ( ) ( ) ( )tftqtqtq =++    KCM (3.1)

en la cuál M, C  y K son las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez, respectivamente, ( )tq

es el vector de desplazamientos, ( )tq  es el vector de velocidades y ( )tq  es el vector de

aceleraciones. El vector ( )tf  es la fuerza de excitación.

3.2.1 Ecuación de estado

El sistema definido por la ecuación diferencial de segundo orden (3.1) también puede ser

descrito por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, usando un vector

auxiliar denominado vector de estado. Así, la ecuación (3.1) se puede escribir:

( ) ( ) ( )t utx t x =+   BA (3.2)

con
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










=

(t)q

(t)q
(t)x (3.3)

en la cual ( )tx  es el vector de estado, A la matriz de estado, B la matriz de entrada y ( )tu  el vector

de excitación. Para el caso de amortiguamiento viscoso arbitrario,  las matrices A y B son de la

forma:

( ) ( )
























=

−
==

0
              ,

  

tf
t u,

M      0

0        K
B

0     M

M      C
A (3.4)

En vibraciones libres, el sistema representado por la ecuación (3.3) se escribe:

( ) ( ) 0  =+ tx t x BA (3.5)

cuya solución es de la forma:

( ) λte ψ=tx (3.6)

en la cual ψ es un vector complejo y λ es una constante compleja. La ecuación (3.6) será

solución de la ec. (3.5) si y solamente si ψ es una solución del problema de autovalores dado por:

( ) 0  λ =ψ+  BA (3.7)

Los 2n autovalores  y los correspondientes auto-vectores pueden ser reales o complejos.

Si todos los autovalores están representados por pares complejos conjugados, entonces el sistema

es sub-amortiguado. A partir de las ecuaciones (3.2) y (3.3) se puede ver que la forma de los

autovectores será:

















φ

φ
=

jj

j
j

λ

  
ψ j = 1,2,.....,2n (3.8)

en la cuál ψ es el vector de formas modales del sistema ampliado, φ  es el vector de formas

modales del sistema de segundo orden. Substituyendo A y B y la ecuación (3.8) en la (3.7) se

tiene:

( ) n,...,,j 221                 ,0λ λ j
2

j ==φ++  KCM (3.9)



Identificación de Sistemas y Evaluación del Daño Estructural

M. Amani - 19 -

Este es el problema de autovalores para el sistema de segundo orden, siendo φ  un vector

solución no trivial comúnmente llamado forma modal. La matriz modal compleja formada por

todos los auto-vectores jψ ensamblados tiene las siguientes propiedades de ortogonalidad:

{ } { }jj mdiag λdiag ==−== ddd y     con                 ,           , MλλMBΨΨMAΨΨ TT (3.10)

en la cuál mj es la masa modal correspondiente al modo j.

El sistema dado por la ecuación (3.4) supone que las matrices M, C y K son simétricas,

por lo tanto las matrices  A y B también lo son; debido a esto ambas matrices pueden ser

diagonalizadas1. Para el caso general se prefiere representar al sistema en espacio de estado en

forma canónica, es decir:

( ) ( ) ( )
























−−−

− =
−−

=−=

+=

111 M

0
E

CM     KM

I                 0       
BAF

EF

1     
                  ,

  

t f t x t x
(3.11)

en la cuál E y F son las matrices de entrada y del sistema expresado en forma canónica

respectivamente.

Según la ecuación (3.10) se puede escribir:

1         ,  1T −−−== −− ΨM λΨBΨM ΨA d
T

d (3.12)

con estas expresiones se puede ver que ψψψψ y su inversa diagonalizan a F:

1

1

11

1

1 

   

−

−

−−−

−

=

=

=

−=

−

Ψ λ ΨF

ΨM λM ΨF

ΨM λ ΨΨM ΨF

BAF

dd

d
TT

d

 
(3.13)

3.2.2 Ecuación de observación

Un sistema lineal independiente del tiempo se define a través de la denominada ecuación

de estado que modela el comportamiento dinámico del sistema (ver apartado 3.2.1) y por una

segunda ecuación llamada ecuación se observación, ésta tiene en cuenta la ubicación de los
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transductores de medición, que en la práctica totalizan usualmente un número substancialmente

menor que los n grados de libertad del sistema. Si se supone que los registros corresponden a l

ubicaciones de dichos transductores, los cuales pueden medir aceleraciones, velocidades y/o

desplazamientos, la ecuación de observación se escribe como:

( ) (t)q(t)q(t)qty    dVa CCC ++= (3.14)

en la cual ( )ty es el vector que contiene las respuestas, Ca , Cv , Cd  son las matrices de

localización de las respuestas, de dimensión lxn para la aceleración, velocidad y desplazamiento,

respectivamente. Estas matrices están formadas por un gran número de ceros (0) y unos (1)

localizados en correspondencia con las coordenadas observadas, y forman las siguientes

matrices:

[ ] FMCD              ,CMCC        KMCCC 1
a

1
av

1
ad

−−− =−−=0 (3.15)

Así, la ecuación (3.14) puede escribirse como:

( ) ( ) ( )tu tx ty DC += 0 (3.16)

en la cual Co es la matriz lxn de las respuestas y D es la matriz  lxm.de transmisión directa. De

esta forma, un modelo determinístico en espacio de estado, en tiempo continuo, puede ser

representado  de la siguiente forma:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )tu tx ty

t f t x t x

DC

EF

+=

+=

0

(3.17)

3.2.3 Transformación de similaridad

Dos matrices G y H cuadradas de orden n son similares si existe una matriz T no singular

tal que: H = T-1 G T ( Huseyin, 1978).

Debido a la transformación de similaridad existe un número infinito de matrices F, E, C y

D que describen un mismo sistema. Por ejemplo, se puede definir un nuevo vector de estado tal

que:

( ) ( )t z t x T= (3.18)

                                                                                                                                                            
1 Cuando las coordenadas representan desplazamientos físicos de masas concentradas en los nodos del sistema, las
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donde T es una matriz cuadrada, compleja y no singular denominada matriz de similaridad,

( )tx es el vector de estado y ( )tz  vector de estado similar. Sustituyendo en las ecuaciones (3.17)

se tiene:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )t u t z t y

t u t z t z

DT C

BTT AT

+=

+= −− 11

(3.19)

Es importante remarcar que las matrices transformadas describen la misma relación entre

la excitación y la respuesta que las matrices originales, pero el nuevo vector de estado ( )tz  no

tiene el significado físico de desplazamientos y velocidades de ( )tx . Una transformación de

similaridad especial es la transformación modal de estado ( )tmx :

( ) ( )tmx t x Ψ= (3.20)

Sustituyendo la ecuación (3.20) en (3.19) e insertando  la descomposición modal de A se

obtiene el modelo modal en espacio de estado:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )tu tmxt y

t utmxt x

DV

LΛ

+=

+=

 

  
(3.21)

en las cuáles:

CΨVBΨL  =−=                                   ,                    1T (3.22)

siendo LT la matriz modal de entrada en tiempo discreto, V es la matriz modal de salidas en

tiempo discreto y ΛΛΛΛes la matriz diagonal de autovalores.

3.3 Sistemas bajo acciones estocásticas en tiempos discretos

En espacio de estado, un sistema lineal invariable con el tiempo, en tiempos discretos, se

puede expresar como:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )kkk

kk1k

t u t x t y

t u t x t x

DC

BA

+=

+=+
 (3.23)

                                                                                                                                                            
matrices resultan necesariamente simétricas. En el caso de coordenadas arbitrarias,  las matrices pueden ser no
simétricas, pero la conclusión precedente vale siempre que sean matrices positivas definidas.
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en la cuál ( )ktx , ( )ty  y ( )ktu  son los vectores de estado, de respuestas y de entrada en tiempo

discreto respectivamente.

En la mayoría de los casos que se presentan en ingeniería, no es posible determinar la

excitación y con lo único que se cuenta es con mediciones de la respuesta de la estructura. En

estos casos se supone que la excitación ( )ktu  es un ruido blanco gaussiano estacionario con

media cero, es decir que:

( )nδ  nkt
Tu kt u E

0kt u E

Δ=+

=


























(3.24)

en la cual E indica valor esperado, δ (n) es el delta de Kronecker y ∆∆∆∆ la matriz de covarianzas.

Por este motivo este tipo de sistemas se denominan estocásticos. Las matrices A, B, C y D en

tiempo discreto están relacionadas con las de tiempo continuo como [Juang et. al, 1985]:

cc

t

0

cc

               ,

c δτ τe         , e Δt

DDCC

BBA AA

==

∫==

0

Δ

(3.25)

el subíndice c indica que las matrices corresponden al sistema en tiempo continuo.

La descomposición en autovalores de la matriz A en tiempos discretos se puede obtener a

partir de la descomposición en autovalores de la matriz en tiempo continuo Ac.

[ ] 11 11 −−
===== −− ΨΨΨ ΛΨΨΨA ΛΨ ΛΨA   μ   diag   e   e e id

 ccc ΔtΔtΔt (3.26)

Los auto-vectores en tiempo continuo y discreto son iguales, mientras que los autovalores

en tiempos discretos µi están relacionados a los de tiempo continuo por medio de [Juang et. al,

1985]:

( )
tΔ
μλeμ i

i
i

i
tΔλ ln=⇔= (3.27)

en la cuál µi y λi representan los autovalores en tiempo discreto y continuo respectivamente.
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3.3.1 Excitación tipo ruido colorido

Un sistema lineal  invariable con el tiempo excitado por un ruido colorido2 puede

representarse en espacio de estado como:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )kkk

kk1k

t  z t x t y

t z t x t x

111

1 111

DC

BA

+=

+=+

(3.28)

en la cuál A1, B1,C1 y D1 son las matrices de estado, de entrada, de salidas y de transmisión

directa del sistema principal respectivamente. Se supone que el ruido colorido ( )kt z  se puede

obtener como un ruido blanco ( )tu  filtrado a través de un sistema auxiliar invariable con el

tiempo de la forma:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )kkk

kk1k

t  u t x t z

t u t x t x

222

2222

DC

BA

+=

+=+
(3.29)

en la cuál A2, B2,C2 y D2 son las matrices de estado, de entrada, de salidas y de transmisión

directa del sistema auxiliar respectivamente, ( )ktu es el vector de entradas y ( )k2 tx  es el vector

de estado auxiliar.

Los sistemas en espacio de estado representados por las ecuaciones (3.28) y (3.29) están

acoplados y pueden representarse por un sistema en espacio de estado simple formulando el

siguiente vector de estado ampliado:












=

)(

)

k2

k1
k tx

(tx)(tx (3.30)

reemplazando las ecuaciones (3.29) y (3.30) en la (3.28) se tiene:

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )k2k221k11k

k2k221k2

k2k221k111k1

t u tx tx ty 

t u tx tx

t u tx tx tx

DCDC

BA

DCBA

++=

+=

++=

+

+

 (3.31)

                                                
2 Se utiliza el término para caracterizar procesos con densidad espectral variable con la frecuencia.
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En la ecuación (3.31) se puede ver que el ruido colorido fue eliminado y se obtiene un

sistema en espacio de estado excitado con ruido blanco y donde las matrices del sistema son:

[ ] 21211
2

21

2

211 DDDCDCC
B
DBB

A0
CBAA ==== 















        ,                     ,
   

            ,
          

     (3.32)

Así se demuestra que, si se somete un sistema lineal invariable con el tiempo a una

excitación aleatoria tipo ruido colorido, la cual puede suponerse generada por un ruido blanco

filtrado por un sistema auxiliar lineal invariable con el tiempo, se puede representar al mismo

como un sistema en espacio de estado sometido a una excitación tipo ruido blanco. Por lo tanto

las ecuaciones (3.23) son capaces de describir el comportamiento de tales sistemas.

3.3.2 Observabilidad y Controlabilidad de los sistemas bajo acciones estocásticas

Un sistema lineal en tiempos discretos puede representarse en espacio de estado de

diferentes formas. Debido a esta falta de unicidad se debe tener cuidado con la dimensión del

espacio de estado. Si la dimensión es demasiado pequeña habrá seguramente pérdida de

información, comparado con el sistema que se está modelando. Por otro lado, si la dimensión del

espacio de estado es demasiado grande, la representación en espacio de estado tendrá

información redundante. Por lo tanto, la dimensión de la representación en espacio de estado

debe ser la menor dimensión para la cuál todos los modos del sistema puedan observarse en la

respuesta. Se dice que una representación es mínima cuando es observable y controlable.

El sistema en espacio de estado representado por las ecuaciones (3.23) de orden m=2n es

controlable y observable si y solamente si las matrices























=

−12n  
.     
.     

    

CA

CA   
C

O     ,          Q = [B   AB   A2B ....  A2n-1B] (3.33)

tienen rango m  [Inman., 1989], [Rugh, 1996], [Antsaklis et al, 1997]. Si una realización es

observable es posible observar todos los modos dinámicos en la respuesta, y si es controlable

significa que todos los modos dinámicos del sistema pueden ser excitados por una excitación

estocástica siempre que la matriz de controlabilidad  Q sea no singular, es decir que tenga rango

m.



Identificación de Sistemas y Evaluación del Daño Estructural

M. Amani - 25 -

Una de las propiedades importantes del sistema en espacio de estado mínimo es que una

realización puede ser transformada en otra por una transformación de similaridad.

Considerando el sistema en espacio de estado dado por la ecuación (3.23), se define la

siguiente transformación lineal del vector de estado:

( ) ( )ktx ktx~ Z= (3.34)

donde Z es una matriz de transformación no singular de orden m. Así, el sistema en espacio de

estado puede escribirse en términos del nuevo vector de estado

( ) ( ) ( )kk1k tu ~tx~ ~tx~ BA +=+    (3.35)

( ) ( ) ( )kkk tu ~tx~ ~ty DC += 0

donde las nuevas matrices del sistema son

DDCZCZBB ZAZA ==== −− ~            ,~          ,~         ,~ 11 (3.36)

3.3.3  Presencia de ruido en las mediciones

El ruido está siempre presente en cualquier medición y contribuye a la respuesta del

sistema, por lo tanto debe ser tenido en cuenta en el modelo estocástico. El ruido puede deberse a

diferentes causas, las más comunes son los errores del modelo y el ruido generado por los

sensores. Así, el nuevo modelo estocástico en espacio de estado en tiempos discretos será de la

forma:

kkk

kkk

vxy
wxx

+=
+=+

C
A1 (3.37)

La excitación ( )tu  desaparece de la ecuación (3.23) y es implícitamente modelada a través

del ruido representado por   kw  (ruido debido a perturbaciones y errores del modelo) y kv (ruido

introducido por los sensores). Se supone que ambos vectores son ruido blanco con media cero y

matrices de covarianzas:

( ) pq
T

q
T

q
p

p δv w
v
w

 
  

     
 E T 





=






















RS
SQ

(3.38)

en la cuál E es el valor esperado, δpq es el delta Kronecker,  p, q son dos instantes de tiempo

arbitrarios, y Q, S, R son matrices de covarianzas que describen el ruido.
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3.3.4 Propiedades de los sistemas bajo acciones estocásticas en espacio de estado

Se presentan a continuación algunas propiedades de los sistemas estocáticos. Además de

las suposiciones acerca del ruido definidas en la ecuación (3.38), se considera que el proceso

estocástico es estacionario con media cero:

E [xk xT
k] = ΣΣΣΣ  ,   E [xk] = 0 (3.39)

en la cual la matriz de covarianzas ΣΣΣΣ es independiente del tiempo k. Como wk, y vk tienen media

cero y son independientes del estado actual se tiene:

E [xk wT
k] = 0 ,       E [xk vT

k] = 0 (3.40)

La matriz de covarianzas de respuestas para un determinado retraso i de tiempo,

considerando ergodicidad, es:

Ri = E [yk+i  yT
k] = ∑

−

=
+∞→

1N  

0k 

T
kikN

y y 
N 
1lim (3.41)

Se define como matriz de covarianzas "siguiente estado-salida" (next state-output) a:

G = E [xk+1  yT
k] (3.42)

Admitiendo estacionalidad, las propiedades de w y v,  y las definiciones anteriores se

deducen las siguientes propiedades:

Σ = A Σ AT + Q (3.43)

R0 = C Σ CT + R (3.44)

G = A Σ CT + S (3.45)

y para i = 1,2,....:

Ri = C Ai-1 G (3.46)

R -i = GT (Ai-1)T CT (3.47)

A partir de la ec.(3.41), las covarianzas reducidas entre todas las salidas y las elegidas

como referencias se definen como las primeras r columnas de la matriz completa de covarianzas:

Ri ref = E [yk+i  (yref
k)T] = Ri LT (3.48)

donde L = (Ir  0) es la matriz de selección de referencias e Ir es la matriz identidad de orden r

Para i = 1,2,...:

R iref = Ri LT = C Ai-1 Gref (3.49)
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(R -i ref)T= L R-i = (Gref) T (Ai-1)T CT (3.50)

Esta últimas propiedades son muy importantes, ya que las covarianzas de las respuestas

pueden considerarse como la respuesta impulsiva del sistema determinístico lineal. [Akaike,

1974].

3.4 Conclusiones

En este capítulo se presentaron resumidamente las características de sistemas lineales en

tiempo continuo y discreto y sus representaciones en espacio de estado.

Para poder representar sistemas sometidos a excitaciones ambientales, donde, en general,

no es posible conocer la excitación, se supone que la misma es un ruido blanco gaussiano. Se

demostró también que si se somete un sistema lineal independiente del tiempo a un ruido

colorido, el cuál se supone generado por un ruido blanco filtrado, la representación dada por las

ecs. (3.23) se puede utilizar para describir su comportamiento.

Finalmente, se presentaron algunas propiedades de los sistemas lineales bajo acciones

estocásticas. Gracias a que la factorización de las matrices de covarianzas de las respuestas en

matrices en espacio de estado es similar a la factorización de la respuesta impulsiva (propiedad

ampliamente usada  en métodos de identificación de sistemas en los cuáles la excitación es

conocida), es posible encontrar una equivalencia entre los métodos de identificación de sistemas

bajo acciones estocásticas basados en las covarianzas y los métodos de identificación basados en

la respuesta impulsiva.
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CAPÍTULO 4

MÉTODOS PARA LA IDENTIFICACIÓN DE SISTEMAS BAJO

ACCIONES ESTOCÁSTICAS

4.1 Introducción

En muchos casos prácticos de ingeniería civil no es posible medir la excitación, por lo

que métodos de identificación basados en observación de la respuesta únicamente son de

fundamental importancia. En la literatura técnica han sido propuestos procedimientos de este tipo

para identificar sistemas excitados por acciones desconocidas, en los cuales se supone que sólo

se puede medir la respuesta de la estructura. Este es el caso que se presenta, por ejemplo, en

estructuras de grandes dimensiones sometidas a la acción del viento, tráfico o ruido ambiental.

Para fines de análisis, se admite usualmente que la excitación es una realización de un proceso

estocástico estacionario de tipo ruido blanco. En el caso donde la excitación ambiental se genera

por fuerzas de presión de la parte fluctuante del viento, numerosos ensayos mostraron que dichas

fluctuaciones se pueden describir mediante procesos estocásticos estacionarios gaussianos

teniendo en cuenta condiciones de corta duración. [Vickery et al., 1983].

En este capítulo se presenta el método de identificación de sistemas denominado método

de subespacios basado en las covarianzas (SSI-Cov) [Peeters et. al, 1999], [Peeters B., 2000]. Es

un algoritmo que usa las matrices de covarianzas de las respuestas y un número limitado de

respuestas tomadas como referencias, agrupadas en una matriz Toeplitz, a partir de la cual se

puede identificar la matriz del sistema y así computar los parámetros modales de la estructura.
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Se proponen además dos nuevos métodos para identificar las características dinámicas de

estructuras sometidas a vibraciones ambientales a partir de la medición de la respuesta del

sistema. El primer método se basa en la teoría de los modos normales, y permite la

determinación de las frecuencias y amortiguamientos a partir de las funciones de densidad

espectral de potencia de las respuestas modales observadas. El segundo método es una

ampliación del primero aplicable en el caso de amortiguamiento arbitrario. Se propone también

un método para la obtención de las matrices de amortiguamiento y rigidez de sistemas con

amortiguamiento no proporcional, es decir que resuelve el denominado problema inverso.

4.2 Sistemas lineales con modos normales

En el análisis dinámico de sistemas lineales resulta útil representar la deformada de una

estructura a través de las formas modales. Estas formas modales constituyen, para un sistema de

n grados de libertad, conjuntos de n parámetros, que pueden servir como coordenadas

generalizadas para expresar cualquier configuración deformada, teniendo como ventaja las

propiedades de ortogonalidad.

Introduciendo coordenadas modales en la ec (3.1) y premultiplicando ambos miembros

por la transpuesta de la matriz  modal, se puede escribir:

( )t  TTTT fΦ ηΦ KΦη Φ CΦηΦMΦ =++ (4.1)

en la cuál, ΦΦΦΦ es la matriz de formas modales y ηηηη es la matriz de respuesta modal.

La expresión (4.1) constituye un sistema de n ecuaciones que pueden ser desacopladas

siempre que C y K conmuten con relación a M, es decir, si C M-1 K = K M-1 C, [Fawzy I.,

1977]. En este caso las formas modales del sistema amortiguado serán las mismas que las del

sistema no amortiguado y, al cumplir con la condición clásica de ortogonalidad, resulta la

ecuación (4.1) expresable como n ecuaciones de primer orden desacopladas de la forma:

( )trrηrKrηCrηrM f=++ (4.2)

en la cual ηr es la respuesta modal r,

r
T

rrM φφ= M es la masa modal, r
T

rrC φφ= C  es el amortiguamiento modal

r
T

rrK φφ= K  es la rigidez modal.
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4.2.1 Obtención de los parámetros modales en sistemas lineales con modos reales

A partir de lo expuesto anteriormente, la respuesta del sistema se puede escribir como:

( ) ( ) ( ) ( )t η....t ηt ηt q nn2211 φ++φ+φ= (4.3)

en la cual iφ representa la forma modal i y ηi (t) la respuesta modal i.

Considerando que la respuesta ( )tq  es conocida y pre-multiplicando ambos miembros de

la ecuación (4.3) por M T
rφ  se tiene:

( ) ( ) ( ) ....t η t η tq rr
T

r11
T

r
T

r +φφ++φφ=φ MMM ... (4.4)

Debido a la condición de ortogonalidad con respecto a la matriz de masa, todos los

términos de la serie, exceptuando el r-ésimo, desaparecen, resultando asi:

( ) ( )t ηMtq rr
T

r =φ M (4.5)

( ) ( ) n)1 (rM
tq tη

r

T
r

r ....        ;  =φ= M (4.6)

Como se observa en la ecuación (4.2), ηr puede ser considerada como la respuesta de un

sistema de un grado de libertad, por lo tanto al determinar la densidad espectral de potencia1 de

cada función ηr (t) aparecerá un único pico correspondiente a la frecuencia del modo en cuestión.

La frecuencia y el amortiguamiento para cada modo de vibración se determinan ajustando por

mínimos cuadrados, la función de respuesta en frecuencia (FRF) de un oscilador lineal de un

grado de libertad (la cuál es función de la frecuencia y relación de amortiguamiento) a la función

observada (ver anexo B).

Como muestra la ecuación (4.6) para determinar ηr (t), se necesita conocer la matriz

modal, lo cual implica la adopción previa de un modelo numérico discreto o  la obtención de

dicha matriz experimentalmente [Inman D., 1994].

                                                
1 Densidad espectral de potencia calculada como la transformada de Fourier de la función de autocorrelación de la
respuesta modal.
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4.2.2 Ejemplo

Sistema estructural plano (sin ruido de medición). Se analiza el pórtico plano de acero de

seis pisos y seis vanos esquematizado en la figura 4.1. Las matrices de masa, rigidez y

amortiguamiento del sistema son conocidas ( en lo sucesivo estas matrices serán llamadas

matrices reales del sistema). La masa de cada piso es de 255 tn. Las vigas y columnas están

constituidas por perfiles I de alas anchas con las siguientes dimensiones: Columnas WF14x193

(1º y 2º piso), WF14x132 (3º y 4º piso), WF14x99 (5º y 6º piso), Vigas: WF30x116 (1º y 2º

piso), WF27x102 (3º y 4º piso), WF24x68 (5º y 6º piso). Debido a que las deformaciones

principales de la estructura son del tipo cortante, se consideran para el modelo analítico seis

grados de libertad correspondientes a los seis desplazamientos horizontales de cada piso. Se

admitió amortiguamiento viscoso proporcional (a las matrices de masa y rigidez) de 5% para los

dos primeros modos de vibración.

5.
3 

m
5 

x 
4 

m

6 x 6 m

Figura 4.1 Pórtico plano.

Posteriormente, mediante integración numérica se determinó la respuesta (en términos de

desplazamientos de piso) de la estructura sometida a las siguientes excitaciones: Caucete, (1977),

Northridge, (1994) y Taft, (1952). La figura 4.2 muestra los registros de los sismos antes

mencionados juntamente con la densidad espectral de potencia de la respuesta correspondiente al

primer piso de la estructura, cabe aclarar que sólo se muestra la densidad espectral de potencia

del primer piso debido a que las correspondientes a los otros pisos son similares para todos los

sismos considerados.
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b) Taft
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c) Caucete

Figura 4.2 Sismos usados como excitación y espectro de amplitudes de Fourier de las

respuestas correspondientes al primer piso del pórtico respectivamente.
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4.2.2.1 Procedimiento paso a paso para la estimación de los parámetros modales

Paso 1: con las respuestas en término de desplazamientos de piso para los tres sismos

considerados se aplicó el método de los modos normales y se obtuvieron las respuestas modales

para los tres sismos analizados, es decir, tres respuestas modales por cada modo de vibración a

través de la ecuación 4.6.

Paso 2: se calcula la densidad espectral de potencia de cada respuesta modal y se obtiene

el valor esperado (promedio de 3) de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal

para los seis modos de vibración (ver apéndice B).

Paso 3: determinado el estimador de la densidad espectral de potencia de las respuestas

modales se ajusta por mínimos cuadrados la función en respuesta de frecuencia de un oscilador

lineal de un grado de libertad a la función observada (estimador de la densidad espectral de

potencia de las respuestas modales). (ver apéndice B).

La tabla 4.1 muestra los valores de los parámetros estimados mediante el método de los

modos normales y aquéllos obtenidos analíticamente resolviendo el problema de autovalores del

sistema, y el amortiguamiento modal de cada modo de vibración y se determina el error relativo

en la estimación de los parámetros respecto de los determinados analíticamente.

Analítico Método de los modos normales
f [Hz] ξ [%] f [Hz] error [%] ξ [%] error [%]

Modo 1 0.72 5 0.72 0 5 0
Modo 2 1.99 5 1.98 0.5 5 0
Modo3 3.42 7 3.42 0 7 0
Modo 4 4.99 9.7 4.97 0.4 9.4 3.1
Modo 5 6.55 12 6.50 0.76 12.3 2.5
Modo 6 8.2 15 8.18 0.24 14.7 2

Tabla 4.1 Parámetros estimados juntamente con los obtenidos analíticamente.

Se puede ver que el error en la estimación de las frecuencias es bastante bajo no

superando en ninguno de los modos el 1%. En la estimación del amortiguamiento este error

aumenta pero siempre se mantiene en valores bajos considerados excelentes para fines de

ingeniería. En la tabla 4.1 también se puede observar que el error en la estimación de los

parámetros aumenta con el orden del modo, esto podría deberse al tipo de excitación usada en el

ejemplo, con ella los modos más altos son menos excitados.
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En las figuras 4.3 a 4.8 se muestra el estimador de la densidad espectral de potencia de la

respuesta para cada modo de vibración y la función de respuesta en frecuencia del oscilador

lineal de un grado de libertad que mostró mejor ajuste.
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Figura 4.3. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη1(t)

y curva de ajuste.
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Figura 4.4. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη2(t)

y curva de ajuste.
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Figura 4.5. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη3(t)

y curva de ajuste.
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Figura 4.6. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη4(t)

y curva de ajuste.
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Figura 4.7. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη5(t)

y curva de ajuste.
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Figura 4.8. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη6(t)

y curva de ajuste.

En las figuras 4.3 a 4.8 se puede ver el muy buen ajuste de curva alcanzado para todos los

modos de vibración estimados. También se puede observar el grado de filtrado que se logra con

el método propuesto ya que si se observa en la figura 4.2 en las densidades espectrales de las

respuestas aparece un único pico correspondiente a la frecuencia del primer modo de vibración,

al aplicarse el método propuesto, las respuesta modales pueden desacoplarse haciendo posible la

identificación de los parámetros modales de los modos débilmente excitados.
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4.3 Sistemas lineales con modos complejos

Para el caso de un sistema con amortiguamiento viscoso arbitrario, los autovectores y

autovalores ocurren en pares complejos conjugados, esto se debe a que los coeficientes de las

matrices del sistema son reales, por lo tanto cualquier valor característico debe ser real o

presentarse en pares de valores complejos conjugados [Ewins, 1995]. Para este tipo de sistemas

se propone el siguiente método para la estimación de los parámetros modales.

Considérese la respuesta de un sistema lineal con amortiguamiento viscoso no

proporcional a cualquier excitación externa, ésta, según lo expresado en el párrafo anterior, se

podrá expresar como:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tη t η...tη t ηtη t ηt q nnnn22221111 φ+φ++φ+φ+φ+φ= (4.7)

en la cuál iφ representa la formas modal compleja conjugada y ( )tηi  la respuesta modal i

compleja conjugada.

Pre-multiplicando ambos miembros de la ecuación (4.7) por M T
rφ  se tiene:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....tη  t η tη  t η tq rr
T

rrr
T

r11
T

r11
T

r
T

r +φφ+φφ++φφ+φφ=φ MMMMM ... (4.8)

Debido a la condición de ortogonalidad con respecto a la matriz de masa, todos los

términos de la serie, excepto el r-ésimo, desaparecen (ver demostración en anexo A), de este

modo:

( ) ( )t η tq rr
T

r
T

r φφ=φ MM (4.9)

De igual modo, si se pre-multiplica ambos miembros de la ecuación (4.7) por M T
rφ  se

tiene:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ....tη  t η tη  t η tq rr
T

rrr
T

r11
T

r11
T

r
T

r
+φφ+φφ++φφ+φφ=φ MMMMM ... (4.10)

y por lo tanto, debido a la condición de ortogonalidad resulta:

( ) ( )tη  tq rr
T

r
T

r
φφ=φ MM (4.11)
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Sumando las ecuaciones (4.11) y (4.9) y considerando a los modos normalizados de tal

manera que  1 r
T

r =φφ M , se tiene:

( ) ( ) ( )( )t tq r
T

r η=φ   M ReRe (4.12)

en la cuál Re() significa parte real.

Determinada la respuesta modal para cada modo de vibración considerado, para estimar

las frecuencias y amortiguamientos se procede del mismo modo que lo explicado en el método

de los modos normales, es decir, se ajusta por mínimos cuadrados la función de respuesta en

frecuencia de un oscilador lineal de un grado de libertad a la curva observada. (ver apéndice B).

4.3.1 Ejemplo.

Sistema estructural plano (sin ruido de medición). Se analiza el mismo pórtico del

ejemplo anterior considerando amortiguamiento viscoso no proporcional.

La tabla 4.2 muestra los valores de los parámetros modales estimados por el método

propuesto de los modos complejos juntamente con el error relativo respecto a los parámetros de

la estructura obtenidos analíticamente resolviendo el problema de autovalores.

Analítico Método de los modos complejos
f [Hz] ξ [%] f [Hz] error [%] ξ [%] error [%]

Modo 1 0.72 2 0.72 0 2.0 0
Modo 2 1.99 5 1.98 0.5 4.97 0.6
Modo3 3.42 7.3 3.42 0 7.25 0.7
Modo 4 4.99 8.4 4.98 0.24 8.3 1.19
Modo 5 6.55 8.9 6.50 0.76 8.75 1.68
Modo 6 8.2 9.2 8.17 0.36 9.34 1.5

Tabla 4.2 Parámetros modales estimados y obtenidos analíticamente.

En esta tabla se puede observar que el error relativo en la estimación de los parámetros es

bajo tanto para las frecuencias como para el amortiguamiento mostrando que los estimadores son

aptos para su uso en ingeniería.

En las figuras 4.9 a 4.14 se muestra el estimador (obtenido como la media de tres) de la

densidad espectral de potencia de la respuesta modal calculada mediante la ecuación (4.12) y la

función de respuesta en frecuencia del oscilador lineal de un grado de libertad que mostró mejor

ajuste.
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Figura 4.9. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη1(t)

y curva FRF de un oscilador lineal de 1 grado de libertad que la ajusta
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Figura 4.10. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη2(t)

y curva FRF de un oscilador lineal de 1 grado de libertad que la ajusta
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Figura 4.11. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη3(t)

y curva FRF de un oscilador lineal de 1 grado de libertad que la ajusta
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Figura 4.12. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη4(t)

y curva FRF de un oscilador lineal de 1 grado de libertad que la ajusta
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Figura 4.13. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη5(t)

y curva FRF de un oscilador lineal de 1 grado de libertad que la ajusta
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Figura 4.14. Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal ηηηη6(t)

y curva FRF de un oscilador lineal de 1 grado de libertad que la ajusta

Si se observan las ordenadas en las figuras 4.9 a 4.14 se puede ver la gran diferencia en el

orden, variando de 104 para el primer modo a 10-5 para el sexto modo, esto está indicando el

nivel de filtrado que alcanza el método, ya que si no fuera posible desacoplar las respuestas

modales, seguramente en los casos en que sólo los modos más bajos son excitados, no podrían
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estimarse los parámetros correspondientes a dichos modos a través de un análisis de los

espectros de respuestas.

De los resultados obtenidos se puede ver que el método propuesto estima con bastante

precisión la frecuencia y el amortiguamiento en estructuras simuladas numéricamente, es decir

sin presencia de ruido de medición.  

4.4 Método Estocástico de Subespacios basado en las Covarianzas (Covariance-

driven stochastic subspace identification method).

En el método SSI_Cov (Covariance-driven stochastic subspace identification) [Akaike,

1974], se determina la matriz de covarianzas entre las respuestas, la cuál puede luego

factorizarse en las matrices del sistema. Una versión modificada de este método [Peeters et. al,

1999], [Peeters, 2000] consiste en trabajar con un número r limitado de respuestas consideradas

de referencia. Consideremos el modelo estocástico en espacio de estado representado por la

ecuación (3.23).

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )kkk

kk1k

t u t x t y

t u t x t x

DC

BA

+=

+=+

Las covarianzas de referencias dadas por la ecuación: Ri ref = E [yk+i  (yref
k)T] = Ri LT se

reúnen en una matriz de bloques Toeplitz1 de dimensión (lxi) x (rxi):





















=

−−

+

−

i
ref

  22i
ref

12i
ref

2
ref

i
ref

1i
ref

1
ref

1i
ref

i
ref

1/i
ref

   ......  

.......  ......     .........    .........
  ......         

  ......         

RRR

RRR
RRR

T (4.13 )

en la cual l es el número total de respuestas, r es el número de respuestas consideradas como de

referencia e i el retraso de tiempo (lag).

Aplicando las propiedades de factorización dadas por las ecuaciones (3.49)

R iref = Ri LT = C Ai-1 Gref

                                                
1 Matriz Toeplitz es una matriz cuya diagonal es la repetición del mismo elemento.
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se puede expresar a la matriz Toeplitz como:





















−−−

−

−−

=

ref1irefiref32iref22i

refref2ref1irefi

refrefref2iref1i

1/i
ref

GCA        GCA          ..........    GCA       GCA
...............        ..............         ...........        .............           ................

CAG       GCA         ...........     GCA            GCA
CG         GCA          ...........     GCA         GCA

T (4.14)

[ ]refrefref1i

1i

1/i
ref     ........   

  

GAGGA

CA 
...... 
CA 
C

T  −

− 



















= (4.15)

Haciendo uso de las definiciones de matrices de observabilidad y controlabilidad se

puede descomponer a la matriz Tref como:

i
ref

i1/i
ref  QOT = (4.16)

en la cual la matriz Oi de observabilidad es:

n x li

  

  

1i

i





















=

−CA 
...... 
CA 
C

O (4.17)

y la matriz Qref
i de controlabilidad es:

[ ] ri x n
refrefref1i

i
ref      ........  GAGGAQ  −= (4.18)

en la cual n es el orden del sistema.

Si el orden n del sistema es desconocido, y el número de columnas de Tref es un límite

superior para el orden del modelo, es decir, (rxi) ≥ n y el sistema es observable y controlable, el

rango de la matriz Tref es igual a n. Una forma general de reducir el espacio columna es aplicar la

teoría de descomposición en valores singulares (SVD). Si se aplica esta descomposición a la

matriz Toeplitz se pueden obtener las matrices de controlabilidad y observabilidad:
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en la cual U y V son matrices ortonormales de dimensiones (lxi) x (lxi) y (rxi) x (rxi)

respectivamente, y S es una matriz diagonal de dimensión (lxi) x (rxi) que contiene los valores

singulares en orden decreciente. Si la matriz Tref tiene rango n entonces los primeros n valores

singulares serán no nulos, así el subíndice 1 de la última igualdad indica que los valores

singulares nulos y los correspondientes vectores singulares fueron omitidos.

Desdoblando esta última igualdad se pueden obtener las matrices Qref
i y Oi:

 
1

T
1

1/21
i

ref

1
1/2

1i

    
    

VSZQ
ZSUO

−=
=

(4.20)

en las cuales Z es una matriz de similaridad y puede considerarse igual a la matriz identidad.

Obtenidas ya las matrices Qref
i y Oi aplicando las ecuaciones (4.17) y (4.18) se pueden obtener C

como las primeras l filas de Oi y G ref como las últimas r columnas de Qref
i. De igual modo, la

matriz A se puede obtener a partir de la matriz de observabilidad, usando notación de Matlab

[Matlab v. 5.3, 1999]  como:

A = Oi (1: l(i -1),:)+ Oi (l + 1: li,:) (4.21)

en la cual (.)+ significa matriz pseudo inversa  de Oi por ser una matriz rectangular.

Conocidas las matrice A y C, las frecuencias naturales del sistema original se pueden

calcular como la raiz cuadrada de los elementos de la matriz diagonal de autovalores ΛΛΛΛd obtenida

a partir de la descomposición de la matriz de estado A como:

1
d   −= ΨΛΨA (4.22)

en la cual ΨΨΨΨ es la matriz de autovectores de A.

Por otra parte, de relación entre los autovectores ΨΨΨΨ de la matriz A y la matriz de formas

modales del sistema original ΦΦΦΦ, está dada por [Peeters B., 2000 ]:
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CΨΦ = (4.23)

4.4.1 Identificación de los modos estructurales

Todos los parámetros hasta aquí determinados se deben considerar como estimadores ya

que el número de mediciones es finito y por lo tanto la matriz de covarianzas en realidad es

estimada. Otro punto a ser considerado es que en la teoría el orden del sistema se determina a

través de los valores singulares no nulos de la matriz Toeplitz. En la práctica esta matriz es

afectada por ruido, lo cuál hace que los valores singulares sean todos diferentes de cero. El ruido

puede producirse por:

• Ruido introducido por el equipo de medición.

• Número finito de datos.

• Imprecisión del modelo, debido a que el sistema real del cual se obtuvieron los datos no

puede ser modelado exactamente como un modelo estocástico en espacio de estado.

• Error computacional.

Exiten diferentes criterios para distinguir entre los modos físicos y los no físicos. Si los

amortiguamientos son bajos y los autovalores obtenidos se presentan en pares complejos

conjugados es muy probable que los modos identificados tengan significado físico, ya que las

estructuras civiles son, en general subamortiguadas.

El denominado diagrama de estabilización es una herramienta muy útil para obtener un

buen modelo para los fines del análisis modal. En este diagrama se comparan los autovalores

(polos) estimados para un cierto orden de modelo con los autovalores de un modelo de un orden

inferior. Si el error relativo entre frecuencia, relación de amortiguamiento y forma modal

correspondientes a un mismo modo no supera un límite preestablecido, se considera que el

autovalor correspondiente (polo) es estable y, por lo tanto, corresponde a un modo del sistema

identificado. Es decir,

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( )( ) %  s1ii,   

% q 
 ξ

 ξ ξ

% p 
 f

 f f

i

1ii

i

1ii

<×+−

<×−

<×−

+

+

 100MAC1

100

100

 (4.24)
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en la cual el indice MAC (Modal Assurance Criterion) [Allemang et al., 1982] varia entre 0 y 1 y

se calcula como:

( )
j,2j,2

H
i,1i,1

H

j,2i,1
H

     

  
ji, 

ΦΦΦΦ

ΦΦ
MAC = (4.25)

cuando este índice es próximo a 1 significa que hay una gran correlación entre las dos formas

modales y probablemente correspondan al mismo modo de vibración.

4.4.2 Ejemplo

Sistema estructural plano (simulado). A efectos de evaluar la precisión del método

descripto en 4.4 (SSI_Cov), se estudia el mismo pórtico de la figura 4.1 analizado previamente

con el método de los modos normales. De la misma manera que en el caso anterior, la respuesta

(desplazamientos de piso) de la estructura sometida a las mismas excitaciones se obtuvo por

integración numérica. La figura 4.15 muestra el diagrama de estabilización de frecuencias. Para

la construcción de este diagrama se procedió de la siguiente forma: de todos las frecuencias

estimadas se eliminaron aquéllas que tenían asociadas relaciones de amortiguamiento superiores

al 16% (máxima relación de amortiguamiento en la estructura simulada). De las frecuencias que

cumplen con esta condición se consideraron estables aquéllas que cumplieron con que el error en

la frecuencia fue inferior al 1%, el error en el amortiguamiento fue inferior al 2% y que la

correlación entre las formas modales era inferior al 1% (ver ecuaciones 4.24). Las frecuencias

correspondientes a los modos estables están representadas con [o], mientras que todas las

frecuencias identificadas se representan con [.].
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Figura 4.15. Diagrama de estabilidad de frecuencia.

Frecuencias estables representadas con [o] y todas las frecuencias identificadas con [.]

En la tabla 4.3 se presentan los parámetros identificados por el método juntamente con

los errores relativos respecto de los valores calculados analíticamente resolviendo el problema de

autovalores del sistema.

Analítico SSI_Cov
f [Hz] ξ [%] f [Hz] error [%] ξ [%] error [%]

modo 1 0.72 5 0.72 0 5 0
modo 2 1.99 5 1.98 0.5 5 0
modo3 3.42 7 3.40 0.58 7.1 1.43
modo 4 4.99 9.7 4.97 0.4 9.5 2.06
modo 5 6.55 12 6.51 0.61 12 0
modo 6 8.2 15 8.14 0.73 15.2 1.33

Tabla 4.3. Parámetros identificados por el método SSI-Cov.

En la tabla 4.3 se puede ver que el error en la estimación de las frecuencias a través del

método SSI-Cov es bajo al igual que en los estimados por el método propuesto de los modos

normales, lo mismo ocurre con la estimación del amortiguamiento.

En las figuras 4.16 a 4.21 se muestran las formas modales identificadas juntamente con

las obtenidas analíticamente. En ellas se puede observar la buena precisión en la estimación de

las formas modales alcanzada con la aplicación del método.
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Figura 4.16. Primer modo [          numérico             ssi_cov]
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Figura 4.17. Segundo modo [             numérico             ssi_cov]
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Figura 4.18. Tercer modo [          numérico             ssi_cov]
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Figura 4.19. Cuarto modo [         numérico             ssi_cov]
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Figura 4.20. Quinto modo [         numérico             ssi_cov]
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Figura 4.21. Sexto modo [          numérico             ssi_cov]
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4.5 Obtención de las matrices de rigidez y amortiguamiento no proporcional

Se presenta a continuación el método propuesto para la obtención de las matrices de las

matrices de rigidez y amortiguamiento para sistemas con amortiguamiento no proporcional a

partir del conocimiento de los parámetros modales.

Dado un sistema amortiguado como el representado por la ec. (3.1), el problema de

autovalores para un modo r, puede escribirse como:

( ) 0=φ++ rr
2

r    λλ KCM (4.26)

en la cuál λr es el autovalor correspondiente al modo r y rφ  es el vector de formas modales.

Si se premultiplica la ec. (4.26) por T
qφ se tiene:

( ) 0T =φ++φ rr
2

rq    λλ KCM (4.27)

Se puede escribir una expresión similar a la ec. (4.26) para un modo q de la forma:

( ) 0=φ++ qq
2

q    λλ KCM (4.28)

Teniendo en cuenta la simetría de las matrices del sistema la ec. (4.28) puede

transponerse:

( ) TT 0=++φ    λλ q
2

qq KCM (4.29)

Ahora si se postmultiplica esta última expresión por rφ y se la resta de la ec. (4.27) se

obtiene:

( ) ( ) 0TT =−+− φφφφ rqqrrq
2

q
2

r              λλλλ CM (4.30)

como λr  y λq son diferentes se puede escribir la primera condición de ortogonalidad:

( ) 0TT =++ φφφφ rqrqqr           λλ CM (4.31)

la segunda condición de ortogonalidad se puede obtener premultiplicando la ec.(4.27) por λq y a

la ec.(4.29) por λr y restando una respecto de la otra como:

0TT =− φφφφ rqrqqr   λλ      KM (4.32)
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Cuando los modos r y q son pares complejos conjugados se cumple que:

rqrrr q                                 λ φ=φ


 −−−= yξiξω 21 (4.33)

Insertando la ec.(4.33) en la ec.(4.31) se tiene:

0ω ξ2 HH =+− φφφφ rrrrr r      CM (4.34)

en la cuál, el superíndice "H" significa complejo conjugado transpuesto, así de la ec.(4.34) se

puede obtener:

r

r

rr

rr
r r 

   

  
 m

cωξ2
H

H

==
φφ
φφ

M
C (4.35)

como ΦΦΦΦ es de orden nx2n entonces C se obtiene como:

( ) ( )

( )r rrr

r

 diag    

pinv  pinv

m ω ξ2con    

H

=

=

C

ΦCΦC

(4.36)

Para el caso particular de amortiguamiento proporcional ΦΦΦΦ es una matriz real de orden n

por lo tanto se puede escribir:

( )r rrr

r

 diag    

  

m ω ξ2con    

1T

=

= −−

C

ΦCΦC

(4.37)

De igual modo, insertando las ec.(4.33) en la ec.(4.32) se tiene:

r

r

rr

rr
r

  

  
m
kω

H

H
2 ==

φφ
φφ

M
K (4.38)

así, la matriz K se obtiene como:

( ) ( )

( )r rr

r

 diag    

 pinv   pinv

mωcon    2

H

=

=

K

ΦKΦK

(4.39)
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Para el caso particular de amortiguamiento proporcional se puede escribir:

( )r rr

r

 diag    

  

mωcon    2

1T

=

= −−

K

ΦKΦK

(4.40)

4.5.1 Ejemplo

Se presentan las matrices de rigidez y amortiguamiento estimadas y reales del pórtico del

ejemplo 4.2.2

N/mx10

0.8250       0.9902-       0.1805        0.0202-    0.0025        0.0019  

0.9902-     2.0616        1.2714-        0.2221      0.0243        0.0023  

0.1805      1.2714-      2.4712         1.6148-    0.2631        0.0308-

0.0202-     0.2221        1.6148-      2.9117      1.7892-     0.3104   

0.0025       0.0243        0.2631         1.7892-    3.6817        2.3521-

 0.0019       0.0023        0.0308-      0.3104      2.3521     3.2470   

8





























 −

=K

N/mx10

0.8241       0.9893-       0.1812        0.0210-    0.0027        0.0017  

0.9893-     2.0604        1.2725-        0.2243      0.0256        0.0030  

0.1812       1.2725-      2.4730         1.6171-    0.2648        0.0319-

0.0210-     0.2243          1.6171-       2.9141      1.7908-     0.3101   

0.0027       0.0256        0.2648         1.7908-    3.6832        2.3517-

 0.0017       0.0030        0.0319-      0.3101      2.3517     3.2472   

8





























 −

=realK

Ns/mx10

0.5680         0.5822-       0.1065        0.0120-    0..0016        0.0012

0.5822-       1.2950        0.7490-       0.1320      0.016-        0.0014 

0.1065       0.7490-         1.5378        0.9560-     0.1506        0.0180

0.0120-     0.1320          0.9560-      1.7960       1.0520-     0.1825 

0.0016        0.016-        0.1506       1.0520-    2.2478        1.3802-

 0.0012        0.0014        0.0180        0.1825      .1         1.9920

6





























 −

=

3802

C
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Ns/mx10

0.5689          0.5812-       0.1064        0.0124-    0..0016        0.0010  

0.5812-       1.2952         0.7475-       0.1318         0.015-     0.0018   

0.1064         0.7475-       1.5376        0.9500-     0.1556       0.0187   

0.0124-       0.1318         0.9500-      1.7967       1.0522-     0.1822   

0.0016            0.015-      0.1556        1.0522-    2.2485        1.3815-

 0.0010           0.0018        0.0187         0.1822       .1     1.9924   

6





























 −

=

3815

realC

Se puede observar que el error en la estimación de las matrices de rigidez y

amortiguamiento es despreciable para el ejemplo presentado en el cuál no existe ruido de

medición.

4.6 Conclusiones

 En este capítulo se presentaron tres métodos para identificar las características dinámicas

de estructuras sometidas a vibraciones ambientales a partir del conocimiento exclusivo de la

respuesta del sistema, a saber, Método de los modos normales, Método de los modos complejos

(propuestos en este trabajo) y Método basado en las covarianzas (SSI-Cov) [Peeters et. al, 1999],

[Peeters, 2000]. Se presentó también un método propuesto para la determinación de las matrices

de sistemas con amortiguamiento no proporcional

De los ejemplos analizados por los tres métodos presentados se puede inferir que:

• El error relativo en la estimación de las frecuencias naturales crece con el orden del modo.

Para un sistema con seis grados de libertad, el mismo fue siempre inferior al 1%. Esto podría

deberse al tipo de excitación usada donde los modos más altos son débilmente excitados.

• En la determinación del amortiguamiento, el error relativo no superó 3% incluso en los

modos más altos.

• La precisión lograda en la estimación de las frecuencias y amortiguamientos se considera

excelente para fines de ingeniería, debido al bajo error relativo. Cabe aclarar que el estudio se

realizó sobre un modelo ideal en el que no se consideró la presencia de ruido de medición.

• En el caso de los métodos de los modos complejos y normales la desventaja se presenta en la

necesidad del conocimiento previo de las formas modales. Sin embargo, en el caso de estructuras

donde el número de grados de libertad considerados es pequeño, la obtención de las formas

modales puede llevarse a cabo experimentalmente o a partir de un modelo numérico.
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• El método basado en las covarianzas (SSI-Cov) permite, a partir del conocimiento exclusivo

de la respuesta estructural, determinar frecuencias, formas modales y relaciones de

amortiguamiento. Como desventaja, se debe mencionar el mayor tiempo computacional

requerido, el cual aumenta con el aumento de los grados de libertad considerados como de

referencia y la aparición de mayor número de autovalores espurios con el aumento del orden del

modelo, que en algunos casos se tornan difíciles de filtrar.

• Como se puede observar en la figura 4.2 la estimación de las frecuencias naturales de los

modos más altos a partir del espectro de respuesta es difícil, mientras que con los métodos

presentados en este capítulo pueden determinarse sin dificultad.

• Con el método propuesto para obtener las matrices del sistema a partir de la medición de la

respuesta (problema inverso) se obtuvieron resultados precisos, debe notarse que el ejemplo

presentado corresponde a un ejemplo numérico sin errores de medición.
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CAPÍTULO 5

IDENTIFICACIÓN DE SISTEMA EN MODELO DE LABORATORIO

5.1 Introducción

En el capítulo anterior, se aplicaron los métodos de identificación a un ejemplo simulado

numéricamente lo cual sirvió para comparar los métodos expuestos. En una segunda etapa, se

estudian tres estructuras en laboratorio. En los dos primeros ejemplos se analizan dos estructuras

de seis pisos en escala 1:5 construidas en aluminio. Los modelos son sometidos a una excitación

en la base a través de una mesa vibratoria. Para estudiar el efecto del tipo de excitación, en el

primer caso la excitación es de tipo senoidal y en el segundo es un ruido blanco gaussiano, estos

ensayos fueron realizados, como parte de esta tesis doctoral, en la Universidade Federal de Rio

Grande do Sul (Brasil). La tercer estructura es una viga de hormigón armado simplemente

apoyada de sección rectangular de 5.6 m de largo [Palazzo, 2001].

Como primer paso se describen los ensayos realizados como parte de esta tesis y luego se

aplican los métodos de identificación presentados en el capítulo 4 a las tres estructuras

mencionadas en el párrafo anterior y se establecen conclusiones sobre la viabilidad de dichos

métodos de identificación.
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5.2 Ensayo preliminar (Estático)

Para la realización de los ensayos estáticos preliminares se construyeron tres modelos de

dos pisos tipo pórtico tridimensional (figura 5.1) con piso rígido construido con placas de

acrílico de 5 mm de espesor y 0.10 m de longitud de vano. Las columnas, empotradas, fueron

construidas en aluminio de 0.6 mm de espesor y ancho igual a 1, 1.5 y 2,5 cm. En los ensayos

estáticos se aplicó una carga lateral en el primer piso de los tres modelos estudiados a fin de

determinar el módulo de elasticidad del aluminio y el desplazamiento de fluencia de las

columnas. La figura 5.2 muestra la curva fuerza-desplazamiento del punto de aplicación de la

carga para un ancho de columna b=1.0 cm.

Figura 5.1 Modelo ensayado con carga estática
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Figura 5.2 Curva Fuerza-desplazamiento para ancho de columna b = 1 cm.
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De la curva fuerza-desplazamiento se puede observar que el comportamiento del

aluminio es casi bilineal, no existe gran pérdida de rigidez post-fluencia y en la descarga el

módulo es igual que en la carga.

De las curvas fuerza-desplazamiento se obtuvo:

Desplazamiento de fluencia = 6.0 e-3 m.

Fuerza de fluencia = 12 N

Rigidez de elemento biempotrado k= 2000 N/m. (coeficiente k(1,1) de la matriz de

rigidez)

Con estos valores se obtuvo el módulo de elasticidad como:

E = (k/2 x L3)/(12 x I) = 6.7e+10 N/m26

en la cual L es la luz del vano, k es el coeficiente de la matriz de rigidez para elemento

biempotrado, e I es el momento de inercia.

5.3 Equipamiento para ensayos dinámicos

En los ensayos de los pórticos de aluminio se usó, para generación de la señal,

adquisición de datos y análisis de señales, el siguiente equipamiento (figura 5.3):

• Mesa vibratoria Bruel & Kjaer tipo 1050 con rango de frecuencia de 1  Hz a 10 kHz y

resolución de frecuencia de 1.19 mHz.

• Acelerómetros Bruel & Kjaer: tipo 4371 con peso de 11gr y sensibilidad de 8 mV/g, tipo

4383 con peso de 17 gr y sensibilidad de 26 mV/g, tipo 4381 con peso de 43 gr y sensibilidad de

80 mV/g, y rango de frecuencia de 0.1-12600 Hz

• Amplificador de señal, Bruel & Kjaer tipo 2712 con 6 canales con filtro pasa baja.

• Placa de adquisición de datos Computerboards con 16 canales (PCM – DAS16), 12 bits de

resolución, tiempod econversión A/D 25 µs, voltage máximo absoluto de entrada ± 15 V.

• Programa para procesamiento de datos HP VEE 5.0 HEWLETT PACKARD (1998).
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Figura 5.3 Equipamiento usado

5.4 Pórtico en aluminio (modelo A)

5.4.1 Descripción del modelo

Se construyó una estructura tipo pórtico de aluminio de seis pisos y un vano con seis

columnas por piso, como lo muestra la figura 5.4. Los pisos se construyeron con placas de

acrílico cuadradas de 10 mm x 10 mm y 5 mm de espesor.

Figura 5.4 Modelo ensayado A
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Para fijar el modelo en la mesa vibratoria se coló la base de acrílico del modelo a la placa

de acrílico de la mesa vibratoria con cemento de contacto para acrílico (ver figura 5.5). Para

asegurar el comportamiento de estructura tipo shear building se fijaron las columnas con barras

de aluminio de sección cuadrada de 5 mm de lado atornilladas a las placas de acrílico. (figura

5.5).

Figura 5.5 Detalle de fijación del modelo en mesa vibratoria.

En la tabla 5.1 se indican las características geométricas y mecánicas del modelo

ensayado.

Altura total 0.50 m

Altura de piso 0.083 m

Longitud de vano 0.10 m

Piso 1 y 2 6e-4 m x 1.8e-2 m

Piso 3 y 4 6e-4 m x 1.2e-2 m
Sección transversal de

columna
Piso 5 y 6 6e-4 m x 0.6e-2 m

Masa total (incluido los acelerómetros) 0.682 kg

Densidad 2698 kg/m3

Módulo de elasticidad 6.7e+10 N/m2

Tabla 5.1 Características geométricas y mecánicas del modelo A.
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 5.4.2 Ensayo dinámico

Se realizaron ensayos dinámicos colocando el modelo sobre una mesa vibratoria y

midiendo su respuesta en la dirección horizontal a través de acelerómetros fijados en cada piso.

La excitación aplicada en la base de la estructura fue del tipo senoidal; para ello se realizó un

barrido entre 3 y 31 Hz ya que, de acuerdo con el análisis numérico de la estructura, entre estos

valores se encontrarían las frecuencias de los 4 primeros modos de vibración. La frecuencia de

adquisición fue de 256 ptos/s y la duración de los registros de 128 s. La amplitud de aceleración

fue de 0.2 m/s2. Con ese nivel de aceleración, definido  a través de un análisis numérico, la

estructura permanece en estado elástico eliminando así la posibilidad de existencia de daño en la

misma. La figura 5.6 muestra el modelo instrumentado.

Figura 5.6. Modelo ensayado en mesa vibratoria

5.4.3 Identificación del sistema

Para identificar los parámetros modales del modelo se sometió a la estructura a cinco

registros de aceleración en la base tipo barrido senoidal según las características explicadas en

5.4.2. La figura 5.7 muestra la respuesta medida en el techo del modelo y su espectro de

amplitudes de Fourier. Como la excitación fue del tipo barrido de frecuencia, en el gráfico de la

respuesta se puede observar el aumento de la intensidad de aceleración (representada por los

picos) cuando la frecuencia de la excitación se iguala a cada una de las frecuencias

correspondientes a los modos de vibración de la estructura (la estructura entra en resonancia). El

espectro de amplitudes de Fourier muestra claramente las cuatro primeras frecuencias del
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sistema, la quinta frecuencia se puede observar a través de un pico de baja amplitud y la

frecuencia correspondiente al sexto modo de vibración no puede observarse, esto se debe a que,

como ya se dijo anteriormente, el barrido de frecuencia se realizó entre 3 y 31 Hz (frecuencias

correspondientes a los cuatro primeros modos de vibración de la estructura).
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Figura 5.7 Respuesta medida en el techo en términos de aceleraciones y espectro de

amplitudes de Fourier de la misma.

Con las respuestas medidas en cada piso se aplicaron el método de los modos complejos

y el SSI-Cov explicados en el capítulo 4. .

5.4.3.1 Método de identificación basado en las covarianzas (SSI-COV)

A pesar que en este caso se viola la hipótesis de este método en el que la excitación debe

ser un ruido blanco, se identificaron los parámetros modales del prototipo a fin de verificar su
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precisión. Para el análisis se consideraron a los 6 sensores como de referencia, el retraso máximo 

(lag) i adoptado fue 54 y el orden máximo del modelo fue 16. Para eliminar los modos espurios 

que resultan del método, se construyó el diagrama de estabilización de frecuencias mostrado en 

la figura 5.8, (Ver capítulo 4). En la primera etapa de construcción de este diagrama se 

consideraron como modos estables sólo aquéllos cuyos amortiguamientos no superaron el 10%, 

luego se compararon los modos estimados con el modelo de orden máximo con los de un orden 

inmediato inferior y así sucesivamente; se consideraron estables sólo aquellos modos en los 

cuales el error relativo entre frecuencias, formas modales y amortiguamientos no superan el 1%, 

1% y 5 % respectivamente.  

En la figura 5.8 las frecuencias correspondientes a los modos estables se representan con 

[o], mientras que todas las frecuencias identificadas con [.]. En la tabla 5.2 se resumen las 

frecuencias y amortiguamientos identificados. 

 

5 10 15 20 25 30 35 40 45
2

4

6

8

10

12

14

16

18

Frecuencias [Hz]

O
rd

en
 d

e 
m

od
el

o

 

Figura 5.8 Diagrama de estabilización. [o] representa las frecuencias estables y [.] todos las 

frecuencias identificadas. 

Modo 1 2 3 4 5 6 
f [Hz] 5.23 13.26 22.05 27.62 36.6 43.6 
ξ (%) 1.24 0.84 1.57 0.45 0.72 0.7 

Tabla 5.2. Valores de frecuencias y amortiguamientos estimados. 

Las figuras 5.9 muestran las formas modales estimadas a través del método.  



Identificación de Sistemas y Evaluación del Daño Estructural 

 

M. Amani - 63 - 

-1 -0.5 0  0.5 1
0

1

2

3

4

5

6

pi
so

0.2067 (0º)

0.3644 (2.22º) 

0.5253 (2.4º) 

0.6801 (4.4º) 

0.8563 (6.42º) 

1.000 (7.83º) 

 
Figura 5.9.a. Primer modo de vibración. 
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Figura 5.9.b. Segundo modo de vibración. 
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Figura 5.9.c. Tercer modo de vibración. 
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Figura 5.9.d. Cuarto modo de vibración. 
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Figura 5.9.e. Quinto modo de vibración 
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Figura 5.9.f. Sexto modo de vibración 
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 Como se puede observar las formas modales identificadas son complejas, es decir que la 

amplitud de cada coordenada está definida por su magnitud y ángulo de fase, el hecho que los 

ángulos de fase sean diferentes de 0º ó 180º está indicando la presencia de amortiguamiento no 

proporcional. 

5.4.3.2 Método de los modos complejos 

Como primer paso se construyó un modelo numérico en el programa MATLAB v 5.3 

(1999), se modelaron las columnas con elementos de viga 3D, se consideraron las masas 

concentradas en cada piso y seis grados de libertad correspondientes a los seis desplazamientos 

horizontales de piso. Las formas modales obtenidas (usadas para la aplicación del método de los 

modos complejos) se muestran en la figura 5.10.  
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Figura 5.10 Formas modales obtenidas numéricamente usadas en el método de los 

modos complejos. 

A partir de las respuestas medidas (aceleración en la dirección horizontal en cada piso) en 

el ensayo en mesa vibratoria para los cinco registros de aceleración en la base, se estimaron 

frecuencias y amortiguamientos de la siguiente forma: 

Paso 1: se calcularon, aplicando el método de los modos complejos, las respuestas para 

cada modo de vibración (ecuación 4.12). 

Paso 2: se determinó la densidad espectral de potencia para cada respuesta modal y luego 

se obtuvo el estimador de la densidad espectral de potencia (promedio de 5) para cada modo de 

vibración. 

Paso 3: se ajustaron por mínimos cuadrados la función de respuesta en frecuencia de un 

oscilador lineal de un grado de libertad (ver apéndice B) a las curvas obtenidas en el paso 2. 

Las figuras 5.11.a - f muestran el estimador de la densidad espectral de potencia de la 

respuesta modal y la función de respuesta en frecuencia de un oscilador lineal de un grado de 

libertad que la ajusta.  
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Figura 5.11.a  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η B1B (t) y 

FRF del oscilador lineal de un grado de libertad que la ajusta  

12.5 13 13.5 14
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

Frecuencia [Hz]

Es
tim

ad
or

 d
e D

EP
 [m

2 /s
4 /H

z]

curva de ajuste
estimador dep

 

Figura 5.11.b  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η B2B (t) y 

FRF del oscilador lineal de un grado de libertad que la ajusta. 
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Figura 5.11.c  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η B3B (t) y 

FRF del oscilador lineal de un grado de libertad que la ajusta. 
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Figura 5.11.d  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η B4B (t) y 

FRF del oscilador lineal de un grado de libertad que la ajusta. 
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Figura 5.11.e  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η B5B (t) y 

FRF del oscilador lineal de un grado de libertad que la ajusta. 
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Figura 5.11.f  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η B6B (t) y 

FRF del oscilador lineal de un grado de libertad que la ajusta. 

En las figuras 5.11 se puede observar, a diferencia de lo que sucedía en los ejemplos 

numéricos del capítulo 4, las curvas de densidad espectral de potencia presentan pequeños picos 

alrededor de los picos principales, la presencia de estos picos disminuiría con el aumento del 

número de registros medidos, es decir se obtendría un mejor estimador de la densidad espectral 



Identificación de Sistemas y Evaluación del Daño Estructural 

 

M. Amani - 70 - 

de potencia ya que al promediar un mayor número de curvas de densidad espectral de respuesta 

modal esos picos tenderían a anularse. 

En la tabla 5.3 se muestran las frecuencias y amortiguamientos estimados mediante los 

métodos de los modos complejos y SSI-Cov y se calcula la diferencia.  

 Método de los modos 

complejos 

SSI-Cov 
Diferencia [%] 

 f [Hz] ξ [%] f [Hz] ξ [%] f  ξ 

Modo 1 5.24 1.19 5.23 1.24 0.20 4.20 

Modo 2 13.27 0.83 13.26 0.84 0.075 1.20 

Modo 3 22.16 1.63 22.05 1.57 0.50 3.68 

Modo 4 27.62 0.45 27.62 0.45 0 0 

Modo 5 36.64 0.7 36.6 0.72 0.10 2.85 

Modo 6 43.91 0.60 43.6 0.71 0.70 18 

Tabla 5.3 Parámetros identificados por ambos métodos. 

 De la comparación de las frecuencias estimadas por los métodos de los Modos Complejos 

y SSI-Cov se puede ver que la diferencia existente entre ambos métodos es muy baja por lo que 

se puede decir que ambos métodos son equivalentes. En lo que respecta al amortiguamiento, 

existe gran dispersión en la estimación del mismo a través de los dos métodos evidenciando 

diferencia, entre los valores estimados, mayores. 

5.5 Pórtico en aluminio (modelo B) 

5.5.1 Descripción del  modelo  

Se construyó un nuevo prototipo de una estructura tridimensional tipo pórtico de seis 

pisos y un vano (figura 5.12) con cuatro columnas por piso, empotrado en la base. La fijación de 

los elementos se realizó de modo tal que las deformaciones principales de la estructura sean del 

tipo cortante (comportamiento tipo shear building) de la misma forma que en modelo A 



Identificación de Sistemas y Evaluación del Daño Estructural 

 

M. Amani - 71 - 

descripto anteriormente. Las características geométricas de las cuatro columnas de aluminio se 

describen en la tabla 5.4. 

 

Figura 5.12 Vista del modelo B 

 
Altura total 0.50 m 

Altura de piso 0.083 m 

Longitud de vano 0.10 m 

Piso 1 y 2 6 x 10-4 m x 1.8 x 10-2 m 

Piso 3 y 4 6 x 10-4 m x 1.2 x 10-2 m 
Sección transversal de 

las columnas 
Piso 5 y 6 6 x 10-4 m x 0.6 x 10-2 m 

Masa total (incluido los acelerómetros) 0.665 kg 

Densidad 2698 kg/m3

Módulo de elasticidad 6.7 e+10 N/m2

Tabla 5.4. Características geométricas y mecánicas del modelo B. 
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5.5.2. Ensayo dinámico 

En este caso, se somete a la estructura a un conjunto de cinco registros de aceleraciones 

en la base tipo ruido blanco gaussiano simulado con desvío estándar de 2.0 m/s2; la frecuencia de 

adquisición fue de 1024 ptos/s y la duración de los registros fue de 16 s. En cada caso la 

respuesta se mide en dirección horizontal a través de acelerómetros fijados en cada piso. La 

figura 5.13 muestra la respuesta en término de aceleraciones a uno de los cinco registros de 

aceleración en la base, medida en el sexto piso y su espectro de amplitudes de Fourier, a través 

del espectro se pueden ver los seis picos correspondientes a las frecuencias de los seis primeros 

modos de vibración.  
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Figura 5.13. Respuesta del sexto piso en términos de aceleraciones y Espectro de 

amplitudes de Fourier de la misma. 

5.5.3 Identificación del sistema 

 De la misma manera que en el ejemplo anterior, a fin de identificar los parámetros 

modales del modelo con la respuesta medida en cada piso, se aplicaron el método SSI-Cov y el 

método de los modos complejos explicados en el capítulo 4.  

5.5.3.1 Método de identificación basado en las covarianzas (SSI-Cov) 

Para el análisis se consideran a los 6 sensores como de referencia, el retraso máximo (lag) 

i adoptado es 100 y el orden máximo del modelo es 22.  Los procedimientos llevados a cabo para 

la eliminación de los modos espurios son similares a los realizados en el ejemplo anterior. En la 

figura 5.14 se muestra el diagrama de estabilización de frecuencias. Las frecuencias 

correspondientes a los modos estables están representadas con [o], mientras que todas las 
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frecuencias identificadas se representan con [.]. La tabla 5.5 muestra los valores promedios de 

frecuencias y amortiguamientos identificados. 
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Figura 5.14. Diagrama de estabilización [o] representa los polos estables y [.] todos los polos 

identificados. 

 
Modo 1 2 3 4 5 6 

Frecuencia 
[Hz] 4.18 10.77 17.69 22.43 29.78 36.67 

ξ (%) 2 1.7 1.5 1.8 1.9 1.8 

Tabla 5.5. Valores de frecuencia y amortiguamiento experimentales. 

Las figuras 5.15 muestran las formas modales identificadas. Las formas modales son 

complejas, por lo que quedan representadas por su amplitud y por el ángulo de fase. En la figura 

5.14 están representadas las formas modales en un instante de tiempo fijo ya que, al ser 

complejas, van variando instante a instante debido a que en cada coordenada correspondiente a 

cada grado de libertad los ángulos de fase son diferentes, esto es lo que diferencia las formas 

modales complejas de las reales donde los ángulos de fase son todos 0º ó 180º. 
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Figura 5.15.a. Primer modo de vibración. 
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Figura 5.15.b. Segundo modo de vibración. 
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Figura 5.15.c. Tercer modo de vibración. 
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Figura 5.15.d. Cuarto modo de vibración. 
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Figura 5.15.e. Quinto modo de vibración 
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Figura 5.15.f. Sexto modo de vibración 
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5.5.3.2. Método de los modos complejos 

Se construyó un modelo numérico en el programa MATLAB v 5.3 (1999), se 

consideraron las masas concentradas en cada piso y seis grados de libertad correspondientes a los 

seis desplazamientos horizontales de piso. El módulo de elasticidad del aluminio se determinó 

según lo explicado en el apartado 5.2 (ensayo estático). A partir de este modelo numérico se 

obtuvieron las formas modales que se usaron en el método de los modos complejos. En la figura 

5.16 se muestran las formas modales del modelo numérico. 
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Figura 5.16 formas modales del modelo numérico usadas en el Método de los Modos 

Complejos. 

Medidas las respuestas (aceleración en dirección horizontal) en cada uno de los pisos del 

modelo, para los cinco registros de aceleración en la base tipo ruido blanco gaussiano, se 

estimaron las frecuencias y amortiguamientos de la misma forma que en el apartado 5.4.3.2. 

Las figuras 5.17.a - f muestran el estimador de la densidad espectral de potencia de la 

respuesta modal y la función de respuesta en frecuencia de un oscilador lineal de un grado de 

libertad que la ajusta.  
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Figura 5.17.a  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η1 (t) y 

FRF de un oscilador lineal de un gdl que la ajusta.  
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Figura 5.17.b  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η2 (t) y 

FRF de un oscilador de un gdl que la ajusta. 

16 16.5 17 17.5 18 18.5 19 19.5 20
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Frecuencia [Hz]

Es
tim

ad
or

 D
EP

 [m
2 /s

4 /H
z]

curva de ajuste
estimador dep

 

Figura 5.17.c  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η3 (t) y 

FRF de un oscilador lineal de un gdl que la ajusta. 
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Figura 5.17.d  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η4 (t) y 

FRF de un oscilador de un gdl que la ajusta. 
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Figura 5.17.e  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η5 (t) y 

FRF de un oscilador lineal de un gdl que la ajusta. 
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Figura 5.17.f  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η6 (t) y 

FRF de un oscilador de un gdl que la ajusta. 

En las figuras 5.17 se puede ver que aparecen varios picos cercanos a la frecuencia en 

consideración, con el aumento del número de registros medidos estos pico podrían suavizarse 

obteniéndose así un mejor estimador de la densidad espectral de potencia de las respuestas 

modales. También a partir del análisis de las figuras se puede observar una limitación del método 

que sería la imposibilidad de identificar modos cercanos ya que los mismos podrían confundirse 

con un único modo. 

Los parámetros modales identificados mediante los métodos de los modos complejos y 

SSI-Cov se resumen en la tabla 5.6. 

 Método de los modos 

complejos 
SSI_Cov Diferencia [%] 

 f [Hz] ξ [%] f [Hz] ξ [%] f  ξ  
Modo 1 4.21 1.86 4.18 2.1 0.71 12.9 

Modo 2 10.75 2.0 10.77 1.7 0.18 15 

Modo 3 17.77 1.81 17.69 1.5 0.45 17 

Modo 4 22.43 1.75 22.43 1.8 0 2.86 

Modo 5 29.91 2.07 29.78 1.9 0.43 8.21 

Modo 6 36.63 1.5 36.67 1.8 0.11 20 

Tabla 5.6 Comparación de parámetros identificados mediante el Método de los Modos 

Complejos y SSI-Cov. 
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 Nuevamente, los resultados muestran, en general, que la diferencia entre las frecuencias 

estimadas por ambos métodos es baja. Sin embargo, se observa que, para el tipo de exitación 

considerada en este caso, aumenta la imprecisión en la estimación del amortiguamiento. 

5.6 Viga de hormigón armado 

 Se estudia una viga simplemente apoyada de hormigón armado (H17, ADN 420) de 5.60 

m de longitud y sección transversal rectangular (0.10 x 0.20)m [Palazzo, 2001]. La figura 5.18 

muestra un esquema de la viga de HoAo. En la tabla 5.7 se muestran las características mecánicas 

de la viga. 

5.60 m

0.10 m x 0.20 m

 

Figura 5.18 Esquema de la viga de HoAo 

 

Superior: 3 φ 16 mm 
Armadura longitudinal 

Inferior: 3 φ 16 mm 

Armadura de corte Estribos φ 4.2 mm c/10 cm 

Densidad 2634.665 kg/m3

Módulo de Elasticidad 2.48 x107 kN/m2

Momento de inercia 3.031 x 103 cm4

Tabla 5.7 Propiedades mecánicas de la viga de hormigón armado. 

5.6.1 Ensayo dinámico 

 La señal usada para la excitación de la viga es del tipo pulso, provocada por el golpe de 

un martillo aplicada manualmente. Se midieron las respuestas en término de aceleraciones en 

cuatro puntos de la viga. Más detalles sobre los ensayos ver [Palazzo,2001]. 
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5.6.2 Identificación del sistema 

  La identificación de los parámetros modales se realiza a través de los mismos métodos 

que en los ejemplos anteriores. 

5.6.2.1 Identificación de sistemas basado en las covarianzas (SSI-Cov) 

Para el análisis se consideran a los 4 sensores como de referencia, el retraso (lag) i 

adoptado es 100 y el órden máximo del modelo es 15. Los criterios para la construcción del 

diagrama de estabilización de frecuencias son los mismos que los empleados en los ejemplos 

precedentes. La figura 5.19. muestra este diagrama en el cuál las frecuencias correspondientes a 

los modos estables están representadas con [o], mientras que todas las frecuencias identificadas 

se representan con [.].  
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Figura 5.19 Diagrama de estabilidad de frecuencias para viga de HoAo, con [o] se 

representan las frecuencias correspondientes a los modos estables y con [.] se representan 

todas las frecuencias identificadas. 

La tabla 5.8 muestra los valores de frecuencias y amortiguamientos estimados. 

Modo 1 2 3 4 
f (Hz) 4.52 17.29 39.56 70.98 
ξ (%) 3.62 2.94 1.77 3.44 

Tabla 5.8 Frecuencias y amortiguamientos estimados. 
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5.6.2.2 Método de los modos complejos 

 Se construyó un modelo numérico con el programa Matlab [Matlab v. 5.3, 1999], se 

consideraron elementos de viga lineales 3D, masas concentradas en coincidencia con los cuatro 

puntos de medición de la respuesta (figura 5.20). Las propiedades mecánicas usadas son las que 

se muestran en la tabla 5.7. 

5.60 m

1 2 3 4

 

Figura 5.20 Grados de libertad considerados correspondiente a los desplazamientos 

verticales en los puntos marcados. 

 Las formas modales obtenidas a partir del modelo numérico se usaron en el Método de 

los Modos Complejos para estimar las frecuencias y amortiguamientos (figura 5.21). 
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Figura 5.21 Formas modales del modelo numérico de viga de HºAº. 

Las figuras 5.22 a – d muestran el estimador de la densidad espectral de potencia de la 

respuesta modal y la función de respuesta en frecuencia del oscilador lineal de un grado de 

libertad que la ajusta. 

 

2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

Frecuencia [Hz]

Es
tim

ad
or

 D
EP

 [m
2 /s

4 /H
z]

curva de ajuste
estimador dep

 

Figura 5.22.a  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η1 (t) y 

FRF del oscilador lineal de un gdl que la ajusta. 
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Figura 5.22.b  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η2 (t) y 

FRF del oscilador lineal de un gdl que la ajusta. 
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Figura 5.22.c  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η3 (t) y 

FRF del oscilador lineal de un gdl que la ajusta. 
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Figura 5.22.d  Estimador de la densidad espectral de potencia de la respuesta modal η4 (t) y 

FRF del oscilador lineal de un gdl que la ajusta. 

Los parámetros modales estimados mediante los métodos de los Modos Complejos, SSI-

Cov y las frecuencias y amortiguamientos estimados con los métodos Peak-picking y Half Power 

Bandwidth [Palazzo, 2001] se resumen en la tabla 5.9. 

 

[Palazzo, 2001] 

 

 

PP(1) HPB(2)

Método de los 

modos complejos 
SSI_Cov 

Coef. de Variación 

[%] 

 f [Hz] ξ [%] f [Hz] ξ [%] f [Hz] ξ [%] f  ξ  

Modo 1 4.55 3.34 4.54 3.67 4.52 3.62 0.34 5.02 

Modo 2 17.16 1.98 17.31 2.70 17.29 2.94 0.47 19.67 

Modo3 38.52 0.83 39.47 1.95 39.56 1.77 1.47 39.66 

Modo 4 69.77 -- 70.0 3.3 70.98 3.44 0.91 --- 

Tabla 5.9 Comparación entre los parámetros modales identificados por los tres métodos. 

(1) Peak-Picking, (2) Half Power Bandwidth. 

En la tabla 5.9 se puede observar que el coeficiente de variación para la frecuencia es 

bajo por lo que se puede decir que la frecuencia se puede estimar con muy buena precisión. El 

coeficiente de variación para el amortiguamiento es elevado excepto para el primer modo de 
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vibración para el cual alcanza un 5%, para el cuarto modo no se calculó debido a que no se pudo 

estimar el amortiguamiento por el método Half Power Bandwidth. En la tabla 5.10 se calcula la 

diferencia entre los parámetros estimados por el método propuesto en esta tesis, es decir Método 

de los Modos Complejos (MC) y el método SSI-Cov. En ella se puede ver que prácticamente los 

dos métodos pueden considerarse como equivalentes, siendo el método propuesto de más fácil 

aplicación. 

 

Diferencia entre 

parámetros estimados 

por MC y SSI-Cov 

 f [%] ξ [%]
Modo 1 0.44 1.36

Modo 2 0.11 8.9

Modo 3 0.23 9.2

Modo 4 1.4 4.2
Tabla 5.10 Diferencia entre parámetros estimados por el método de los Modos Complejos 

(MC) y el método SSI-Cov. 

5.7 Conclusiones generales 

De los análisis experimentales se puede concluir que es posible estimar las frecuencias 

naturales con alta precisión (en los casos estudiados la diferencia fue menor al 1%), sin embargo 

la estimación del amortiguamiento es incierta, (la diferencia máxima en algunos casos alcanzó el 

40%).  

 En el caso del método de los modos complejos la desventaja se presenta en la necesidad 

del conocimiento previo de las formas modales. Sin embargo, este método resulta ser una 

alternativa simple ya que la obtención de las formas modales puede llevarse a cabo 

experimentalmente en el caso de estructuras donde el número de grados de libertad considerados 

es pequeño o en cualquier otro caso a partir de un modelo numérico. 

 De los ejemplos estudiados se puede concluir que para la estimación de las frecuencias y 

amortiguamientos, los métodos SSI-Cov y el método propuesto de los Modos Complejos son 

equivalentes. La ventaja en la aplicación del método de los Modos Complejos es que es un 
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método fácil incluso en el postprocesamiento, mientras que en el método SSI-Cov la 

determinación de los modos espurios, en algunos casos, se torna engorrosa. 
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CAPÍTULO 6 

 

 

IDENTIFICACIÓN DE DAÑO ESTRUCTURAL 

 

6.1 Introducción 

 La idea de monitoreo estructural surgió debido a la necesidad de complementar los 

métodos subjetivos de inspección visual con herramientas no destructivas basadas en mediciones 

físicas y análisis computacional. Estas técnicas de monitoreo estructural pueden clasificarse en 

globales o locales. Los métodos locales se concentran en una parte de la estructura y se basan en 

radiografías, campos magnéticos, acústicos, etc. Los métodos globales parten de la medición de 

vibraciones y se basan en el hecho de que cambios en la rigidez local afectan en forma global a 

las características dinámicas de una estructura. La ventaja principal de estos métodos es que 

mediciones en algunos puntos de la estructura son suficientes para conocer las condiciones de 

toda la estructura y que el lugar donde se realiza la medición puede ser diferente del lugar 

dañado. Estos métodos de monitoreo pueden ser intermitentes o continuos. 

 En este capítulo se propone un método para la localización y cuantificación del daño en 

estructuras con amortiguamiento viscoso no proporcional. Se presenta también el método 

denominado Perturbación de Rango Mínimo para localizar y cuantificar el daño aplicable a 

estructuras con amortiguamiento viscoso proporcional. La aplicabilidad del método propuesto se 

muestra a través de ejemplos numéricos y experimentales, uno de estos ejemplos experimentales 

fue desarrollado exclusivamente para este trabajo de tesis. 
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6.2 Clasificación de los métodos para identificación de daño estructural 

 Ritter [Ritter, 1993] clasifica los métodos para identificar el daño estructural en cuatro 

niveles, a saber: 

• Nivel 1- Detección: a través de estos métodos sólo es posible saber si la estructura está 

dañada o no. 

• Nivel 2- Localización: es posible además conocer la posición geométrica del daño. 

• Nivel 3- Cuantificación: además de los niveles 1 y 2 estos métodos cuantifican la severidad 

del daño. 

• Nivel 4- Predicción: permiten, además de los niveles anteriores, predecir la vida útil 

remanente de la estructura. 

Generalmente, los métodos desarrollados hasta el momento se encuadran en los dos 

primeros niveles. En algunos casos cuando los métodos basados en medición de vibraciones se 

combinan con modelos estructurales, permiten cuantificar el daño existente.  

Basados en la teoría clásica de dinámica estructural, algunos métodos de identificación de 

daño parten del concepto de que, al ser los parámetros modales (frecuencias, formas modales y 

amortiguamiento modal) funciones de las propiedades físicas de la estructura (masa, rigidez y 

amortiguamiento), cualquier cambio en estas propiedades causará modificaciones en los 

parámetros modales de la misma. 

 Otros métodos de identificación del daño se basan en la modificación de las matrices de 

masa, rigidez, y/o amortiguamiento del sistema de modo tal de reproducir lo mejor posible la 

respuesta dinámica medida. La comparación entre las matrices actualizadas y las matrices 

originales (sin daño) provee un indicador de daño, que puede ser usado para localizar y 

cuantificar la extensión del mismo. 

6.3 Localización del daño 

 Algunos métodos, que forman parte de los denominados métodos de actualización óptima 

de matrices, involucran la minimización del rango de las matrices error o perturbación. Uno de 

ellos es el denominado Perturbación de Rango Mínimo (MRPT: Minimum Rank Perturbation 

Theory) [Zimmerman, et al., 1994]. Este algoritmo para localizar el daño es esencialmente el 
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criterio del error en la fuerza modal y define el vector de daño para el i-ésimo modo de un 

sistema amortiguado de n grados de libertad  como: 

( )
iiiii ddddddddid φ∆+∆+∆=φ≡

rrr
KCMZ λλ 2     (6.1) 

en la cual las variaciones ∆M, ∆K, ∆C ∈ Rnxn son matrices simétricas y reales e indican la 

presencia de daño en el sistema.  
idid λ    yφ

r
  son el i-ésimo autovector e i-ésimo autovalor de la 

estructura dañada. 

 En el caso en el que el ruido en la medición sea despreciable, el j-ésimo elemento del 

vector id
r

 será cero cuando la j-ésima fila de las matrices ∆M, ∆K, ∆C sean cero, es decir que el 

j-ésimo grado de libertad no está afectado directamente por el daño. En la práctica, esto 

raramente ocurre debido a la presencia de ruidos de medición, por ello la ec. (6.1) se puede 

escribir como 

( )j
id

j
dd

j
d

j
i θ cos    

iiii
zzd φ=φ≡

rrr     (6.2) 

en la cual,  es la j-ésima componente del i-ésimo vector de daño,  es la j-ésima fila de la 

matriz Z

j
id j

di
z
r

di y θi 
j es el ángulo entre los vectores j

di
z
r

y   
idφ

r
. En el caso en que las mediciones no 

tengan ruido, un nulo corresponderá a un θj
id i 

j igual a 90 grados, de igual modo, un  no 

nulo (grado de libertad con daño) corresponderá a un ángulo θ

j
id

i 
j diferente de 90 grados. 

Cualquier error en las mediciones originará una componente no nula en el vector de daño. A 

continuación se admite que, frente a la presencia de daño en la estructura, la componente del 

vector de daño correspondiente al grado de libertad dañado sea substancialmente mayor que las 

correspondientes a los demás elementos. Sin embargo, una componente mayor en el vector id
r

 

podría deberse a que la norma del vector fila j
di

z
r

sea grande respecto a las otras filas de la matriz 

Zdi. En estos casos, por lo tanto, es conveniente usar la desviación del ángulo θi
 j

  respecto de 90 

grados para localizar el daño. 

 Cuando el número de modos medidos p es mayor que uno, se puede definir el vector de 

daño de dos formas diferentes como: 

101d
1

≤≤
φ

= ∑
=

j
i

p

i d

i
d

 

d 

p
i

           r

r
r

     (6.3a) 
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∑
=

=
p

1i
iαα  

p
1 r

       (6.3b) 

con α i 
j = θ i 

j – 90o. Cuando los valores de 
 d

jz  tienen diferentes órdenes de magnitud para 

cada modo medido es preferible usar la ec.(6.3b). 

6.4 Cuantificación del daño 

 Como ya se mencionó en el capítulo 2, sección 2.3 existen varios métodos para 

cuantificar el daño en una estructura. Entre ellos, se presentan aquí dos métodos basados en la 

determinación del error en las matrices del sistema. En primer lugar, se analiza el caso de 

amortiguamiento proporcional aplicando el método denominado Perturbación de rango mínimo y 

posteriormente se considera amortiguamiento no proporcional a través de un método 

desarrollado en esta tesis.  

 Estos métodos se eligieron porque, si bien para evaluar el daño se pueden usar la 

variación en las frecuencias y formas modales, en algunos casos no son lo suficientemente 

sensibles al daño estructural. Además, como ya se mencionó en el capítulo 2, generalmente la 

variación en las frecuencias podría usarse sólo como indicador global de la existencia de daño 

estructural. 

6.4.1. Amortiguamiento proporcional 

Se presenta el método denominado Perturbación de Rango Mínimo (Minimum Rank 

Perturbation) propuesto para estructuras con amortiguamiento proporcional [Zimmerman et al., 

1994].  

 A partir de un modelo numérico del sistema lineal amortiguado no dañado, donde se 

admite conocer  las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez, M, C y K, la ecuación de 

movimiento en vibraciones libres se puede expresar como: 

( ) ( ) ( ) 0KCM =++ tq tq tq 
rr

&
r
&&      (6.4) 

Medida la respuesta estructural, a través de algún método de identificación se pueden 

obtener p autovalores y autovectores del sistema, con ello el problema de autovalores puede 

escribirse como: 

0Φ K ΛΦ C ΛΦ M 2 =++       (6.5) 
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en la cuál, M, C, K son las matrices definidas anteriormente, Φ es la matriz que contiene los p 

autovectores y Λ es una matriz diagonal que contiene los p autovalores del sistema no dañado.  

De igual modo, el problema de autovalores para el sistema dañado, considerando 

despreciable el daño en la matriz de masa, será: 

( ) ( ) 0Φ∆KKΛΦ∆CCΛΦ M =++++ ddd
2

dd        (6.6) 

en la cual ∆K y ∆C son variaciones en las matrices K y C, que indican la presencia de daño; el 

subíndice d indica que los parámetros corresponden al sistema dañado. La ec. (6.6) puede 

escribirse como: 

( ) BΦ ∆KΛΦ ∆CΦ KΛΦ CΛΦ M ≡+−=++ dddddd
2

dd       (6.7) 

Como ∆C, ∆K son matrices reales y simétricas, Φd es una matriz real y Λd es la matriz de 

autovalores complejos, el complejo conjugado de la ec.(6.7) se escribe: 

ddd  Φ ∆KΛΦ ∆CB +=   ..    (6.8) 

restando la ec.(6.8) a la ec.(6.7): 

( ) ( )BBΛΛΦ∆C −=− ddd      (6.9) 

entonces 

( ) ( )Td BBHBB∆C −−=      (6.10) 

con  

( ) ( ) 1T −

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= −− dddd ΛΛΦBBH     (6.11) 

o alternativamente a partir de la ecuación (6.9) y usando el concepto de pseudoinversa debido a 

que la matriz ( )[ ]ddd ΛΛΦ −   no es cuadrada, se escribe: 

( )[ ]( )BBΛΛΦ∆C −= − ddd  pinv     (6.12) 

en la cual, pinv( ) representa la pseudoinversa que cumple con: 
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( )
                      ,

pinv

X X AXA A XA

AX

==

=
 

AX  y XA son hermitianas 

De igual modo, postmultiplicando la ec.(6.7) por dΛ  y a la ec(6.8) por y restando 

ambas ecuaciones se obtiene: 

dΛ

( ) ( )Tddkdd ΛBΛBHΛBΛB∆K −−=     (6.13) 

con 

( ) ( ) 1T −

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= −− dddddk ΛΛΦΛBΛBH     (6.14) 

otra alternativa sería: 

( )( )( )ddddd    pinv  ΛBΛBΛΛΦ∆K −−=     (6.15) 

en la cual , ∆K representa el cambio debido al daño en la matriz de rigidez. 

6.4.2 Amortiguamiento no proporcional 

 En estructuras con amortiguamiento no proporcional el método anterior no se puede usar 

debido a que la matriz Φd es compleja, por lo tanto como parte de esta tesis, se propone un 

método alternativo. 

 Para el caso de sistemas con amortiguamiento no proporcional, considerando la estructura 

dañada, se puede escribir la ec.(4.34) en forma matricial como: 

( )

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=+

=

+

dd rr

dddd

  diag            

  

ω ξ2con

HH

Γ

0Φ∆CCΦΦ MΦ Γ
   (6.16) 

en la cual la matriz de amortiguamiento de la estructura dañada se representa como (C+∆C), así: 

C
HHH BΦ ∆CΦΦCΦΦ MΦ Γ ≡−=+ dddddd       (6.17) 

por lo tanto la variación ∆C para el amortiguamiento será:  

( ) )(C
H

dd pinv   pinv ΦBΦ∆C −=      (6.18) 
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 De la misma manera la ecuación (4.32) se puede escribir en forma matricial como: 

( )

( )22

HH2

ωcon r

dddd

 diag          

   

=

+ =+

Ω

0Φ∆KKΦΦMΦΩ
    (6.19) 

así: 

K
HHH2 BΦ∆KΦΦKΦΦMΦΩ ≡−=+ dddddd

        (6.20) 

por lo tanto la variación ∆K será: 

( ) ( )d
 

d pinv  pinv ΦBΦ∆K K
H−=      (6.21) 

6.5 Ejemplos 

6.5.1 Ejemplo 1: Pórtico plano con amortiguamiento proporcional (simulación numérica) 

 Se estudia un pórtico plano de seis pisos similar al prototipo de aluminio (modelo B) 

descripto en el capítulo 5 admitiendo amortiguamiento proporcional a las matrices de masa y 

rigidez y considerando como grados de libertad sólo los desplazamientos horizontales. Se 

analizan dos escenarios de daño. En el primero, se introduce el daño a través de una disminución 

en la rigidez del primer piso de la estructura de un 20%. En el segundo caso la disminución de la 

rigidez es en el sexto piso e igual a un 50%. La respuesta de las estructuras dañadas y no dañadas 

sometidas al sismo de Northridge (1994) se obtiene por integración numérica. Aplicando el 

método SSI-Cov descripto en el capítulo 4 se obtienen los parámetros modales en cada caso. A 

diferencia de lo propuesto por [Zimmerman et al., 1994] donde se admite el conocimiento de M, 

C y K para obtener las matrices del sistema no dañado se aplica el método propuesto en el 

capítulo 4 (item 4.5 ecuaciones (4.37) y (4.40)). 

Las figuras 6.1 a y b muestran el vector de daño determinado según la ec. (6.3) para los 

dos casos de daño. 
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Figura 6.1 a Localización del daño para  Figura 6.1 b Localización del daño para  

primer escenario.     segundo escenario 

 En las figuras 6.1 a y b se puede ver que el daño se concentra en el primer piso y en el 

sexto piso según el escenario de daño considerado. 

A través de las ecuaciones (6.12) y (6.15) se determinan los valores de ∆C y ∆K para 

cada escenario de daño. 

Para la estructura considerada en este ejemplo la matriz de rigidez tiene la forma 

mostrada en la figura 6.2. 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
+

+
+

−+

=

66

6655

5544

4433

3322

221

k               k-              0                 0               0                0        
k-          kk         k-              0               0                0        

0                k-        kk         k-            0                0        
0                  0              k-        kk        k-             0        
0                  0                 0              k-      kk        k-      

 0                  0                 0                 0           k       kk   

K
 

Figura 6.2 Matriz de rigidez genérica para el pórtico estudiado 

Si se representa en un plano horizontal las filas y columnas correspondientes a las 

matrices de rigidez (figura 6.2) y en el eje vertical el error relativo ∆K/K, se puede construir un 

gráfico como muestran las figuras 6.3a y 6.3b. 



Identificación de Sistemas y Evaluación del Daño Estructural 

 

M. Amani - 97 - 

 

Figura 6.3.a. Variación relativa en la matriz de rigidez (primer caso de daño). 

 

Figura 6.3.b. Variación relativa en la matriz de rigidez (segundo caso de daño). 

 En las figuras 6.3 se observa que con el método propuesto se puede localizar y cuantificar 

la reducción de la rigidez. Para el primer escenario de daño se determina una disminución de 

20.4% en la rigidez del primer piso y del 49.6% para el segundo escenario en la rigidez del sexto 

piso mostrando una excelente precisión en la cuantificación del daño. En la posición (5,5) de la 

figura 6.3.b aparece daño debido a que el elemento k(5,5) de la matriz de rigidez está formado 

por la suma de las rigideces del 5to y 6to piso (figura 6.2), por lo tanto la variación en ese 
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elemento se debe al cambio en k6 la rigidez del piso seis. Cabe aclarar que debido a errores 

numéricos surgen valores despreciables en elementos de la matriz donde no existe daño. 

Una apariencia similar a las figuras 6.3.a y 6.3.b se obtiene en la matriz de 

amortiguamiento debido a que fue admitido un amortiguamiento proporcional a la matriz de 

rigidez en ambos escenarios. 

En la figura 6.4 se muestran las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento del sistema 

no dañado estas dos últimas matrices se obtuvieron a partir del método propuesto en el item 4.5 

del capítulo 4. 

gK

0.1040            0                 0                 0             0                0       

0             0.1017            0                 0            0                 0       

0                  0            0.1102            0            0                 0       

0                  0                 0            0.1111        0                0       

0                  0                 0                 0        0.1179           0       

 0                  0                 0                 0             0          0.1196   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=M  

mN310 x 

0.6005            0.6006-             0                      0                   0                       0       

0.6005-          1.2171           0.6179-              0                   0                       0       

0               0.6179-         1.8569          1.2287-             0                       0       

0                      0              1.2287-         2.4518         1.2417-                0       

0                      0                     0              1.2417-        3.0703           1.7562-  

 0                     0                     0                     0              1.7562-          3.5926   

/

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=K  

mNs 

0.1199            0.1199-             0                      0                   0                       0       

0.1199-          0.2454           0.1263-              0                   0                       0       

0               0.1263-         0.3778          0.2509-             0                       0       

0                      0              0.2509-         0.5183         0.2781-                0       

0                      0                     0              0.2781-        0.6864           0.4145-  

 0                     0                     0                     0              0.4145-          0.7682   

/

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=C  

Figura 6.4 Matrices del sistema no dañado 

6.5.2 Ejemplo 2: Pórtico plano con amortiguamiento no proporcional (simulación 

numérica) 

 Se estudia el mismo ejemplo 1 con los mismos escenarios de daño pero admitiendo un 

amortiguamiento no proporcional . La no proporcionalidad en cada escenario de daño surge al 
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admitir que el daño afecta sólo a la rigidez, manteniendo sin cambios el amortiguamiento. De la 

misma manera que en el ejemplo anterior se determina la respuesta del sistema y los parámetros 

modales. Se determinan las matrices de rigidez de la estructura no dañada a partir de la ecuación 

(4.39) del capítulo 4 y mediante la ecuación (6.21) la matriz ∆K.  

 En las figuras 6.5.a y 6.5.b se muestra el error relativo en la matriz de rigidez, ∆K/K, para 

los dos casos.  

 

Figura 6.5.a. Variación relativa en la matriz de rigidez para el primer escenario de daño. 

 

Figura 6.5.b. Variación relativa en la matriz de rigidez para el segundo escenario de daño. 
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 En el primer caso la reducción de la rigidez identificada por el método propuesto en el 

primer piso es del 20.1% y del 49.95% en el sexto piso para el segundo caso. 

 Se muestran a continuación la matriz de rigidez sin daño K0 juntamente con las matrices 

errores relativos ∆K1/K0  y ∆K2/K0 para el primer y segundo escenario de daño respectivamente. 

mN310 x 

0.6005            0.6006-             0                      0                   0                       0       

0.6005-          1.2171           0.6179-              0                   0                       0       

0               0.6179-         1.8569          1.2287-             0                       0       

0                      0              1.2287-         2.4518         1.2417-                0       

0                      0                     0              1.2417-        3.0703           1.7562-  

 0                     0                     0                     0              1.7562-          3.5926   

/

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=0K  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.0041       0.0041             0                   0                   0                0       

0.0041       0.0007        0.027                0                  0                 0       

0            0.027      0.0206          0.0109              0                 0       

0                   0        0.0109         0.0067       0.0064              0       

0                  0                 0          0.0064        0.0283        0.0003   

 0                  0                 0                 0           .0003           0.201   

/

0

01 K∆K  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.4995       0.4995              0                   0                      0                0       

0.4995       0.2433        0.007                 0                     0                 0       

0            0.007      0.0250          0.0272                  0                 0       

0                   0        0.0272         0.0183        0.0005                 0       

0                  0                 0           0.0005        0.0335           0.0039   

 0                  0                 0                 0           .00393           0.0041   

/

0

02 K∆K  

6.5.3 Ejemplo 3: Viga de hormigón armado. Experimental 

 Se estudia una viga de hormigón armado simplemente apoyada de 5.60m, el daño en la 

misma fue provocado en diferentes pasos de carga estática aplicadas por dos gatos hidráulicos 

como lo muestra la figura 6.6, detalles sobre los ensayos se encuentran en [Palazzo G. L., 2001].  
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2.05m 2.05m1.5m
 

Figura 6.6 Esquema de ubicación de cargas estáticas en viga de HoAo. 

 Se midió la respuesta en vibraciones libres en término de aceleraciones en cuatro puntos 

distribuidos uniformemente a lo largo de la viga. Los parámetros modales (frecuencias, 

amortiguamientos y formas modales) se identificaron a través del método SSI-Cov (Capítulo 4). 

Las frecuencias estimadas para los estados no dañado y dañado se muestran en la tabla 6.1.  

 

fno dañada

[Hz] 

fdañada

[Hz] 

4.52 4.19 

17.29 15.51 

39.56 34.88 

70.98 60.49 

Tabla 6.1. Frecuencias identificadas.  

Como se supone conocida la matriz de masa, se determinaron las matrices de rigidez y 

amortiguamiento para la viga sin daño a través de las ecuaciones (4.36) y (4.39). La forma de la 

matriz de rigidez, según el esquema, será: 

k1 k1 k1

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

   k              k-           0             0   
   k-           k 2         k-           0   
       0               k-        k 2         k- 
       0                 0           k       k 

11

111

111

11  

K
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Con los parámetros modales estimados de la viga dañada se determina la variación en la 

matriz de rigidez ∆K y en la de amortiguamiento ∆C ocasionada por la presencia de daño 

mediante las ecuaciones (6.18) y (6.21). Las figuras 6.7.a y 6.7.b muestran las variaciones 

relativas, ∆Kr = ∆K/K  y ∆Cr  = ∆C/C. 

1 2 3 4
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Figura 6.7.a. Variación relativa en la matriz de rigidez de la viga de HoAo. 
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Figura 6.7.b Variación relativa en la matriz de amortiguamiento de la viga de HoAo. 

 Se puede ver en la figura 6.7.a5 y 6.7.b que el daño se concentra principalmente en el 

tramo central de la viga representado por los mayores valores en los elementos centrales de las 
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matrices ∆Kr y ∆Cr conforme se describe en el trabajo de Palazzo [Palazzo G.L., 2001]. Además 

se puede observar la existencia de daño menor en los tramos adyacentes al central donde fueron 

ubicados los gatos. Cabe destacar que la variación en el amortiguamiento fue mucho mayor que 

en la rigidez mostrando que es un indicador de localización más sensible que la rigidez. Sin 

embargo, existen dos problemas que limitan su uso en la cuantificación del daño: 

a) es difícil estimar el amortiguamiento con precisión y, b) no existe hasta el momento una 

relación bien definida entre el amortiguamiento y daño. 

 Se muestran a continuación las matrices de rigidez y amortiguamiento del sistema sin 

daño juntamente con las matrices ∆K y ∆C relativas.  

N/m10

    3.9699          3.9702-              0                 0       

     3.9702-         5.9812            2.0110-        0       

     0                2.0110-         5.9897        3.969-

      0                     0                     .     3.969   

6

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

9693

K  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

 0.1078           0.1048              0                 0       

  0.1048         0.1992        0.3847               0       

        0            0.3847        0.2153          0.1291   

        0                   0           .1291           0.1291   

/

0

K∆K  

mNs

186.4809            183.4659                0                           0         

 183.4659          368.8011        69.9752                      0         

        0                  69.9752        368.8011              183.4649

        0                       0                 183.4659            186.4809   

/

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−−

−−

−

=C  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

 0.4485           0.6070            0                      0       

  0.6070            0.9251        2.0781                0       

        0                2.0781        0.8645          0.5827   

        0                      0           0.5827           0.4514   

/C∆C  

6.5.4 Ejemplo 4: Pórtico de aluminio. Experimental. 

 Se estudia el modelo B de aluminio descripto en el capítulo 5. A fin de evaluar el 

aumento del daño estructural se excitó al modelo en la base, con 9 registros de aceleraciones 

simulados (tipo ruido blanco gaussiano) con valores de desvío estándar igual a σa = 1.8; 2.1; 6.1; 
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12; 20; 32; 38; 44; y 48 m/s2. Con la respuesta medida en dirección horizontal en cada piso se 

identificaron los parámetros modales mediante el método SSI-Cov y de los modos complejos. En 

el capítulo 7 se muestran frecuencias y amortiguamientos para los 9 niveles de aceleraciones. 

  Después de estimados los parámetros, se obtienen las matrices de rigidez (ecuación 4.39) 

y amortiguamiento (ecuación 4.36) del sistema para el primer nivel de aceleración (σa =1.8 m/s2) 

en el cuál la estructura presenta pequeños niveles de deformación, se considera que éstas son las 

matrices correspondientes al sistema no dañado. Al igual que en el ejemplo anterior se determina 

la variación en las matrices de rigidez y amortiguamiento para los diferentes niveles de daño a 

través de las ecuaciones (6.18) y (6.21).  

 Como en el modelo de aluminio no es posible detectar a simple vista el daño en sus 

elementos estructurales ya que, el mismo se manifiesta como una plastificación  en pie y cabeza 

de columna, se construyó un modelo en elementos finitos, con el programa ANSYS 5.4 (1997), a 

fin de evaluar su comportamiento en los diferentes niveles de excitación. Para la construcción del 

modelo se adoptó un elemento de viga elasto-plástico con tres grados de libertad por nodo (más 

detalles sobre el modelo numérico ver en capítulo 7). 

La figura 6.8.a y 6.8.b muestran la variación relativa en la matriz de rigidez y 

amortiguamiento de la estructura para el segundo nivel de aceleración (σa = 2.1m/s2).  

 

Figura 6.8.a. Variación relativa en la matriz de rigidez ( σa = 2.1m/s2). 
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Figura 6.8.b. Variación relativa en la matriz de amortiguamiento ( σa = 2.1m/s2). 

En las figuras 6.8.a y 6.8.b se observa una pequeña variación en los elementos de las 

matrices de rigidez y amortiguamiento correspondientes a las columnas localizadas entre los 

pisos 1o-2o,  2o-3o, 4o-5o y 5o-6o, sin embargo, el modelo de elementos finitos no se manifestó 

plastificación. La variación acusada por el método podría deberse a un cambio en las formas 

modales ocasionado por la concentración de la deformación elástica en los pisos antes 

mencionados, como se verificó en el modelo de elementos finitos. 

 La figura 6.9.a y 6.9.b muestra la variación en las mismas matrices para el último nivel de 

aceleración (σa = 48m/s2). 
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Figura 6.9a. Variación relativa en la matriz de rigidez (σa = 48m/s2). 

 

Figura 6.9.b. Variación relativa en la matriz de amortiguamiento (σa = 48m/s2). 

Se muestran a continuación las matrices de rigidez K0 y amortiguamiento C0 del sistema 

no dañado obtenidas a través de las ecuaciones (4.36) y (4.39) y las matrices error ∆K/K0 y 

∆C/C0 para el último nivel de aceleración estudiado (σa = 48m/s2). 
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N/mx10

0.6951       0.6997-            0                   0                   0                0       

0.6997-     1.4377        0.7380-            0                  0                 0       

0        0.7380-      2.0690        1.3310-           0                 0       

0                  0        1.3310-      2.8339       1.5029-           0       

0                  0                 0          1.5029-    3.4233      1.92044-

 0                  0                 0                 0           .1     3.8093   

3

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −

=

9204

0K  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0.2100       0.2178               0                   0                   0                   0       

0.2178       0.1927        0.2197                 0                  0                   0       

0            0.2197        0.1843         0.1096                0                   0       

0                   0         0.1096         0.1640         0.1092                0       

0                  0                  0           0.1092        0.1414           0.1083   

 0                  0                  0                  0           .1083           0.0956   

/

0

0K∆K  

Ns/m

0.1753        0.1754-             0                  0                   0                 0      

0.1754-       0.2356        0.0602-            0                  0                 0       

0             0.0602-      0.4265         0.3663-           0                 0       

0                    0            0.3663-      0.4760       0.1097-           0       

0                     0                   0          0.1097-      0.4648        0.3551-

 0                     0                  0                 0              0.3551     0.6148   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

0C  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

4.3347       4.3386              0                   0                   0                   0       

4.3386       4.6588        3.6320                0                  0                   0       

0            3.6320        1.9609         0.0681                0                   0       

0                   0         0.0681         1.6895         0.4853                0       

0                  0                  0           0.4853        1.5804           0.8809   

 0                  0                  0                  0           .8809           1.5955   

/

0

0C∆C  

 

En este último caso analizado (figuras 6.9.a y 6.9.b) se observa mayor nivel de daño en 

las columnas entre el 4o y 5o piso y entre el  5o y 6o, en menor proporción entre el 1o y 2o piso y 

entre 2o y 3o, confirmando la distribución de rótulas plásticas obtenidas en el modelo numérico. 

En la figura 6.10 se representa la distribución de rótulas plásticas, se muestra también el valor de 

ductilidad de desplazamiento de piso. 
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Figura 6.10 Distribución de rótulas plásticas (análisis numérico) y ductilidad de 

desplazamiento de piso. 

6.6 Conclusiones 

 En este capítulo se propone un nuevo algoritmo para localizar y cuantificar el daño en 

estructuras con amortiguamiento viscoso arbitrario supliendo la limitación del método 

denominado Perturbación de rango mínimo (Minimun Rank Perturbation) aplicable a estructuras 

con amortiguamiento viscoso proporcional. 

 Cuando se trata de estructuras con amortiguamiento proporcional es posible localizar y 

cuantificar el daño en términos de la matriz de rigidez mediante las ecuaciones (6.3) y (6.12) con 

lo cuál se obtiene una estimación precisa de la ubicación y pérdida de rigidez de la estructura. 

 En el caso de estructuras con amortiguamiento arbitrario, como ocurre en la mayoría de 

los casos reales, los autovalores y autovectores son complejos, por lo tanto no es posible utilizar 

el procedimiento descripto en el apartado 6.4.1 sino que la cuantificación y localización del daño 

puede determinarse a través de método propuesto mediante las ecuaciones (6.18) y (6.21). La 

ventaja de este método radica en que una vez estimados los parámetros modales (ver Capítulo 4) 

a partir de la medición periódica de la respuesta de la estructura sometida a excitación ambiental, 

es posible localizar y cuantificar la presencia de daño estructural. Con el monitoreo periódico de 

la misma y un criterio de servicio adoptado sería posible estimar su estado actual. Cabe 

mencionar que la alta precisión obtenida en la cuantificación y localización del daño en 
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estructuras de laboratorio con amortiguamiento  arbitrario, debería ser verificada en estructuras 

reales. 
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CAPÍTULO 7 

 
 

 

EVOLUCIÓN EN LOS PARÁMETROS MODALES FRENTE AL DAÑO 

ESTRUCTURAL 

 

7.1 Introducción 

 En este capítulo se estudia la evolución de los parámetros modales (frecuencias naturales 

y relación de amortiguamiento) con el daño debido al aumento de la intensidad de la excitación. 

Con este fin se analiza, numérica y experimentalmente, el modelo B de aluminio descripto en el 

capítulo 5. Se propone un procedimiento para lograr una visión general del estado de servicio de 

una estructura a partir de un modelo numérico. 
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7.2 Análisis experimental 

Para el estudio experimental se realizaron ensayos dinámicos similares a los descriptos en 

el capítulo 5. El modeloB fue excitado en la base con aceleraciones simuladas tipo ruido blanco 

gaussiano con valores de desvío estándar igual a σa = 1.8; 2.1; 6.1; 12; 20; 32; 38; 44; y 48 m/s2. 

El muestreo se realizó según los siguientes parámetros: 

Frecuencia de adquisición: 1024 ptos/seg. 

Duración de los registros: 16 seg. 

Número de puntos: 16384 ptos. 

 En la figura 7.1 se puede ver una de las muestras para una intensidad de σa = 32 m/s2. 
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Figura 7.1 Registro de aceleraciones usado en el ensayo (σa = 32 m/s2). 

 Para la estimación de las frecuencias y relaciones de amortiguamiento se excitó a la 

estructura con cinco registros por cada nivel de aceleración, a partir de las respuestas en término 

de aceleraciones de piso medidas se estimaron los parámetros modales a través de los métodos 

de los modos complejos y SSI-Cov.  

7.2.1 Resultados experimentales  

Las frecuencias promedios estimadas por ambos métodos en función del valor cuadrático 

medio de la aceleración (rms) se muestran en las figuras 7.2 a – f, en estas figuras también están 

representadas las líneas de tendencias. 



Identificación de Sistemas y Evaluación del Daño Estructural 

 

M. Amani - 112 - 

Primer modo
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Segundo modo
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b) 
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Tercer modo
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Cuarto modo
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Quinto modo
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Sexto modo
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f) 

Figura 7.2 Evolución de la frecuencia con el incremento de la aceleración para a) 1er modo, 

b) 2do modo, c) 3er modo, d) 4to modo, e) 5to modo, f) 6to modo. 

 Se puede observar que en todos los casos se produce disminución de la frecuencia con el  

incremento de la amplitud de la excitación (incremento de daño) y que esta variación es 

aproximadamente lineal, en los gráficos, esto se ve representado por las líneas de tendencias. La 

máxima disminución de frecuencia entre estructura sana (σa = 1.8 m/s2) y el último nivel de 
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aceleración (σa = 48.5 m/s2) se produjo para el primer modo, del orden de 15%, mientras que en 

el resto de los modos fue de aproximadamente del 10%. En el capítulo 5 se vio que los errores en 

la estimación de la frecuencia fueron inferiores al 1%, lo que permite afirmar que el cambio en 

las frecuencias se puede usar como indicador de daño, sin embargo, su sensibilidad es baja.   

Las figuras 7.3 a – f muestran la evolución del amortiguamiento promedio en función del 

incremento de los niveles de la aceleración en la base (representado por su valor cuadrático 

medio –rms). 
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Tercer modo
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Cuarto modo
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Quinto modo
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Sexto modo
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f) 

Figura 7.3 Evolución de la relación de amortiguamiento con el incremento de la aceleración 

para a) 1er modo, b) 2do modo, c) 3er modo, d) 4to modo, e) 5to modo, f) 6to modo. 

 En el caso en consideración puede observarse, que entre el primer y el último nivel de 

aceleración el amortiguamiento aumenta con el daño en forma aproximadamente parabólica 

(representado por las líneas de tendencia en los gráficos), entre 2 a 4 veces su valor inicial.  Se 
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podría decir que el amortiguamiento es un indicador de daño más sensible que la frecuencia, sin 

embargo su estimación es poco precisa.   

7.3 Análisis numérico 

 El análisis numérico se realizó un modelo en elementos finitos, con el programa ANSYS 

5.4 (1997) adoptando un elemento de viga elasto-plástico con tres grados de libertad por nodo. 

Como primer paso se simuló numéricamente el ensayo estático descripto en el capítulo 5, 

sección 5.2 y se obtuvo la relación fuerza-desplazamiento. Para poder aproximar la curva fuerza-

desplazamiento obtenida numéricamente con la experimental se adoptó una relación constitutiva 

tensión-deformación como la mostrada en la figura 7.4.a. En la figura 7.4.b se muestran las 

relaciones fuerza-desplazamiento horizontal del punto de aplicación de la carga, obtenidas 

numérica y experimentalmente a través del ensayo estático. 
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a) Relación constitutiva del material   b) Relación fuerza-desplazamiento 

              (numérica)              (experimental y numérica) 

Figura 7.4 Relación constitutiva del aluminio usada en la simulación numérica y curvas 

fuerza-desplazamiento obtenidas por simulación numérica y ensayo experimental. 

Debido al costo computacional se simuló el comportamiento del modelo sólo con cinco 

niveles de aceleración en la base σa = 1.8; 6.1; 32; 44; y 48 m/s2.  

 Los registros de aceleraciones usados para excitar el modelo numérico se obtuvieron 

interpolando los registros obtenidos experimentalmente de modo tal que la duración del registro 

se mantuviera igual que en el ensayo experimental sin perjudicar los parámetros de muestreo, es 

decir,  
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Frecuencia de adquisición: 256 ptos/seg. 

Duración de los registros: 16 seg. 

Número de puntos: 4094 ptos. 

En la figura 7.5 se muestra uno de los registros usados en el análisis numérico 

correspondiente a un desvío estándar  σa = 32 m/s2. 
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Figura 7.5 Registro de aceleraciones usado en el análisis numérico σa = 32 m/s2. 

Los parámetros modales se estimaron mediante el método SSI-Cov y se comparan con los 

determinados a través de las mediciones experimentales en el apartado siguiente.  

 7.4 Comparación de los resultados numérico - experimentales 

En este ítem se evalúa la precisión de la simulación numérica comparando los resultados 

numéricos con los obtenidos experimentalmente. Las figuras 7.6 a – f y 7.7 a - f muestran la 

evolución de la frecuencia y del amortiguamiento con el incremento del nivel de aceleración, 

respectivamente. 
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Figura 7.7. Evolución numérico-experimental de la frecuencia para a) 1er modo, b) 2do modo, c) 3er 

modo, d) 4to modo, e) 5to modo, f) 6to modo.  
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Figura 7.8. Evolución numérico-experimental del amortiguamiento para a) 1er modo, b) 2do modo, 

c) 3er modo, d) 4to modo, e) 5to modo, f) 6to modo.  

 En general, se puede observar una buena correlación entre los parámetros modales 

medios obtenidos numérica y experimentalmente. En la tabla 7.1 se muestran los valores medios, 

desvío estándar y coeficiente de variación de frecuencias y amortiguamientos para una 

excitación con desvío estándar σa = 6.1 m/s2. 
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Experimental Numérico 

Frecuencia [Hz] Amortiguamiento [%] Frecuencia [Hz] Amortiguamiento [%]

M

o

d

o µ σ 
CV 

[%] 
µ σ 

CV 

[%] 
µ σ 

CV 

[%] 
µ σ 

CV 

[%] 

1 4.22 0.01 0.24 1.74 0.38 22 4.22 0.01 0.24 1.56 0.23 14.7 

2 10.45 0.03 0.3 1.31 0.51 38 10.44 0.01 0.096 1.4 0.3 21.4 

3 17.48 0.09 0.5 1.86 0.07 4 17.51 0 0 1.76 0.1 5.68 

4 21.98 0.02 0.09 2.23 0.36 16 21.91 0.02 0.09 2 0.07 3.5 

5 29.24 0.02 0.07 2.32 0.81 35 29.2 0.015 0.05 2 0.65 32.5 

6 35.44 0.04 0.11 1.69 0.1 6 35.45 0.022 0.06 1.75 0.18 10.3 

Tabla 7.1. Valores medios y dispersión de frecuencias y amortiguamientos 

para σa = 6.1 m/s2. 

 A partir de la excelente correlación entre frecuencias y amortiguamientos teóricos y 

experimentales se propone el siguiente procedimiento para analizar el estado de servicio 

estructural. 

• Determinar, a partir de un modelo numérico ajustado mediante datos obtenidos 

experimentalmente, la evolución de los parámetros modales con el aumento de los niveles de 

excitación hasta alcanzar la falla de la estructura.  

• En este marco asociar niveles de reducción de frecuencias y aumento (en general) de 

amortiguamiento a diferentes grados de daño (sin daño, daño medio, etc. hasta daño total) los 

cuáles servirán de referencia en el proceso de análisis una vez definido un criterio de servicio.  

7.5 Conclusiones 

 A partir de la excelente correlación de la evolución de las frecuencias y amortiguamientos 

obtenida en el análisis numérico-experimental presentado se puede decir que: una forma viable 

de lograr una visión general del estado de servicio de una estructura durante su vida útil, sería a 

partir de un modelo numérico preciso (ajustado con parámetros experimentales) mediante el cuál 

se pueda relacionar niveles de excitación con daño estructural. 
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CAPÍTULO 8 

 

 

CONCLUSIONES FINALES E INVESTIGACIONES FUTURAS 

 

8.1 Introducción 

 En esta tesis se analizó el problema de identificación de sistemas estructurales usando 

modelos bajo acciones estocásticas y la evaluación del daño estructural en ingeniería civil. 

 Los aportes más importantes de esta tesis se pueden resumir en: 

i) Propuesta de un método para la estimación de los parámetros modales de estructuras 

con amortiguamiento viscoso arbitrario a partir del conocimiento exclusivo de la 

respuesta estructural. 

ii) Propuesta de un método para obtener las matrices de rigidez y amortiguamiento del 

sistema a partir del conocimiento de los parámetros modales para el caso de 

estructuras con amortiguamiento viscoso arbitrario. 

iii) Propuesta de un método para localizar y cuantificar el daño en estructuras con 

amortiguamiento viscoso arbitrario a partir de mediciones periódicas de la respuesta 

estructural. 
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8.2 Identificación de sistemas estructurales 

Se abordó el problema de identificación de sistemas estructurales a través de dos 

métodos. Uno de los métodos, propuesto en este trabajo, es el Método de los Modos Complejos 

mediante el cual es posible estimar los parámetros modales de una estructura con 

amortiguamiento viscoso arbitrario haciendo uso de las funciones de densidad espectral de 

potencia de la respuesta modal. Valiéndose de la propiedad de ortogonalidad entre modos se 

alcanza un nivel de filtrado de la respuesta que permite detectar las frecuencias naturales y 

amortiguamientos inclusive para modos más altos débilmente excitados (caso de excitación 

sísmica). El segundo método denominado Método de Subespacios basado en las Covarianzas 

(SSI-Cov) [Peeters B., 2000], fue implementado en código mathlab y se basa en la construcción 

de matrices de covarianza a partir de registros de la respuesta medida permitiendo identificar en 

forma compacta frecuencias naturales, amortiguamientos y formas modales.  

La primera evaluación del desempeño del método propuesto se llevó a cavo a través de 

un ejemplo numérico, luego como segundo paso se construyó y ensayó un pórtico de aluminio en 

escala reducida en mesa vibratoria (ensayo realizado para esta tesis en la Universidade Federal 

de Rio Grande do Sul, Brasil) y se identificó también una viga de hormigón armado con datos 

experimentales cedidos por [Palazzo, 2001]. Por medio de estos ejemplos se comprobó que, en lo 

que respecta a: 

i) Frecuencias: 

• El error relativo en la estimación de las frecuencias fue en todos los casos muy bajo. 

• En el ejemplo numérico (capítulo 4) el error en la identificación de las frecuencias 

naturales crece con el orden del modelo, esto podría deberse a que el tipo de excitación 

usada (sísmica) sólo excita los modos más bajos. Pero de cualquier manera el error 

siempre fue inferior al 1%. 

• Los resultados obtenidos a partir de los ensayos de laboratorio muestran que las 

diferencias, en la estimación de las frecuencias, entre el método propuesto (Modos 

complejos) y el método SSI-Cov [Peeters et. al, 1999], [Peeters, 2000] son muy bajas, por 

lo tanto se podría decir que ambos métodos son equivalentes.  

ii) Amortiguamiento: 
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• El error relativo en la estimación del amortiguamiento, en el ejemplo numérico del 

capítulo 4 fue bajo, no superando el 3% incluso en los modos más altos. 

• En las estructuras ensayadas en laboratorio la imprecisión en la determinación del 

amortiguamiento es mayor, notándose un aumento en el caso de excitación tipo ruido 

blanco.  

 De la comparación entre los métodos de los Modos Complejos (propuesto en esta tesis) y 

SSI-Cov [Peeters et. al, 1999], [Peeters, 2000] se puede concluir que: 

• Con ambos métodos es posible obtener una alta precisión en la estimación de las 

frecuencias naturales para fines de ingeniería. La ventaja en la aplicación del método 

propuesto es que es un método fácil, incluso en el postprocesamiento; mientras que en el 

método SSI-Cov en algunos casos la eliminación de los modos espurios se torna engorrosa 

requiriendo un tiempo mayor en la estimación de los parámetros modales. 

• El aumento en el error en la estimación del amortiguamiento se manifiesta tanto en el 

método propuesto como en el método SSI-Cov. 

• El método SSI-Cov permite obtener, juntamente con las frecuencias y 

amortiguamientos, las formas modales. Mientras que en el método propuesto las formas 

modales se suponen conocidas. Esta aparente desventaja no es tal si se considera que las 

formas modales pueden obtenerse en forma experimental o a través de un modelo 

numérico. 

• El método propuesto de los modos complejos presentaría problemas en la estimación 

de modos cercanos debido a que en el proceso de filtrados estos modos podrían 

confundirse con un único modo. En el caso del método SSI-Cov esto no fue comprobado 

debido a que los ejemplos analizados no presentaron esta característica. 

 Finalmente, se propuso un procedimiento para obtener las matrices de rigidez y 

amortiguamiento de sistemas con amortiguamiento viscoso arbitrario a partir del conocimiento 

de los parámetros modales de la estructura (solución del problema inverso). En el capítulo 6 se 

muestran los buenos resultados obtenidos en la estimación de las matrices del sistema para los 

casos analizados.  
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8.3 Evaluación del daño estructural 

 Se abordó el problema de daño estructural a través del estudio de la evolución de 

los parámetros estructurales. Para esto, se propuso un método que localiza y cuantifica el daño 

estructural en sistemas con amortiguamiento viscoso arbitrario, basado en la ecuación de 

autovalores del sistema dañado. Para el caso de estructuras con amortiguamiento viscoso 

proporcional se implementó el método denominado Perturbación de Rango Mínimo 

[Zimmerman et al., 1994].  

 La aplicabilidad del método propuesto y del implementado en esta tesis se mostró a 

través de ejemplos numéricos y de laboratorio. Dentro de los ejemplos de laboratorio, el ensayo 

del pórtico de aluminio en mesa vibratoria, forma parte del trabajo de investigación desarrollado 

en esta tesis, mientras que los resultados del ensayo de la viga de hormigón armado fueron 

gentileza de [Palazzo, 2001]. 

 De los ejemplos estudiados se puede concluir que: 

• El método propuesto permite localizar y cuantificar en forma precisa el daño 

estructural a través del análisis de la variación en la matriz de rigidez. 

• La localización y cuantificación del daño estructural a través de la variación en la 

matriz de amortiguamiento parece ser mayor que la variación en la matriz de rigidez, 

mostrando que el amortiguamiento sería un indicador más sensible del daño. Sin embargo, 

no se recomienda que ésta sea usada como único indicador de daño debido a la gran 

dispersión en la estimación del amortiguamiento. 

• Con el método propuesto es posible determinar la variación de la rigidez y del 

amortiguamiento a lo largo de la vida útil de la estructura a partir de mediciones periódicas 

de la respuesta estructural generada por excitaciones ambientales.  

Con el propósito de definir un mapa de la evolución del daño estructural con el aumento 

de la intensidad de la excitación se analizó el cambio en las frecuencias naturales y 

amortiguamientos en un modelo experimental (pórtico de aluminio, capítulo 7). A partir de la 

simulación numérica de dicho comportamiento fue posible cuantificar el daño y definir una 

relación con la evolución de frecuencias naturales. Este estudio posibilitó proponer un 

procedimiento que permita monitorear, durante su vida útil, el estado actual de estructuras en 

servicio. Es importante destacar que en el momento de definir la relación entre evolución de la 
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frecuencia natural con el daño, puede usarse el método de cuantificación y localización de daño 

propuesto en el capítulo 6.  

8.4 Investigaciones futuras 

 Se plantean las siguientes propuestas como investigaciones futuras. 

• Aplicar los métodos propuestos tanto de identificación de sistemas como de identificación 

de daño en estructuras reales. 

• Estudiar la evolución de los parámetros modales con el aumento del daño en diferentes 

estructuras y materiales para poder establecer relaciones consistentes entre variación de la 

frecuencia y amortiguamiento con el daño estructural.  

• Debido a que el número de grados de libertad de la estructura es generalmente mayor que 

los medidos se hace necesario profundizar en técnicas de condensación de grados de libertad de 

modo de representar lo mejor posible el sistema analizado. 

• Definir criterios de servicio para diferentes tipos de estructuras para poder aplicarlos a un 

sistema de monitoreo continuo. 
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APÉNDICE A

ORTOGONALIDAD DE MODOS COMPLEJOS
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A.1 Propiedades de Ortogonalidad

Se sabe que cada componente de cualquier autovector de un sistema no amortiguado o

con amortiguamiento proporcional se distingue de otra componente por su amplitud únicamente

ya que sus ángulos de fase son iguales o se diferencian en 180o. Por lo tanto en un sistema de n

grados de libertad, es necesario un conjunto de n ecuaciones para obtener las n amplitudes para

un modo dado. Para un sistema con amortiguamiento no proporcional, cada componente de un

autovector se distingue no sólo por su amplitud sino también por el ángulo de fase, por eso se

necesita un conjunto de 2n ecuaciones para  determinar las n componentes en cada modo.

A.1.1 Prueba de ortogonalidad con respecto a las matrices A y B

En el capítulo 3 se vió que los autovectores del sistema representado por la ec. (3.2)

tienen la forma:
















=

jj

j
j

Φλ

Φ  
ψ j = 1,2,.....,2n (A.1)

y que se cumplen las siguientes propiedades de ortogonalidad:

{ } { }jdjdd m diagy     λdiag   con               ,λ           , ==−== MλMBΨΨMAΨΨ TT (A.2)

Consideremos dos modos diferentes s y r, que satisfacen la ec. (3.7). Si a la ecuación para

el r-ésimo modo la premultiplicamos  por T
sψ se tiene:

r
T

sr
T

sr ψψψψλ       BA −= (A.3)

Como A y B son matrices simétricas, si se transpone la ec.(A.3) se tiene:

s
T

rs
T

rr ψψψψλ       BA −= (A.4)

Si ahora, a la ecuación para el modo s la premultiplicamos  por T
rψ se tiene:

s
T

rs
T

rs ψψψψλ       BA −= (A.5)

Si a la ec.(A.4) se le resta la ec.(A.5) se tiene:
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( ) 0s
T

r ψψsλrλ =−    A (A.6)

si λr y λs son diferentes entonces la siguiente propiedad de ortogonalidad relaciona a los dos

autovectores:

0s
T

r ψψ =   A (A.7)

de igual modo se verifica que:

0s
T

r ψψ =  B (A.8)

Para el caso modos subamortiguados estas propiedades se verifican también para el caso

de  dos autovectores complejos conjugados ya que se cumple que λr es diferente de λr * , a saber:

λr =αr - iβr y λr
* =αr + iβr (A.9)

entonces

λr - λr
* = (αr - iβr) – (αr + iβr) = -2iβr ≠ 0 (A.10)

A.1.2 Prueba de ortogonalidad con respecto a la matriz de masa M

La ec.(A.3) se puede escribir como sigue:

d

T

       

            

       

            
λM

MΚMΚ

MΚMΚ

M      0

0        K
=

φλφλ − φ   φ           φλφλ− φ φ

φλ φλ− φ   φ          φλφλ−φ  φ
=

φλφλ

φφ

−φλφλ

φφ





























































ΤΤΤΤ

ΤΤΤΤ

 

 

(A.11)

entonces

[ ]

[ ]diag

diag 

=φλφλφ  φ

=φλφλ−φ  φ

ΤΤ

ΤΤ

 −  MΚ

MΚ
(A.12)

por lo tanto

[ ]

[ ]diag

diag 

=φλφλ

=φλφλ

Τ

Τ

M

M
(A. 13)



Identificación de Sistemas y Evaluación del Daño Estructural

M. Amani - 131 -

APÉNDICE B

DENSIDAD ESPECTRAL DE POTENCIA Y FUNCIÓN DE

TRANSFERENCIA
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B.1 Estimación de la densidad espectral de potencia

Si {x(t)}es un proceso aleatorio estacionario, se define a la densidad espectral de

potencia, a través del teorema de Wiener-Khintchine, como:

( ) ( ) ττ τπ deRfS fj
xxx

2−∞

∞−∫= (B.1)

en la cual Rxx es la función de autocorrelación del proceso {x(t)}representado por el registro x(t)

ya que se trata de un proceso estacionario, y f es la frecuencia en [Hz].

Otra forma alternativa como:

( ) ( ) ( )( )[ ]22 ,1lim TfXE
T

deRfS k
fj

xxx == −∞

∞−∫ ττ τπ     cuando T  infinito (B.2)

en la cual f es la frecuencia en [Hz]

T es el tiempo total del registro

E[.] significa valor esperado

K = 1, 2, 3, …n  es el número de registros del proceso aleatorio

( ) ( ) dtetxTfX ftjT

kk
π2

0
, −∫=   es la transformada finita de Fourier de xk(t).

Para valores de frecuencia discreta fi = i/T      i = 1,2,3,......N/2 la densidad espectral de

potencia se calcula como:

( ) ( )( ) 2,1 TfX
Ndt

fS iii = (B.3)

con

( ) ∑
=





−=

N

n
ni N

injxdtTfX
1

2exp, π    ,  i = 1,2,....N/2 (B.4)

en las cuales N es el número de puntos del registro

dt es el intervalo de tiempo entre dos puntos consecutivos del registro.
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En esta tesis se determinó la densidad espectral de potencia a través de una subrutina en

Matlab [Matlab v. 5.3, 1999] donde se calculó la transformada discreta de Fourier de la función

de autocorrelación de las respuestas medidas según la ecuación (B.4)

Cuando el número de registros del proceso aleatorio es limitado se determina un

estimador de la densidad espectral de potencia, es decir el valor esperado (promedio de n

registros) de la densidad espectral de potencia.

B.2 Función de transferencia de un oscilador lineal de un grado de libertad

Cuando un proceso aleatorio x(t) pasa a través de un sistema lineal independiente del

tiempo cuya respuesta impulso es h(t), la densidad espectral de potencia de la respuesta y(t) será:

( ) ( ) ( )ωωω xy SHS 2= (B.5)

en la cual H(ω) es la transformada de Fourier de h(t) denominada función de transferencia o

función de respuesta en frecuencia (FRF) del sistema lineal.

Para un oscilador lineal de un grado de libertad esta función H(ω) tiene la forma:

( )
i cω  mωk

H
+−

= 2

1ω (B.6)

en la cual k es la rigidez del oscilador

c es el coeficiente de amortiguamiento

m ese la masa del oscilador

El módulo de la función de transferencia se calcula como:

( ) ( )( )
5.0

22

2 1











+−
=

i c ω m ω k
H ω (B.7)

de otra forma se puede expresar como:

( ) ( )( ) 5.02224224

2

42

/1

ωωξωωωω
ω

nnn

mH
++−

= (B.8)

en la cual ωn es la frecuencia natural del modo n
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ξ = c / (2 ωn m) es la relación de amortiguamiento.

Cuando en el capítulo 4 se habla del ajuste de curvas a través de la función de respuesta

en frecuencia se refiere a lo siguiente:

Por medio de una subrutina en Matlab [Matlab v. 5.3, 1999] se ajusta por mínimos

cuadrados la expresión dada por la ecuación (B.8) a la curva del estimador de la densidad

espectral de potencia de la respuesta modal. La subrutina es un proceso iterativo a partir de un

par de valores dados de (ωn ,ξ), se itera hasta encontrar la FRF, que por mínimos cuadrados,

ajusta mejor a la curva observada. En lenguaje Matlab se expresa como:

X = LSQCURVEFIT (FUN,X0,XDATA,YDATA)

para la cual:

FUN = FRF

X0 = par (ωn ,ξ) para comenzar la iteración

XDATA = vector de frecuencias obtenidas del cálculo de la densidad espectral de

potencia (dato)

YDATA = densidad espectral de potencia (dato).

Se comienza la iteración con X0 para encontrar los valores de X que mejor ajustan la función

nolineal dada por FUN a los datos dados en (XDATA, YDATA).
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