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Resumen

La modelacion del transporte de fluidos en materiales porosos fisurados es objeto de estu-
dio en muchas aplicaciones industriales, tales como, la fractura hidraulica en la ingenieria
del petroleo, el analisis de permeabilidad en la estimacion de danos, ingenieria ambiental,
etc. El aumento del nivel de dano modifica las propiedades hidro-mecanicas del medio,
por lo cual resulta de gran interés el estudio de procesos de fisuracion y su influencia en
el flujo de fluido a través del mismo. El estudio experimental del flujo ofrece informacion
acerca de la permeabilidad efectiva del medio, de los poros conectados y la interconexion
entre las fisuras del material. Si el medio tiene discontinuidades discretas, el flujo presenta
grandes variaciones resultando anisétropo. La prediccion completa del comportamiento
de la deformacién del material solido y de la interaccién con el flujo, se consigue mediante
la solucion completa del sistema acoplado poromecanico, cuyas variables de estado son el
campo de desplazamiento y el de presion. Teniendo en cuenta estas problematicas, reviste
gran importancia disponer un modelo robusto y estable, capaz de reproducir la interaccién
entre el flujo de fluidos y la matriz porosa.

En esta tesis se desarrolla un modelo hidromecanico acoplado que permite la simulacion de
la deformacién y el flujo de fluido en un medio poroso saturado discontinuo, considerando
la teoria de Biot-Coussy para resolver el acoplamiento del campo de desplazamientos y de
presion. La evaluacion del flujo dentro de una discontinuidad, la interaccion con la matriz
porosa y el acoplamiento con el campo mecéanico, ha sido modelada teniendo en cuenta la
teoria propuesta por Vernerey. En la macroescala, el modelo considera a la matriz porosa
como un medio homogéneo en donde es vélida la ley de Darcy. Las discontinuidades son
tratadas como interfaces, las cuales intercambian el flujo de fluido a través de una com-
ponente continua y otra discontinua, que, a su vez, pueden dividirse en una componente
normal y otra tangencial. En la microescala, la interfaz se considera como un medio poroso
en donde el flujo de fluido es descripto a través de la ley de Darcy-Brinkman. Las ecua-
ciones gobernantes resultan a partir de considerar el balance de masa en ambos dominios.

Las discontinuidades son tratadas con XFEM, en donde la interpolacion de la variable
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de desplazamiento es modelada como una discontinuidad fuerte (campo normal a la fi-
sura discontinuo), mientras que la interpolacién de la variable de presién es considerada
como una discontinuidad débil (campo continuo en la fisura, pero con gradiente normal
discontinuo). La discretizacion temporal se resuelve mediante el método de Euler hacia
atras y las ecuaciones no lineales discretas resultantes, se resuelven aplicando el método
de Newton-Raphson. El modelo completo fue implementado en un programa de elementos
finitos propio, y se presentaron resultados numéricos de ensayos de medios fisurados, los
cuales son correlacionados con ensayos experimentales y/o con otros modelos numéricos.
El modelo propuesto se ajusta adecuadamente a resultados experimentales y a mode-
los analiticos de problemas mecanicos, hidraulicos e hidromecéanicos acoplados, como ser
determinacion de la propagacion de fisura debido a acciones mecanicas e hidraulicas, estu-
dio de la permeabilidad de morteros y hormigones reforzados con fibras (HRF) fisurados,

flujos en medios porosos discontinuos, entre otros.



Abstract

The computational modeling of fluid transportation inside fractured porous media is stu-
died for many industrial applications such as a hydraulic fracture in petroleum enginee-
ring, the permeability analysis in damage estimation, environmental engineering, etc. The
increase of the damage level modifies the hydro-mechanics properties of the media, so the
study of the fracture processes and its influence over fluid flow is very interesting. The
experimental study of the flow brings information about the effective permeability of the
media, the connected pores and the interconnection between the cracks of the material.
If the media presents discrete discontinuities, the flow presents great variations and it is
anisotropic. The full prediction of the behavior of the solid material deformation and its
interaction with the fluid flow is obtained through the full solution of the coupled system.
Taking this into consideration, it is very important to have a robust and stable model for
reproducing the interaction between the fluid flow and the porous matrix.

In this thesis, the fluid flow inside a discontinuous saturated porous media and the media
deformation is modeled using a coupled hydro-mechanical model, assuming Biot-Coussy
theory to solve the coupling between the displacement field and the pressure field. The
flow inside the discontinuity, its interaction with the porous matrix and its coupling with
the mechanical field, are modeled assuming Vernerey theory. At the macroscale, the model
considers the porous matrix as a homogeneous media where the Darcy Law is valid. The
discontinuities are treated as interfaces that exchange the fluid flow by means of two com-
ponents, a continuous and a discontinuous one, that can also be separated into a normal
and a tangential component. At the microscale, the interface is considered as a porous
media where the fluid flow is described using the Darcy-Brinkman law. The governing
equations are obtained from the mass balance between both domains. The discontinuities
are analyzed using XFEM, where the interpolation of the displacement variable is mo-
deled as a strong discontinuity (discontinuous normal field) and the interpolation of the
pressure variable is considered a weak discontinuity (continuous field with a discontinuous

normal gradient). The time-discrete scheme is obtained by applying the backward Euler
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method. The resulting discrete nonlinear equations are solved by applying the Newton-
Raphson’s method. All the model is implemented using a custom made finite elements
software. Also, numerical results of essays of fractured porous media are presented and
correlated with experimental essays and with other numerical models.

The proposed model fits well to experimental results and to analytical models of mecha-
nical, hydraulic and coupled hydro-mechanical problems, such as the determination of the
crack propagation due to mechanical and hydraulic actions, the study of the permeability

of mortars and cracked fiber reinforced concretes, and the flow in discontinuous porous

media, among others.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién e importancia del tema

La modelacién del transporte de fluidos en materiales porosos fisurados, es objeto de es-
tudio en muchas aplicaciones industriales, tales como el fracking (fractura hidraulica) en
la ingenieria del petréleo, la recarga de acuiferos, el estudio de flujo y transporte en pilas
de lixiviacion, el andlisis de la permeabilidad para la estimacion de danos, en donde el
crecimiento del nivel del mismo modifica las propiedades hidromecéanicas del medio, por
lo cual resulta de gran interés el estudio de procesos de fisuracién y su influencia en el
flujo de fluido a través del mismo. Por otra parte, en los dltimos tiempos, aumenté mu-
cho el interés en los problemas ambientales tales como la contaminacion de estratos de
suelos, los cuales necesitan un estudio combinado de todas las areas antes mencionadas,
que permitan abordar el problema en forma integral.

El medio poroso es un sistema multifasico formado por una estructura o matriz porosa,
una fase liquida y otra gaseosa, las cuales presentan diferentes propiedades hidromecanicas
e interaccionan entre si. La prediccién del comportamiento de la deformacion del material
solido y de la interaccion con un flujo de fluido, se consigue mediante la solucién completa
del sistema acoplado. En el caso de que los poros de la matriz se encuentren completamen-
te lleno de fluidos, el problema se conoce como medios porosos saturados, caso contrario,
de coexistir todas las fases, se lo conoce como medios porosos parcialmente saturados o
no saturados.

En la actualidad, el estudio analitico del problema es tratado la ley de Darcy, conside-

rando al medio como un material homogéneo. Pero en muchos casos no se ajustan a la
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realidad, en donde se suelen presentar en los cuerpos discontinuidades fuertes o materia-
les y/o discontinuidades débiles o cinemédticas, como por ejemplo en rocas u hormigones
fracturados, fracking, diferentes formaciones geoldgicas vinculadas con interfaces entre si,
etc., las cuales influyen fuertemente en el comportamiento del flujo que circula a través
del medio, lo que termina modificando las propiedades hidraulicas del mismo. Los ensayos
experimentales permiten conocer informacion sobre la permeabilidad efectiva del medio,
de los poros conectados y la interconexién entre las micro y macro grietas del material
en estudio, pero son bastante limitados en cuanto a los datos ofrecidos y por sobre todo,
en cuanto al nivel de prediccion de los fenémenos que pueden llegar a intervenir. Como
ejemplo, se menciona el caso de los pozos de oil-gas, en donde en bisqueda de aumentar el
rendimiento del estrato que contiene el fluido de interés, se realizan tareas de fracking, la
cual consiste en romper la estructura del suelo por intermedio de altas presiones de fluido,
generando diversas grietas, con lo que aumenta notablemente su permeabilidad. Al no
contar con un modelo confiable de prediccion de fracturas en medios porosos, se producen
fisuras no controladas, las cuales terminan en muchas ocasiones conectando el estrato de
interés con acuiferos naturales y por consiguiente, produciendo la contaminacion del agua
del mismo. Teniendo en cuenta estas problematicas, reviste gran importancia disponer
un modelo numérico robusto y estable, capaz de reproducir la interaccion entre el estado

actual del medio y el transporte a través del mismo.

1.2. Objetivos de la tesis

El objetivo general de la tesis es la formulacion de un modelo para la simulacién de
la deformacién y flujo de agua en un medio poroso saturado en proceso de deterioro

progresivo asumiendo las siguientes teorias:

» Considerar la teoria de Biot-Coussy (Coussy, 2010) para el acoplamiento hidro-
mecanico. La deformacién del hormigén esta influenciada por el fluido que ocupa
los poros y resulta de tipo no lineal debido a la progresiva apertura y clausura de

poros y fisuras.

» Extender la teorfa propuesta por Vernerey (Vernerey, 2011), (Vernerey, 2012) para

la formulacion del flujo dentro de la discontinuidad.

» Aplicar el método de elementos finitos extendidos (XFEM) (Moes et al., 1999) para

la simulacién de discontinuidades fuertes, débiles y agujeros.
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= Desarrollo e implementacion de una herramienta numérica basada en la técnica

XFEM para la simulacién del mismo problema pero con campos discontinuos.

Los objetivos particulares de la tesis son los siguientes:

= Estudio del fenémeno fisico a modelar: deformacion y flujo de agua en un medio
poroso saturado en proceso de deterioro progresivo y resultados analiticos y experi-

mentales disponibles en la bibliografia.

= Analisis de distintas técnicas de discretizacién espacial y temporal existentes para

modelar estos tipos de fenémenos.

= Desarrollo e implementacion de una herramienta numérica basada en el método de

elementos finitos para el tratamiento del problema hidro-poro-elastico acoplado.

» Estudio e implementacién numérica de diferentes modelos de flujos a través de la

fisura y su acoplamiento con el campo mecanico.

= Extensién de la herramienta numérica basada en XFEM para que sea capaz de
reproducir la dependencia de la historia de carga observada experimentalmente en
procesos hidromecénicos en medios porosos con fisuras discretas y para que sea capaz
de reproducir fenémenos irreversibles observados experimentalmente en el proceso

de deterioro progresivo de la matriz.

= Estudio de los fendémenos que intervienen en la evolucion de la permeabilidad de un

medio poroso con fisuras discretas.
» Calibracion y validacion con resultados analiticos y experimentales.

= Generacion de un cédigo de programacion capaz de implementar diferentes teorias

de flujos dentro de las fisuras.

= Ampliacién de la capacidad de los modelos existentes para reproducir diferentes
tipos de flujos, cuyas componentes no se limitan a un flujo continuo y/o uniforme

dentro de la fisura.

= Analisis de las ventajas y desventajas del uso de XFEM para la simulacién de

discontinuidades en el problema en estudio.
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1.3. Enfoque del tratamiento del problema

En el marco de los problemas poromecéanicos discontinuos saturados, el tratamiento para
la evaluacion del flujo dentro de una discontinuidad, la interaccién con la matriz poro-
sa y el acoplamiento con el campo mecanico, ha sido modelado en funcién a la teoria
propuesta por Vernerey (Vernerey (2011) y Vernerey (2012)), siguiendo los lineamientos
propuestos por Khoei (Khoei & Haghighat (2011), ?, Mohammadnejad & Khoei (2013a)).
En la macroescala, el modelo propuesto considera a la matriz porosa {2 como un medio
homogéneo en donde es valida la ley de Darcy. Las discontinuidades fuertes son tratadas
como interfaces, las cuales de denotan como I'; las cuales intercambian el flujo de fluido a
través de una componente continua y otra discontinua, que a su vez, pueden dividirse en
una componente normal y otra tangencial. En la microescala, la interfaz se considera como
un medio poroso de espesor 2h, donde h es el semiespesor de la discontinuidad, Y el flujo
de fluido es descripto a través de la ley de Darcy-Brinkman (Durlofsky & Brady (1987),
Vernerey (2012)). En cuanto al campo mecdnico, se considera una ley cohesiva lineal y
como criterio para la propagacién de fisuras, se adopta el criterio del factor de intensi-
dades de tensiones critico. Las ecuaciones gobernantes resultan a partir de considerar el
balance de masa tanto el la matrix porosa {2 como en la interface I'. Las discontinuidades
son tratadas con la técnica XFEM, en donde la interpolacion de la variable de estado de
desplazamiento u es modelada como una discontinuidad fuerte (campo normal disconti-
nuo), mientras que la interpolacién de la variable de presién p es considerada como una
discontinuidad débil (campo continuo pero con gradiente normal discontinuo). El modelo
poromecanico fue probado en problemas mecanicos, en problemas hidratlicos y finalmen-
te, en problemas poromecanicos acoplados. En la Figura 1.1 se muestra un resumen de

los tipos de fujos en la macro y en la micro escala del medio poroso €2 con la interface I'.

1.4. Contenido de la tesis

En correspondencia con los objetivos planteados, en esta tesis se desarrolla un modelo
hidro-mecanico acoplado para la simulacién de la deformacién y flujo de fluido en un
medio poroso saturado, en proceso de deterioro progresivo. Todos los codigos usados
para la implementacién del modelo propuesto son cédigos propios y fueron hechos en
MatLab. La tesis se desarrolla en cinco capitulos, el presente capitulo de introduccion

y los restantes cuatro capitulos cuyo contenido se esboza a continuacién. En el capitulo
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FiGURA 1.1: Enfoque del tratamiento del problema.

2 se analiza en una primera etapa, el comportamiento general del medio poroso y las

ecuaciones de balance generales que se aplican. Posteriormente, se analiza puntualmente

los modelos existentes para la evaluacién del flujo a través de las discontinuidades. En el

capitulo 3 se presenta el modelo propuesto. Se realiza primero una descripcion detallada

de su formulacién, calibracion, ventajas y limitaciones. En el capitulo 4 se analizan los

resultados obtenidos a través de la utilizacién del modelo propuesto en diferentes ensayos,
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y su correlacién con modelos numéricos de otros autores y con ensayos experimentales.
En capitulo 5 se presentan las publicaciones realizadas, las conclusiones de este trabajo
y algunas sugerencias para futuras investigaciones. La tesis se completa con un apéndice

en el cual se plantea las relaciones constitutivas para medios porosos saturados.
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Ecuaciones que gobiernan un medio

poroso saturado discontinuo. Estado
del Arte.

2.1. Introduccion

En la literatura, el tema de transporte de fluidos en medios porosos fisurados o en proceso
de fisuracion ha sido tratado de diferentes maneras: Boone & Ingraffea (1990) presentaron
un procedimiento numérico para la simulacién de la propagacion de fisuras por causas
hidraulicas en materiales poroelasticos, combinando el MEF con el método de diferencias
finitas; Schrefler (1995) y Secchi et al. (2007) modelaron el crecimiento de fisuras cohesivas
en medios porosos totalmente saturados usando el MEF con mallas adaptativas; Segura
& Carol (2008) propusieron una formulacién hidromecéanica para materiales totalmente
saturados con discontinuidades preexistentes basadas en el MEF con elementos de interfaz
de espesor cero. Con el objeto de simular la presencia de una discontinuidad o fisura en
el medio continuo, se han desarrollado métodos mas apropiados como son el Embedded
Finite Element Method (EFEM) (Armero & Linder, 2009) y el eXtended Finite Element
Method (XFEM) (Moes et al., 1999). EFEM modela la falla de sélidos discretamente
a través de la disipacion local a lo largo de las discontinuidades. XFEM considera una
cinematica enriquecida, en donde las variables de estado son interpoladas a través de
funciones regulares y funciones de enriquecimiento en términos de funciones del tipo level
set (Li et al., 2012), (Yvonnet et al., 2008), (Moés et al., 2002), (Stephansson et al., 1996),
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las cuales permiten describir un campo a través de un elemento mas general. Este método
permite el modelado de la geometria de la discontinuidad de forma independiente de la
malla, y evita por completo la necesidad de regenerar la malla a medida que la fisura crece.
La aplicacién de XFEM al caso de medios porosos puede encontrarse en de Borst et al.
(2004), de Borst et al. (2009), Lucero et al. (2012), Lucero et al. (2013a), Mohammadnejad
& Khoei (2013b), Lamb et al. (2013) , Fumagalli & Scotti (2013), Lucero et al. (2013b),
Fumagalli & Scotti (2014), Shao et al. (2014), Lucero et al. (2014), Salimzadeh & Khalili
(2015), Schwenck (2015), Flemisch et al. (2016), Mohammadnejad & Andrade (2016),
Del Pra et al. (2017), Wang et al. (2017), Yang et al. (2019), en los cuales se centra
principalmente en el modelado del flujo de fluido a través de las discontinuidades y el
intercambio con la matriz porosa, el cual es realizado mediante una simplificacion de las
ecuaciones de Navier-Stokes en la fisura, mientras que en Khoei & Haghighat (2011),
Mohammadnejad & Khoei (2013a) se enfocan en problemas de implementacién de la
aplicacion del método y lo extienden al modelado de fractura hidrailica usando un modelo
de fractura cohesivo. La literatura sobre las aplicaciones de XFEM a la fractura hidralica,
es decir, la producciéon de fractura por la inyeccion de fluido en un material fragil elastico
lineal, es bastante abundante Lucero et al. (2015), Desroches (1994), Hunsweck et al.
(2013), Lecampion (2009), Gordeliy & Peirce (2013), Adachi et al. (2007). Estos trabajos
se enfocan principalmente en como elegir consistentemente las funciones de forma de
enriquecimiento. También se menciona el trabajo Chessa & Belytschko (2003) en el cual
se aplica XFEM a la captura de efectos de una interface interior arbitraria en el problema

de flujo inmiscible de dos fases.

2.2. Ecuaciones gobernantes de un medio poroso sa-

turado

El medio poroso saturado se modela como un sistema de dos fases: una fase sélida defor-
mable y una fase fluida que ocupa el espacio vacio. Las ecuaciones gobernantes se obtienen
a través del balance de ecuaciones de momentum, de masa y las ecuaciones constitutivas
de cada fase. En esta seccién se obtienen las ecuaciones gobernantes de la poroelasticidad
(Biot, 1941), (Coussy, 2004), (Coussy, 2010) y se modela el intercambio de flujo de fluido

a través de la fractura. Esto se lleva a cabo formulando el flujo dentro de la discontinuidad
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en la microescala y se vincula con las ecuaciones gobernantes a nivel macro. La metodo-
logia puede verse en de Borst et al. (2006), Rethore et al. (2007a), de Borst et al. (2009)
y Chandesris & Jamet (2009).

2.2.1. Problema modelo y notacién

Se considera que el dominio 2 € RY ocupado por un medio poroso contiene algunas frac-
turas en su interior, denotadas como I'y € €2, donde I'; tiene una topologia de dimension
menor que N. Por ejemplo si N = 3, ['; serd una superficie o una linea. En este trabajo,
consideramos N = 2, y I'; representa lineas contenidas en €2 (ver Figura 2.1). El conjunto
de fracturas se denota con I';. Cada componente de I'; se describe en términos de una
funcién suave z = z(z*) que representa la ecuacién paramétrica de la curva como una

funcién de coordenadas curvilineas z* a lo largo de la fractura.

FiGurA 2.1: Volumen €2 de un medio poroso saturado con una discontinuidad discreta
Gammag con caras definidas como I’ j yI'y.

En este desarrollo se consideran fracturas sin interseccién. Cada fractura tiene una orien-
tacion definida por la normal nr, a la curva en z € I'y. La eleccién de np, junto con
el vector unitario tangencial ¢r, determina una cara positiva de I'; que denotamos I'}
y una cara negativa de I'; que denotamos I';. La definicién de estos dos lados de I'q en
relacién a mr, adquiere relevancia cuando es necesario aplicar el teorema de divergencia.
En la defincion de condiciones de bordes de I'y, sera necesario considerar I'; dotado con
una estructura, es decir, I'y sera visto como el limite de una cavidad 2. que en este caso
se considera que tiene L >> 2h, donde h es el semiancho de la fractura y L es la lon-

gitud de fractura caracteristica. La asuncién de L >> 2h permite considerar solamente
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un flujo promedio dentro de la discontinuidad. En la Seccién 2.7 se muestran diferentes

formulaciones para la determinacion del flujo.

2.2.2. Marco termodinamico y ecuaciones constitutivas

A partir de la segunda ley de la termodinamica, aplicando el balance de la entropia, puede
expresarse la desigualdad de Clausius - Duhem referida a los medios porosos continuos de

la siguiente forma (Coussy, 2010):

=P, +P;+ Py, >0 (2.1)

en donde ® es la disipacion total de la energia; @, es la disipacion de la estructura sélida;
®; es la disipacion del fluido; ®y, es la disipacién térmica, la cual se considera nula, dado
que en esta tesis se trabaja con procesos isotérmicos tnicamente. Si se denota con o al
tensor de tensiones totales, u el vector de desplazamientos de la fase sélida, € al tensor
de deformaciones dado por € = (Vu + Vul)/2, donde V es el operador gradiente tal que
para u € RN, (Vu;; = u;; con i,j = 1,...,N) es la componente de la derivada parcial u;
del campo u con respecto a la coordenada z;, donde el superindice 1" denota el operador
transpuesto. Bajo la consideraciéon de pequenas deformaciones, la disipacion total esta

dada por:

b=0,=0:— —p— — (2.2)
donde ¢ es la porosidad Langrangiana, G es la energia libre de Gibb y p es la presion de
poros. El término ¢dp/dt considera la disipacién asociada con la presién de poros actuando
sobre las paredes de la matriz porosa. La porosidad Langrangiana ¢ se relaciona con la
porosidad espacial n por la relacién ¢d€ly = ndS2, donde d€2y es el volumen diferencial de
la matriz porosa en el instante inicial (sin deformarse), d€? es el volumen diferencial de la
matriz porosa del medio deformado, en donde para pequenas deformaciones, se reduce a
¢ = J, =~ (1+ €)n, donde J,, es el determinante Jacobiano del tensor de deformaciones,
es decir J,, = det ¢ donde det es el operador determinante.

Para obtener las ecuaciones de la poroelasticidad isotrépica lineal, considerando tr el

operador traza y 1 el tensor identidad de segundo orden, consideramos la forma cuadratica
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de la energia libre de Gibbs G como el primer invariante (e =tre) y el segundo invariante

(e : e) de deformaciones, con e = ¢ — 1/3¢l:

1 2 1p2 2
Gs(a,e,p):§K€ —bpe — =~ +Ge:e (2.3)

2N
donde K es médulo de deformacion volumétrica de la matriz, G es el modulo de corte
(ambos para condiciones drenadas), b = 1 — K/K; < 1 es el coeficiente de Biot, con Kj
como el médulo volumétrico de la parte sélida, 1/N = (b — ¢g)/ K es el médulo de Biot
y ¢o es la porosidad inicial (Coussy, 2010).
Reemplazando la ecuacién 2.3 en la ecuacion 2.2, las ecuaciones de la poroelasticidad

quedan definidas por la condicion ®, = 0 para cualquier proceso admisible, por lo que se

obtiene:
o =2Ge+ (Ke—bp)1 (2.4)
P
o=bey (2.5)

La disipacion asociada al movimiento de fluido con respecto a la matriz sélida se calcula:
Py =—Vp-(vy — ) (2.6)

donde v, = du/dt es la velocidad de la parte sdlida y vy es la velocidad del fluido dentro
del vacio de la matriz porosa. Si consideramos la ley de Darcy para la fase fluida, la
ecuacion constitutiva sera:

n(vy —vs) = —kgVp (2.7)

donde ky es la permeablidad de la matriz y Vp = 0p/0x. La ecuacién 2.7 asegura que la

disipacion del fluido no es negativa.

2.3. Ecuaciones de balance de un medio multifasico

Mediante la teoria de mezclas, un medio multifasico puede ser descripto como la superpo-
sicién de todas las fases m = 1,2, ..., k, cuyos puntos ocupan simultdaneamente la posicion
x en el tiempo t. El movimiento de cada fase puede ser descripto independientemente,
considerando la formulacién cldsica de la mecdnica del continuo (Schrefler (1995)). Las

ecuaciones que gobiernan el problema pueden escribirse como:
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Opy

5 + div (p-9v,) — divi — pb = pG (2.8)

donde v, es el valor local del campo velocidad de la fase 7 dentro de un punto fijo en el
espacio, ¢ es el vector de flujo asociado con 1), b es el suministro externo de ¢ y G es la
produccién neta de ¢ y ¥ es la variable termodindmica en estudio.

En la interface entre dos constituyentes m, a se mantiene la condicién de salto:

[P (W — ) + ] |- 0™ + [ (W — vr) + ] o -1 =0 (2.9)

donde w es la velocidad de la interface, n®" es el vector normal unitario dirigido hacia

fuera de la fase 7 y dentro de la fase «, con:

nwa — _naﬂ' (210)

donde |, indica que el término precedente debe ser evaluado con respecto a la fase 7.

En el problema termo-poro-elastico general, las variables termodinamicas v para las dis-
tintas ecuaciones de balance toman los valores ¢, b y G que se muestran en la Tabla
2.1.

TABLA 2.1: Valores de constantes 1,%,b y G para cada variable termodindmica

Variable ‘ Y ‘ 7 b ‘ G ‘
Masa 1 0 0 0
Momentum (. t,, g 0
Energia E+05 v, v, | tpvr—q | g-va+h| 0
Entropia A ) S 0]

donde en la Tabla, E es la energia especifica intrinseca, A\ es la entropia especifica, t,,
es el tensor de tensiones microscopico, q es el vector de flujo calérico, @ es el flujo de
entropia, g es el momento externo suministrado relacionado por los efectos gravitatorios,
h es la fuente de calor intrinseca, S es una fuente de entropia intrinseca, y ¢ denota el
incremento de entropfia.

A partir de esa Tabla, la conservacién de la masa resulta,
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épﬂ' .
T Aiv(o.v.) = 2.11

La conservacion del momentum resulta,

0prUx

pr + div (prv, ;) — divt, — prg =0 (2.12)

La conservaciéon de energia resulta,

0lpr (E+ 0,50, - v,)]

o +div [pr (E + 0,50, - vy) v7] — div (£,,div —q) =0 (2.13)

La conservacion de entropia resulta,

0P

Y + div (prAv,;) — div® — pS = pr¢ (2.14)

A continuacion, se obtienen las ecuaciones en forma fuerte que gobiernan el problema de

medios porosos saturados considerando al medio elastico isétropo lineal.

2.4. Ecuaciones de balance para medios porosos sa-

turados: Forma fuerte

Basandose en los lineamientos propuestos por de Borst et al. (2004), de Borst et al. (2009),
Coussy (2010), Ingraffea & de Borst (2017), Liu et al. (2015) y de Borst (2017) para el
estudio de medios porosos saturados, se deben tener en cuenta el calor de conduccion,
difusion de vapor, calor de conveccion, flujo de fluidos debido a gradientes de presion o
efectos capilares y transferencia de calor latente debido a cambios de fase del agua dentro
de los poros. Las ecuaciones de balance macroscopicas son obtenidas de forma sistematica
aplicando principios de promedios del balance de ecuaciones visto anteriormente.

Se considerara el problema bifasico en pequenas deformaciones. Si se denota 7 al constitu-
yente en estudio, en el cual m = s, f para la fase sélida y fluida respectivamente, o, = t,,
es el campo de tensiones, vy es la velocidad absoluta, se puede escribir la ecuaciéon de

conservacién de movimiento de la siguiente forma:
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0 (,OW’UW)

TR V - (prvr X v;) en Q\T (2.15)

V 0r+Prtprg=

donde,

» V.o, es el gradiente del campo de tensiones,

P~ es la fuente de momento del constituyente 7 desde los otros constituyentes. La

resultante de los constituyentes deber ser nula, por lo que se puede escribir:

> P=0 en Q\T (2.16)

W:n’f

pg es la fuerza gravitatoria,

. 0 (pwvﬂ)
ot

es la fuerza producido por las aceleraciones de los constituyendos.

Si se desprecia,

= Términos convectivos al considerar que la densidad no depende de la posicién,
» Efectos de las fuerzas gravitatorias,

= Efectos de la aceleracion al considerar el problema cuasiestatico.

la ecuacién de equilibrio se reduce a:

V-o,+p,=0 en Q\T (2.17)

Si se aplica la teoria de mezclas, el campo de tensones queda definido en un medio poroso

bifasico por o = o + 0, la ecuaciéon anterior resulta para cada constituyente como,
V-o,+p;=0 en Q\T (2.18)

V-o;+p;r=0 en Q\T (2.19)

Sumando ambas expresiones, el balance de momentum resulta finalmente,

V.-o=0 en Q\ T (2.20)
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De forma similar, la ecuaciéon de conservacién de la masa para cada constituyente ,

resulta

Opr | ..
(‘19015 + div (p.v:) =0 en Q\ T (2.21)
Si se desprecia los términos convectivos, la densidad de la fase 7 puede salir del gradiente,
obteniendo:

0px

Consideramos la relacion volumétrica de cada constituyendo n, de forma tal que,

> ne=1 nytns =1 (2.23)

T=n,f

Reemplazando la ecuacién 2.22 para cada fase y dividiendo en py, se obtiene

1 Opy

—=L v = Q\T .
o7 Ot +V.v;=0 en '\ (2.24)
1

Z%i5+v-v5:0 en Q\T (2.25)

Multiplicando ambas expresiones por ny y ng respectivamente, y sumando ambas expre-

siones, se llega a:

ny apf Ng st

V - SV -V — — =0 AN .
nyV-vr+n v—l—pf T +ps o en 2\ (2.26)
Como ns = (1 — ny), se obtiene
V- v, +n;V- (v _v)+nf(3pf+n50ps_0 en Q\T (2.27)
° / / Y pp Ot pg Ot '
Por otro lado, de la ecuacion 2.25 se puede despejar,
1 Ops
Vo, =——2L (2.28)
ps Ot

Si se llama K, al modulo volumétrico de la fase m y K; el médulo volumétrico del medio

poroso en el cual, por teoria de mezclas, se verifica que K; = n,Ks+n,K,. Si se desprecia
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la resistencia mecanica de la parte porosa, se verifica que ny = K;/K,. Entonces se puede

escribir:

Ks Ns aps
V- ovy=——0—2 2.29
K Kt Ps at ( )
Usando el coeficiente de Biot, « =1 — K,/ K, podemos reescribir como:
ns 0ps
-1)V.v,=— 2.30
(@- 1V v, = (2:30)

Asumiendo una relacién fenomenolégica para la fase fluida, considerando una proporcio-
nalidad entre los cambios de densidad de la fase fluida y la presién de poros, escrita como

sigue:

1 nf
—dp = —dp 2.31
0 oy 1 (2.31)

Con la compresibilidad general o médulo de Biot:

1_a—nf ny

0~ K R (2.32)
Reemplazando estos conceptos en la ecuacién 2.27, se obtiene:
1 0p
CYV"US_“an'(’Uf—US)‘i‘@E:O en Q\T (2.33)

2.5. Condiciones de borde

Las ecuaciones de balance 2.21 y 2.33 en conjunto con las relaciones constitutivas 2.4, 2.5
y 2.7 forman un sistema cerrado de ecuaciones cuyas incégnitas son u, vy, py v, = du/dt,
con lo que el problema quedard definido con las condiciones iniciales y de borde. Las
condiciones iniciales, no requieren ninguna consideracion en especial en cuanto al problema
estandar de medios porosos saturados continuos, mientras que para las condiciones de

borde se deben tener en cuenta algunos requirimientos. Dada la naturaleza del problema,
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se necesitara considerar dos conjuntos diferentes de condiciones, uno correspondiente al
flujo y otro al campo de deformacion. Para cada uno de ellas, pueden haber condiciones
de borde Dirichlet y/o Neumann. Ya que las soluciones se buscan dentro del dominio
Q\ Ty, la frontera 0(Q\I'y) vendréd determinada por la unién del contorno I'; con Q y por
el conjunto de discontinuidades I'y (ver Figura 2.2). El contorno 9(€2 \ I'y) se particiona
en 0(Q\T'y) =T, UL, para las condiciones de borde de flujo y en 9(2\I'y) =T, UL}
para las condiciones de borde de deformacién. En esta tesis, se considera las siguientes
condiciones:

u=u enl, (2.34)
on=t enl} (2.35)

donde n es el vector normal a I, £ es la fuerza externa prescripta y @ es el desplazamiento

prescripto sobre el contorno. Mientras que las condiciones de borde de flujo seran:
p=p enl, (2.36)

n(vp—vs)-n=1v enl, (2.37)

donde 7 es la velocidad de salida/entrada del flujo prescripta y p es la presién prescripta
en el contorno. Una particién similar a las condiciones de borde puede darse en principio
también para las discontinuidades I'y. Sin embargo, en I'; se considerard solo condiciones
de borde del tipo Neumann para deformacién y para el flujo. La definicién de estas
condiciones es esencialmente debido a que ellas determinan el acomplamiento entre el
flujo, el medio poroso alrededor de la discontinuidad y el flujo dentro de la misma. Para
las condiciones de borde del tipo Neumann para el campo de deformaciones, se considera
que las fuerzas sobre cada cara de I'y son iguales y son impuestas por la presion de fluido

dentro de la discontinuidad I', tal que
on=pnr enly (2.38)

donde nr, es el vector normal a I'y. Como se observa en la condicién de borde, la presién es
continua a través de discontinuidad I';. Por otro lado, es natural asumir que la velocidad
de campo de la fase sélida y de la fase fluida sean discontinuo a lo largo de fisura I'y.
Introduciendo la notacién [w] := w |F; —wy |F; para denotar el salto del campo w a lo

largo de T'y, la condicién de borde se escribird como;

nelvy —vs] -np, =q enly (2.39)
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donde q representa el flujo de fluido a través de la discontinuidad I'y. En las aplicaciones,
puede considerarse el caso de que el flujo es prescripto, o bien el caso donde el flujo
dependa del fluido que circule por la discontinuidad. Un ejemplo de este ultimo caso se
da, si se asume un flujo laminar que fluye a través de dos placas paralelas (representando
las caras de la fisura). Esta condicién, de ahora en adelante, se refiere como flujo de

Poiseuille dentro de la discontinuidad, y se escribe como:
q=—kqVp-tr, enly (2.40)

donde tr, es el vector tangente a I'y y kg4 es la conductividad hidrailica, dada en Wit-

herspoon et al. (1980) como:
_(2n)°
12 fp

donde 2h es el espesor de la fisura, pu es la viscocidad del fluido y f es un coeficiente

ky (2.41)

que depende de la rugosidad de las caras de la fisura y tiene en cuenta las desviaciones
de las condiciones ideales del flujo laminar modelada con la ley cibica. El valor de f
depende del material del medio poroso y es obtenido de forma experimental siguiendo
el procedimiento de laboratorio descripto en Witherspoon et al. (1980), pagina 1018. El
caso de discontinuidades del tipo hueco, puede ser descripto a través de la expresion
2.41, considerando k; — oo, resultando una presion constante a lo largo de la fractura.

Combinando las expresiones 2.39 y 2.40, se obtiene la condicién de borde sobre I';:
nelvy — vs] -nr, = —kaVp-tr  en Ty (2.42)

De acuerdo a esta condicién, se asume que el flujo que entra en la cavidad se difunde
tangencialmente dentro de ella. Como consecuencia de esto, el flujo de fluido normal a la
fisura es discontinuo, y por lo tanto el gradiente de presién Vp también lo es. A través de
I'y, la presion de poros p es continua pero no diferenciable en I'y.

Es posible también considerar otros modelos mas detallados para la descripcion del flujo
de fluido a lo largo de la discontinuidad. Se presentan algunos modelos en la seccion 2.7.
En la Tabla 2.2, se presentan la forma fuerte del conjunto de ecuaciones que gobiernan el

problema junto con las condiciones de bordes detalladas.
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TABLA 2.2: Forma fuerte de las ecuaciones gobernantes

V.e=0 en Q\T
aV-vs—i—an-(vf—vs)—l—%%:O en Q\T
o =2Ge+ (Ke—bp)1
qb:be—%
n(vy—vs) = —k;Vp
u=u en I,
on=t en Ty
p=7p enI'y
n(vy—v) - n="1 en T,
on = pnr en Iy
nelvy —vs] - nr, = —kqVp - tr en I'y
u(t =0) =uy en Q\T
p(t =0) = po en Q\T

2.6. Ecuaciones que gobiernan el problema de medios

porosos fisurados: Forma Débil

Para obtener la forma débil del balance de ecuaciones, se debe multiplicar el balance de
momento y el de masa por una funcién de prueba cinemdaticamente admisible para el
desplazamiento del esqueleto m, y para la presion (. Integrando sobre el dominio €2 y

usando el teorema de divergencia, se obtiene:

/Q(V-n)-adﬁﬁt/rdﬂn-a]]-nrddfz/ n-t,dl (2.43)

(Q\l'a)

1
—/aCV-deQ—i-/kaC~Vde—/C§de+
“ “ “ (2.44)
+/ npd~[[Cnf(vf—vs)]]dF:/ (nr-q,dl’
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X

9(Q/Ty)

FicurA 2.2: Condiciones de bordes de un medio poroso saturado.

El acoplamiento del momento deriva a partir de las tensiones a través de las caras de las
discontinuidades y la presién aplicada por el fluido en las discontinuidades. Suponiendo

la continuidad de las tensiones desde la cavidad hacia el volumen, se tiene:

- -nr, = ty — pnr, (245)

[0 cans [ [ ta-pnyar= [ cogar (2.46)
Q Ty (L)

En la discontinuidad, hay un valor tinico de tension, por lo que debe haber un valor de
la presion p en ambas caras de la discontinuidad, y deben permanecer constante para la
funcién de prueba de la presion . El término de acoplamiento de la transferencia de masa

para el agua puede reescribirse como:

—/aCV-deQ—i-/kaC-Vde—/Clde—l—
Q Q 0 @
(2.47)
/ ¢nr, - nylvy — v dF:/ (nr - g, dl’
Lq

O(\I'q)

donde g4 = n¢[vy — v4] representa el flujo de fluido a través de las caras de la disconti-

nuidad.
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2.7. Flujo a través de la discontinuidad

A continuacion, se describen diferentes modelos propuestos en la literatura para la si-
mulacién del flujo dentro de la fisura y el acoplamiento con el campo de desplazamiento

respectivo.

2.7.1. Modelo de R. de Borst (2004)

I'=00Q

m)

F1GURA 2.3: Composicién del dominio Q7 y Q™ separados por la discontinuidad T'y.

Si el medio presenta una discontinuidad discreta del campo de desplazamiento, de Borst
et al. (2004), asume que el campo de presiones se hace discontinuo en la fisura. La resolu-
cion es mediante el uso de la herramienta XFEM. Considera funciones de enriquecimiento
del tipo Heaviside y adopta para el flujo dentro de la discontinuidad, una relacién similar

a la ley de Darcy, en donde el flujo a través de la interface es descripto como:

nr, - qa = —kq (pT —p") = —kaplser, (2.48)

donde k; es la permeabilidad de la discontinuidad, p* y p~ es la presién del fluido medida
en las caras de las discontinuidad en Q7 y Q~ respectivamente y p = (p* —p~) es el salto
de presién. Si la discontinuidad fuese impermeable k; = 0, por lo que nr, - g4 = 0.

Otra posible forma de definir el flujo a través de la discontinuidad, es a través de la

consideracién de una fuente lineal en el contorno I'y, tal que

N, - 44 = d|ser, (2.49)
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2.7.2. Modelo de R. de Borst (2009).a

En el paper de Borst et al. (2009)), el autor asume que el campo de presiones es continuo
en la discontinuidad pero el gradiente en la direcciéon normal es discontinuo en la fisura. De
forma similar, la resolucion es a través de la herramienta XFEM. Considera como funcion
de enriquecimiento para el campo de presién a la funcién distancia, la cual es continua
en todo el dominio, con gradiente discontinuo. Para la evaluacion del flujo dentro de
la discontinuidad, considera el balance d masa en la discontinuidad. Al asumir un flujo

Newtoniano, el balance de masa resulta,

pr+psV-v =0 (2.50)

Si suponemos pequenos cambios en las concentraciones, entonces los términos convectivos
pueden ser despreciados. Se supone que el primer término puede ser despreciado porque
el problema es monofésico en la cavidad y las velocidades son por lo tanto mucho mayores
que las del medio poroso. Considerando un problema en dos dimensiones, el balance de

masa dentro de la cavidad queda,

ov  Ow
7 oy =" (2.51)

conv=v-tr, yw=v-nr, (ver Figura 2.4), las componentes tangencial y normal de la

velocidad del fluido en la discontinuidad.

FIGURA 2.4: Definicién de coordenadas, vector normal nr,, vector tangencial tr, y
ancho 2h de la discontinuidad I'y.

El salto de la velocidad de fluido normal a ambas caras de la fisura se calcula como:
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h
[we] = — . g—zdy (2.52)
El perfil de velocidad del flujo del fluido dentro de la discontinuidad debe ser conocido.
Asumiendo un fluido Newtoniano, considerando la proporcionalidad entre la fuerza de
corte y el gradiente de velocidad, considerando el flujo estacionario, la fuerza ejercida por
la diferencia de presién en un dx debe igualar la fuerza de corte entre las laminas del
fluido, e integrando entre y = —h y y = +h, y como condicién de borde esencial v = vy

en ambas caras de la fisura, el perfil resulta:

_ 1op
© 2udr

v(y) (y> — h?) + vy (2.53)

La velocidad en las caras vy deriva a partir de la velocidad del fluido relativa en el medio

poroso, por lo que vale que,

ny(vy —wvs) = —k;Vp (2.54)

Vy = Vs — n;lkap (255)

La proyeccion sobre la direccion de la discontinuidad sera el producto escalar entre vy y

el vector tr,

Vy = (’Us - n;lkap) . trd (256)

Sustituyendo en la ecuacién 2.51 y trabajando con la integral, se obtiene

2 0 (0Op, 4 Ovy
= (=) —2n-L 2.
ls] 3 Ox ((%h ) h Ox (2.57)

Esta ecuacion nos da la cantidad de flujo atraido en el flujo transversal. Puede ser incluido
en la forma débil del balance de masa del macroflujo para asegurar el acoplamiento entre
el microflujo y el macroflujo. La diferencia en la velocidad normal de ambas caras de la

fisura es Jws] = 20h/0t por lo que el término de acoplamiento se convierte en:
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nr, - qa = nglwy — w]

28 0% 22 0poh 2, 0h (259
3 Ox? i Ox Ox ox ot

2.7.3. Modelo de R. de Borst (2009).b

Otra posibilidad que propone de Borst et al. (2009) para definir el flujo dentro de la
discontinuidad, es asumir que las cavidades estan parcialmente llenas de material sélido.

El balance de masa para el fluido dentro de la cavidad seré:

10p
aV - -v,+n¢V-(vp—v) + =—=0 2.59
Vo =)+ 55 (2.59)
donde « es el coeficiente de Biot. Como la apertura de la fisura es despreciable respecto
a la longitud de la misma, en el balance de masa podemos tomar valores promedios para

la seccion. Integrando el primer término de la ecuacién 2.59:

h ov ow e ow
. = 5 5 = 5 — 2.60
/hon v, /hha(8x+ 8y>dy /haa:x dy — afws] ( )

donde v, y w, son las componentes tangencial y normal de la velocidad tangencial de la
fisura. o puede asumirse constante en la seccion transversal. Si consideramos una variacion

lineal de v, con respecto a y, la integral puede resolverse como

hov Ovs, ov
2 = 2 = 2 2.61
| aGrdy=alG Rl = 2am5) (2.61)

—h

donde (-) implica el valor medio.

Integrando el segundo término de la ecuaciéon 2.59,

h a h
/ ’flfV'(’l)f—’Us) dy:nf[[wf—ws]]—i—%(/hnf(vf—vs) dy)—

h
7 (05 = () G =y (o) = (=) 25

(2.62)
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Introduciendo la ley de Darcy

0
ny (v = v) = —kazt (2:63)

donde k4 es la permeabilidad, la cual depende principalmente de la apertura de la fisura,
es decir kq = kq(h). Introduciendo en la integral previa, y considerando que en las caras

de la fisura, la permeabilidad es igual que la de la matriz, campliéndose que dp(h)/0x =
Op(—h)/0z, se obtiene

h Okq(h) Op %p
/_hnfv-(vf—vs) dy = nsfwy — wy] — 2h———= pe %_deh@ (2.64)

Integrando el tercer término de la ecuacion 2.59 y despreciando la variacién de la presion

respecto al tamano de la cavidad,

1 op _ 2h 8p
— 2.65
/_h oY= Qo (2:69)

El término nsJwy —w;] se identifica como el término de acoplamiento nr, - g; de la forma

débil del balance de masa y recordando que [ws] = 20h/0t, el término vale:

2h Op oh v, Oka(h) Op *p
— — — 2.66
nylwy —ws] = 0o + 2 5 T 2ah( o ) +2h 5 Az + 2ky h8 5 (2.66)

2.7.4. Modelo de G. Meshcke

Los investigadores Becker & Meschke (2007) y Meschke et al. (2011) consideraron una
relacion similar a la ley de Darcy para la evaluacion del flujo de fluido a través de la
discontinuidad, en donde el flujo es proporcional al gradiente de presién tangencial a las

caras de las fisuras y se escribe como

w2

1241

= k. V'pe = ==V'pe (2.67)

donde k! es la permeabilidad de la fisura y es funcién de la altura hidradlica wy, la cual

vale



Capitulo 2. FEcuaciones que gobiernan un medio poroso saturado discontinuo o fracturado.
Estado del Arte. 26

2
we

R25

donde w, es la apertura de la fisura y R es la rugosidad del material (Barton et al., 1985).

Por ejemplo, R = 15 para el hormigén (Meschke et al., 2011).

2.7.5. Modelo de Witherspoon - Ley cubica

Para la descripcién del flujo dentro de una fisura, Witherspoon et al. (1980) considerd
un flujo laminar que circula por dos placas planas paralelas, las cuales representan la
discontinuidad. Partiendo de la ley ctbica, la cual de forma simplificada puede escribirse
como Q/Vh = C(2h)3, donde Q es el flujo, Vh es la diferencia de altura hidradlica, C' es
una constante que depende de la geometria y las propiedades del flujo y 2h es la apertura
de fisura, considera la variaciéon del flujo en ensayos experimentale al ajustarse la ley
cibica. De forma similar a la propuesta de Becker & Meschke (2007) y Meschke et al.

(2011), el flujo resulta proporcial al gradiente de presién tangencial y se calcula como:
qf = kd Vp . trd (269)

donde tr, es el vector tangente a la discontinuidad I'; y k4 es la conductividad hidradilica,

la Cual se Calcula COmao: ( h)

donde 2 h es el ancho de la discontinuidad, i es la viscosidad del fluido y f es un coeficiente

que depende de la rugosidad de la superficie de la fisura y tiene en cuenta la variacion de
la permeabilidad comparada al caso ideal de un flujo laminar cuando circula por planos
paralelos modelado por la ley cubica. Los valores de f depende del material del medio
poroso y se obtiene mediante ensayos experimentales (el procedimiento del ensayo se
encuentra en Witherspoon et al. (1980), pagina 1018). Segtn el autor del trabajo, los
valores f oscilan en f =1y f = 1,65. Esta hipdtesis, se lo conoce también como flujo de

Poiseuille dentro de una fisura.
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2.7.6. Modelo de A.R. Khoei

Para la integracién del flujo dentro de la fisura, Khoei & Haghighat (2011), Mohammad-
nejad & Khoei (2013b), Mohammadnejad & Khoei (2013a), Khoei et al. (2014), Rethore
et al. (2007b) recurren a plantear el balance de masa en el dominio 2* complementario al
dominio 2. Suponiendo que en Q* el coeficiente de Biot vale a =1 y ny = 1, es decir que

dentro de la fisura, el fluido ocupa todo el volumen, el balance de masa en Q* resulta:

V-vsépdv—i—/

V- (vf —v,)opdv + / p———=0 (2.71)
Q*

Aplicando nuevamente el teorema de divergencia e introduciendo la Ley de Darcy (2.7)

se obtiene

1
/ [['vf—'vs]]-nrépda:—/ V- wvopdo + V (kqp) - Vépdv — apépdv
(Q\Fd) O Q* O* Kf at

Considerando que la apertura de la fisura es mucho menor que la longitud de la misma
y suponiendo que la componente tangencial de la velocidad v« varia linealmente con la

direccién y*, la primera integral sobre 2* de (2.71) se calcula

/ V. wvoopdv = / / (31139: (%SZ*) opdy*da
QF Ty Ox dy
avsx*
— 2 *
/Fd ( h< e >—i—[[vsy ]]) opda

donde el simbolo (-) representa el valor medio de la funcién. De forma similar, la derivada

(2.73)

tangencial de la presién no varia con la direccién y* y la derivada normal desaparece ya
que la presién es considerada constante en la altura de la fisura, por lo cual la segunda

integral de (2.71) se escribe

Op 0op

h
V (kap) - Vipdv = / / kqVp - Viopdy*da = / 2hky—————da (2.74)
Q* Iy J—h ox* Ox*
De forma similar, la tercera integral se resuelve como
1 0p 1 Op
—opdv = / 2h——dpda 2.75
Lq Q ot Iy Q ot ( )
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y el flujo dentro de la fisura se escribe como

/ [v; —v] -n'épda = —/ 2h <avsgf > opda —/ [vsy<]opda
Ty T4 Ox T4

Op Odp 1 dp
2hkyj———da — 2h——dpd
* /F ooz 4T o, K o P

(2.76)

2.8. Solucién numérica para el problema hidromecani-

co acoplado.

En esta seccion, se describe el conjunto de ecuaciones discretas de la forma débil. Las
mismas, son obtenidas aplicando el método XFEM para la discretizaciéon de las variables
de estado discontinuas y/o con gradientes discontinuos, y el método de Euler para la dis-
cretizacién temporal. Las funciones de enriquecimiento son representadas por la funcion
Heaviside para el campo de desplazamiento, con la funcién distancia para el campo de
presion y con funciones asintéticas para las aproximaciones cerca de la cabeza de la fisura.
Se menciona que si las funciones de enriquecimiento se centran a lo largo de la discontinui-
dad, la funcién Heaviside presenta un salto unitario en la misma, mientras que la funcion
distancia se caracteriza por ser continua en todo el dominio, mientras que el gradiente
normal a la fisura es disconinuo. Las funcones asintéticas surgen de la base de la solucion

exacta dada en la teorfa de la mecéanica de fractura eldstica lineal (Oller, 2001).

2.8.1. Discretizacion espacial del problema acoplado.

Para la discretizacion espacial, el dominio 2 se divide en elementos finitos en donde
los campos de desplazamiento y presién son interpolados. Para considerar la presencia de
discontinuidades en los elementos, siguiendo la propuesta de Moes et al. (1999) y Pommier
et al. (2013), se enriquece la aproximacién standard de elementos finitos empleando la
propiedad de la particion de la unidad de las funciones de forma. Usando el método de
Galerkin, se aproximan por lo tanto los campos de desplazamiento w, de presién p y las

respectivas funciones de prueba de desplazamiento y presion, du y dp como sigue
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u(x) = D Niy(@) uy + ZjeJ Ni2(m) U% + D ker Niy(x) uf

plx) = > N£1(33)p2i + Zjej Niz(w)p% + D ke Nﬁa(w)p’gf
‘ _ 4 . (2.77)
du(x) = 3 Nua(x)duy + Zjej Noo(@) 0wy + > pe e Nl () dus

op(x) = Zie[ N;1(93) 5pil + EjeJ N;Zz(w) 517% + ZkeK N;}f:a(w) 5P’§

donde I, J, K denotan el conjunto de nodos estandard, nodos enriquecidos por la funcién
Heaviside y nodos enriquecidos por funciones asintdticas alrededor de la cabeza de la
fisura respectivamente, (u},p}) con i € I denotan los valores nodales de desplazamiento
y presion correspondientes a la interpolacion estandard de dichos campos, mientras que
(ul, p)) v (ub,p) con j € J, k € K, representan los valores nodales de desplazamiento y
presion enriquecidos. Las funciones de forma estandard y enriquecidas para los campos de

. .z . 1 ¥l k 1 ¥l k .
desplazamientos y presion se denominan N, Nyo, Njs, Npy, Noy y N respectivamente.

uly “'u2» pl»

En el presente trabajo se utilizan las funciones de forma enriquecidas propuestas en Moes

et al. (1999) y de Borst et al. (2009), las cuales se escriben a continuacion

Ni2(m) = Nng(a}) N53(5’3) = Nz’le(m)
. . (2.78)
Npp(x) = Ny Z(x)  Njy(x) = NjiG(z)

donde H y Z son las funciones de Heaviside y de distancia, centradas en la discontinuidad,
F'y G son funciones asintéticas en el entorno de la cabeza de la fisura, definidas como las

bases de las soluciones analiticas para los campos de desplazamiento y presion,

1 i et d i e Qf
- sl x 7 sl x (2.79)
-1 si e —d si xe ).

{F(r,0)}_, = {\/rcos0/2,\/rsinf/2,\/rsinf/2sin6,/rcosf/2sinb}
G(r,0) = +/rsinf/2

(2.80)

con r la distancia hasta la cabeza de la fisura, d la funcién distancia (menor longitud desde
el punto x a la fisura) y 6 el dngulo con la direccién de la fisura. En Mohammadnejad &
Khoei (2013b) y Khoei & Vahab (2014) se propone una variante para el enriquecimiento

anterior, el cual lo denominaremos con *, como sigue
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Nij(x) =Ny, (H(z) - H(z;))  Ng(@) = Nj (F(z) - F(z)) (2.81)
Ny (x) = Ny, (Z(x) = Z(z;))  Nyg(z) = Ny, (G(z) — G(zy))
donde x; es la coordenada del nodo j. La ventaja de esta variante a diferencia de la anterior
es que las variables nodales de desplazamiento y presion globales equivalen a las variables
nodales standard, y ello debido a que N7, (H(x) — H(x;)) = Ngl (Z(x) — Z(x;)) = 0. Pa-
ra el campo de desplazamiento, se deben integrar inicamente los elementos que contienen
la fisura. Para el campo de presién, se deben integrar ademas los elementos adyacentes a
estos elementos.
En Cordero & Diez (2008) se propone introducir una funcién arista para el enriquecimien-
to, debido a que dicha funcion se anula en todos los elementos que no contienen la fisura

y, en los elementos que si la contienen, resulta nula en los nodos. Las funciones de forma

enriquecidas se identifican con *, y escriben como sigue

Nyj(@) = Niy (e, (N H(z,)) = H(z))  Nyg(x) = N (2, (N; F(z,)) - F(=))

Ni(z) =N} (3,o,(NLZ(x,) — Z(z))  Nis(z) =N (3, (NLG(=,)) —( G(a);>)
2.82

La forma discretizada de las ecuaciones que gobiernan el problema, ecuacién de equilibrio

(3.98); y de continuidad (3.98)s en forma débil resulta como sigue

/BZ@ rodv— /Bg(i)(tr —pnt)da + Bf@ tVda = 0 (2.83)
Q r N

op 1
NI oV -v,d /NT,——d —/BT.- md
/Q OV U AUE | N g, T ) P 4T AT

(2.84)
+/ NpT(i)'dea—l—/ Nyyvrda = 0
Ty Iy

coni = 1,2,3 y Ny B = VN denotan las funciones de formas y sus gradientes res-
pectivamente. Las ecuaciones discretas 2.83 y 2.84 pueden representarse matricialmente
por:

Ci+Kx+f=0 (2.85)

donde =T = [ay,as, as,p1,po, p3] es el vector de incégnitas nodales, mientras que las

matrices C, K y f se describen en la seccion 2.8.3.
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2.8.2. Discretizaciéon temporal del problema acoplado.

La discretizacién temporal de las ecuaciones 3.134 se realiza utilizando el método de Euler

implicito, tal que:

Ax
AL

donde Ax = x, 1 —x, vy At =t,1 — t,, siendo x,,,1 v @, los vectores incégnitas en los

Fn+1 = Cn + Kn+1 Tp+1 + fn—i—l =0 (286)

tiempos t,1 v t, respectivamente. Las matrices C' y K vinculan las incégnitas nodales
de desplazamiento y de presion, por lo que el sistema resultante estd completamente

acoplado. En la seccién 2.8.3 se detallan las elementos de las matrices resultantes.

2.8.3. Matrices resultantes y vectores de carga

[0 0 o0 Copt Corpe Cups |
0 0 0 Ca2p1 Ca2p2 CCLQP?)
o 0 0 0 Cagpl/\ Cagpz/\ Caspz/\ (2.87)

Cplal Cp1a2 Cp1a3 Cplpl + Cplpl Cp1p2 + Cp1p2 CplpS + Cp1p3
— — —
Cp2a1 Cp2a2 Cp2a3 Cp2p1 + Cp2pl Cp2p2 + Cp2p2 Cp2p3 + Cp2p3

— — —
_Cp3a1 Cp3a2 Cp3a3 Cp3p1 + CpSpl Cp3p2 + Cp3p2 Cp3p3 + Cp3p3_

(Kuo Ko Kos — Kap Koy Koy |
Koo Koz Kozas K21 Kooy K2p3
K Koz Kazaz Kozas K3p1 K32 Kosps (2.88)
0 0 0 K, + K pipt Kpipz + K pip2 Kpips + K p1p3
0 0 0 K,op + 7 popl Kpopo + Ko p2p2 Kpops + K, p2p3
| 0 0 0 Kpzp + 7 p3pt Kpspo + 7 p3p2 Kpspz + K55 p3p3 |
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_fal_
fa2
fa
F=1"" (2.89)
fpl
fp2
| fp3]
donde:
Coi /aN m B h\4
(i) / K; lNT HdV
Koy = / B, DB, dV
Kowwi) == | aB;mNy; dV
(Dp(5) — _/ka z)BP(J dv
(2.90)
/N 2htr - <Ba(3 ds / p(z -nrds
p( i) = /NT Ny ds
Kyiyp() = — /F (Bl - tf) 2h ’fd (tr - Byy)) ds
fa(i) = Ngzi)i ds

Q)
foty = / Ny»gds
o0

coni,j =123 m’ = [1;1;0]; mr, tr vector normal y tangente a la fisura respectiva-

mente.

2.9. Solucién semianalitica para el problema de flujos

en medios porosos fisurados

A continuacién, se presenta una solucién para el flujo en 2D en régimen estacionario en

medios porosos fisurados usando el método potencial complejo (Muskhelishvili, 1977),



Capitulo 2. FEcuaciones que gobiernan un medio poroso saturado discontinuo o fracturado.
Estado del Arte. 33

(Liolios & Exadaktylos, 2006), (Pouya & Ghabezloo, 2010) para diferentes condiciones de
borde de I'y. La aplicacion de este método en conjunto con las condiciones de borde en I'y,
transforma la ecuacion del Laplaciano orignal en una ecuacién integral singular de primer
orden que luego se resuelve numéricamente usando un método de colocacién y cuadratura
numérica (Erdogan et al., 1973).

El desarrollo de esta seccién fue realizado durante esta tesis también y los resultados se

volcaron en Luege et al. (2016), en el cual el autor de la tesis es co-autor del paper.

FigurA 2.5: Fisura en una placa de dimensiones infinita. Notaciones.

A g ay (B) ,y
Qo = 0 oo = A
a</ > >
b /
Do cte en Ty qgenly

doo =0

FIGURA 2.6: Fisura en una placa de dimensiones infinitas: (A) sujeta a una presién
constante pp en I'y, y (B) sujeta a un flujo constante ¢, en el infinito.

2.9.1. Solucion analitica general del problema

Se considera un medio poroso saturado isotrépico infinito cuyo dominio denotamos como

(), que contiene una discontinuidad lineal I'; modelada como un segmento. Se asume que
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por €2 circula un flujo en estado estacionario ¢, con una inclinacién £ con respecto a
la direccién de la fisura I'y (ver Figura 2.5). Bajo este supuesto, las ecuaciones de la
poroelasticidad se desacoplan de la ecuacion Laplaciana para la presion de poro:
Pp  p
V-Vp=—+—-—=0 para (z,y) € Q\ T 291
P= o g para (z,y) € 2\ Ty (2.91)
y en las ecuaciones de la elasticidad lineal para las tensiones efectivas. La solucién general
de 2.91 puede ser expresada en términos de la funcién potencial Goursat-Muskhelishvili
(Muskhelishvili, 1977). Empleando la notacién para la variable compleja ¥ = z+iy, donde
(x,y) € Q y asumiendo:
p(Z) = 2Re(® (7)) (2.92)

donde ®(7) es de la forma:
~ oo~ —iB | A

donde ® = ®(7) es una funcién analitica en Q \ I'y y singular en I'y. Se puede demostrar
que 2.92 es solucién de 2.91 en Q \ ['y.

La eleccién especifica de @ depende de las condiciones de bordes a cumplir en I';. Consi-
deramos el caso donde se prescribe la presion a lo largo de la fisura I'y (ver Figura 2.6.A),

y un flujo de Poiseuille prescripto a lo largo de I'y (ver Figura 2.6.B).

2.9.1.1. Presion prescripta dentro de la fisura

Para este caso, se considera la siguiente representacion para la funcién potencial (Musk-
helishvili, 1977), (Liolios & Exadaktylos, 2006):

o) =L [ 2y (2.94)

2 Jp,t—x
con ¢(t) una funcién de densidad desconocida integrable y continua en I'y la cual debe
cumplir la condicién p (Z(t)) = po(t) para t € I'y, donde py(t) es la variacion prescripta de
la presién a lo largo de la discontinuidad T'y. El potencial ® es una integral de Cauchy a
lo largo de Ty, la cual es analitica en 2\ I'y y se aproxima a cero para valores grandes de

|t — Z|. Combinando las expresiones 2.94, 2.93 y 2.92, obtenemos:

~ ~ 1 ¢ ~
™ Jr, |t —tol
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por lo que la especificacién correcta de ¢(t) se obtiene resolviendo la siguiente ecuacién

integral singular:

1
qooRe(toe*“B) + — / o(t) dt = po(to) to € I'y (2.96)
r, |t = tol

2.9.1.2. Flujo de Poiseuille prescripto dentro de la discontinuidad

Para este caso, la funcién potencial queda representada por (Muskhelishvili, 1977), (Liolios
& Exadaktylos, 2006):

@) = [ o(t)n(@—1t)dt (2.97)

Lq
donde ¢(t) es una funcién de densidad desconocida integrable y continua en I'y, la cual
se encuentra haciendo cumplir las condiciones de borde Neumann en I'y; expresando la
condicién del flujo de Poiseuille dentro de la fisura (ecuacién 2.40). Con el fin de hacer
cumplir 2.40, resulta mas conveniente expresar el potencial complejo ® de 2.93 en términos

del flujo ¢ dentro de la fisura. Para hacerlo, se expresa primero ¢(t) como sigue:

1 Op

o(t) = Ik, O

(2.98)

Si se combina las expresiones 2.98 y 2.97 y se reemplaza primero en 2.93 y luego en 2.92,

se obtiene la siguiente representacion de la presion del flujo:
p(T) = gooRe(Te / ~—Inft —toldt T Q\Ty, tely (2.99)
kaf Fd

La expresiéon del flujo de Poiseuille 2.40 puede reescribirse como:

Op __@

= tel 2.100
pee ks parat € ly ( )

de modo tal que integrando sobre I'y, se obtiene

0 q(t)
p(to) — p(0) = —/ o dt  paraty €Iy (2.101)
0 d

Reemplazando 2.99 en 2.101, nos lleva al problema de encontrar ¢(t) para t € I'; tal que

es solucion de la siguiente ecuacién integral:

sy, L dq(t) 0 q(t)
toe™" — In|t — toldt = — —Zdt t r 2.102
qooRe( o€ ) + ijf . D | 0| /0 i 0€ly ( 0 )
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donde se asumié que p(0) = 0.

2.9.2. Solucién numérica de las ecuaciones singulares integrales

Para la solucién numérica de las ecuaciones integrales singulares 2.96 y 2.102, se usan
los métodos propuestos en Erdogan et al. (1973) donde, sin embargo, se debe elegir una
cuadratura apropiada dependiendo el tipo de singularidad en los puntos extremos a y
b. En estos puntos, la funciéon ¢ puede ser limitada o tener una singularidad integrable
y depende del problema en estudio. Cuando la funciéon desconocida es el potencial de
presion de poros, como es lo usual, ¢ es delimitada entre los puntos a y b. Para este
caso, Erdogan et al. (1973) propone la férmula de cuadratura Gauss-Chebyshev donde los
puntos de integracién t; € I'y, 7 = 1,..., N, son los ceros del polinomio de Chebyshev de
primer tipo de grado N, mientras que los puntos de colocaciéon ty; € 'y, i = 1,..., N + 1,
donde la presién de poros p debe ser evaluada y son los ceros del polinomio de Chebyshev
de segundo tipo de grado N + 1. Denotando w(z*) como la solucién fundamental de
la ecuacién integral singular y g(z*) una funcién limitada, continua entre [a, b, puede

escribirse a ¢(z*) como:
o(z") =w(z)g(x"), a<z*<b (2.103)

En las siguientes subsecciones, se desarrollan métodos numericos para la determinacion
de g(x*) para condiciones de bordes Dirichlet y Neumann. Los valores de la funcién ¢ son

determinados en puntos especificos como la solucién de un sistema de ecuaciones lineales.

2.9.2.1. Presién prescripta dentro de la fisura

En este caso, ¢ = 0 y la distribucién de presién dentro de la fisura po(to) es conocida

para todo ty € I'y. Asi, la ecuacién 2.96 se convierte en:

1 ¢(t)
ty) = — dt 2.104
po(to) W/Fd|t_t0| (2.104)
Para evaluar la presién de poros p en T € €, necesitamos computar primero, la densidad
¢ desconocida en I'y de forma tal que 2.104 se verifique a lo largo de la fisura. Siguiendo
Liolios & Exadaktylos (2006), Erdogan et al. (1973), la ecuacién integral singular 2.104

se resuelve usando el método de colocacién y la cuadratura de Gauss. Es decir, se hace
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cumplir 2.104 en un conjunto discreto de puntos de colocaciéon t; € I'y, con j = 1,..., N.
De esta manera, se obtiene un conjunto de N + 1 ecuaciones lineares (una ecuacién por
cada punto de colocacién), las cuales son:

N
1 w;g;

po(toi) = —

Wi i1 N+1 2.105
™ 1t = thol ( )

donde

o N T o JmT
w; = w(t;) Nt (N—f—l) (2.106)

Cada ecuacién de 2.105 depende de N incégnitas g; = g(t;) dadas por los valores de g
en los puntos de integracion j, con 5 = 1,..., N. Como resultado, 2.105 aparece como
un sistema sobredeterminado de N + 1 ecuaciones con N incégnitas. Siguiendo Liolios &
Exadaktylos (2006), Erdogan et al. (1973), se sugiere trabajar con N ecuaciones, descar-
tando la ecuacién N/2 + 1. La funcién fundamental w; ha sido elegida de tal forma que
la funcién de peso correspondiente y t; corresponden a los ceros de los polinomios ortogo-
nales relacionados al cuadratura gaussiana particular. Para el caso de las singularidades
integrables en los puntos a y b, los polinomios ortogonales se reducen a los polinomios de
primer tipo de Chebyshev, por lo que la colocacién y los puntos de integracion en el rango

[a, b] que representan la fisura 'y, puede ser escrita como:

b—a b+a )
tj = 2 <J+ 2 ]21,,N
(2.107)
b— b
tos = 2am+ ;a i=1,..N+1

donde (; son las raices del polinomio de segundo tipo de orden /N de Chebyshev, mientras
n; son las raices del polinomio de primer tipo de orden N + 1 en el intervalo [—1, 1]. Los

puntos (; y 7; son dados como:

¢ :COS(ij: 1) j=1,..,N

21— 1
i :COS<%> 1=1,...N+1

(2.108)
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Una vez que g;, j = 1,...,N son calculados, la presién y el gradiente de presion en el

dominio entero 2 puede ser calculado en cualquier punto z € Q \ I'; como:

~ 1 « w;g;
p(T) = ;Z =
j=1

|t — |
- 1 (op(x) . 0Op(T)
Vap(z) = 5 ( ar oy (2.109)
RS cosa(t;T) 1 < sena(t;x;)
= or jzlwygy It — 22 [y jzlwagj It — 2

donde « es el dngulo formado por el vector ¢;7 y el eje O. El algoritmo completo del
esquema de integracién numérica de la solucién semianalitica se muestra en el Algoritmo
1.

2.9.2.2. Flujo de Poiseuille dentro de la fisura

En este caso, se considera un segmento de fisura recto I'y; en un medio poroso saturado
infinito, el cual esta sujeto a un gradiente de presién uniforme (A, 0), paralelo a la fisura

I'y. El campo de presion en el infinito se escribe como
Poo(T) = 2Re(quote# /2) = Az (2.110)

donde = =Re(Z) es la parte real de Z. Se considera I'y paramatrizado por la coordenada
curvilinea z* € [—1,1]. Integrando por partes la integral sobre la fisura ['; la expresién

2.102, 2.103 y la condicién ¢(1) = g(—1), se obtiene:

kq Yop z—a*
2rky J_y Ox* |7 — o*|?

p(T) = Az + “tp,(z")dx"s (2.111)
donde tr, es el vector unitario tangente a I'y en 2* € I'y. Si se considera un sistema
de coordenadas cartesianas con el origen en el medio de la discontinuidad I'y y con el
eje x a lo largo de la fisura, por simetria de las condiciones de bordes, se puede inferir
que p(—z,y) = —p(z,y),0p(—x,y)/0x" = —0p(x,y)/0z" y p(0,0) = 0. Llamando z, €
[—1,1], la presién puede ser expresada como:

©op

= d 2.112
p(lL'(),O) 0 or* Z ( )
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¢ (x4)

¢(x3)
@(x2)
¢ (xy)
I At A LA LA
0 x ‘ X ‘ X3 ‘ x, 1
X01 X02 Xo3

FIGURA 2.7: Puntos de integracion z;, ¢ = 1,..., N + 1 y puntos de colocacién x¢;,j =
1,...,N alo largo de la fisura para N = 3.

Combinando las expresiones 2.111 y 2.112, y tomando en cuenta la simetria de la dis-
tribucion de la presién de poros a lo largo de la fisura, el problema ahora se resume a
encontrar la funcién dp/dx* definida en [0, 1] tal que para cualquier valor de zq € [0, 1] se

verifique que:

0o 1 *
Op 4« ka Op(z")  Oplzo)\ @0 .
o Ox* ks Jo o oz ) x*2 — a3

__ka 9p(zo), 1— 0 (2.113)
2nky Ox* 1+ z

= AIO

Para resolver la ecuacion 2.113, también se aplica el método de las soluciones fundamen-
tales (Muskhelishvili, 1977), considerando una solucién de la forma dp/0z* = w(z*)g(x*),
con g(z*) una funcién continua limitada en [—1, 1] y w(z*) la solucién fundamental de la
ecuacion integral singular (Muskhelishvili, 1977). Reemplazando dp/0x* = w(z*)g(x*) en
la ecuacién 2.113, el problema consiste en encontrar para cualquier xy € [0, 1], el valor de

g(xo) sea tal que verifique que:

/09CO w(z*)g(x")dr™ — e /0 S w(%)g(%)dx*—

mky r*2 — 22
K 1 — g (2.114)
_ 1 .
ok, )9

= AZEO

donde las singularidades en los puntos extremos fueron removidas. La ecuacion integral
singular 2.114 se resuelve manteniendo los puntos de colocacién zo; € I'y,2 =1,..., N + 1

y resolviendo la integral mediante la cuadratura de Gauss-Chebyshev. Denotando z;, j =
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Estado del Arte. 40

1,..., N los puntos de integracién sobre I'y (ver Figura 2.7), queda por resolver el siguiente

sistema de ecuaciones lineales

i N

ik 195 — Wigoi k. 1 — .
ijgj - o <Z e wgo) S w; go;In ’ = Ax,;, parai=1,..,N+1
j=1

mhr \ 4= T3 — g, 2mk ¢ 1+ 24

(2.115)
donde g; = g(z;),7 = 1,..., N, wi = xo; — x¢i — 1). Si llamamos

kq S

Bij = w; W—kaij sij<i (2.116)
N
1 kd kd 1 - xoi .. .
B,=-w,— — T — il = 2.117
ka o

con 1j; = wiji/x? — x2; cuando i # j, y Tj; = 0 cuando i = j, la ecuacién 2.114 puede

reescribirse como:

ZBijgj—Ain =0 parai=1,..,.N+1 (2.119)
j=1
La solucién de 2.119 permite la evaluacién de la presion en cualquier punto z € € usando

2.113, cuya expresion discreta esta dada por:

( ) ARe 271']{3 Z ( x _x|2 - o +f )'trd(xj) (2‘120)

|z + ]

donde z; € I'; para j = 1, ..., N son los puntos de integracién de la cuadratura de Gauss-
Chebyshev. El esquema de integracion numérica de la solucién semianalitica, se muestra

en el Algoritmo 2.
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Estado del Arte.

41

Dado:

Calcular:

Resolver:

Fin

Encontrar:

a, b, N, 'y po sobre I'yg;
para t=1,....,N+1

b—a b+a
tog = ——n
0 5 i + 5

siguiente ¢

para j=1,...N

¢j = cos 2l
N+1

b—a b+a
ti=—F"G+

w; = T sin? Jm
T n4+1 N+1

siguiente j

para ¢=1,...N+1
para j=1,...N

wj

B.o—_ YW
Yty — tod]

siguiente j

siguiente ¢

ZBijgj =7po(to;), i=1,..,N+1
j=1

para® € Q\T'q,

oy 1 wigs
)=~
1 N cosa(ty,
(A = — ) 7]’ _
Vip(2) = o ;:1 w;g;j PEEE 27T E :ngj

sin « tj,a:)
— )2

Algoritmo 1: Integraciéon numérica para la solucién semianalitica del problema con

la presion prescipta en la discontinuidad I'y
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Estado del Arte. 42
Dado: a,b, N, y (o sobre A;
Calcular: para ¢1=1,...N+1
 cos m(2i — 1)
=S 9N+ 1)
b—a b+a

Toi = Tm + 5
Wi = Toi — Lo(i—1)
siguiente ¢
para j=1,..,.N

chos( )7 )
N+1

boa,  bta
2 2

Wi = il sin? Jm
T n+1 N+1

siguiente j

sz

para t1=1,...N+1

para j=1,...,.N

.. . W; 04
Sid # Js TZ] = 3 ! 712
xj — xy;
sino T,‘j =0
L kq
Slj<Z, Bij:wjirk‘fﬂj
1 . k -2
. ae ot d o d ) — 407
sino sit = j, DB;; = 2wZ —ka ;le GR golhn1 T Zo;
. kq
SIno B” = —rkfﬂj
siguiente j
siguiente ¢
N
Resolver: Z Bijgj = Axoi s 1= 1, ceny N+1
=1

Encontrar: parai € Q\Ty,, i=1,.,N+1

Tj— X Tj+ 2

@@:( )wM%)mmj:LwN

|z — &2 |z; + 22
l{ N

~ N d N

p(2) = ARe(2) + Sk ;wjngj(’I)

Fin

Algoritmo 2: Integracion numérica para la solucion semianalitica del problema con-
siderando un flujo de Poiseuille en la discontinuidad I'y



Capitulo 3

Modelo propuesto

3.1. Introducciéon

En este capitulo se presenta el modelo propuesto. En una primera etapa, se desarrolla una
seccién con los conceptos previos (notacién, operadores y definiciones varias) (Vernerey,
2011) necesarios para el entendimiento de la formulaciéon de las ecuaciones gobernantes
en forma fuerte, las cuales definen el problema general de medios porosos saturados dis-
contiuos (basadas en los trabajos de Vernerey (2012) y Khoei & Haghighat (2011)).

Con las ecuaciones obtenidas, se plantean las consideraciones propias adoptadas, se re-
suelve en forma débil las ecuaciones de balance de masa y de momentum, el flujo a través
de la interface y el vinculo con la matriz. Las discontinuidades geométricas y materiales,
son resueltas empleando XFEM. Se resuelve la aproximacién de una variable de estado
genérica a través de una interpolacion enriquecida de elementos para discontinuidades
débiles y fuertes, con el fin de obtener la posibilidad de introducir diferentes teorias de
flujos o diferentes consideraciones especiales, otorgandole un potencial mayor de uso al
modelo obtenido, trascendiendo a los problemas cléasicos de ingenieria estructural o de
suelos (como ser el drea de la ingenieria de procesos (microfluidica), de la ingeneria de
tejidos, de la medicina, etc.). Cabe aclarar que todo lo descripto en este parrafo, son

aportes propios de esta tesis.

43
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3.2. Conceptos previos

Como objeto de estudio, se considera un medio poroso homogéneo ) delimitado por
un contorno 62 en cuyo interior se encuentra una interfaz I' la cual se caracteriza por
tener una dimension mucho mas reducida que las otras dos. En general, el andlisis de
esta interfaz puede plantearse en dos escalas: una microescala en donde la interfaz es
un volumen de espesor 2h y un sistema de coordenadas (,,&s, &) (ver Figura 3.1) y
una macroescala en la interfaz es una superficie de espesor nulo y cuya orientacion esta
definida por el vector normal n. Las variables definidas en la microescala son relacionadas

en la macroescala a través del cumplimiento débil siguiente:

FI1GURA 3.1: Ejes locales (&,,&s,&;) en la microescala. Densidad de masa del constitu-
yente « en la interface. (Vernerey, 2011)

h
E:(d>:%/_hddv (3.1)
— . 1 (" da

donde (@) es el valor medio en la macroescala la variable @ definida en la microescala, y
((a)) representa la variacién lineal de @ a lo largo del espesor. Resulta evidente que si la
variable microscépica es constante en el espesor, (a) =a 'y ((a)) = 0.

Por otro lado, en la matriz porosa, la densidad de masa fluida por unidad de volumen de la
mezcla es pf = gzﬁp{ , donde p{ es la densidad real del fluido, mientras que para la densidad
de masa sélida por unidad de volumen de la mezcla es p° = (1 — ¢)p;, donde p; es la
densidad real del sélido que compone la mezcla. En el caso de la interfaz, si se considera
las expresiones 3.1 y 3.2, surgen dos densidades macroscépicas p* v o, con o = s, f,

que representan la densidad media y primera variacion de la interfaz en la macroescala
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respectivamente, y se calculan como:

7 =2h (") y 7= (2h)* (%)) (3.3)

donde p/ = qzﬁ{ yp'=(1- qg)ﬁf En ambas ecuaciones aparece el espesor de la interfaz
2h para trabajar en la macroescala con densidad de masa por unidad de area. Para ambas

fases, la densidad micoscopica p§* puede aproximarse como:

ﬁa(g'm €t7 €S> = <ﬁa> <§t7 58) + <<ﬁa>> (gta gs)gn (34)

en la cual, si introducimos las expresiones 3.3, se obtiene

~v 1_@ 1 =«
pr= 0Pt P (3.5)
Pero si se considera que la porosidad (¢) es constante en el espesor (por lo que ((¢)) = 0),

la densidad p® se aproxima como
1

5 = 157 (3.6)

h
Otra aproximacion importante, es la estimacion del cambio volumétrico en la interfaz. En
la microescala, el cambio de volumen puede ser escrito como la traza del vector de des-
plazamiento €Y(¢,) = tre. De forma similar a lo visto anteriormente, se puede aproximar

como
& nr6006) = €L(60 ) + el 616 (3.7

Si consideramos pequenas deformaciones, la componente e}, puede despreciarse, resultan-

do
év(fmfh@) = 62(&753) (3'8)

3.2.1. Flujo de fluido intersticial y fuerzas motrices

El campo mecanico de un medio poroso es influenciado por el movimiento de fluido dentro
del espacio poroso de la matriz y de las interfaces. Las bases para la descripcién del flujo
radica en que el movimiento de fluido es posible gracias a la existencia de fuerzas motrices
termodinamicas de diversos origenes, las cuales pueden ser expresadas a través de una
funcion potencial . Este potencial describe la energia libre por unidad de volumen de
fluido en términos de la energia mecanica, eléctrica y térmica. Bajo este contexto, la fuerza

motriz ¢ en la matriz es escrita en términos del gradiente del potencial termodinamico
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COo1mao:

¢=-Vy (3.9)

donde el signo negativo se debe a que el flujo disminuye en la direccién del potencial. El
flujo puede describirse en términos de dos modos de fuerzas motrices, (i) las responsables
del flujo en I', llamadas fuerzas motrices medias (s, y (ii) las responsables de los saltos

del flujo en I', denominadas fuerzas motrices relativas (.

3.2.1.1. Fuerzas motrices medias (;

. Esta fuerza termodinamica es responsable del movimiento de fluido dentro de la interfaz
y es representada por el promedio de la fuerza motora evaluada en ambas caras de la

interface,

Cs = —{Vy} =— B (Vo + Vw)} (3.10)

donde {-} representa el valor medio de la funcién. A su vez, (s, puede descomponerse en

una componente normal y otra tangencial como:

Co=Cl+¢tn (3.11)

donde CL' es la componente tangencial del vector de la fuerza motriz y ¢ es un escalar que
describe la fuerza responsable del flujo a través de la interfaz I'. La componente tangencial

I es relacionada con la fuerza motriz 1 como la proyeccién sobre I':,

¢h=—pPl.(vy) (3.12)

donde la operacion (-) define el valor promedio a través de la interfaz. La componente
normal (- es relacionada a la parte discontinua del potencial termodindmico v a través
de I,

L
G = —57 (3.13)

donde la operacion |-] define el salto de la funcién a través de la interfaz.
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3.2.1.2. Fuerzas motrices relativas ¢,

. La presencia de una interfaz puede inducir una discontinuidad en la fuerza termodinamica
en la macroescala, la cual puede producir una fuerte variacién del flujo de fluido a través
de la interface. Para caracterizar este fenémeno, se considera una fuerza motora de fluido

relativa en la interfaz, a través un salto del potencial ¥ calculado como

Cm = — [VY] (3.14)

De igual forma, el vector ¢, puede ser descompuesto en una direcciéon normal y tangencial

como

Cm =l + Gom (3.15)

donde C,'ll y (- son las componentes tangencial y normal de la fuerza motriz, las cuales

resultan,

G = =P [V

=~ [Vl -n (316

En general se podréd describir cualquier flujo de fluido en la interfaz en términos de las

tres fuerzas motrices termodindmicas siguientes: — [¢], ! YV Cm-

3.2.1.3. Disipacién de energia

El flujo de un fluido intersticial a través de una matriz porosa es asociado con la disipacion
de energia debido a la viscosidad del fluido y la fuerza de friccion fluido-solido. Es posible
escribir la disipacién total de energia en el dominio €2 en términos de los potenciales de
disipacién ¢ para la matriz porosa, y ¢! para la interface. La disipacién total D derivado

del flujo intersticial se calcula como,
D= [opav+ [Geav (3.17)
r

donde ¢ es la porosidad de la matriz, ¢ es la porosidad macroscopica de la interfaz
calculada como ¢ = <gz~5>

Las relaciones constitutivas para el flujo de fluido en un medio poroso estaran dadas por
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la expresién de la disipacién en términos de las fuerzas motrices,

0=¢(Q) , ¢ = (¥).¢) ¢m) (3.18)
Las velocidades del fluido relativa a la posicion del sélido puede ser obtenidas como:

q= qi:_a_@i qn:a_%"i q:W
7/ ol T el T Om

(3.19)

donde q es la velocidad relativa del fluido en la matriz, ¢ es la velocidad relativa normal
a través de la interfaz, qJ;' es la velocidad tangente en la interfaz, gq,, es la velocidad
diferencial entre las dos caras de la interfaz, la cual puede dividirse en una componente

paralela qﬂn y otra componente normal ¢:-.

(a) (b)

i

FIGURA 3.2: Esquemas de flujos normales y tangenciales en la interfaz. (Vernerey,
2012)

En la Figura 3.2, se representan esquematicamente las componentes de los flujos normales

y tangenciales.

3.2.1.4. Velocidad del fluido microscépico en la interface

Con el fin de relacionar las descripciones microscopicas y macroscopicas, consideramos
la velocidad q(&,, &s, &) relativo al movimiento del cuerpo en la interface. Para pequenos

espesores h, es posible aproximar linealmente como:

q~(£n7 657 gt) = <q~> (£t7 é-s) + <<q~>> (éta gs)gn + 0(5721) (320>

donde (g) es la velocidad media a través de la interfaz, mientras que ((q)) es una medida

de la variacion media de g a lo largo de la direccion normal n. Los valores medios de
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flujos pueden relacionarse con los flujos macroscépicos como:

(@) =gl +qn (3.21)
(@) = Z_TIZ (3.22)

con lo que podemos escribir las relaciones micro-macro como:

Q(60 6:6) = (@] + a7) (606) + an(6,6)%2 +0(€) (323)

3.3. Ecuaciones gobernantes para medios porosos sa-
turados: Forma fuerte
3.3.1. Balance de masa para la fase sélida del medio poroso

El balance de masa para la fase sélida es analizado en la matriz porosa y en la interface

por separado:

Matriz porosa : Considerando un dominio B contenido en ) como se observa en la

Figura 3.3, la conservacion de masa en términos de la derivada material temporal como

FIGURA 3.3: Subvolumen B C €2, de ancho [; usado para derivar el balance de masa de
los componentes fluidos y sélidos de la matriz.
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D Dp?
= | prdv = SV .v | dV =0 3.24
I%Lp L(Dt+va> (3.24)

donde p* es la densidad de la fase sélida en el medio poroso y v es la velocidad de la fase
solida. Esta expresion también resulta valida en el resto del dominio €2 de la siguiente

forma:

S

Dp

SN .y — 3.25
Dt—l—pV'v 0 (3.25)

Interface En una primera etapa, se analiza la interface en la microescala, en un punto
con coordenadas locales (&,,&s, &), donde &, es la coordenada local normal a la interface,
& es la coordenada local transversal a la interface y & es la coordenada local tangencial
a la interface. El balance de masa para la fase sélida siguiendo la ecuacién 3.25 resulta:

Dp*
Dt

donde p* es la densidad del sélido en la microescala y o es la velocidad de la particula sélida

(&, 60 &) = —— +p°V-0=0 (3.26)

en la microescala. La condicion anterior se puede satisfacer débilmente en la macroescala,

verificando que para cualquier valor ¢ se cumpla que

h/2
—h/2

donde h es el semiespesor de la interface. Cada ecuacién de momento i corresponde a dife-
rentes niveles de aproximaciéon. Cuando ¢ = 0 corresponde al valor medio de la expresion
analizada. Pero si las aproximaciones de la funcién requieren un orden mayor, es necesario
recurrir a otro nivel de aproximacion. La ecuacion resultante cuando ¢ = 1 considera una
variacion lineal en el espesor de la funcién analizada en la microescala. Se puede escribir

entonces que

Dy
AV d¢, = 3.28
LA v) £ =0 (3.28)

h/2
[

M2 (Dpo .
‘/ ([£<+mv-@)§ﬂgn=0 (3.29)

—h/2
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Si consideramos que la porosidad ¢ es constante en el espesor de la interface, y que la
deformacion volumérica puede ser escrita como V - v = €7, el balance de masa queda
definido tnicamente con la expresiéon 3.28, el cual, con la aproximacién 3.6, el balance de

masa para la fase sélida en la interface queda expresado como

D7*

. 3.30
oy TPe=0 (3.30)

3.3.1.1. Balance de masa para la fase fluida del medio poroso

De forma similar, se analiza el balance de masa fluida en la matriz y luego en la interface.

Matriz porosa Siguiendo la metodologia anterior, se analiza un subdominio B con
frontera 0 B contenido en 2. La conservacion de masa expresada en términos de la derivada

material temporal resulta

D Dp
pf f q- = 3.31
i dV = /(Dt +p'V - v) dV+/§qu ndS =0 (3.31)

donde n es el vector normal unitario del contorno d B. Aplicando el teorema de divergencia

en el dltimo término, puede generalizarse el balance de masa fluida en €2 como

Dpf

B + IV v+ V- (v q) (3.32)

Interface Para el andlisis del balance de masa fluida en la interface, se aplica la misma

metodologia en la microescala, resultando

f
(gm 557&) = D_ + pr v+ V- ( ) (333)

En este caso, para el acoplamiento micro-macro es necesario recurrir a las verificaciones

dadas en 3.27 para i = 0,1

h/2 D~f
/ (—p+pfv-fa+v- (ﬁfq)> dg, =0 (3.34)
o2 \ Dt
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h/2 Dyt
/ (—p+ﬁfv-f;+v-(,5fq)) £,d&, =0 (3.35)
nja \ Dt

El término V - (57 q) puede descomponerse en una direccién normal y otra tangencial a la

interface, resultando

V(7 d) = 2 (73) + divl () (3.36)

3
donde G- v gl son las proyecciones tangencial y normal de la velocidad macroscopica

respectivamente. Ademads,

h/2 )
/ e ) de= [an) (3.37)
h/2 )
o (P107) & d& = hip’q - n}p' gy (3.38)
—h/2 aé-n

Reemplazando en las ecuaciones 3.34 y 3.35, la conservacién de masa macroscépica de la
fase fluida queda ;
D3

s 1 P’
div (p'q),) + 5 <{pfq -n} - %qﬁ) =0 (3.40)

donde la cantidad I es el momento de inercia, el cual se calcula como
(3.41)

La ecuacion 3.39 describe como la densidad del fluido de la interface cambia por la de-
formacion volumétrica del sélido, la velocidad tangencial q! y el flujo proveniente de la
matriz [pf q- n] o viceversa. La segunda expresién (3.40), relaciona el flujo normal medio

que circula a través de la interface y los flujos qlln v qr.

3.3.1.2. Balance de masa para el medio porosos en términos de densidad

En general, es conveniente trabajar las leyes de conservacion aplicadas en el medio poroso

directamente. Si se considera que p = p* + p/ y p = p* + p/, las ecuaciones de balance
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para el medio poroso resultan

D .
—Df +pV v+ div(pfq) =0
Dp
—Df +pe! + divl (p/q!) + [p'g-n] =0 (3.42)

(Sl Y L (18 P
div! (7' gp) + 7 ({p'@-n} = F-q; ) =0

Para que el problema quede completamente definido, se adicionan las condiciones de
borde, en donde el contorno §€2 se compone en §2 = §Q¢ N JQ*. La velocidad de fluido y

el potencial termodindmico (la presién en este caso) quedan prescriptas como

q-n =q sobre 6019 ( )
3.43
(=7p  sobre O0Q*

3.3.1.3. Balance de masa para el medio porosos en términos de porosidad

Considerando las siguientes relaciones: pp = p, p(1 — ¢) = p,, p/ = hp,{a y p® =
hpi(1 — @), y teniendo en cuenta que el cambio de densidad de masa del material sélido
es relacionado con el cambio de volumen por
Ks (1 B (b) D Ps
Vov=——22 "7 ~77° 3.44
K Kt Ps Dt ( )
donde K es el médulo volumétrico del material sélido y K; es el médulo volumétrico del
medio poroso. Introduciendo el coeficiente de Biot o = 1 — K,/ K (Secchi et al., 2007),
la ecuacién 3.44 puede ser reescrita como
(1 _ gb) D Ps

(a—1)V-v=— o D (3.45)

Para la fase fluida, se asume una relacién fenomenoldgica (Ref.: Schrefler) entre los cambios

incrementales de la densidad de masa fluida y la presion del fluido,

1 ¢
“dp = 24 :
o=, s (3.46)

donde @ es el médulo de Biot y vale 1/Q = (a — ¢)/K, + ¢/Ky, donde K es el médulo

volumétrico del fluido.
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Con estas relaciones, podemos reescribir el balance de masa para el medio poroso 2 como

¢ Dp;  (L=0Dp,
pr Dt ps Dt

+ Vv +div(gg) =0 (3.47)

Finalmente, el balance de masa para el medio poroso resulta

. Lop _
aV v, +div(eq) + 0ol 0 (3.48)

Trabajando de forma similar con las ecuaciones de balance para la interface 3.42.b y 3.42.c

resultan

1 0p = 1
58_1: + V- v, + div] (oq) + 7 [¢'q-n] = (3.49)
i) (3a) + 7= ((0'q - n} — dat) =0 (3.50)

Cabe destacar que si se trabaja con fluidos cuasi-incompresibles, el médulo de Biot ) es
muy grande y el término se vuelve despreciable. Bajo esta condicion, la evolucion de la

porosidad puede calcularse con

D¢

i = (1-¢)V-v
D3 B (3.51)
E - (]‘ - ¢)es

3.3.2. Interpretacion fisica de las ecuaciones de masa

La ecuacion 3.48 muestra como la deformacion de la matriz sélida varia con el flujo de
fluido que circula a través de los poros y debido a la compresibilidad del fluido. Cabe des-
tacar que si se trata de un flujo incompresible o cuasi-incompresible, éste ultimo término
pierde importancia respecto a los otros términos.

La ecuaciéon 7?7 muestra el acoplamiento de la deformacién de la fraccion sélida con el
flujo que circula en la discontinuidad gy, el flujo que entra o sale de la matriz a través del
término [gbf q- 'n,} y la componente de flujo que circula dentro de la discontinuidad. La

tercera ecuacién 3.50 muestra la diferencia del flujo promedio que circula a través de la
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discontinuidad a través del término {¢/q-n} y el flujo normal dentro de la discontinuidad

qt, el cual puede derivar en un flujo tangencial relativo en la interface ql'n.

3.3.3. Balance de momentum en medios porosos

Para la conservacion de momentum tanto en la matriz como en la interface, se asumen
pequenas deformaciones, procesos isotérmico, se desprecian los efectos gravitatorios, con-
vectivos y aceleraciones, y no se consideran fuerzas cohesivas en la zona del crack-tip
(cabeza o extremo de fisura). Bajo estas consideraciones, el balance de momentum se
escribe como

V:o=0 en (3.52)

donde o es el tensor de tensiones de Cauchy. La descripcién del problema se complementa
adicionando las condiciones de borde en términos de fuerzas y desplazamientos en donde

el contorno I' se compone en I' = 1", N IT',, tal que

o-n=t, sobre I}
(3.53)
u=u sobre I,

3.4. Relaciones constitutivas

En una primera etapa se analizard una formulacién general para la descripcion del flujo de
fluido en funcién a las fuerzas motrices, y posteriormente se analizaran casos especiales.

Para la matriz, se considera una funcién cuadratica para la energia de disipacién:

p=¢"+a Gt 3¢ kG (354)

donde ¢° representa la disipacién de otros procesos no incluidos en el analisis, q° es la
velocidad inicial por unidad de volumen en el medio y & representa la relacion entre la
permeabilidad del sélido y la viscosidad del fluido.

Sobre la interface, la disipacion por unidad de area se escribe como,

1 1 1

[¢] Ks - LL‘ - WJ] Kdam - Cm + CJJ Ko - Cm
(3.55)
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0. q% y q° son las velocidades

donde ¢; es la disipacion por algin flujo independiente, ¢
iniciales en la interface, k4 (escalar) y Kk, (tensor de segundo orden) son las permeabilidades
macroscopicas de la interface en la direcciéon normal y tangente respectivamente, y K, es
la permeabilidad del flujo diferencial en la interface. Por tltimo, las matrices Kgs, Kam ¥
Ksn describen las interacciones entre los diferentes modos de flujos. Estas interacciones
ocurren en general cuando se presenta cuando hay anisotropia o inhomogeneidad.

Derivando la disipacién ¢ en ¢, y ¢’ en [¢], ! y Cm, se obtienen los flujos,

q=q¢"+kK-¢ (3.56)

qsL = qSM) - KsL W)] + Kds Cs,L + Kdm * Cm (3'57)
! = !0 — Kys [1/1} + KRs - Cj_ + Ksm - Cm (358)
am = qg@ — Kdm [1/1] + Ksm Cj + Km - Cm (3'59)

donde la primera ecuacion 3.56 es la ley de Darcy para flujos de fluidos en medios porosos.

3.4.1. Flujo Darcy-Brinkman para la interface

Tradicionalmente, se emplea la ley de Darcy para la modelacién del flujo de fluido a
través de un material poroso. Sin embargo, cuando hay interfaces presentes, en la zona
de contacto entre la matriz porosa y la interface pueden desarrollarse fuertes gradientes
de velocidad (capa limite). La ecuacién de Darcy-Brinkman (Durlofsky & Brady (1987),

Vernerey (2012)) es capaz de capturar bien este fendmeno,

/{B
9= (=Vp+ulViq) (3.60)

donde u? es la viscosidad efectiva Brinkman, y x? es la permeabilidad isotrépica del
medio. El primer término dentro del paréntesis puede interpretarse como la fuerza motriz
derivada del gradiente de presion, y el segundo término representa la resistencia a la
fuerza debido a la viscosidad del fluido. El flujo en la interface estara compuesto segin lo

analizado en secciones previas de cuatro tipo de flujos:

- (3.61)
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gl = _%{Vp}u (3.62)
G = —% Vpl* (3.63)
e 361

El andlisis se centrara en calcular las permeabilidades en funcién de las propiedades de la

matriz y la interface.

3.4.1.1. Flujo Darcy-Brinkman microscopico

Microscopicamente, la interface es representada como un medio poroso delimitada por
bordes ubicados en las coordenadas &, = —h y &, = h (en el sistema de coordenadas
{&, &} como se muestra en la Figura 3.4. La interface estd rodeada por un medio poroso
infinito de diferentes propiedades. La velocidad microscopica q es localmente derivada a

partir de la ecuaciéon de Darcy-Brinkman en términos del gradiente de presiéon Vp como:
2~ M. .
Vg ——q—Vp=0 (3.65)

donde k es la permeabilidad, y p. es la viscosidad efectiva Brinkman, las cuales son
diferentes en la interface que en la matriz. En todo el modelo se considerara que la

viscosidad Brinkman es igual a la viscosidad dinamica del fluido.

En

Matriz porosa (kB ,#B ) " (Vp} Vp

|
ih [Vp]

Matriz porosa (KB,IIB) v <« »
p

(KII HI) Et

Interfase | 2h

v

FicuraA 3.4: Modelo microscépico de la interface.

El gradiente de presién en la interface puede escribirse como una serie de Taylor centrada

en la interface (&, = 0) en términos del gradiente de presién macroscépico {Vp} y el salto
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en el gradiente de presion macroscépico [Vpl:

V(&) = V0~ B para & ] oo,
Vp(6) = (Vph+ D6 to()  para &€ b (3.66)
Vp (&) = (Vo + D para &, €Jh,oc|

Con las ecuaciones 3.65 y 3.66, podemos obtener el flujo microscépico q.
Para simplificar el andlisis, se desacoplan los problemas normal y tangencial, proyectando
la ley de Darcy-Brinkman sobre las direcciones tangencial y normal. Ademas, se considera
que la velocidad del fluido microscépica q varia linealmente en la direccion tangencial cerca
de la interface:

2 _9 (3.67)

Flujo normal microscépico Considerando al fluido como incompresible, 8%, /0&% =
0. La proyeccion de la ecuacion 3.65 sobre la direccion normal n resulta:
——Gy——=——=0 para &, €[—h,h] (3.68)

Teniendo en cuenta la ecuacion 3.10 y 3.13, la proyeccion del gradiente de presion apro-

ximado (3.66) sobre la direccién normal queda como:

op .\ _ Il VPl 2 B
Ge &) = gy + gy G o€ para & [hA (3.69)
Flujo normal entrante
en la interfase h
Flujo tangencial q. * >
- “ R 22 222 s
(en la interfase) P —

Flujo normal saliente h \AAAAA/

en la interfase

FiGurA 3.5: Distribucion esquematica del flujo normal a través de la interface y tan-
gencial en la interface.
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Vinculando las dos ultimas expresiones 3.69 en 3.68, se obtiene la expresion para la velo-

cidad normal en la interface ¢,:

"= (Ip] + [Vl + VD] &) (3.70)

Esta expresion muestra que la velocidad normal surge de un salto en la presién a través
de la interface y varia linealmente cuando existe un gradiente de presion perpendicular
[Vp]+. Otra observacién importante es que se verifica que bajo la condicién de incompre-
sibilidad: divg = 04, /0&, + 0,/ 0& = 0. Nétese también que un flujo normal general un
flujo tangencial G; tal que 0q;/0¢ = —r'/2uh[V P]*.

Flujo tangencial microscépico La componente tangencial de la velocidad del flujo
microscopico ¢; puede ser obtenida por la proyeccion de la ley de Darcy-Brinkman sobre

la direccién tangencial ¢ como:

82@& Mo @ .

9% He P _ 3.71
H’agg /iqt agt 0 ( )

El gradiente de presiéon dp/d¢; puede ser obtenido mediante la ecuacién 3.66, reempla-
zando {Vp} por {Vp}ly [Vp] por [Vp] ||. Se puede asumir también que la velocidad tan-
gencial converge a un valor constante lejos de la interface, por lo que: 9¢;/ 8§n(—oo) =0
y G,/ 9, (00) = 0.

Para la resolucion del problema, la solucién ¢; se descompone en una solucién simétrica
¥, y una soluciéon antisimétrica w, tal que ¢ = v + w. También es conveniente de tra-

bajar con la ecuacién adimensional, por lo que se introducen velocidades y longitudes

caracteristicas: , | ; |
\Y \Y
L ) L A% (3.72)
1 24
tal que las soluciones pueden ser escritas en términos de variables adimensionales definidas
por: . .
=2 w=Y Enzg_” (3.73)
v* w* [*

Por simplicidad, se considera la solucién sobre [0, co[ ya que el resto puede calcularse por

simetria.
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Entonces, bajo las hipdtesis mencionadas, se trabaja sobre la ecuacién 3.71:

. I

ulaQ %22_ w) . % (5 + ) — {Vp}” _ %fn =0 para &, €[0,h] (3.74)
. I

Iu382 (;;; w) . KﬁB (04 @) — {Vp}” _ @ =0 para &, € [h, o0 (3.75)

B

donde el superindice -/ y -# se refieren a las propiedades de la interface y de la matriz res-

pectivamente. Para expresar la funcion en términos de v, w y §,,, calculamos las siguientes

derivadas:
w0 (1) L 70
G, 06/l \v) T v g, (3.
v 9 (ov\ 9 I ov\  (I*)?0%
a_gi_a_a<§>——8(én/l*) <Ea—¢~n>— v g (3.77)

donde las derivadas también valen para la funcién w.

Entonces, separando el problema en la parte simétrica y antisimétrica, de la ecuacion 3.74

obtenemos para la interface:

u%_ﬂla_{vp}ll—o ugzg—%w—[Z—i]an—o &n € [0, h]

HI%—TJ—%}{V]?}:O /1122—5—@—%[[2—2]”&:0 &n € [0, 1]
(z*)?%’ —v =0 (z*)?fgzg - w*% —0 &el0n] (378
nope n woapn

Nl = = ST
%-@-1:0 %_—_%:o &, €[0,h]

donde h = h/I*, por lo que se verifica que &,/h = £, /h. Mientras que para la matriz, las

ecuaciones que gobiernan el problema se obtienen como:



Capitulo 3. Modelo propuesto

61

Mz;_;ﬂh4VMW—o M%g_j%w_ﬁgﬂzo & € [h, o0

%_:—; —%I{Vp} =0 &n € [h, 00

(1")2 gz; _ :—;v =0 e €lhoo]  (3.79)
%—’W—l: %—7@—1:0 €, [ oo

donde v = x!/kB. Debido a la simetria de ¥ y la antisimetria de w, las condiciones de

bordes pueden reescribirse como:
(00) =0 (3.80)

Ademads, tanto la velocidad tangencial como el gradiente de velocidad es continuo en el

contorno &, = h, por lo que podemos escribir:

lfm v(g )= lm v(,) , lm a__v: lfim a—_”
g, —h" & —h~ g, —ht 08, gm0, 551
L = - ., Ow ., Ow (3.81)
lim w(fn) = lim w(fn) , lim — = lim —
£, —h g, h g, oht 08, g, -n O,

El flujo total tangencial ¢, puede escribirse como una combinacién de los flujos adimen-
sionales v y w: .

@:%(MWﬂ+wE¥) (3.82)
Se observa que el flujo tangencial depende principalmente de tres pardmetros h, 8y 7. Es
importante observar que el espesor de la interface es definido en relacién a la longitud-
escala Vk!. De esto se desprende que, dado un valor de espesor h, éste puede ser chico

para un fluido altamente viscoso o grande para un fluido poco viscoso.
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3 T T T T 3 T T T
— h=0.1 — h=0.1
— h=1
h=2
—h=5
or — 50 |
|

2k . b 4

3 i i i I i 3 i I i i i

158 1 0.5 ] 05 1 1.5 -15 -1 05 o 0s 1 15

v w

rl‘g‘"\

Qe

FiGuraA 3.6: Efecto del espesor de la interface para un flujo transveral con v = 10 y

B=1.

T T 3 T T
gamma=0.7 gamma=0.7
gamma=1 gamma=1
gamma=2 gamma=2
yarnma=5 gamma=5
gamma=100 [] 2r gamma=100 ]

____________ 1 ) ——— i ]
AN P N R S ) ———]
- _2 - -
1 1 3
04 1 18 -1.4 1 0.5 0 05 1 14

.:ﬂ‘;g“l

gamma=0.7
gamma=1
gamma=2
garnma=5

gamma=100 []

FicuraA 3.7: Efecto de la permeabilidad de la interface para un flujo transversal con
h=1yp=1.

rl‘g“l
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3.4.1.2. Permeabilidad macroscépica y su relaciéon con las propiedades de la

interface microscopica

Para calcular las permeabilidades x7, /#n,ﬂaﬂ y mﬂl en términos de las propiedades h, 8y

v, se relaciona el flujo de la microescala con el flujo de la macroescala:

1" IR A

3.4.1.3. Permeabilidad normal

La permeabilidad macroscopica normal es obtenida a partir de la proyeccion de 3.83 sobre

la direccién normal:

e & [p]
1 ~
O =57 | &d&=-— (3.84)
2h J_,, 2uh
1 [h K I[Vp]t
1 qe de, = — VP 3.85

donde se empled la ecuaciéon 3.70. Comparando las expresiones obtenidas con el conjunto

de ecuaciones 3.61 y 3.63, se llega a que:
Fr=1 R =1 (3.86)

donde I es el momento de Inercia. Las permeabilidades obtenidas son normalizadas res-
1 _

pecto a k!, es decir que K- = k1 /! y FL = k- /k!. A partir de estos resultados obtenidos,
se llega que la permeabilidad de la interface normal depende enteramente de la permea-

bilidad microscépica k! v es independiente del espesor de la interface h.

3.4.1.4. Permeabilidad tangencial

De forma similar, las permeabilidades del flujo tangencial son obtenidas como la proyeccion

de la ecuacion 3.83 sobre la direcciéon tangencial:

Lo RV} [T
I — 7, d¢, = ! / od 3.87
5 2h /_h G A8 2uh _EU & ( )
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Lo Wl P
dh= gz | agde = -5 [ g, (3.88)
—h 8h p J-h

donde se empleo la ecuacién 3.60. Comparando las expresiones obtenidas con el conjunto
de ecuaciones 3.62 y 3.64, se llega a que:
h

1 /h _ 1 o

= — 7 = — o

Kg = == Udfn Km = —7"= wgn dgn (389)
2h J_% 8h” J-x

3.5. Condiciones de bordes del problema

La descripcién del problema se complementa adicionando las condiciones de borde de
tipo Dirichlet (para desplazamients y presiones) y de tipo Neumman (para fuerzas y
flujos de fluido). Las condiciones para la fase solida se escriben en términos de fuerzas y
desplazamientos

nr-o=t,enl;y u;=u,enl, (3.90)
donde ' =T, UT,, Iy NT, = 0, nr es la normal exterior al contorno (Figura 3.8). Las
condiciones de borde para la fase de fluido se escriben en terminos de flujos y presiones

ng(vf—vs)-nr=gq,enl’, p=p,enl, (3.91)

donde ' =T,Ul, y I',nT, = 0, y las condiciones iniciales en el tiempo ¢t = 0, con

T=s,f.
ur(z,0) =ud  p(z,0)=p° (3.92)

Como se muestra en la Figura 3.8. Con el fin de expresar el balance de momentum de
forma completa, se plantea la posibilidad de que puedan haber fuerzas cohesivas en el

crack-tip de la discontinuidad I'y, tal que:
o-npy=tTenl] o np. =t enl, (3.93)

donde t* y ¢~ son las fuerzas cohesivas actuando sobre las caras opuestas de la fisura I'}

y I';, respectivamente. Teniendo en cuenta que np+ = —np-, se puede escribir

ont=-0c-n =tt=t"=t.—p-nr,enly (3.94)
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FicurA 3.8: Dominio €2 en presencia de una discontinuidad I'y.

3.6. Consideraciones y forma débil del problema

3.6.1. Consideraciones para la determinacion de la forma débil

» El intercambio de fluido entre la matriz porosa €2 y la discontinuidad I' es normal.

= El intercambio de fluido se desarrolla sobre las caras de la discontinuidad. No hay

intercambio por el crack-tip.

= Sillamamos v = ¢q, el flujo normal resultante que atraviesa la discontinuidad puede

descomponerse como una componente simétrica més una componente antimétrica,

tal que que: nr = nf = —np, v, = v = —v{, Vs = vy = v, VvV = v + vy,

v =vf +vf, v =v] vy, vl =120 +v7), v =0 —v".

FicuraA 3.9: Descomposicion del flujo normal en I'y.
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Entonces el flujo promedio a través de la discontinuidad {¢q - n} puede calcularse

CcOomao:

+.nt -.n=
v -np v -Np

{¢g-n} = 5
B (vi -nf +v5 -nf) + (v -np + vy -np)
a 2 (3.95)
_u -np 4+ vy - np + (—vy1) - (—np) +v2 - (—np)
2

{qbq'n,} = V1 -nr

mientras que el salto del flujo a través de la discontinuidad [¢q - n] se calcula como:

(6g-n] = v"-nf—v-np

= (vl -nf +v5nf) = (v -np + vy ong)

(3.96)
= v -nr+vy-nr—(—v)(—nr) —vy - (—nr)

WQ"’?’] = 2wy nr

3.6.2. Forma débil del balance de momentum masa en la matriz

porosa ()

Para la obtencion de la forma débil de las ecuaciones de balance, se multiplican el balance
de momentum (3.52) y el balance de masa (3.48) por funciones de prueba cineméaticamente
admisibles con el campo de desplazamientos, du, y con el campo de presiones, dp, como

sigue

/(V -o)dudv =0
; (3.97)

1
/aV-vsépdv—l—/ V'(qbq)épdv—l—/—@épdvzo

Aplicando el teorema de divergencia, y las condiciones de borde (3.90),(3.91) y (3.93), las

ecuaciones (3.97); y (3.97)2 pueden reescribirse como sigue
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FicurA 3.10: Condiciones de Bordes del campo hidratlico y transferencia entre 2 y I'.

/Qa LV (6u) dv — /F t, - 5uda+/rd(tc — pnr,)[du] da =0 (3.98)

1
/aV-'vsépdqu/—@épdv— Vép-'vrdv—l—/ v, - ngopda+
Q Q@ ot r,
(3.99)
/ v*-n}”&pdaqt/ v”-npopda=0
ry

Ty

donde [du] = (du™ — du™) es el salto del campo desplazamientos en las caras opuestas
de la fisura, y v, = ¢q = ny(vy — v;) la velocidad relativa entre el fluido y matriz sélida.
Los tltimos términos de la ecuacion (3.99) corresponden a la transferencia de fluido entre

la matriz porosa 2 y la discontinuidad T', a través de las caras I'; y T'}.

/ 'v+-n}L5pda+/
rf r

en donde, introduciendo la expresion 3.96, se obtiene

/ 'v+~nf55pda+/
rf r

v~ -npipda = / (v"-nf —v” -ng)dpda  (3.100)

— + —
d ryur,

v -npopda = / [pq - n]opda (3.101)
r

d
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3.6.3. Forma débil del balance de masa en la discontinuidad T

Para la integracion del flujo dentro de la discontinuidad, se recurre a aplicar el balance de
masa dentro del dominio I'. Empleando el balance de masa 3.49, la forma débil se obtiene
a partir de multiplicar por una funcién de prueba admisible con el campo de presiones dp

e integrando en el dominio I" multiplicado por el espesor h:

2 P spda+ [ 09 wpda [l Gal) spda+ [ l6a-nlopda=0 (3102
FQat I I I

Si consideramos que la apertura de la fisura es mucho menor que la longitud de la misma
y suponiendo que la componente tangencial de la velocidad sélida vy« varia linealmente

con la direccién n*, la segunda integral de la ecuacién 3.102 se calcula como

avst* avsn*
/FhV-vsdpda = /rh ( o + o >5pda

= [ ({5 4 o) s

Empleando la relacién constitutiva 3.62, la tercera integral puede calcularse como:

(3.103)

/hdiv” (g_bqﬂ) opda = — / h (k! pﬂ-) copda con i=t,s (3.104)
r r ’

donde k! = ! /p. Para la resolucion de esta integral, recurrimos a considerar el volumen

* equivalente al dominio superficial I por el espesor h.

/ div! (5qﬂ) dpda = —/ h (/{:L,l p.i) JOpda coni==t,s (3.105)
* O ’
Aplicando la férmula de Green, obtenemos:

—/ (l{:ﬂ p,i) iép da = / k:ﬂp,i dp;da +/ op (l{:ﬂpz) - coni=t,s (3.106)
* ’ O

+ —
ryur;

En '} UTy, el flujo tangencial por el vector normal al contorno de Q* es nulo, por lo que

podemos escribir entonces:
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h/2 h/2
— / / (kﬂ pﬂ-) ;Opdnda = // k!pyi dp;dnda coni=t,s (3.107)
rJ— ’ T

h/2 —h/2

— / h (kﬂ i) JOpda = / hklp,;op.;da coni=t,s (3.108)
r ’ r

donde reemplazando en 3.104, se obtiene la tercera integral. Despejando el término que
describe el intercambio de fluido entre la matriz porosa y la discontinuidad, de la ecuacion
3.102 obtenemos:

h@}_? 8/0815*
¢q-n|opda = —/:—6pda—/h{ }5pda—/ Vsn+] Opda +
[ 16a-n b - [ [

+ / hklp,op;da
r

3.7. Tratamiento de discontinuidades en medios po-

rosos

Para la discretizacién espacial, el dominio 2 se divide en elementos finitos en donde
los campos de desplazamiento y presion son interpolados. Para considerar la presencia
de discontinuidades en los elementos, siguiendo la propuesta de Moes et al. (1999) se
enriquece la aproximacion standard de elementos finitos empleando la propiedad de la
particién de la unidad de las funciones de forma. Usando el método de Galerkin, se
aproximan por lo tanto los campos de desplazamiento u, de presion p y las respectivas

funciones de prueba de desplazamiento y presion, du y dp como sigue

u(@) = D Ni(z)aj + Zjej Nc{2(93) ajé + D ker Ny () aj

p(®) = Dt N;;l(w) P+ ng] NZQ(@ p]é + D ke N;]fs(w) ph
A ‘ ' ‘ (3.110)
ou(x) = > No(x)day + 3 50, Noo(x) das + >, Niy(x) dah

op(x) = Zie[ Nfﬁ(@ 5sz1 + Zjej NgQ(m) 517; + ZkeK N;f3(‘13) 5p'§

donde I, J, K denotan el conjunto de nodos estandard, nodos enriquecidos por la fun-

cién Heaviside y nodos enriquecidos por funciones asintéticas alrededor de la cabeza de la
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fisura respectivamente, (a%,p?) con i € I denotan los valores nodales de desplazamiento
y presion correspondientes a la interpolacion estandard de dichos campos, mientras que
(al,p)) y (a,py) con j € J, k € K, representan los valores nodales de desplazamiento
y presion enriquecidos. Las funciones de forma estandard y enriquecidas para los campos

Nk, N N,y Nfg respectivamente.

de desplazamientos y presién se denominan N, N? o1 NV

u2

Tanto para el campo de desplazamientos como para el campo de presion, las funciones de
enriquecimiento a utilizar dependeran del tipo de discontinuidad que se requiera simular.
Fisicamente, si el campo en estudio en discontinuo, las funciones de enriquecimiento a
utilizar seran discontinuas tales que la combinacion lineal de funciones de formas regulares
y enriquecidas generen un campo discontinuo. A este tipo de discontinuidades se las
denominan discontinuidades fuertes. En cambio si el campo en estudio es continuo pero el
gradiente del campo es discontinuo, las funciones de enriquecimiento elegidas deberan ser
de las mismas caracteristicas. Estas discontinuidades son denominadas discontinuidades
débiles.

3.7.1. Modelado de discontinuidades débiles

La condicién para que una discontinuidad sea débil, es que el campo en estudio sea
continuo y el gradiente normal discontinuo. En el campo mecanico, esta situacion se
observa en la unién de dos materiales diferentes, mientras que en el campo hidrailico se
observa en fisuras de muy pequeno espesor. Para este tipo de discontinuidad, se adoptan

tanto para Ny como para IN3 las siguientes funciones
Ny(x) = N3(x) = Ny(x) [Z(x) — Z(x,)] (3.111)
donde Z es la funcién distancia centrada en la discontinuidad y se calcula como

d si zet
(3.112)

—d si e .

donde @ es la coordenada del punto en estudio, Z(x) es la distancia entre el punto @ y
la discontinuidad, Z(x,,) es un vector que contiene las distancias geométricas d entre las

coordenadas de los nodos (x,) y la discontinuidad.
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Si x* es el eje local normal a la discontinuidad e y* es el eje local tangencial a la disconto-
nuidad (Figura 3.10), la derivada parcial de la funcién distancia Z en la direccién normal
0Z/0x* es la funcién Heaviside. En xt la derivada parcial vale 0Z/0x* = —1, mientras
que en z~ la derivada parcial resulta 0Z/0x* = 1. En cambio, la derivada parcial tangen-
cial a la discontinuidad 0z /0y* = 0 para ™ como 2~. Cabe destacar que ningin gradiente

esta definido dentro de la discontinuidad.

Las derivadas parciales de las funciones de enriquecimiento resultan

ON: ON- 0z
S = ——[Z(@) — Z(w,)] + Ny
ox* ox* ox*
(3.113)
O O (4(w) - Z(a,)
dy*  dy "
Usando XFEM, un campo genérico a queda aproximado como
a = N1a1 + N2a2 + N3a3 (3114)

La evaluacion de los diferentes flujos en estudios dependen en general del salto y el valor
medio del gradiente normal perpendicular y tangencial. El valor medio de una funcién a
serd {a} = 1/2(a* +a7), y el salto de la funcién serd [a] = (a™ — a™). El salto de la

funcion resulta
[a] = [Nita, + Nt (2% — Z,) as] — [Ny ay + Ny (27 = Z,) as) (3.115)

donde se simplifica la notacién y se usa Z,, = Z(x,,) y Z1 y Z~ es la funcién distancia eva-
luada en cada cara de la discontinuidad, por lo que Z+ = Z~ = 0. Ademés IN; es continuo
en todo el dominio, N;* = N;, por lo que (N;fa;— Ny ay) =0y (-N; Z,+N; Z,) = 0.

Reemplazando en la expresion anterior, el salto del campo en la discontinuidad resulta

[a] =0 (3.116)
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Considerando que (ON;/dz*)" = (ON1/dx*)~, los gradientes normales y tangenciales

resultan
da ON- ON- oZ\*
1_ — 1 Lig+
[Va]™ = H@x*ﬂ o M + [8:6* (27 = Zn)+ N, (81;*) *
0N, |ONy 0z \ " (3.117)
5 a; lax* (Z Zn) + Ny (890*) a

0

[Val" = [52] = 2Nia,

ya que la derivada parcial normal de la funcién distancia es la funcién Heaviside y Z1 =
7~ = 0. Teniendo en cuenta que la derivada parcial tangencial de la funciéon distancia

evaluada en cada cara de la discontinuidad es nula, el salto del gradiente tangencial resulta:

da ON- ON- OZ\ "
I _ 1 Lo+ _
Ny (ONy AN (3.118)
oy lay* A (ay*) “
Oa
I _ _
[Val' = [5.5] = 0

El valor medio del gradiente normal y perpendicular es

da 1 [oN ON- oz\*
1 _ - 1 1 +
{Vaj™ = {&B*} 2 { ox* a1+ [81:* (Z Zn) + N (&B*)

ON ON 0z '\
e[ ()

ox* (

az} (3.119)

or* @ ox*
) ON ON
{va}” = {a;*} = o T g Lt

da 1 [oN ON VAN
I _ _ )=z YN i
{Va} {ay*} 5 { oy & + [ay* (Z% = Zn) + Ny (ay*)

aQ} (3.120)

oy dy* oy*
da ON- ON
H = fy 1 — 1
{VCL} {8y*} ay* aq ay* Znag
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3.7.2. Modelado de discontinuidades fuertes

La condiciéon para que una discontinuidad sea fuerte, es que el campo en estudio sea
discontinuo, como es el caso de desplazamientos en fisuras discretas o cuando la presion
de fluido es discontinua a lo largo de fisura. Para este tipo de discontinuidad, se adopta

para IN; la siguiente funciéon de enriquecimiento

Ny(x) = Ny(x) [H(x) — H(x,)] (3.121)
donde H es la funciéon Heaviside centrada en la discontinuidad y se calcula como

H(z) = (3.122)

1 sio zef
-1 si ze) .

En tanto para IN3 la funcién de enriquecimiento dependera del orden del campo a inter-
polar. Si el campo es un vector, se empleard la ecuacién 3.124 (ej.:desplazamiento), y si

el campo es escalar, se empleara la ecuacion 3.125.

Ny(x) = Ni(z) [F(z) - F(z,)]  Nj(x) = Ni(2) [G(z) - G(2,)] (3.123)

donde F'y GG son funciones asintéticas en el entorno de la cabeza de la fisura y valen

{F(r,0)}, = {\/rcos0/2,\/rsinf/2,\/rsinf/2sinf, /7 cosf/2sinb} (3.124)

G(r,0) = +/rcosf/2 (3.125)

con r la distancia hasta la cabeza de la fisura y 6 el angulo con la direccion de la
fisura. Se puede verificar que la funcién /rsinf/2 es discontinua en (47w, —m), el salto
es [v/rsin@/2] = 2/r y el valor medio es {y/rsinf/2} = 0. El resto de las funciones
asintoticas son continuas en la interface, por lo que el salto es nulo y el valor medio no
nulo. Para trabajar en forma general, en la formulacion se considera al campo interpolado
como una magnitud vectorial. Considerando el campo genérico vectorial @ y que Nia; es

continua en todo el dominio y que N;” = N; = Ny, el salto de la funcién es
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[[CL]] = [Nl <H+ — Hn) as + N1 (F+ — Fn) ag]
—[N1(H™ — Hyp)azy + Ny (F~ — F,) as] (3.126)

[[CL]] = 2Nja, + N, (F+ —F_)Clg

Es importante aclarar que las funciones vectoriales F', OF /0x* y OF /Oy* contienen fun-
ciones continuas y discontinuas. El valor medio de las funciones discontinuas es nulo en
la discontinuidad, mientras que el salto es no nulo. De forma contraria, el valor medio
de las funciones continuas en todo el dominio es no nulo y el salto nulo. Por esta razon,
[F] # 0, [0F /0x*] # 0, [0F /9y*] # 0, {F} # 0, {0F [0z} # 0 y {OF /9y"} # 0. El

salto del gradiente perpendicular [Va]t serd

da.  ONy . (0N,
Val* = [5] = Gt~ H)at |50 (- B+ i (5 ) a
ON (ON
&E: (H* — Hn) a, + 8;1;*1 (F* —|— N, ( ) as
da ON, ONy . aF+ \] .
1 _ _ + _
(3.127)
mientras que el salto del gradiente tangencial [Va]l serd
Jda ON- ON- OFt OF~
I = = : L(FT—F )+ N - 5 (3.12
Vel [[01/*]] oy " [33/* ( )" 1<8y* dy* ﬂ @ (6129

y el valor medio del gradiente normal {Va}" y tangencial {Va}! serdn

L da . 8N1 8N1 1 0 +
{Va}™ = {69&*} - Oz - ox* nth2 + 2 (ax* N\(F" - Fy)
5 (3.129)
+85L‘*N1(F_ — Fn)> as
{VCL}” a—a = aNl a; — 8N1 n@o + —= L 0 Nl(F Fn)
* oy* oy* 2 \ Oy*
; (3.130)
+ay*NI(F7 — Fn)) as
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3.7.3. Elecciéon del tipo de discontinuidad para la simulacién del

flujo
La formulacién planteada considera 4 tipos de flujos posibles: qﬂ, qat, qﬂn v ¢, los cuales
dependen de {Vp}l, {Vp}t, [Vp]! y [Vp]* respectivamente. El tipo de discontinuidad
a adoptar (débil o fuerte) a considerar en cada interface, dependerd de los tipos de flujos
que se elijan simular. En los trabajos mencionados anteriormente (de Borst et al. (2009),
Mohammadnejad & Khoei (2013b), Lamb et al. (2013), Yang et al. (2019) entre otros)
consideran que la presion en cada cara es igual (ver Figura 3.11.a). Bajo esta consideracion,
los flujos qﬂn v ¢ se anulan, pero no necesariamente es asi, ya que si las presiones en
ambas caras de la discontinuidad no son iguales (ver Figura 3.11.b), el campo de presiones

presenta un salto en la discontinuidad y se generan 3 tipos de flujo: q!, @y gk

A,
nft \ p*
/p N | \ ¢

A&y

Vm
]
(w3
£ g
|
{ A 4
(w5}
=
+

ap~ ap ¢
- n
[ip 3, . {afn} #0 -
a&,l | dp > qs
ap 9¢ >
— O n L
{afn} > < IYYY WS q”
@ S

-
L
[
Ll
»

i q!
5

YYYY
IWYWY?s
5t

—>

FIGURA 3.11: Distribucién de presiones, gradiente y flujos considerados para una (a)
discontinuidad débil (b) discontinuidad fuerte.

Se observa que en el caso de las discontinuidades débiles, el flujo tipo spin normal ¢ no es

posible simularlo ya que [Vp]* = 0. En cambio, en la discontinuidades fuertes [Vp]* # 0.
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3.8. Propagacion de fisuras

La precision y la fiabilidad del anélisis de un cuerpo fisurado depende principalmente de
la determinacion de la trayectoria de la grieta. En este trabajo, el criterio utilizado es que
la fisura se propaga cuando el modo I del factor de intensidad de tensiones (K;) alcanza
el factor de intensidad de tensiones critico (Kj¢), obtenido de la mecénica de fractura
lineal clésica por Ko = Vv2E, donde E es el médulo de elasticidad.

Para el analisis, se considera que las acciones impuestas () dependen linealmente de un
parametro escalar (factor de carga) A tal que @@ = AQy. El factor de carga se encuentra
de manera que K alcance Ko (Sukumar et al., 2000), (Oller, 2001), (Fries et al., 2014).
Para determinar la direcciéon de propagacién, se adopta como criterio la direccién normal

a la méaxima tensiéon circunferencial, la cual queda definida por:

1 [ K; K;\?
6 = 2arct - | — =+ — 8 3.131
arctan 1\ &, ( ) + ( )

donde Ky, K corresponden al modo I y modo II del factor de intensidad de tensiones

respectivamente.

3.8.1. Sistema de ecuaciones resultantes: Matrices y vectores

La ecuacion 3.98 corresponde al balance de momentum general del problema. En las
hipétesis consideradas, no se consideran las fuerzas cohesivas en el crack-tip, por lo que

el balance de momentum resulta finalmente:

Q .

It

Si se vinculan las ecuaciones 3.99, 3.101 y 3.109, se obtiene el balance de masa final del

sistema:

/aV v,opdv + égépdv — /QV(Sp"UTdU—F

/ v, -n dpda — /:—5 da /h {ag;:*}épda— (3.133)
I

—/[vsn*}épda + /hk!pyiépﬂ-da = 0
r r
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con 1 = t,s. Las ecuaciones 3.132 y 3.133, en conjunto con todas las expresiones de las
secciones 3.7.1 y 3.7.2, en donde se detallan para discontinuidades débiles y fuertes, el
calculo de las aproximaciones con XFEM del valor medio y del salto del campo incégnita,
la derivada perpendicular y la derivada tangencial, definen completamente el problema,

el cual puede resumirse en un sistema matricial siguiente:
Ci+Kz+f=0 (3.134)

donde ! = [ay, ay, a3, p1, p2, p3] es el vector de incégnitas nodales. Se mientras que
las matrices C, K y f son matrices que contienen funciones de formas y derivadas de
funciones de formas estandares y enriquecidas. La discretizacién temporal se resuelve de

la misma forma que la expresada en la ecuacién 2.86.



Capitulo 4

Ejemplos numéricos

4.1. Introducciéon

En este capitulo se presentan tres series de ejemplos: mecanicos, hidraulicos e hidro-
mecanicos acoplados sin y con propagacion de fisura. El objetivo es analizar y verificar la
formulacién propuesta en la resolucion de una amplia variedad de aplicaciones. El codigo
fue implementado en MatLab y se uso en todos los casos una notebook ASUS Serie N56,
procesador Intel Core i7-4510U-2.00GHz, memoria RAM 16 GB 2400MHz, placa de video
GeForce GT 640, almacenamiento SSD 512 GB.

4.2. Problemas mecanicos

En esta seccion se consideran medios sometidos unicamente a solicitaciones mecanicas,
sin fluido en su interior. Con tal propésito, se utiliza el modelo propuesto considerando
el coeficiente de Biot nulo (o = 0), desacoplando el problema hidrailico del problema
mecanico. Inicialmente se considera un problema unidimensional con una discontinuidad
predeterminada, se continia con la resolucién de problemas bidimensionales de una chapa

entallada a traccién y finalmente se estudia el problema de propagacién de una fisura.

78
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4.2.1. XFEM 1D: Traccion uniaxial en un medio con disconti-

nuidad cinematica

En este primer ejemplo, se considera una barra de longitud 4L que presenta una discon-
tinuidad geométrica en x4 = 3L/2 como se muestra en la Figura 4.1. El comportamiento
mecanico del medio es elastico lineal con Médulo de Young E. Como condiciones de borde,
se considera nulo el desplazamiento en el extremo izquierdo z = 0, y un desplazamiento

impuesto u en el extremo derecho x = 4L.

(4.1)

La discretizacién adoptada se muestra en la Figura 4.2(a), la cual estd formada por dos
elementos lineales €21 y €23 de longitud L y un elemento cuadratico €25 de longitud 2L. El
elemento €25 es un elemento que contiene la discontinuidad, por lo que nodos 2 y 4 tienen
grados de libertad enriquecidos y ello afectara no solo el elemento €25, sino también los
elementos vecinos 2; y 25 como veremos a continuacion.

La funcién Heaviside, como se observa en la Figura 4.2(b) toma valor H =10 H = —1,
segun esté del lado izquierdo o derecho de la discontinuidad. La funciéon de forma ij
se refiere a la funcién de forma correspondiente al nodo i, asociada al grado de libertad
a;. En las Figuras 4.2(c) se muestran las funciones de formas standard y enriquecidas del

elemento €2y cuando las funciones enriquecidas son (2.78) y (2.81), respectivamente.

4L

>
=

EA I EA

F1GURA 4.1: Geometria del medio en estudio con discontinuidad cinematica..

Dada la presencia de una discontinuidad cinematica, el campo de desplazamiento se apro-

xima siguiendo la ecuacién 3.110 como sigue

w(@) = Yer Nua(x)ai+ Y e, Noo(@) a (4.2)



Capitulo 4: Ejemplos numéricos

80

gdl: grado de libertad
e gdl estandar [e] gdl enriquecido

“— L. 2L Pt— L__,
10 2 3 4 0 5 )
=] l =]
2
H=1
H=-1 | (b)
N(%l Ngl Ngl
/
()
NG,
e
l\Ngz
N(%l Ngl Nél
(d)
N,
NZ

FIGURA 4.2: (a) Discretizacién del problema 1. (b) Funcién Heaviside. (¢) Funciones de
forma del elemento con discontinuidad utilizando enriquecimiento estandar, (d) Funcio-
nes de forma del elemento con discontinuidad utilizando enriquecimiento modificado.

donde N!; son las funciones de formas estandard del nodo i, N7, son las funciones de

formas enriquecidas del nodo j, donde se ha considerado primeramente

Npy(@) = H(z) N, () (4.3)

Notese que para un problema poromecanico, estas funciones corresponden a la interpola-
cién del campo de presion.

La matriz de rigidez de cada elemento, puede particionarse en
L
K iyaij) = / Bﬂj) D B, dx i,j=1,2 (4.4)
0

Elemento (2;: Es un elemento lineal, en donde en todo el dominio la funcién Heaviside
vale H = 1. Los grados de libertad estdndar del elemento son:al y a?, mientras que a3
es el grado de libertad enriquecido. Notar que aunque este elemento no tenga ningunda

discontinuidad en su interior, presenta el nodo 2 enriquecido, por lo que las funciones de
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forma seran:

N (z) = [ 1 —2/L x/L] Bu(x) = [ “1/L 1/L}
(4.5)
Noo(z) = H(z) [ x/L] — [x/L } Bos(z) = [ 1/L }

Las particiones de la matriz de rigidez del elemento €2; toman la forma

1 -1
-1 1

EA

Ka1a1—EA/OL _11//[/[/] [—l/L 1/L]dx:T

K2 = EA/OL _11//LL ] [1/L] dz = ETA _11 ] (4.6)
Koz = EA/O (/2] /) ae =20

Sabiendo que K1, = KaTZ(ll, la matriz de rigidez del elemento seré:

1 -1 -1
-1 1 1 (4.7)
-1 1 1

_ EBA

Ko, 7

Elemento ();: Este elemento contiene una discontinuidad. Los grados de libertad aso-

ciados al elemento son a?,a?, af, a3 y a3. El campo de desplazamiento resulta a partir de

la interpolacién cuadrética de los gdl regulares a?, a3 y ai, y de la interpolacién lineal de
los grados de libertad (gdl) enriquecidos a3. En este caso,la funcién de enriquecimiento
Heaviside toma valores distintos antes y después de la fisura. Para la resolucion, puede
separarse el dominio del elemento como sigue:
2L L/2 2L
T T T

Ka(i)a(j) = Ba(j) D Ba(z‘) dr = Ba(j) D Ba(i) dz + Ba(j) D Ba(i) dz (48)

0 0 L/2
donde en el dominio del primer integrando €] la funcién Heaviside vale H = 1, y en el
dominio 2, vale H = —1. Entonces, los términos de la matriz de rigidez pueden calcularse

COIMo:

_ + -
Kagiyat) = Koiyai) T Kagiyay) (4.9)
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A partir de la formula de interpolacion de Lagrange, las funciones de forma son:

Nua) = | E=20L =) CLZ0 ale D | g,
Bu(z) = { - Q_LzL) * xzzf (QLL; 2 % ($222L) * 2522 ] on £
Ny (x) = H(z) [ 1— % % ] en (4.10)
N;Z(x)—[l—% %} en B;g(x):{% %} en QO
N_,(x) [ - % % ] en Q,; B,(x) [ —i —i ] en 25

Las particiones de la matriz de rigidez del elemento puede calcularse como,

. N CRE e
Koo = EA / B Bade="2 1 a3 53 a3
’ 1/6 —4/3  7/6

Kaia = EA /L/2(BCJLF2)T B, dz + /2L(Ba2)T Baldx] = ETA 1/8 —3/4 5/8 ]
0 L/2 -1/8 3/4 —5/8
Koz = EA / L/Q(BL)TBJQdH / " (B) Bode| = ETA 1/2 —1/2]
0 L/2 -1/2  1/2
(4.11)
La matriz de rigidez del elemento €2, es
[ 7/6 —4/3 —1/6 1/s —1/8 |
8/3 —4/3 —-3/4 3/4
Ko, = 7/6  5/8 —5/8 (4.12)
/2 —1/2
1/2

Elemento ()5: Es un elemento lineal. En todo el dominio, la funcién Heaviside vale
H = —1. Los grados de libertad estdndar del elemento son:a] y a3, mientras que aj
es el grado de libertad enriquecido. Analogamente al elemento €2y, el elemento no tiene
discontinuidad, pero comparte el grado de libertad enriquecido a3, por lo que las funciones

de formas enriquecidas seran en este caso:

Noo(e) = H(@) | 12/ | = | 2/L—1| Bu(e)=|1/L | (4.13)
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por lo que matriz de rigidez K, = Kq,. Realizando el ensamblaje de la matriz y te-
niendo en cuenta las condiciones de bordes planteadas, los desplazamientos regulares y

enriquecidos son:
a2 =u/2 a}=u/2 a}=u/2 ai=-u/2 aj=-u/2 (4.14)

Los desplazamientos nodales finales se calculan segin la ecuacién 4.2, resultando

U = aj —u; =0
uy = a? + N2y (z3) a3 —uy =0
uz = al + N2 (z3) a3 + Ni(x3)ai —uz3=7u (4.15)
Uy = aps + Ni(z4) a3 — Uy =T
Uy = a‘;’ —Us = U

A través de las funciones de forma y desplazamientos nodales regulares a; y enriquecidos
as, se aproxima el desplazamiento del medio y se representan la composicién en la Figura
4.3. Con este enriquecimiento, se observa que el desplazamiento nodal u; no corresponde
al desplazamiento regular del nodo i: a;. A continuacién, se utiliza el enriquecimiento

propuesto en (2.81), con el objeto de mejorar la respuesta obtenida:
Ng(x) = (H(x) — H(w;)) Nai(x) (4.16)

donde H (z;) son los valores de la funcién Heaviside en los nodos, el desplazamiento nodal
u; = a}, ya que Nyo(x;) = 0 para todos los nodos.

Siguiendo la misma metodologia que en el caso anterior, para el elemento €2 y {23, se
cumple que K140 = Kuos1 = Kuoae = 0 ya que en todo el dominio del elemento, H(z) =
H(z;), por lo que N,5 = 0 para todo z.

Para el elemento €2y, las funciones de forma enriquecidas se representadas en la Figura
4.2(d). y valen

NSIQ(JE):[O a:/L] en QF Biy(x)=|0 1/L | enQf

(4.17)
N (@) = [ —2+z/L 0 } eny  Bi(x)=|1/L 0 en €2y

Resolviendo el sistema de forma andloga, los desplazamiento nodales regulares y enrique-

cidos son:
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a?=0 aj3=u/2 ai=1 a3=-u/2 ai=-Tu/2 (4.18)

Los desplazamientos nodales finales corresponden al desplazamiento regular del nodo

up = aj —u; =0
uy = a? + N3 (zo) a —uy =0
uy = aj + N3 (xs) a3 + Ny (ws) a3 —uz =1 (4.19)
uy = ai + N5 (xy) a3 — U=
us = a; —Us = U

En la Figura 4.4, se grafican las composiciones de los desplazamientos regulares y enri-

quecidos.
I R ey
—A— 'ul'
3 =l A 1 : i
o MO [-e= a2 ¢ ® ¢ ¢ e
S 1 3 3 3
g
g 05—
=
& :
0.0 —8
0.5,
’ T

F1GURA 4.3: Desplazamientos regulares, enriquecidos y totales usando enriquecimiento
Naz(x) = H(2)Noi (), donde

U =) er Nfﬁ azia uz = ZjeJ Ngz a%, up +uz =) g Ncil azi + ZjeJ Ngz ag.
4.2.2. XFEM 2D: Chapa con fisura lateral bajo tensién uniaxial
El problema planteado corresponde a un ejemplo de estado plano de tensiones (EPT). Se

considera una chapa de ancho b = 1m y altura L = 2m con una fisura lateral ¢ = 1,0M Pa,

(Figura 4.5), con médulo de Young E = 30M Pa y coeficiente de Poisson = 0,3. Dada
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desplazamiento

FIGURA 4.4: Desplazamientos regulares, enriquecidos y totales usando enriquecimiento
Ny (x) = (H(x) — H(x;)) Ngi1(x), donde

_ i i _ *j _J _ i i *j _j
ur =3 ey Nogray,  ug = Zje] Noyay, wi+uy=73 . Nyaj+ zjeJ Ny, a; .

la presencia de la discontinuidad cinematica que representa una fisura lateral, el campo
de desplazamiento se aproxima con las ecuaciones 3.121, 3.122, 3.123 y 3.124.

Para el modelo numérico, se emplearon 3 mallas de elementos finitos 2D: 10x20, 20x40 y
40x80, resultando 200, 800 y 3200 elementos Lagrangianos de 9 nodos respectivamente.
Como parametro de referencia se considera el factor de concentracion de tensiones K;. La
solucién exacta para este problema es (Moes et al., 1999), (Fries et al., 2014), (Sukumar
et al., 2000), (Oller, 2001).:

K;wzF@) Ta

6/ 3 ) (4.20)
P (%) 12— 0,231% 410,55 (%) — 21,72 (%) +30,39 (%)

Se tomaron varios dominios de integracién en la cabeza de la fisura para evaluar el fac-
tor de concentracion de tensiones K7, del cual la solucion exacta para este problema es
K¢ = 3,452 (F = 2,826),K%7 = 0.

En la Figura 4.5 se representa la geometria del problema y la discretizaciéon empleada. En
la Figura 4.6 se grafican el estado tensional de la chapa o0,,0, y 74,. En el Tabla 4.1 se
detallan los valores de factor de concentracion de tensiones determinados numéricamente,

K7™ relativos a la solucion exacta K ¥, segin el nimero de elementos utilizados en la
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FIGURA 4.5: Geometria del problema de fisura lateral bajo tensién uniaxial (a) y de-
formada del modelo resuelto con XFEM (b).
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FIGURA 4.6: Mapa de tensiones: 0, 0y y T2y

discretizacién y el radio relativo r (Kabiri & Vernerey, 2013), (Vahab et al., 2018) utili-

zado para definir el dominio de integracion.

En la Figura 4.7 se representa la variacién de Ry = K{/Kp"™ en funcién del radio
relativo r utilizado para definir el dominio de integracion. En la Figura 4.8 se representa
Ry, = K§*/K}*™ en funcién del nimero de elementos utilizados en la discretizacién y para
distintos valores de 7.

Sin dudas, la gran ventaja del método XFEM para la resolucion de discontinuidades

discretas, es la independencia del mallado respecto a la misma. El modelo propuesto
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TABLA 4.1: Factor de intensidad de tensiones relativo K§*/K7"™ segtn el nimero de
elementos usados en la discretizacién y el radio r del dominio de integracién

Ry, = K{*/Kpem
N [r=1]r=15]r=2]r=25|r=3|r=4]r=5
200 [ 1.0619 | 1.0394 [ 1.0394 | 1.0393 [ 1.3092 | 1.0392 | 1.0392

800 | 1.0368 | 1.0198 | 1.0196 | 1.0196 | 1.0196 | 1.0196 | 1.0196
3200 | 1.0195 | 1.0095 | 1.0096 | 1.0102 | 1.0099 | 1.0099 | 1.0099

apunta a resolver problemas de propagacién de fisuras (sin readaptar la malla de elementos
finitos), por lo que la fractura y por ende, la posicién del crack-tip va evolucionando a lo
largo de todo el problema. Por esa razon, se consideran mallas uniformes de elementos. El
objetivo de este ejemplo, es analizar la convergencia de la solucién obtenida con XFEM
respecto a la solucion analitica. En la Figura 4.7 se observa que K7™ se estabiliza a
partir r = 2 y converge al valor exacto que corresponde a R, = 1 cuando el ntimero de
elementos aumenta (Figura 4.8).

Considerando que para la determinacién de K7™ se evalia la integral J (Moes et al.,
1999) en todos los puntos de Gauss ubicados a una distancia respecto al crack-tip menor
o igual a r, mientras menor sea este dominio de integraciéon, menos pasos de célculo se
requirird. En virtud a los resultados obtenidos, se considera un radio r = 2 como un valor
optimo para el analisis de K7™, principalmente teniendo en cuenta que en un problema
de propagacion de fisuras, este parametro se debera calcular en cada iteracion y en cada
posicion del crack-tip a medida que avance el proceso de fisuracion. Respecto al ntimero
de elementos, si bien es cierto que las mallas adoptadas son gruesas, los elementos que
més influyen en la evaluacion de la solucién del problema es en la zona del crack-tip (a
una distancia menor o igual a r = 2). Como el mismo va desplazandose en un problema
de propagacién, si se busca densificar el mallado (no uniforme), se lo deberd hacer en
todo el dominio del problema en donde pueda llegar a pasar la fisura con la desventaja

de aumentar el costo computacional, sin mejorar de manera significativa.

4.2.3. XFEM 2D: Viga a flexion con entalla central

Se considera ahora una viga como se muestra en la Figura 4.9, de espesor B = lem,
altura b = 15¢m, luz entre apoyos 60cm, con modulo de Young E = 9M Pa, coeficiente de
Poisson p = 0,3, sometida a una carga puntual P = 2K N. Para el modelo numérico, con
el mismo razonamiento que en el problema anterior, se emplearon 3 mallas de elementos

finitos: 24x6, 48x12 y 96x24, resultando 144, 576 y 2304 elementos Lagrangianos de 9
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FIGURA 4.7: R, = K{*/K}"™ en funcién al dominio de integracion 7.
nodos respectivamente.
La solucién exacta para este problema es (Oller, 2001):
F a
= 50 )
BVb' \b (4.21)

% — 0,5 de tabla f; (%) — 10,96

Bajo estas condiciones, la solucién exacta es K§* = 5,479. Se realiz6 el mismo andlisis
precedente. En la Figura 4.9 se representa la geometria del problema en estudio y la
discretizacion de elementos empleada. En la Figura 4.10 se grafican el estado tensional de
la chapa 0,0, y Tyy. Los valores de K obtenidos numéricamente y relativos a la solucion

exacta K7 se muestran en la Tabla 4.2.

En la Figura 4.11 y Figura 4.12 se muestran las variaciones del R, = K§*/K}"™ en funcién
del radio relativo r utilizado para definir el dominio de integracién, y en el nimero de
elementos utilizados en la discretizacién. Se observa en este caso, la estabilidad del K7™

calculado a partir de un dominio relativo de r = 2 (repitiéndose los resultados del problema,
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FIGURA 4.8: Rj, = K§{* /K™ en funcién del nimero N de elementos utilizados en la
discretizacion.
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FI1GURA 4.9: (a) Geometria de una viga entallada simplemente apoyada bajo carga
puntual. (b) Deformada del modelo resuelto con XFEM.

anterior). Para la discretizacién con menor nimero de elementos, se observa inestabilidad

en el calculo del K7™ utilizando dominios (r) del orden de la dimensién del elemento.
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FIGURA 4.10: Mapa de tensiones: o, 0y ¥ T2y

TABLA 4.2: Factor de intensidad de tensiones relativo R = K§*/K}"™ segtn el nimero
de elementos usados en la discretizacion y el radio r del dominiode integracién

Rk: K;I/Knum
N |r=1|r=15|r=2|r=25|r=3|r=4|r=5
144 | 1.074 | 1.076 | 1.075 | 1.076 | 1.076

576 | 1.036 | 1.039 | 1.039 | 1.039 | 1.039 | 1.039 | 1.039
2304 - 1.082 | 1.043 | 1.037 | 1.030 | 1.026 | 1.025

4.2.4. Propagacion de fractura debido a una solicitacion mecani-

ca

Habiendo analizando el uso de XFEM en problemas de medios continuos con una fisura en
una posicién determinada, se procede a estudiar el funcionamiento del modelo en proble-
mas de propagacion de fisuras. El mayor inconveniente es la falta de resultados andliticos
y/o experimentales disponibles en la bibliografia, pero ain asi es factible estudiar el com-
portamiento del modelo y del medio en si, en un proceso de fractura progresiva. Con tal
fin, se propone para el analisis un medio elastico lineal con médulo de Young £ = 30M Pa
y coeficiente de Poisson = 0,2 de dimensiones L, = 2000 y L, = 2000 con un hueco
circular de didmetro D = 1000 y con el centro desplazado C, = 150 del centro de grave-
dad del medio homogéneo (Figure 4.13). Si bien los pardmetros adoptados son genéricos,

se los detalla con el fin de que en un futuro, puedan ser usado para ser contrarestados
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FIGURA 4.11: Ry = K" /K™ en funcién al dominio de integracion.

con otros métodos. Como condiciones de borde, se restringe el desplazamiento de la cara
inferior y se impone una carga mecanica de magnitud Ao sobre la cara superior.

El modelo numérico esta formado por 908 elementos finitos uniformes con funciones de
formas bicuadraticas para el campo de desplazamientos. En la Figura 4.13 se representa la
geometria del problema en estudio. Si bien no se modela ninguna fisura preexistente, como
el criterio de inicio y/o propagacién de fisura es que el factor de intensidad de tensiones
K7™ alcance al factor de intensidad de tensiones critico K¢, se analizan inicialmente
el K7™ en el punto A y en el punto B, considerandose crack-tip, ya que la fisura se
originaria en A o en B. Una vez alcanzado el inicio de la propagacién en uno de estos
dos lugares, se modela una fisura de longitud a; = 1 (distancia seteada por el usuario)
a un angulo 6, el cual se calcula con la ecuacion 3.131, convirtiéndose el extremo de este
segmento a en el nuevo crack-tip. A continuacion, se vuelve a realizar el andlisis y se
evalian en ambos crack-tip el K7*™.

La respuesta global de la estructura es mostrada en la Figura 4.14, donde se grafica la
tension aplicada versus la flecha wy,(medida como el alargamiento vertical del hueco). En
esta figura, se distinguen diferentes etapas. En el tramo (1) — (2) (Figura 4.14), la carga

aumenta produciendo concentraciones de tensiones en el vertice izquierdo y derecho del
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FIGURA 4.12: R, = K§*/K}"™ en funcién del nimero N de elementos utilizados en la
discretizacion.

hueco. En la Figura 4.15 se representan la posicién de los puntos de Gauss de todos los
elementos. Debido a que el circulo no se encuentra centrado, en el punto B se producen
mayores tensiones. El punto (2) corresponde al instante en que en el punto B se alcanza la
condicién de rotura (K7 = Kj¢). A partir de ahi, comienza a propagarse una fisura hacia
el contorno exterior (Figura 4.16), resultando el tramo (2) — (3) hasta cortarse ese tramo
derecho. A partir de ahi, vuelve a tomar carga el conjunto -segmento (3) — (4) (Figura
4.17), concentrandose las tensiones en el punto A, hasta alcanzar un segundo valor maxi-
mo en (4), en el cual se vuelve a cumplir la condicién de rotura (K; = Kj¢). Entonces,
la fisura izquierda comienza de nuevo a abrirse -segmento (4) — (5)- hasta que finalmente
se propaga (Figura 4.18). En este punto, el medio no tiene capacidad de tomar més carga
por lo que termina alcanzado el colapso Figura 4.19.

Con la computadora empleada y el lenguaje de programacion usado, el tiempo empleado
para la simulacion fue de 2 horas. Si bien la principal ventaja del uso de XFEM es que el
mallado es fijo en todo el proceso, las matrices C'y K dependen de los grados de libertad
gdl de cada elemento. A medida que la fisura avanza, el crack-tip va tomando nuevos
elementos, por lo que el orden de las matrices va variando constantemente, haciendo no-

toriamente més lenta la simulacién.
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Otro andlisis importante, es que en los elementos enriquecidos, no hay un ntmero de
puntos de integraciéon minimo ni exacto para la obtencion de la solucién. A medida que
mayor es el nimero de puntos de Gauss en estos elementos, mayor es la precisién de la
aproximaciéon. Para los elementos finitos estandares cuadraticos se adoptaron 9 puntos de
integracién, mientras que para los elementos enriquecidos se tomaron como minimo 36
puntos, y en general 100 puntos de Gauss. Valores menores a los dados, producen inesta-
bilidad en la solucién global - la curva de la Figura 4.14 presenta saltos constantes. Por
ultimo, la longitud que se extiende la fisura ay = 0,1 paso a paso, surge también porque
valores grandes de a produce inestabilidad en la solucion, llegando incluso a no poder

tomar el punto (3) en el cual se corta el tramo derecho del medio.
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FIGURA 4.13: Geometria del ejemplo analizado para el estudio de la propagacién de la
fisura debido a una solicitacién mecdnica..

4.3. Problemas hidraulicos

En esta seccién se considera tinicamente el problema de transporte de fluidos en medios
porosos, en el cual no se considera el campo mecanico como variable. A igual que en el caso
anterior, se utiliza el modelo propuesto considerando el coeficiente de Biot nulo (a = 0),

desacoplando el problema mecanico del problema hidraulico. Inicialmente se considera un



Capitulo 4: Ejemplos numéricos 94

wAFTETEET T

6
15x10 ™

10—

I¥e]

FIGURA 4.14: Respuesta global del problema en estudio:: Ao vs flecha wy,.
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F1GURA 4.15: Deformacién del medio en el rango (1)-(2).
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FIGURA 4.16: Deformacién del medio en el rango (2)-(3).
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FIGURA 4.17: Deformacién del medio en el rango (3)-(4).
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FIGURA 4.19: Deformacién del medio en el momento del colapso (5).
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problema unidimensional con una discontinuidad material predeterminada, continuando
con simulaciones de probetas (de hormigén simple y de hormigén reforzado con fibras)
para la evaluacién de la permeabilidad y su correlacién con ensayos experimentales. Se
finaliza con un problema de flujo en un medio poroso bidimensional, el cual se compara

con la solucién semiandlitica presentada en la Seccién 2.9.

4.3.1. XFEM 1D: Flujo en un medio uniaxial con discontinuidad

material

En este ejemplo, se considera un medio uniaxial de longitud 3L en presencia de una
discontinuidad material ubicada en la mitad de la barra, como se muestra en la Figura 4.20.
El medio se caracteriza por las permeabilidades k; y ko desde la fisura hacia la izquierda, y
hacia la derecha respectivamente. Como condiciones de borde, se prescribe nula la presién

en el extremo derecho y se inyecta un flujo sobre el borde izquierdo (z = 0,¢; = q):

q(r=0) =7
(4.22)
plx=3L) =0
32 L 32 L
q
— | ) -0
Material 1 Material 2
Permeabilidad: k1  Permeabilidad: k2
< 3L >

—x

F1GurA 4.20: Geometria y condiciones de borde del medio en estudio con discontinuidad
material.

Con el objeto de obtener la distribucion de presiones en el dominio que presenta una
discontinuidad en su interior y cuya discretizacion es independiente de la posicién de
dicha discontinuidad, se considera en una primera instancia tres elementos lineales €2, €25

y 23, los cuales se muestran en la Figura 4.21.
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F1GURA 4.21: Discretizacién del medio con discontinuidad material.
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FIGURA 4.22: Distribucién de presiones regulares, enriquecidas y totales para una dis-
cretizacién de 3 elementos, usando N3 (x) = Ny, (Z(x) — Z(z;)), donde

Pr=3er N Pis p2=5es Npdah, pltpa =3 Npu P+ X jes Ny 3
Dada la presencia de la discontinuidad material, el campo de presiones se aproxima como

sigue

plx) = Y Ni(@) i+ 30, Nio(2) 1) (4.23)

donde N!; son las funciones de formas estandard del nodo i, N’, son las funciones de

formas enriquecidas del nodo j.

Las funciones de forma regulares son las mismas que las desarrolladas en el ejemplo

anterior. Las funciones de enriquecimiento empleadas para discontinuidades materiales
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F1GURA 4.23: Presiones totales para discretizaciones de 3, 9 y 19 elementos.

inicialmente son

Nj(@) = N (Z(z) - Z())) (4.24)

p2

donde Z(x) es la distancia entre la fisura y la coordenada x, Z(x;) es la distancia entre
la fisura y los nodos del elemento en estudio y IV,; son las funciones de forma regulares

lineales. A continuacién, se analiza cada elemento.

Elemento €);: El elemento es lineal. Los grados de libertad asociados al elemento son
pi,p? v p3. El campo de presién resulta a partir de la interpolacién lineal de los gdl
regulares pl y p?, vy de la interpolacién lineal de los gdl enriquecidos p3. De forma similar
al caso del problema mecéanico, si bien la discontinuidad material no se encuentra en este
elemento, comparte el grado de libertad enriquecido p3, por lo que se tiene que tener en
cuenta en la formulacién del elemento.

La funcién distancia entre la fisura y cualquier punto x pertenciente al dominio €2y, se
puede calcular como Z = 3L/2 — z. El término queda (Z(z) — Z(x;)) = [—x; L — x]. Se

puede escribir entonces,

N o —I+x2/L f(r) — Zx/L—l on
Ny, () = [ —ata/D) ] By, () = [ /D) ] oh (4.25)

Elemento €,: El elemento es lineal, cuyos grados de libertad regulares son p? y p3, y

los grados de libertad enriquecidos son p2 y p3. La funcién distancia entre la fisura y
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F1GURA 4.24: Distribucién de presiones resueltas analiticamente y con enriquecimiento
modificado.

cualquier punto x ubicado desde la fisura hacia la izquierda (£25), se puede calcular como
Z = L/2 -z y el término como (Z(x) — Z(x;)) = [—x; —z|, mientras que para un punto
ubicado hacia la derecha (Q05), Z =2 — L/2y (Z(x) — Z(z;)) = [x — L;x — L] (recordar

que siempre la funcién distancia Z > 0). Las funciones de forma y gradientes se escriben

Ny () = [ o By - [ 2o/t ] en O
—22/L —(22/L - 1) (4.36)

N (z) = 20 — L —2%/L B, (x) 2—2z/L en (O

& 2?/L —x & —1+22/L ?

Elemento 3: El elemento es lineal, cuyos grados de libertad regulares son p3 y pf, y el
grado de libertad enriquecido es p3, ya que comparte ese nodo con el elemento 2,. De forma
similar a €, la distancia se define como Z = x + L/2, y el término de enriquecimiento

queda como (Z(x) — Z(x;)) = [x;x — L], y las funciones de forma como

| w=a2?/L ‘() — 1—2x/L o
NPQ(m) - [ —(x—IQ/L) ] Bp2< >_ [ _(1 —2$/L) ] Q3 (4'27)
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Las matrices de los elementos €21, 25 y €23 quedan como:

ki/L —kJL 0 ki/L —k/L 0
Kgl = —kl/L ]fl/L 0 KQg - —kl/L kl/L 0
0 0  KkL/3 0 0 ki L/3
1/2L  —1/2L 1/4 1/4 1/2L  —1/2L —1/4 —1/4
~1/2L 1/2L —1/4 —1/4 ~1/2L 1/2L 1/4 1/4
Kq, =k + ko
1/4 —1/4 LJ/6 L/12 ~1/4 1/4 L/6 L/12
1/4 —1/4 L/12 L/6 ~1/4 1/4 L/12 L/6

(4.28)
Ensamblando la matriz de rigidez global y realizando un proceso similar al ejercicio 4.2.1,
se determinan la distribucién de presiones. En la Figura 4.22, se representa la parte regular
p1, enriquecida py v global p; + po de la presion a lo largo del medio. La distribucion real
es bilineal. Se observa una perturbacién del campo global en los elementos adyacentes al
que contiene la fisura. En la Figura 4.23 se muestran las distribuciones de presion globales
para mayores discretizaciones (3, 9 y 19 elementos). Se observa la convergencia con el
aumento de la discretizacion.
A posterior, se calcula el mismo ejemplo con el enriquecimiento modificado propuesto por
Cordero (2.82),
N;%(a’) = N;1 (ZTGJ<NgIZ(mT)) - Z(m)) (4.29)

La comparacién de resultados obtenidos utilizando 4.24 y 4.29 se muestra en la Figura

4.24, donde se observa una respuesta mas regular y uniforme en el segundo caso propuesto.

4.3.2. Ensayo de permeabilidad

Las propiedades de transporte de un medio poroso usadas para la caracterizacién de la
estructura interna son: la absorciéon de agua, absorcion capilar, penetracion de agua y
el coeficiente de permeabilidad. La presencia de fisuras tienen un fuerte impacto en es-
tas propiedades. A continuacion se presentan resultados de correlaciones entre el modelo
numeérico propuesto con ensayos experimentales de permeabilidad de probetas de morte-
ro con discontinuidades inducidas y probetas de hormigén reforzado con fibras de acero
(HRFA) y de hormigén reforzados con fibras sintéticas (HRFS) fisuradas mediante en-
sayos de traccion indirecta, los cuales fueron disenados por el tesista y la directora de
tesis, y fueron ejecutados en el Laboratorio de Entrenamiento Multidisciplinario para la

Investigacion Tecnoldgica, La Plata, Argentina (LEMIT).
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4.3.2.1. Test de permeabilidad en probetas de mortero fisuradas

Ancho d :
Espesor de la 1 fc © .i Superficie
fisura: wy, a lisura. permeable para el
N\ / igreso del flujo
: Superficie
/ impermeable

| .
y ! E / (con pintura a
I I

prueba de agua)

A
v

F1GurA 4.25: Esquema del ensayo experimental de permeabilidad en probetas de mor-
tero fisuradas.

p = 2040 cm c.a.

Meje 'y’
>

Wh
L, =5cm qg=0 q=0
p=0
#* —r
¥ \Jl\eje‘x’
[, =10 cm

FIGURA 4.26: Geometria del modelo y condiciones de contorno del problema.

En este ejemplo, se estudia el ajuste de la permeabilidad global de una matriz porosa en
presencia de una discontinuidad central uniforme como se muestra en las Figuras 4.25 y
4.26 evaluada mediante el modelo numérico basado en XFEM desarrollado en secciones
previas.

Para el estudio, se disenaron 4 probetas cilindricas de mortero cementicio de dimensiones
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l, = 10em, I, = Scm, preparados como se muestra en la Figura 4.25, las cuales pre-
sentan una discontinuidad en toda la altura [,. Se realizaron distintos anchos de fisuras:
b =1, 2, 3y4dcm respectivamente. La materializacion de la discontinuidad fue llevada a
cabo colocando una placa de rayos X, la cual tiene un espesor de wy, = 0,02c¢m y altura
l, = 5cm en el momento del colado de hormigén. Para asegurar el flujo axial, las probetas
fueron impermeabilizadas con pintura a prueba de agua en toda su superficie, a excepcion
de un sector central superior (para permitir el ingreso del agua) y un sector central inferior
(para permitir la salida del agua).

El test de permeabilidad consiste en aplicar presién a través de una columna de agua sobre
la cara superior. Una vez alcanzado el régimen estacionario, el coeficiente de permeabi-
lidad es obtenido a través de mediciones regulares del flujo saliente. La descripcion del
procedimiento experimental més detallada, puede ser extraida de Torrijos et al. (2012).
Para la simulacién numérica del ensayo, se simplificé el medio a un problema de dos
dimensiones. Como la fisura atraviesa todo el cuerpo, el ingreso y egreso de agua es en
forma directa a la matriz y a la fisura. Como la permeabilidad de la discontinuidad es
muy superior respecto a la del hormigon, la circulacién de agua a través de ésta es mucho
mayor. En un principio, se iba a modelar la geometria 2D de la Figura 4.26 de espesor b
y se iban a corregir los resultados considerando la diferencia de flujo circulante a través
de la superficie de hormigén no contemplada en el modelo 2D (mediante la ley de Darcy).
Pero la incidencia de esta correccion fue practicamente nula debido a la diferencia entre
los ordenes de permeabilidad del hormigén con respecto a la de la fisura.

El modelo numérico esta formado por 456 elementos finitos mixtos 2D con funciones de
forma bilineales para el campo de presién y bicuadraticas para el campo de desplaza-
miento. La integracién de los elementos es resuelta a través de la Cuadratura de Gauss,
tomando entre 36 y 100 puntos de integracién en los elementos enriquecidos con el objeti-
vo de reproducir la discontinuidad de los campos de desplazamiento y el gradiente normal
del campo de presién. La permeabilidad del medio es considerada uniforme e isétropa de
k., = le — 10cm/s, coeficiente de Biot « = 1 y médulo de compresibilidad @) = 118G Pa
con el fin de simular la cuasi-incompresibilidad del fluido. Para el calculo de la permeabi-
lidad de la discontinuidad, se consideran los casos limites del factor de friccién f = 1,00 y
f = 1,65 propuestos por Witherspoon et al. (1980) (ver seccién 2.7.5), viscosidad dinamica
del agua = 1,107"Ns/cm? y una temperatura 7' = 30°C. Los valores de los pardmetros,
fueron tomados de los trabajos de de Borst et al. (2009) y Meschke et al. (2011). Como

condiciones de borde Dirichlet, se considera la presién prescripta en la cara superior de
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p = 2040cmece.a. y nula en la cara inferior. Se impide el flujo en las caras laterales. Las con-

diciones de borde para el campo de desplazamiento restringen los movimientos de cuerpo

rigido.
p(y = 5em) = 2040cme.a.
p(y = Ocm) =0
q(x = Ocm) =0 (4.30)
q(z = 10cm) =0

La obtencion de la permeabilidad global del modelo numérico es exactamente igual al
ensayo experimental: una vez alcanzado el estado estacionario, se mide el volumen de
fluido V' en un determinado tiempo At y con el gradiente de presiéon Vp como dato (en
los ensayos experimentales a través de la altura de agua, mientras que en la simulacion

numérica a través de las condiciones de borde), se calcula la permeabilidad global como:

Vv

Knum = ——— 4.31
AtVp ( )

Los resultados experimentales y numericos obtenidos se muestran en la Tabla 4.3 y en
las Figuras 4.27 y 4.34. Si bien se observa un buen ajuste entre los resultados numéricos
y los valores experimentales, se observa dispersién en la permeabilidad obtenida en labo-
ratorio, lo cual se asocia a la dificultad de materializar de forma precisa el espesor de la
discontinuidad a través de la radiografia.

TABLA 4.3: Permeabilidades globales experimentales ke, desviaciéon estandar sj per-
meabilidades numéricas kym,.

Res. Experimentales | Res.Num.:f = 1,00 | Res.Num.:f = 1,65
blem] | kegplem/s]  silem/s] Epum[cm/s] Enum[cm/s]
1.0 6.47e-4 7.96e-5 1.17e-3 7.12e-4
2.0 2.79e-3 2.14e-4 2.34e-3 1.42e-3
3.0 2.73e-3 1.26e-4 3.52e-3 2.13e-3
4.0 4.78e-3 2.55e-4 4.69e-3 2.84e-3

4.3.2.2. Test de permeabilidad en probetas fisuradas de HRFA y HRFS

En este ejemplo, se estudia el ajuste de la permeabilidad global de probetas de HRFA y

HRF'S fisuradas a través de ensayos de traccion por compresion diametral.
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Permeabilidad global [em/s]

F1GURrA 4.27: Permeabilidad global evaluada mediante XFEM y ensayos experimentales

5x10°
® Resultados experimentales

—+— Mod. Numérico con f=1.65

4 —+— Mod. Numérico con f=1.00
3 —
2 —
1 -

| | | | | | |
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Ancho de fisura [cm]

35x10”° — : ,
—— Mod. Numérico con f=1.00

30 9| =¢— Mod. Numérico con f=1.65

Permeabilidad global [cm/s]

I I I I I I
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Apertura de fisura [cm]

FiGUurA 4.28: Permeabilidad global evaluada mediante XFEM.

4.0
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FIGURA 4.29: Geometria de la probeta para el estudio de permeabilidad para hormi-
gones HRFA y HRFS.

Se elaboraron tres hormigones de razén agua/cemento a/c = 0,49, con cemento portland
normal (CPN30), arena silicea natural y piedra partida granitica de 19 mm de tamano
méximo. A las probetas de HRFA se les incorporé 40kg/m? de fibras de acero de tipo
hookedend (longitud: 50 mm, esbeltez = 50), y a las probetas de HRFS se les incorporé
4kg/m? de fibras sintéticas (longitud: 50 mm). Con estos hormigones se moldearon pro-
betas cilindricas de 150mm x 300mm para la caracterizacién mecanica y vigas de 50mm
x 150mm x 900mm para evaluar las propiedades de transporte en el hormigon fisurado.

Las vigas de 50mm x 150mm x 900mm se cortaron en rodajas de 50mm x 150mm x
150mm (ver Figura 4.29. Estas probetas fueron fisuradas a traccién por compresién dia-
metral (Figuras 4.30 y 4.31) con anchos de fisuras variables entre 0,05mm y 0,5mm. Este
ensayo fue realizado en una maquina Instron con control de deformacién por lazo cerrado,
el control de velocidad del ensayo se realizo a través de un clip ubicado en el centro de la
cara de la probeta en contacto con el molde. A su vez el ensayo finaliza cuando la apertura
de fisura medida mediante este clip alcanza el valor buscado. También se colocé un clip

en la cara de moldeo para tener un registro del ancho de fisura en esa cara.

Finalizado el ensayo, con una lupa con una precisién de 0,05 mm se midi6 el ancho residual
de fisura en cinco puntos a lo largo de ambas cara de la probeta. También, a través de
un procesador de imédgenes se midio la tortuosidad de las fisuras sobre la superficie de
moldeo (Figura 4.32). La fisura sobre la superficie no es una linea recta sino que presenta
un desarrollo tortuoso, se definié como factor de tortuosidad a la relaciéon entre el largo
“real” de la fisura sobre la superficie (L1) y el largo de una recta que empieza y termina
en los mismos lugares que la fisura (L2) (Figura 4.33). La descripcién del procedimiento
experimental mas detallada, puede ser extraida de Torrijos et al. (2012).

El modelo numérico de dimensiones [, = 15¢m, I, = 15cm y I, = 5em estd formado por

110 elementos finitos mixtos 2D con funciones de forma bilineales para la aproximaciéon
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FicuraA 4.30: Ensayo de tracciéon por compresién diametral - Vista frontal.

FicuraA 4.31: Ensayo de traccién por compresién diametral - Vista lateral.
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FIGURA 4.32: Permeabilidad global de una probeta fisurada de HRF de acero y sinte-
ticas, evaluada mediante XFEM y ensayos experimentales

F1cURA 4.33: Permeabilidad global de una probeta fisurada de HRF de acero y sinte-
ticas, evaluada mediante XFEM y ensayos experimentales
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del campo de presién y bicuadraticas para el campo de desplazamientos. Se considera para
la simulacién, el problema como bidimensional de espesor [,. La permeabilidad del medio
es considerada uniforme e isétropa de k,, = le — 10cm/s, coeficiente de Biot a« = 1y
modulo de compresibilidad ) = 1e18G Pa con el fin de simular la cuasi-incompresibilidad
del fluido. Para el calculo de la permeabilidad de la discontinuidad, se consideran los
casos limites del factor de friccion f = 1,00 y f = 1,65, viscosidad dinamica del agua u =
1,107"Ns/em? y una temperatura T = 30°C. Obsérvese que los pardmetros adoptados
respecto a la seccién 4.3.2.1 son iguales ya que las fibras no modifican las propiedades
hidratlicas del hormigén, tanto en el caso con fibras de acero como con fibras sintéticas.
Como condiciones de borde Dirichlet, se considera la presion prescripta en la cara superior
de p = 2040cmc.a. y nula en la cara inferior. Se impide el flujo en las caras laterales.

Los resultados experimentales y numéricos obtenidos se muestran en la Tabla 4.4 y en
la Figura 4.34. Los resultados experimentales obtenidos para una fisura de ancho wh =
0,000cm correspoden a probetas fisuradas ensayadas mecanicamente pero siguiendo el
método para cuantificar el ancho de fisura, no se alcanzé a cuantificar una apertura de
fisura. Esto no implica que la probeta no este fisura, ya que la permeabilidad medida es
bastante mayor a la permeabilidad natural del hormigén. A diferencia del caso anterior
(seccidon 4.3.2.1, la dispersién entre los resultados experimentales y los numéricos aumenta.
Esto se debe sin dudas a que, en el caso del mortero simple, la discontinuidad se materializa
durante el moldeo de la probeta (a través del uso de una radiografia) manteniéndose en
forma integra de la matriz porosa, mientras que en este caso, las fisuras son provocadas por
cargas mecanicas, la cual termina produciendo no solo una fisura discreta, sino microfisuras
distribuidas (aleatoriamente en las distintas probetas). En cambio, en el modelo numérico
solo se considera una fisura discreta y la matriz porosa intacta. Si bien podria considerarse
en el modelo una variacion de la permeabilidad de la matriz, la mayor dispersién es en
los resultados experimentales. Ain asi, una aplicaciéon para este modelo es cuantificar el
nivel de dano o de fisuraciéon de un medio, por lo que esta dispersiéon puede dar indicios

en cuanto a ese nivel.

4.3.3. Presion prescripta en una discontinuidad

En los siguientes dos ejemplos, se considera un medio poroso saturado con una discon-
tinuidad cinematica, en donde se asume el flujo en estado estacionario, sometido a una
presion prescripta en un contorno determinado. El problema es resuelto a través de XFEM

y se comparan los resultados con el método semianalitico (Luege et al., 2016). El objetivo
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TABLA 4.4: Apertura de fisura wh, permeabilidades globales experimentales k¢, des-

Res. Experimentales

Res.Num.:f = 1,00

viacién estandar s permeabilidades numéricas k;ym

Res.Num.:f = 1,65

Tipo | wh[em] ‘ kezplem/s]  sglem/s] Enumlcm/ s] Knum|cm/ 8]
HRFA | 0.000 2.90e-8 3.80e-8 1.00e-10 1.00e-10
HRFA | 0.000 2.50e-6 1.91e-7 1.00e-10 1.00e-10
HRFS | 0.004 1.80e-6 4.32e-7 1.84e-5 2.78e-5
HRFA | 0.004 2.47e-6 0.27e-7 1.84e-5 2.78e-5
HRFA | 0.005 4.35e-6 1.46e-7 3.59e-5 5.44e-5
HRFS | 0.006 1.57e-6 2.77e-7 6.21e-5 9.40e-5
HRFS | 0.008 8.02e-6 3.85e-6 1.47e-4 2.23e-4
HRFA | 0.008 1.02e-5 4.95e-6 1.47e-4 2.23e-4
HRFA | 0.008 1.41e-5 7.54e-6 1.47e-4 2.23e-4
HRFS | 0.009 3.80e-5 7.99e-6 2.10e-4 3.17e-4
HRFS | 0.014 2.05e-5 2.78e-6 7.89e-4 1.19e-3
HRFS | 0.016 1.80e-3 1.29e-4 1.18e-3 1.78e-3
HRFA | 0.023 1.51e-2 6.10e-4 3.50e-3 5.29e-3
HRFS | 0.026 3.11e-2 1.41e-2 5.05e-3 7.65e-3
HRFA | 0.030 4.15e-3 3.87e-4 7.76e-3 1.17e-2
HRFS | 0.036 2.73e-2 3.52e-3 1.34e-2 2.03e-2
HRFS | 0.046 2.57e-2 3.71e-3 2.80e-2 4.23e-2
HRFA | 0.063 6.79e-2 6.79e-3 7.19e-2 1.09e-1

es verificar la calidad de la solucién obtenida por XFEM. La geometria y las condiciones

de borde del problema de este ejemplo, se muestran en la Figura 4.35. El dominio 2

es un medio poroso saturado cuadrado de dimensiones L, = 6m y L, = 6m, con una

permeabilidad uniforme isotropica de k,, = 1, coeficiente de Biot a = 1 y mddulo de

compresibilidad () = 1e18G Pa, con una fisura de longitud a = 2m ubicada en el centro

del dominio. El comportamiento mecanico del sélido es eldstico lineal cuyo médulo de

Young es F = 30M Pa y médulo de Poisson es v = 0,2. Como condiciones de borde

Dirchlet, se considera la presién prescrita nula en todo el contorno y presiéon en la fisura

p = 1M Pa. En cuanto al campo de desplazamientos, para evitar el movimiento de cuerpo

rigido, se restringe el desplazamiento vertical de la cara inferior, y horizontal de la cara

lateral izquierda.
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FIGURA 4.34: Permeabilidad global de una probeta fisurada de HRF de acero y sinte-
ticas, evaluada mediante XFEM y ensayos experimentales

(y=06)
(y=0)

ple=0) =0 (4.32)
(z =6)
)

El modelo basado en XFEM esta formado por 480 elementos mixtos con funciones de forma
bicuadraticas para el campo de desplazamiento y bilineales para el campo de presion. La
integracién de los elementos es resuelta a través de la Cuadratura de Gauss, tomando
entre 36 y 100 puntos de integracién con el objetivo de reproducir el campo discontinuo
de desplazamiento.

En la Figura 4.36 se representan la distribucién de presiones en el dominio €2 obtenida con
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XFEM, y en la Figura 4.37 la distribuciéon obtenida utilizando el método semianalitico
(Seccién 2.9). Los resultados entre el método semianalitico y XFEM son comparados en
las Figuras 4.38 y 4.39, donde se muestran los gradientes de presiéon dp/dy a lo largo de
un eje paralelo a la fisura ubicado en y = 3 y los gradientes de presién dp/dz a lo largo
de un eje perpendicular a la fisura, ubicado en y = 2,7.

Al imponer como condicién de borde la presién prescripta p en la discontinuidad en el
modelo basado en XFEM, la presion resulta constante a lo largo de toda la fisura por lo
que el gradiente de presion tangencial a la fisura es nulo en toda la discontinuidad, como
se muestra en la Figura 4.38. Ademas, debido a que la apertura de fisura es muy chica, la
presion es continua en todo el dominio, por lo que la presion de la matriz porosa en la zona
de contacto con la discontinuidad sigue siendo la presion prescripta p. De acuerdo a la
formulacién del modelo, la distribucién de presiones en la matriz depende exclusivamente
de la permeabilidad del medio y es independiente de las caracteristicas de la discontuidad,
por lo que si la fisura seria de longitud infinita, seria véalido considerar que el gradiente
de presién dp/0x en toda la matriz resulta lineal, cuya pendiente es la permeabilidad
del medio poroso. En este caso, en la Figura 4.39 se observa que el gradiente de presion
Op/0x en el eje y = 2,7 aumenta en las zonas de los crack-tip debido a la perturbacién
producida por el gradiente en la otra direccién dp/dy. En el caso del método semianalitico,
se observa mayores gradientes de presion en las dos direcciones en la zona cercana a la
fisura, pero menores valores de gradientes al alejarse de la misma. Esto puede deberse a
que los resultados obtenidos mediante XFEM son independientes de las caracteristicas de
la fisura, mientras que en el método semianalitico si dependen, y que la presion prescripta
D en este caso se impone a través de fuentes de presion a lo largo de la discontinuidad,
resultando que el gradiente de presién dp/dy no sea constante a lo largo de la fisura
(Figura 4.38).

Con el fin de analizar la convergencia de los resultados obtenidos mediante XFEM, se
consideraron diferentes mallas: 10x12, 20x24, 30x36, 40x48 y 50x60 elementos. En la
Figura 4.40 se representa los errores relativos para cada discretizacion considerada. Los

errores relativos se calculan como:

_ ||p _prefHL2(Q)
g Prel|z2 ()
Op/0x — Opyes/Ox
e = ||9p/ Pres /0|2 (@) (4.33)

|10prer /0| | L2
_ H@p/ay - apref/ayHL?(Q)
e ||8pref/ay||L2(Q)
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donde el stmbolo ||p||r2() denota la norma L? del campo p, tal que |[p||r2@) = 1/ [ [p|?dz.

El campo p,.y es la aproximacion de la soluciéon obtenida con la malla del mayor nimero de
elementos (50x60 elementos). Segun los resultados calculados, se observa que la diferencia
entre una malla gruesa y una densa (diferen 25 veces la cantidad de elementos) no supera
el 3% de error. Por otro lado, en la Tabla 4.5 se muestran los tiempos de ejecucién
requeridos para cada discretizacion. Si bien son tiempos muy bajos de procesamiento, son
ejemplos muy chicos y por sobre todo estaticos. En procesos de fractura progesiva, influye

enormemente.
TABLA 4.5: Tiempo de ejecucién con un procesador Intel Core i7-4510U-2.00GHz.

N, x N, | Numero de elementos ‘ Tiempo [s]

12 x 10 120 10
24 x 20 480 26
36 x 30 1080 34
48 x 40 1920 52
60 x 50 3000 60
21 7;5: 0
l, =6 p=1 a=2
p=0
Z
7 —r
N y ee X’
) l,=6

FI1GURA 4.35: Presién prescripta en una discontinuidad: Geometria del problema y
condiciones de borde

4.3.4. Flujo de Poiseuille dentro de una fisura

En este ejemplo, se considera una matriz sélida permeable de dimensiones L, = 6m y

L, = 4m, con idénticas propiedades poromecanicas del problema anterior. En este caso,
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FIGURA 4.36: Presion prescripta en una discontinuidad: Distribuién de presiones re-
suelto mediante XFEM

FIGURA 4.37: Presion prescripta en una discontinuidad: Distribuién de presiones re-
suelto mediante el método semianalitico.
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FIGURA 4.38: Presion prescripta en una discontinuidad: Gradiente y a lo largo de un
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FI1GURA 4.39: Presién prescripta en una discontinuidad: Gradiente x a lo largo de un
eje y = 2,7.
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F1GURA 4.40: Error relativo de la presién y de los gradientes de presién para diferentes
discretizaciones de elementos finitos.

la fisura de longitud a = 1m se ubica paralela al eje y en contacto con la cara inferior del
cuerpo, como se muestra en la Figura 4.41. Se impone un gradiente de presiones unitario,
resultando una presion p = 4 M Pa en la cara superior y nula en la cara inferior. En las
caras laterales queda impedido el flujo § = 0. En cuanto al campo de desplazamientos,
para evitar el movimiento de cuerpo rigido, se restringe el desplazamiento vertical de la

cara inferior, y horizontal de la cara lateral izquierda.

(4.34)

El modelo basado en XFEM esta formado por elementos 380 elementos mixtos con funcio-
nes de formas bicuadraticas para el campo de desplazamiento y bilineales para el campo
de presion. Se emplearon 36 puntos de integracion para los elementos enriquecidos. Para
la verificacién de los resultados, se considerd la solucién obtenida mediante el método

semianalitico 2.9.

Para el andlisis de los resultados, se introduce el siguiente parametro adimensional:

kq

A= )
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donde kg es la permeabilidad de la discontinuidad, k¢ es la permeabilidad del medio y
L es la longitud de la fisura. Los valores altos de A indican que la permeabilidad de la
fisura es mas grande que del medio poroso, por lo que el fluido tiende a dirigirse a la
discontinuidad y circular a través de ella. Por el contrario, valores menores de A implican
que la discontinuidad representa una barrera para el flujo a través de la misma, y el flujo

tiende a esquivarla.

% T 54
Ly G=0 T g=0
a
p=0
7 —2
N o eje'x’
Lx

FIGURA 4.41: Flujo de Poiseuille dentro de una fisura: Geometria del problema y con-
diciones de bordes

Las distribuciones de presién en €2 obtenidas con XFEM y el método semianalitico, con-
siderando A = 1 se muestran en la Figura 4.42 y Figura 4.43 respectivamente. Se observa
que la solucion semianalitica presenta gradientes mas elevados cerca de la fisura que la
obtenidos mediante XFEM. La distribuciéon de presién a lo largo de un eje paralelo a la
fisura (z = 3m) obtenida por ambos métodos se muestra en la Figura 4.43 para diferentes
valores diferentes de \. Se observa que en el caso de A = 1, es decir para una alta permea-
bilidad de la discontinuidad, tanto la solucién semianalitica como la basada en XFEM dan
un valor constante de presion en la fisura (que en el ejemplo es igual a cero) de manera
consistente con el valor prescrito por la condiciéon de borde. Para una baja permeabilidad
de la fisura, que corresponden a valores bajos de A, la presién no se ve afectada por la
presencia de la grieta. En la figura 4.45 se presenta el gradiente de presiones normales
Op/0y sobre un eje paralelo a la fisura ubicado en x = 3m. En la figura 4.46 se presenta el
gradiente de presiones tangenciales dp/dx sobre un eje coincidente a la fisura en x = 2,7m.
Se puede observar una idea de cémo el flujo se ve influenciado por la presencia de la dis-

continuidad bajo las condiciones de borde planteadas. Dado que el gradiente dp/0y esté
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F1GURA 4.42: Flujo de Poiseuille dentro de una fisura: Distribucion de presiones resuelto
mediante XFEM.
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F1GURA 4.43: Flujo de Poiseuille dentro de una fisura: Distribucién de presiones resuelto
mediante el método semianalitico.
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A , , , . .
SemiA: X-FEM: P
35 — A=1.0 . A=1.0 G ]
- =01 + 2=0.1
af 2=0.01 2=0.01 I
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X

FI1GURA 4.44: Flujo de Poiseuille dentro de una fisura: Distribucion de presiones -
XFEM vs método semianalitico
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FicURA 4.45: Flujo de Poiseuille dentro de una fisura: Distribucién de gradiente de
presiones y - XFEM vs método semianalitico
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SemiA: X-FEM:
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F1GURA 4.46: Flujo de Poiseuille dentro de una fisura: Distribucion de gradiente de
presiones x - XFEM vs método semianalitico

relacionado con el flujo tangencial de la fisura, en el caso de que sea altamente permeable,
el flujo tangencial es casi cero en la discontinuidad y el fluido fluye casi por completo en
la direccion normal hacia la fisura, mientras que, para una permeabilidad baja, el flujo
es paralelo a la misma. Tales comportamientos son reproducidos tanto por la solucién
XFEM como por la solucién semianalitica. Sin embargo, en el diagrama que se muestra
en la Figura 4.45, se observa que el flujo normal computado con el método semianalitico
tiene un maximo en L/2 frente a la solucién XFEM que tiene su méximo en la punta de

la grieta.

4.4. Problemas hidro-mecanicos acoplados

Con el fin de analizar el comportamiento del modelo propuesto en problemas hidro-mecéani-
cos acoplados, se simulan medios solicitados a una accién hidratlica y se estudia el compor-
tamiento mecanico producto de la misma. Al no disponer de ensayos de experimentales
ni otros modelos numéricos, la valoracién de los mismos es del tipo conceptual unica-

mente. Se consideran dos problemas: un medio poroso saturado con una discontinuidad
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cinematica sometido a un gradiente de presién y una propagacién de fractura debido a

una solicitacién hidraulica.

4.4.1. Medio poroso saturado con discontinuidad discreta some-

tido a un gradiente de presion

A continuacién, se busca estudiar los efectos del flujo de fluido a través de la discontinuidad
sobre la apertura de la misma, para diferentes valores de A (Ecuacién 4.35). Para ello,
se considera un cuerpo poroso permeable de dimensiones L, = 6m y L, = 6m. Las
propiedades poromecanicas son idénticas al ejemplo 4.3.3. La fisura de longitud a = 2m
se ubica en el centro del medio, paralela al eje y como se muestra en la figura 4.47.a. Como
condiciones de borde, se prescribe la presién en la cara superior p = 6 M Pa, se anula la
presion en la cara inferior p = 0, y anula el flujo de fluido en las caras laterales del medio
g = 0. Si bien no hay datos experimentales o numéricos para validar al modelo propuesto,
se analiza la convergencia del mismo con la densificacién de la malla. Con tal fin, se
considera cuatros discretizaciones diferentes (duplicando la cantidad de elementos en las
dos direcciones): 9x12 (108 elementos), 19x24 (456 elementos), 39x48 (1872 elementos) y
79x96 (7584 elementos). En todos los casos son elementos finitos mixtos uniformes con
funciones de formas bicuadraticas para el campo de desplazamiento y bilineales para el
campo de presiéon y se emplearon 36 puntos de integraciéon para los elementos enriquecidos.

En todos los casos, se procura que la fisura considerada, corten los elementos.

ply=6) =6MPa
ply=0) =0MPa
(4.36)
g(x =0) =0MPa
q(x =6) =0MPa

En la Figura 4.47.b, 4.47.c y 4.47.d, se muestra la distribucion de presiones para diferentes
valores de permeabilidades de la discontinuidad: k4 = 0,0628, 0,628, 6,28, 6 A = 0,01, 0,1, 1.
En la figura 4.48, se presentan las presiones calculadas sobre un eje central que coincide
con la fisura. En la figura 4.49 se muestra el gradiente de presiones normales a la fisura
sobre un eje paralelo a la fisura ubicado en x = 3m. En la figura 4.50 se presenta el

gradiente tangencial de presiones sobre el mismo eje (x = 3m). Debido al acoplamiento
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FIGURA 4.47: (a)Geometria del problema. Campo de presiones p(x,y
un gradiente uniforme de presones paralelo a la fisura para (b) A = 0,
(AW A =1.
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FIGURA 4.48: Presion a lo largo de la fisura para diferentes valores de .
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Gradiente de presion tangencial a la fisura

y (en x=3)

FicUurA 4.49: Gradiente de presién en la direccién x para diferentes valores de A.
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Gradiente de presion tang. a la fisura

y (en x=3)

Ficura 4.50: Gradiente de presiéon en la direccién y para diferentes valores de A.
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FI1GURA 4.51: Apertura de fisura debido a la circulacién de fluido para (a)\ = 1,
(b)A=0,1y (c)A = 0,01.
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entre el campo de presiones y el de desplazamientos, se produce una apertura adicional
de fisura cuando circula el fluido. En las Figuras 4.51.a, 4.51.b y 4.51.c se representan la
posiciones de los puntos de Gauss cercanos a la fisura para A = 0,01,0,1, 1.

De acuerdo a los resultados, se observa que para valores bajos de A, la distribuciéon de
presiones no se ve afectada por la presencia de la fisura. Sin embargo, para valores altos
de permeabilidad, el flujo cambia notablemente. En el inicio de la fisura, el flujo va desde
la matriz porosa hacia la fisura de forma normal. En el sector final de la fisura, el flujo

vuelve de la fisura hacia la matriz porosa en forma normal.
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FiGurA 4.52: Soluciéon mediante XFEM para A = 1: Error relativo de la presién y de
los gradientes de presién para diferentes niimero de elementos finitos.

0.40 —
12|
s 9
= 035
wn
Z
<
- o030 ||
= 19
v
g
<~£« 0.25 48( | 96| |
39 5
0.20 — —
| | I |
2000 4000 6000 8000

N

F1GURA 4.53: Solucién mediante XFEM para A = 1: Apertura de fisura para diferente
numero de elementos finitos.
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Para analizar la dependencia de los resultados con la discretizacion de la malla de elemen-
tos finitos, se grafica en la Figura 4.52 el error relativo de la distribucién de presiones y
los gradientes respectivos (calculados segin la ecuacion 4.33) para el caso en donde A = 1,
tomando como referencia los resultados obtenidos para las discretizaciones mencionadas
previamente. En la Figura 4.53 se grafican la apertura de fisura para diferentes discretiza-
ciones. A diferencia del ejemplo 4.3.3 en donde el error entre las distintas discretizaciones
no superaba el 3%, en este caso (problema hidromecédnico acoplado) se observan errores
mucho mayores para discretizaciones gruesas para el gradiente de presion normal a la fi-
sura (superando el 12 %), mientras que para para el campo de presion y para el gradiente
tangencial a la fisura, el error es imperceptible. Pero el gradiente normal es el que regula el
intercambio de flujo entre la matriz porosa y la fisura y por ende, el que mas influye en la
apertura de fisura wh. Este error se traslada de forma analoga en la evaluacién de wh, es-
tabilizandose a partir de la malla de 39x48 elementos, el cual queda reflejado en la Figura
4.53. En la Tabla 4.6, se muestra la discretizacién considerada, el nimero de elementos, el
tiempo de ejecucion, el valor de la apertura de fisura (COD: crack opening displacement)
y el error relativo respecto al COD calculado con la malla mas densa. Se observan errores
muy grandes con discretizaciones gruesas. Esto es muy importante ya que a mayor COD,
mayor factor de intensidad de tensiones, por lo que el error se arrastraria en un mismo
porcentaje a la respuesta global en un problema de fisuras progresivas, resultando errores
muy groseros. También se observa una variacion muy grande en los tiempos requeridos
para la simulacién en funcién a la discretizacion. Teniendo en cuenta que en un problema
de propagacion, esta simulacion se repite muchas veces, resultaria de suma ayuda buscar

el equilibrio entre el error esperable y el tiempo empleado para la simulacion completa.

TABLA 4.6: Tiempo de ejecucién con un procesador Intel Core i7-4510U-2.00GHz.

N, x N, | Numero de elementos ‘ Tiempo [s] ‘ COD [mm)] ‘ Error relativo [ %)

9x 12 108 7 0.40 100 %
19x 24 456 17 0.28 40 %
39 x 48 1872 93 0.21 5%

79 x 96 7584 1042 0.20 -
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4.4.2. Propagacion de fractura debido a una solicitacién hidrauli-

ca

Teniendo como base los ejemplos resueltos previamente, considerando todas las conclu-
siones de cada ejemplo, se procede a simular un ejercicio final de fractura hidréulica. Un
medio poroso se caracteriza por tener una permeabilidad natural propia del material que
la constituye. En el caso de hacer circular un fluido (ya sea para extraer o para incorporar
liquido o gas) a través de esta matriz, el rendimiento serd en funcién a la permeabilidad de
la matriz y variara en funcién de algunas fisuras preexistentes que pueden tener el macizo.
Como vimos en los ejemplos 4.3.2.1 y 4.3.2.2, la permeabilidad global de un medio depen-
de fuertemente de las discontinuidades discretas que contiene. La fractura hidrailica (o
fracking) es la rotura del suelo debido a la inyeccién de fluido a una alta presién a través
de una perforacién, la cual produce concentracion de tensiones hasta un punto tal que se
alcanza la falla del material, dando inicio al proceso de propagacion.

Con el fin de estudiar las ventajas y desventajas del uso del modelo propuesto en pro-
blemas de fracking, se considera un medio poroelastico lineal de iguales caracteristicas
al ejercicio 4.2.4. El medio es de un material poroso saturado con una permeabilidad
k., = 1, coeficiente de Biot o = 1, médulo de compresibilidad Ky = 1E18GPa y di-
mensiones L, = 2000m y L, = 2000m, con una perforacién de didmetro ¢ = 650m cuyo
centro se ubica en coordenadas C, = 1000m, C, = 525m (ver Figura 4.54). Como condi-
ciones de borde, se prescribe nula la presién en todo el contorno p = 0 y se restringe el
desplazamiento para evitar el movimiento de cuerpo rigido. Se inyecta fluido AQ) por una
fisura preexistente de longitud a = 400.

El modelo numérico propuesto esta formado por 420 elementos finitos mixtos con funcio-
nes de forma bicuadraticas para el campo de desplazamiento y bilineales para el campo de
presion. De acuerdo a lo observado en ejercicio 4.2.4, se adoptan 100 puntos de Gauss para
los elementos que contienen nodos enriquecidos por las funciones de forma asintoticas y
36 puntos de Gauss para los elementos que contienen nodos enriquecidos por funciones de
forma Heaviside o funcién distancia (el niimero de puntos de integracion es grande debido
a que no hay un nimero minimo en el cual la cuadratura resulte exacta). El medio es
discretizado con una malla regular y tanto el hueco como la la fisura son consideradas con
XFEM. En el caso del hueco, se emplea la funcién Heaviside para anular la incidencia del
mismo, siendo H = 0 todos los puntos interiores a la circunferencia y H = 1 los puntos
exteriores. Se adopta, a igual que en el ejercicio 4.2.4, un incremento de longitud de fisura

de ay = 1.
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La respuesta global de la estructura se muestra en la figura 4.55, donde se grafica el flujo
AQ versus la apertura de fisura. Se distinguen 2 etapas: el tramo (1) — (2) en el cual el
aumento de inyeccién de fluido produce un incremento en la presion, por el cual debido
al acoplamiento con el campo de desplazamiento, se producen deformaciones y tensiones,
las cuales se concentran en el extremo de la cabeza de la fisura. Al aumentar la inyec-
cién de fluido, el factor de intensidad de tensiones aumenta hasta llegar al valor critico
K; — Kjc en (2). A partir de este punto, se comienza a propagar la fisura hacia el hueco.
En la Figura 4.56 se muestra la distribucién de presiones a lo largo de un eje coincidente
con la fisura inicial preexistente en diferentes posiciones de la cabeza de la fisura. En la
Figura 4.57 se muestra el medio deformado en el instante en que comienza la propagacion
de la fisura. Cuando la fisura se empieza a propagar, el crack-tip se va trasladando de
elemento a elemento orientandose hacia el hueco. En las Figuras 4.58 y 4.59, se muestran
las posiciones de los puntos de Gauss en dos momentos caracteristicos: cuando el crack-tip
coincide con el borde de un elemento finito enriquecido y cuando se ubica en el medio de
un elemento. En términos globales, se observa que los resultados obtenidos son consisten-
tes con el problema fisico pero no existen ensayos experimentales que los validen. Con la
computadora empleada y el lenguaje de programacién usado, el tiempo empleado para
la simulacién fue de 7 horas. Se repiten las observaciones realizadas en el ejercicio 4.2.4:
Menos de 36 puntos de Gauss para los elementos enriquecidos y/o valores mayores de
incremento de fisuras a; (seteados por el usuario) producen inestabilidades en la solucion

(la curva de la Figura 4.55 presenta saltos constantes.
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FicurA 4.54: Geometria y condiciones de bordes del problema considerado.
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FIGURA 4.56: Presién a lo largo de un eje paralelo a la fisura para diferente posiciones
del crack-tip.
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F1GURrA 4.57: Medio poroso deformado producido por la inyeccion de un fluido cuando
el crack-tip se encuentra en a = 400.
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F1GURA 4.59: Posicién de los puntos de Gauss cuando el crack-tip se encuentra en el
medio de un elemento finito enriquecido.
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Conclusiones

5.1. Conclusiones

En esta tesis se ha desarrollado un modelo para la simulacion del problema hidromecanico
de medios porosos saturados fisurados acoplados. El tratamiento para la evaluacién del
flujo dentro de una discontinuidad, la interacciéon con la matriz porosa y el acoplamiento
con el campo mecanico, ha sido modelado en funcién a la teoria propuesta por Vernerey
(Vernerey, 2011), (Vernerey, 2012) y asumiendo los lineamientos propuestos por Khoei
(Khoei & Haghighat, 2011), (Mohammadnejad & Khoei, 2013b), (Mohammadnejad &
Khoei, 2013a), (Khoei et al., 2014), (Rethore et al., 2007b)). En la macroescala, el mo-
delo considera a la matriz porosa {2 como un medio homogéneo en donde es valida la ley
de Darcy. Las discontinuidades fuertes son tratadas como interfaces I', las cuales inter-
cambian el flujo de fluido a través de una componente continua y otra discontinua, que a
su vez, pueden dividirse en una componente normal y otra tangencial. En la microescala,
la interfaz se considera como un medio poroso de espesor 2h, en donde el flujo de fluido
es descripto a través de la ley de Darcy-Brinkman. En cuanto al campo mecanico, como
criterio para la propagacion de fisuras, se adopta el criterio del factor de intensidades de
tensiones critico. Las discontinuidades son tratadas con el método de elementos finitos
extendidos (XFEM), en donde la interpolacién de la variable de estado de desplazamiento
u es modelada como una discontinuidad fuerte (campo normal a la fisura discontinuo),
mientras que la interpolacién de la variable de presién p es considerada como una discon-
tinuidad débil (campo continuo en todo el dominio, pero con gradiente normal a la fisura

discontinuo). A continuacién, se resumen las principales conclusiones de este trabajo.
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5.1.1. Principales conclusiones

= La herramienta XFEM para la simulacién de discontinuidades de las variables de
estado que definen el problema hidromecanico, en términos generales, resulta sa-
tisfactorio. Entre las principales ventajas del uso de esta herramienta, se puede

nombrar

x Las discontinuidades quedan descriptas discretamente.

x Posibilidad de reproduccién de multiples discontinuidades en el medio, inter-

faces de diferentes propiedades, huecos, etc.

x El mallado es independiente a las discontinuidades, pudiendo ser los elementos

de mayor tamano que un mallado adaptativo.

* Facilidad en la reproduccion de las fisuras sin necesidad de modificar el mallado

del medio en estudio.

*x Una vez definida la parte continua del campo, la parte discontinua, los gra-
dientes normal y tangencial a la discontinuidad, los saltos y los valores medios,
resulta sencilla la implementacion de diferentes modelos de flujos que circulan

dentro de la fisura y los intercambios con la matriz porosa. zx ¢

*  No es necesaria la formulacion de elementos del tipo blending (elementos espe-
ciales de transicion que contienen nodos enriquecidos y nodos sin enriquecer,
por lo que no se cumple la propiedad de la particién de la unidad) , ya que
se sigui6 la metodologia propuesta por Fries (2007), en el cual se emplea una
funciéon de peso la cual, es 1 en los elementos cortados por la fisura, 0 en
los elementos que no tengan nodos enriquecidos y un valor intermedio en los

elementos de transicion.
= Como desventajas del uso de XFEM, se observo

*x FEn el problema de propagacién de fisuras, para evitar cambiar la matriz de
rigidez global, se debe considerar el conjunto de elementos finitos enriquecidos
por donde podria llegar a pasar la fisura a lo largo del proceso. Como opcién,
podria calcularse en cada paso de carga los elementos intervinientes e ir actua-
lizandose a medida que trascurra la simulacién, con lo que la matriz de rigidez

se ird agrandando a lo largo del proceso.

* El enriquecimiento de elementos finitos, si bien no es general en todo el medio,

requiere ampliar de forma significativa la matriz de rigidez del problema, por
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lo que el costo computacional en la simulacion de procesos de propagacion de

fisuras es demasiado alto.

x El tiempo de calculo crece notablemente con el aumento de discontinuidades
discretas, ya que, por cada fisura, se requiere ampliar el niimero de grados de

libertad. Mds aun si estas discontinuidades se cruzan entre si.

= Con respecto a la formulacion e implementacién del modelo hidro-mecanico acopla-

do, se menciona:

* Se implementd correctamente el modelo completo en MatLab, modificandose la
formulacién cldsica de un programa de elementos finitos (también de un cédigo
propio).

x La extension de la teoria propuesta por Vernerey aplicada en medios porosos
saturados fisurados, permite la eliminacion de la hipétesis de que el ancho de
la fisura 2h tiene que ser mucho menor que la longitud de la misma L, ya
que el flujo resultante estd formado por dos componentes continuas normal
y tangencial, y por dos componentes discontinuas normal y tangencial. La
condicién de que el 2h << L produce que la componente discontinua tangencial

sea despreciable.

x Para la interpolacién del campo de presién en la zona cercana a la cabeza de
fisura, se propuso la funcién G(x) = /r/sinf/2 (Ecuacién 3.124.b), la cual es
continua en todo el dominio y el gradiente normal a la fisura discontinuo. Los
resultados fueron satisfactorios. La interpolacion del campo de desplazamiento
en la zona cercana a la cabeza de fisura, se empled las funciones cléasicas para

el enriquecimiento del crack-tip (Ecuacién 3.124.a.)

* El modelo propuesto fue probado correctamente en problemas mecanicos, hi-
dratlicos y finalmente, en problemas poromecanicos acoplados. Se estudié la
respuesta de XFEM en medios con discontinuidades fuertes y discontinuidades
débiles. Se resolvieron problemas tipicos de la mecénica de fractura eldstica
lineal y fueron correlaciones mediante soluciones analiticas disponibles en la
bibliografia. Se reprodujeron satisfactoriamente la permeabilidad de probetas
fisuradas de mortero, hormigén reforzados con fibras de acero y sintéticas, las
cuales se validaron con ensayos experimentales. En cuanto a los problemas aco-
plados, se analiz6 un ejemplo en el cual un flujo circula sobre un medio con una
fisura discreta, para distintas relaciones de permeabilidades entre la matriz y

la fisura.
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x  Mediante los ejemplos resueltos se observd que, para una permeabilidad de la
fisura del orden de la permeabilidad del medio poroso, el fluido que circula por
la matriz no modifica su recorrido. A medida que aumenta la permeabilidad
de la discontinuidad, el fluido se dirige mas rapidamente hacia la cabeza de
la fisura y circula a lo largo de ella. Se estudié la variacién del campo de

desplazamientos para diferentes relaciones de permeabilidad.

*x Se simularon dos problemas de propagacién de fisuras. En el primero, se si-
mulé una propagacién de fisuras debido a una carga mecanica en un medio
homogéneo con un agujero donde dos fisuras se propagaron. En el segundo
ejemplo, se simulé una propagacion de fisuras debido a la inyeccion de un
fluido a través de una grieta preexistente. Los resultados no pudieron ser co-
rrelacionados ya que no hay resultados disponibles, por lo que el estudio se

limité al sentido conceptual del problema y del comportamiento del modelo.

= Con respecto a los tiempos de procesamiento de las simulaciones, el cédigo fue
implementado en MatLab y se uso en todos los casos una notebook ASUS Serie N56,
procesador Intel Core i7-4510U-2.00GHz, memoria RAM 16 GB 2400MHz, placa de
video GeForce GT 640, almacenamiento SSD 512 GB. Los tiempo empleados se

resumen a continuacion:

*x Problemas hidro-mecanicos no acoplados sin propagacién de fisuras: Corres-
ponden a los ejercicios 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3, 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4, 4.4.1. En
todos los casos, el tiempo requerido para el calculo oscila entre 3 segundos y
alcanza los 60 segundos como méaximo, dependiendo el mallado. Como ejem-
plo, se muestran los resultados para el problema 4.3.3 en la Tabla 5.1 y para
el problema4.4.1 en la Tabla 5.2.

TABLA 5.1: Tiempo de ejecucién con un procesador Intel Core i7-4510U-2.00GHz.

N, x N, | Numero de elementos ‘ Tiempo [s]

12 x 10 120 10
24 x 20 480 26
36 x 30 1080 34
48 x 40 1920 92
60 x 50 3000 60

x  Problemas hidro-mecanicos no acoplados con propagacién de fisuras: Es el caso

del ejercicio Propagacion de fractura debido a una solicitacion mecdnica (4.2.4).
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TABLA 5.2: Tiempo de ejecucién con un procesador Intel Core i7-4510U-2.00GHz.

N, x N, | Namero de elementos ‘ Tiempo [s]

9x 12 108 7
19x 24 456 17
39 x 48 1872 93
79 x 96 7584 1042

Se resolvido con un mallado formado por 908 elementos finitos y el tiempo

requerido para la simulaciéon completa fueron 2 horas.

* Problemas hidro-mecéanicos acoplados con propagacion de fisuras: Es el caso del
ejercicio Propagacion de fractura debido a una solicitacion hidrailica (4.4.2).
Empleando una malla mas gruesa que en el ejercicio 4.2.4 formada por 420

elementos finitos, el tiempo requerido fue 7 horas.

5.1.2. Sugerencias para trabajos futuros

A partir de la elaboracion de la tesis y teniendo en cuenta la importancia del tema, se

podria seguir trabajando en las siguientes lineas:

= Una de las principales limitaciones del modelo propuesto, es el alto costo compu-
tacional que requiere la simulaciéon de multiples fisuras. La implementacién de un
modelo constitutivo de dano para la matriz porosa, permitiria en ciertos problemas,
reducir la cantidad de fisuras discretas modeladas y usar el modelo de dano para las

fisuras de menor envergadura.

= El modelo esta planteado para medios porosos saturados. En una siguiente etapa,

se puede extender a medios porosos parcialmente saturados.

= La mayor dificultad en todo el proceso de la formulacién del modelo, es la escasez
de resultados experimentales para correlacionar los resultados numéricos. Resultaria
de gran utilidad la ejecucién de ensayos experimentales de forma de ajustar mejor

el modelo.

= Las discontinuidades en el modelo fueron aproximadas mediante XFEM. Otro méto-
do muy usado es el método de elementos finitos embebido (EFEM). La formulacién
propuesta puede adaptarse a EFEM sin mayores inconvenientes. Resultaria ttil la

comparacion entre los dos modelos.
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» La implementacién fue realizada en MatLab. Para una mejor valoraciéon del costo
real del proceso de céalculo, se deberia implementar en un lenguaje mas eficiente

como Fortran.
» Extensién del modelo a otras ramas de la ingenieria como ser la microfluidica.

» Implementar el modelo propuesto en algtin software comercial.

5.1.3. Indicadores académicos

Para finalizar este capitulo, se enumera en una lista la produccion cientifica generada por

el autor durante el desarollo del periodo doctoral:

Revistas internacionales

= M. Luege, J.B. Lucero, M.C. Torrijos y A. Orlando. Coupled mechanical and fluid
flow analysis in fractured saturated porous media using the extended finite element
method. Elseiver. Applied Mathematical Modelling.; 40; 7-8; 4480-4504. Abril 2016

= J.B. Lucero, M. Luege, A. Orlando y M.C. Torrijos. XFEM modelling of hydraulic
fracturing. Proceedings of the 1st Pan-American Congress on Computational Mecha-
nics. PANACM 2015, CIMNE Barcelona. Abril 2015

Congresos nacionales e internacionales

» J.B. Lucero, M. Luege y C. Torrijos. Andlisis hidromecénico de un medio poroso
discontinuo utilizando XFEM. Mecdnica Computacional Vol XXXIII. Congreso sobre
Métodos Numéricos y sus Aplicaciones - ENIEF 2014. Setiembre de 2014.

= J.B. Lucero, M. Luege y B. Luccioni. Modelo hidro-mecénico discontinuo discontinuo
empleando XFEM. Mecdnica Computacional Vol. XXXII. Congreso sobre Métodos
numéricos y sus Aplicaciones - ENIEF 2013. Noviembre de 2013.

= J.B. Lucero, M. Luege y B. Luccioni. A Fully Coupled Hygromechanical Damage
Model for Concrete. Annual Meeting of the International Association of Applied
Mathematics and Mechanics - GAMM 2013. Marzo de 2013.



Bibliografia 138

= J.B. Lucero, B. Luccioni, M. Luege. Analisis higro-mecanico de un hormigén fisura-
do. Mecanica Computacional Vol XXXI - MECOM 2012. Noviembre de 2012.
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Apéndice A

Relaciones constitutivas para medios

porosos saturados

A.0.1. Ecuaciones constitutivas para medios porosos en grandes

deformaciones

A partir de la segunda ley de la termodinamica, aplicando el balance de la entropia, puede
expresarse la desigualdad de Clausius - Duhem referida a los medios porosos continuos de

la siguiente forma (Coussy, 2010):

=0, +P;+ Py, >0 (A.1)

en donde ® es la disipacién total de la energia; @ es la disipacién de la estructura porosa;

¥ es la disipacion por el gradiente del fluido; @4, es la disipacién térmica.

Bajo la hipdtesis de considerar nulo el gradiente térmico y el de filtracién, la disipacion

total se puede escribir como:

donde II;; representa el tensor de tensiones de Piola-Kirchoff; A;; el tensor de deformacio-

nes de Green; p es la presion de poros; ¢ es la porosidad; S, es la entropia de la estructura

146
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solida, T es la temperatura y ¥, es la energia libre de Helmholtz.

La energfa libre ¥, admite como argumentos naturales a A;;, ®, T', los cuales aparecen

en forma explicita en la expresion de disipacion ;.

\Ps = ‘Ijs (Aija ¢7 T7 XJ) (AB)

Las variables A;;, ¢, T forman un subconjunto de variables de estado externas. El subcon-

R
junto X; corresponden a las variables de estado internas. Como hipdtesis simplificativa,

se considera que la variacion de X; es nula, podemos escribir:

v, _ 0V, o sy OV,
at oA, " 0 OT

T (A.4)

La desigualdad de Clausius - Duhem quedara:

) : . : oV, dA;; 0V,d¢p 0V,dT

(I)S:H,LA,L —SST—\I/S— - Y Cun p—— >0 A

iR TP (aAij at " ag dt T oT dt> = (A.5)
ov . ov,\ - dT .

(I)s: Hz_—s Az - - - s 7 \IISZ A.

< ’ 3Aij) ]+(p 3¢)¢ <S+dt)a ! (A.6)
Asumiendo variaciones independientes, se obtienen las ecuaciones de estado:
oV, OV oV,

IT = Sy =— (A.7)

P=on; T o aT

Las ecuaciones de estado pueden escribirse también en funcién de la energia de compac-

tacién G, la cual se calcula como:

Gs =V, — pd (A.8)

y representa la energia libre efectiva de la matriz sélida.

La variacién de Gy se calcula como:
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Gy = U, 4+ pd + pd (A.9)

Reemplazando en la desigualdad de Clausius - Duhem, se obtienen las ecuaciones de

estado:

oG, G, _aa,
M= gr-  0=- 8= -5 (A.10)

Si consideramos la hipotesis de pequenas deformaciones, el tensor de Piola-Kirchoff se
convierte en el tensor de tensiones de Cauchy y el tensor de deformaciones de Almansi

en el tensor de deformaciones de Cauchy:

Oij€ij — ¢p — ST — Gy >0 (A.11)

Las ecuaciones de estado seran:

0G, _0G, ~ 0Gy
= %, o= o Sy = a7 (A.12)

Uij

Desacoplado de la parte hidrostatica de la desviadora Si consideramos o, S;;
como las componentes hidrostéaticas y desviadora del tensor de tensiones, y de igual forma,
tomamos €, e;; como las componentes volumétricas y desviadora del tensor de deforma-

ciones, tal que:

0O = —0y; Sij = Uij — O'(Sij (A13>

€= & €ij = Eij — €03 (A.14)

reescribimos la desigualdad como:

Ué—l—Sij@.ij —gzﬁp—SsT—Gs Z 0 (A15)
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obteniendo las siguientes ecuaciones de estado:

e el oG, 9G,

e Sig = Des; Op S = =T

g

(A.16)

Propiedades tangentes de la termoporoelasticidad Para el caso elastico, la disipa-

cién de energia es igual a 0. Derivando las ecuaciones de estado, se obtienen las siguientes

expresiones:
. 8G5<82‘j,p, T) 82GS . 82G3 . 82G5 .
= = T Al
7ii ﬁsij 85ij65kl Skl F (%ijapp + 85ij8T ( 7)
. 0Gs(gij,p,T) 0*G, . 0*’G, . 0°G, .
_ - _ — — T A.18
¢ ap Opoen ™ o2 P opar (A.18)
. 0Gs(eij,0,T) 0*’G, . %G, . 0*Gy .
Sy = — D = — — T A.19
aT 0Tden M~ 9Top’ ~ OTOT (A.19)

Con las relaciones de simetria de Maxwell (Anexo), se pueden obtener las ecuaciones

constitutivas para pequenas deformaciones elasticas de la siguiente forma:

0ij = Cijmgrs — bigp — CigraanT (A.20)
¢ = bijgij + = — 3@¢T (A21)

N
) : oL A.22
Ss = Cijkl()éklgij — 304¢p + OT ( . )

, donde Cjjii, bij, Cijriaws, 1/N, 3, C, se denominan propiedades tangentes termoporoe-
lasticas y son funciones de las variables de estado ¢;;, p y T', representando cada propiedad

lo siguiente:

D*G

C. = ———
* 851']'8€kl

es la componente ijkl del tensor de rigidez tangente del esqueleto de médulos elasticos.
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0°G,
-T oT?

es la capacidad calérica volumétrica tangente del esqueleto cuando la deformacion ¢;; y

C:

la presién se mantienen constante (¢j; = p = 0).

- PG
“ (%ijap

es la componente ij del tensor tangente de Biot. Relaciona linealmente el cambio de

porosidad con la varacién de la deformacién cuando p = T = 0. Debido a la simetria de
Maxwell, también relaciona linealmente el incremento de la tensién con el incremento de

la presién cuando €;; =T = 0.

1 DG

N op?

es la inversa del médulo tangente de Biot que vincula la variaciéon de la presion con la

variacion de la porosidad en un proceso en el cual €;; =T = 0.

_ 0°G,
- OpoT

es el coeficiente de dilatacién térmica volumétrica relacionada con la porosidad. Con la

30é¢

simetria de Maxwell, también representa la presion del calor latente tangente del esqueleto,
que es el calor por unidad de presion que el esqueleto puede intercambiar con el exterior

en un proceso en el cual €;; =T = 0.

ayp; es la componente kl del tensor de coeficientes de dilatacion térmica tangente del

esqueleto.

Termoporoelasticidad lineal isotrépica La termoporoelasticidad lineal consiste en
que las propiedades tangentes sean constantes en las ecuaciones constitutivas. Debido
a la hipotesis de isotropia, las funciones de energia pueden expresarse solamente de los
invariantes escalares de los tensores involucrados. La termoporoelasticidad lineal consiste
en elegir expresiones cuadraticas con respecto a los invariantes de la funcién de energia.

La energia sera:
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1
G, = ope + S?jeij — ¢op — ST + §K62 —b(p —po)e — 3aK (T — Ty)e+

(p — po)? _ 12
N 2Ty

(A.23)
+30z¢(p — po)(T — T()) — (T — T0)2 + /L@Z'jeji

Las ecuaciones isotrépicas lineal de estado quedaran:

o—09=Ke—bp—rpo) —3aK(T —Tp)

Sij — Sz‘oj = 2p€i;
¢_¢0:b€+p_p0 (A.24)

— 3ay(T — Tp)

C
Sy — SY = 3aKe — 3ay(p — po) + TO(T —Ty)

donde K es el médulo de deformacion volumétrica del esqueleto y i es el modulo de corte,

cuando 3« es el coeficiente de dilatacion volumétrica térmica del esqueleto.

Las dos primeras ecuaciones del set planteado previamente, pueden condensarse en:
3

2
Oij — O'(-)- = (K — g,u) 6(5@' + 2[18@' - b(p - pO)(Sij - 305K(T - T0)5ij (A25)

en donde A = K —2/3pu y p son las constantes de Lamé.

Flujo a través de la matriz Para la descripcion del flujo a través del medio poroso,

en general se adopta la ley de Darcy,

ny (v; = v,) = —k;Vp (A.26)

donde k; es la permeabilidad del medio poroso, ny es la fraccién de volumen fluido respecto

al volumen total, Vp es el gradiente de presion.

Fuerzas cohesivas En el caso de que el dominio presente discontinuidades discretas,
en la zona cercana al crack-tip se generan tensiones en las caras de la fisura, por lo que
deben definirse leyes que simulen este efecto. La variacion entre las tensiones cohesivas

sobre la superficie I'.,;, depende del problema en estudio (Moés & Belytschko, 2002),
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FI1GURA A.1: Zona cohesiva: Fuerzas generadas en el crack-tip .

(de Borst et al., 2009), (Kabiri & Vernerey, 2013), (Vahab et al., 2018). Estas leyes, en

general pueden escribirse como,

t.= KU (A.27)

donde K es la matriz de rigidez del material.
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