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Resumen -

RIS MEN

En esta Tesis se presenta un modelo constitutivo para simular el
comportamiento de materiales estructurales bajo cargas cuasiestdticas. El
modelo estd desarrollado para materiales friccionales no homogéneos vy
ortdtropos, con degradacion de rigidez, que sufren deformaciones permanentes,
con e °  ‘miento o ablandamiento y es aplicable a un amplio rango de
materiales ¢ 1 mds sin les como el acero hasta los cC o

el hormigdn, morteros, roca, suelos, ladrillos y mamposteria.

El modelo constitutivo estd basado en la teorfa de plasticidad y en la
teorfa de dafio isdtropo de Kachanov, en pequefias deformaciones y permiic
simular el comportamiento de materiales estructurales simples o compuestos
mediante la utilizacion de la teorfa de mezclas. El tratamiento propuesto
para materiales anisétropos surge de una generalizacion de las teorfas
clisicas de plasticidad y dafio isétropo al caso de materiales anisétropos y
ortdtropos. Este enfoque supone que existe un espacio real anisétropo y otro

espacio ficticio isétropo donde se resuelve el problema ficticio mapeado.
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El modelo que se presenta contempla gran parte de los aspectos mds
importantes  que  caracterizan el  comportamiento  ineldstico de  los
geomateriales, tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de
tension-deformacién multiaxial, la combinacién de fendémenos de fisuracién con
aplastamiento a través de un tratamiento unificado, el control de la
dilatancia mediante una superficie de potencial plastico adecuada y el
acoplamiento entre los fendmenos de degradacién de rigidez y deformaciones

permanentes.
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ABSTRACT

A constitutive model for structural materials under quasistatic loads is
presented. The model is developed for non homogeneus, orthotropic, frictional
materials, that suffer stiffness degradation and permanent deformations with
strain hardening or strain softening and it is suitable for a great range of
materials from the most simple ones, like steel, to the more complex ones,

like concrete, mortar, rock, soils, bricks and masonry.

The constitutive model is based on the theory of plasticity and on the
theory of isotropic damage of Kachanov and can simulate the behaviour of
simple or composite anisotropic structural materials. The model proposed for
anisotropic materials is a generalization of plasticity and damage theories
to the case of anisotropic and orthotropic materials. This approach asumes
the existence of a real anisotropic space and other fictitious isotropic
space where a mapped fictitious problem is solved. A generalized mixing
theory is applied to the numerical simulation of multiphase composite

materials.
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The model presented takes into account a great part of the most
important features that characterize the inelastic behaviour of geomaterials
like differenced responses to each multiaxial stress-strain  process, the
combination of cracking and crushing through a unified approach, the
dilatancy control through an adequate potencial surface and the coupling of

damage and plastic deformations.
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NOTACION

Conjunto  de  variables  internas  pldsticas o  constantes
adimensional que determina la forma de la superficie de fluencia
o pardmetro de la regla del trapecio generalizada

Variable interna pléstica genérica

Variable interna  plastica genérica en el espacio is6tropo
ficticio

Contantes intervinientes en la ec.(3.9) que se determinan en base
a las resistencias a traccion  en las direcciones
correspondientes.

Pardmetro de ajuste de la tensidn principal

Factor de proporcionalidad entre cohesiony tensién

Grupo de variables internas no pldsticas o censtante adimensional

que determina la forma de la superficie de fluencia

Escalar positivo caracterfstico de un cada material

Tensor que define la direccién del movimiento

Variables de dafio

Tensién de fluencia de la armadura no tesa

Tension de fluencia de la armadura tesa

Factor de estabilizacion incluido para suprimir modos de presion
espureos.

Delta de Kronecker

Vector de desplazamientos generalizados , medido en coordenadas
locales de la ldmina y sobre la superficie de referencia
Desplazamientos virtuales

Trabajo realizado por las fuerzas externas sobre  estos
desplazamientos virtuales

Deformaciones virtuales asociadas con el desplazamiento virtual
infinitesimal

I-ésima variacion de la energfa potencial.
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ow Rotaciones virtuales asociadas con el desplazamiento virtual
ij

infinitesimal

[8]: Matriz definida en ec.(4.8)

[8°]: Matriz definida en ec.(4.8)

Al ® Longitud del incremento de carga en el espacio N+1 dimensional.

e(&jz Autovalores del tensor de deformaciones €,

e”; Deformacién elastica en un ensayo uniaxial

eij: Tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy

e?j: Tensor de deformaciones eldsticas

é?j: Tensor de deformaciones eldsticas ficticio

e: : Tensor de deformaciones eldsticas en el espacio isétropo ficticio

i

no daifiado.

e;: Deformacién debida a las microfisuras

g Deformacién en la direccidn principal i

e:j: Tensor de deformaciones ineldsticas

e‘i’j: Deformacién que ocurrirfa en ausencia de microfisuras

el Deformacién pldstica en un ensayo uniaxial

erl’: Deformacién pldstica principal mayor

e,‘[’,: ' Deformacién pldstica uniaxial de traccién

82: Deformaciones  pldsticas uniaxiales de traccibn y compresion
respectivamente.

e‘i’j: Tensor de deformaciones pldsticas

éil: Tensor de deformaciones pldsticas ficticias definido en el
espacio isétropo ficticio.

e Deformacién uniaxial equivalente

X Deformacién principal en la direccién j

€ : Deformacién octaédrica de cambio de volumen

[}
(2]
-

Deformacién volumétrica

Deformacion correspondiente a la "c-ésima" componente

m
o x
- L
|

(2]

Angulo de fricciéninterna entre las particulas del sélido

¢}
<

Angulo de rozamiento interno a volumen constante

.

Funcién de dafio

Tensor de cuarto orden ligado a la friccién interna del material.

.
mmrs

= 8 &

Constante adimensional que determina la forma de la superficie de
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fluencia

Deformacién octaédrica de cambio de forma

Entropfa especffica o entropia por unidad de masa

variable interna de endurecimiento pléstico cinemético

Dilatancia \

Energfa potencial libre

Energfa libre de la componente ¢

Energia libre correspondiente al proceso eldstico

Energfa potencial libre del material no dafiado

Energia libre correspondiente al proceso pléstico

Variable de endurecimiento pldstico isotrépico

Limite de dafio

Variable de dafio por degradacién

Valor de la variable de dafio por degradacion de rigidez
correspondiente al pico de tensiones en un ensayo de compresién
uniaxial

Variable de dafio pléstico

Valor de la variable de dafio pldstico correspondiente al pico de
tensiones en un ensayo de compresion uniaxial

Funciénde endurecimiento plastico

Funcién de endurecimiento

Constante de Lamé

Pardmetro de consistencia pldstica

Constante de Lamé

Factor de consistencia de dafio

Factor de consistencia de degradacién
Factor de carga correspondiente a la etapa m de carga
Moédulo de Poisson

Variables termodindmicas de subestado

Médulos de Poison

Plano desviador que pasa por el origen

Energia potencial en la configuracién inicial

Medida de la temperatura o d4ngulo de similaridad de Lode u



o

-

e

Q Q

b’

orientacién de los ejes locales de anisotropfa

Distancia al eje hidrostético

Porosidad

Fuerzas de superficie

Vector de tension

Tensién critica para la extensién del dafio

Resistencia a  compresién equibiaxial para el limite

discontinuidad inicial.

Tensiéon media de rotura a compresién del hormigén, calculada

sobre 15 ensayos de probetas cilindricas
Tensién normal '

Tensién normal

- Resistencia a la compresién

Resistencia a la traccidn del material
Maxima resistencia a traccién vniaxial
Tensién principal en las direccién i
Tensor de tensiones de Cauchy
Tensor de tensiones predictor

Tensor de tensiones de fractura
Tensor de tensiones efectivas

Tensor de tensiones plasticas

Tension equivalente en el espacio no dafiado

Tensién normal octaédrica

Tensién equivalente
Tensién principal en el espacio isétropo ficticio

Tensor de tensiones en el espacio ficticio isétropo

it

Tensor de tensiones correspondiente a la "c-ésima" componente

Tiempo

Tensiones termodindmicas

Mdxima tensién de corte puro

Tensién de corte octaédrica

Maidxima tensién de corte octaédrica

Tensor de rotacién

Complemento de Ia funcién energfa de-deformacion
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Tensor de spin

Tiempo intrinseco o posicién del plano octaédrico

Ubicaciénde los puntos de integraciéonen el método de B-bar
Disipacién local por unidad de masa o produccién interna de
entropfa por unidad de masa

Disipacién mecénica

Disipacién mecénica debida a la degradacién de rigidez

Disipacién mecénica debida al proceso pléstico

Disipacién mecénica no pléstica

Angulo que hace la banda con el eje de referencia global

Angulo que hay entre la deformacién especifica principal mayor y
lado positivo del eje material X,

Rotaciones medidas en la superficie de referencia

Términos de alto orden de las rotaciones obtenidos también sobre
la superficie de referencia mediante un desarrollo en serie de
Taylor

Medida del tiempo

Constante que depende del material

Tamafio del grano

Transformacién ortogonal

Tensor que contiene constantes del material

Pardmetro de endurecimiento pldstico

Tensor de cuarto orden, denominado tensor de transformacién de
espacios o de mapeo de tensiones, que contiene toda la
informacién sobre la anisotropia del material y define wuna
transformacién entre dos espacios

Area del elemento finito donde se localiza la zona dafiada

Tensor material de cuarto orden denominado tensor de

transformacion de espacios de deformacién o de mapeo de
deformaciones.

Area de fractura o discontinuidad

Tensor material de cuarto orden que se denomina tensor de
transformacién de espacios de tensién

Simbolo que indica ensamblaje

Constante que depende del material o pardmetro de escala de la
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carga
Fuerzas de volumen

Tensor de deformaciones de Cauchy

Matriz que relaciona deformaciones con desplazamientos nodales

.del elemento

Parte volumétrica de la matriz B,

Parte volumétrica de la matriz I_Sa

Parte desviadora de la matriz B,

Cohesién o constante que depende del material

Evolucién de la cohesién durante un ensayo experimental uniaxial
de compresién simple

Término debido a la cohesidn

Tamafio de la microfisura

Evolucién de la cohesion durante un ensayo experimental uniaxial
de traccién simple

Tensor de deformaciones de Green

Tensor simétrico de rango 4

Tensor de rigidez inicial del material virgen

Tensor de rigidez secante afectado por la evolucién de las
variables internas no plésticas

Tensor de rigidez pldstica.

Tensor de rigidez Tangente

Tensor de rigidez elastopldstico tangente

Tensor de rigidez eldstica secante en el espacio isétrope

ficticio no dafiado.

Tensor constitutivo  eldstico secante para el sélido is6tropo
ficticio

Tensor constitutivo eldstico secante para el sélido isétropo
ficticio (modelo condensado)

Tensor elastopldstico tangente en ¢l espacio ficticio isétropo

Tensor de rigidez tangente consistente

Matriz de rigidez tangente
Forma matricial del tensor elastoplastico tangente.
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Variable de dafio o constante que depende del material

j
Desplazamiento irrecuperable como :

Autovectores de €,
1

Dimensién inicial del punto en la direccién 1‘}8
Tensor velocidad de deformacién

Tensor de dafio activo anisétropo de cuarto orden

Tensor desviador de deformacién

Vector unitario correspondiente a la i-ésima componente del

sistema de referencia local.

Moddulo de elasticidad longitudinal

Médulo eldstico secante del hormigén correspondiente al 40% de la
tensién media de rotura.

Médulode elasticidad inicial no dafiado

Mddulo eldstico inicial de la armadura tesa

Médulo eléstico final de la armadura tesa

Mddulo eldstico inicial de la armadura no tesa

Médulo elastico final de la armadura no tesa

- Médulos de elasticidad en la tres direcciones principales de

ortotropfa

Modulos de Young tangentes en las direcciones 1, 2 y 3
respectivamente

Umbral de degradaciénen compresién uniaxial

Fuerza por unidad de volumen

Funcién tensorial de transformacion de un espacio real a uno no
degradado equivalente

Tensor de resistencia a fluencia correspondiente al sélido real

Tensor de tensiones umbrales de dafio correspondientes al sélido

real

Tensor de resistencia a fluencia correspondiente al  sélido
ficticio

Tensor de tensiones umbrales de dafio correspondiente al sélido
ficticio

Término dependiente de la tensién normal

Fuerzas de superficie
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Umbral de degradaciénen traccién uniaxial

Fuerzas de volumen

Pardmetro carcateristico del material y de su anisotropia

Tensor de flexibilidad

Tensor de flexibilidad adicional debida a la microfisuras activas
Tensor de flexibilidad no fisurada

Gradiente de deformacion

Funcién de fluencia

Funcién de fluencia del material anisétropo real

Funcién isétropa de las componentes del tensor de tensiones en el
espacio ficticio isétropo

Entropia total

Entropia introducida

Fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de volumen y fuerzas
de superficie externas

Fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de volumen y fuerzas
de superficie externas del elemento

Entalpia libre o funcién de Gibbs

Energia especifica disipada en el proceso de compresién uniaxial
Energia especifica disipada por dafio en procesos de compresion
uniaxial

Energia especifica a ftraccién ponderada de acuerdo al estado
tensional

Valor de la energia especifica de fractura

Energia especificas disipada por dafio en procesos de traccion
uniaxial

Energia especifica ineléstica

Energia especifica ineldstica

Energia especifica consumida durante el proceso de localizacién
Energia especifica a conipresién ponderada de acuerdo al estado
tensional

Moddulo eldstico transversal
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Densidad de energfa por unidad de drea disipada en el proceso de

compresion uniaxial

Energia de aplastamiento para un proceso de compresién simple

Energia de fractura por unidad de drea
Valor inicial de! mddulo desviador
Energfa por unidad de drea dafiada

Mdédulo Secante Desviador

Moédulos de corte en planos paralelos a los planos coordenados 1-

2, 2-3 y 3-1, respectivamente

Funciénde potencial pléstico

Funcién de potencial en el espacio isétropo ficticio

Funcién de daifio

Funcién de dafioen el espacio isétropo ficticio
Entalpfa o contenido de calor

Funcién vectorial de endurecimiento

Funciones tensoriales a ser determinadas segin las

del modelo pléstico isétropo.

‘tensor de segundo orden

n c (I T, a

N

Funcién de estado escalar
Médulo pléstico.

Funcién de estado tensoriat que depende de la

,tencial |

aplicacioner

funcién de

Funcion de estado escalar que depende del tensor hK (onm,Kp,c) y
.

del flujo.

Funcién de potencial correspondiente a la variable de dafioi

Nimero ideal de iteraciones

Numero de iteraciones del incremento m-1
Primer invariante del tensor de tensiones
Segundo invariante del tensor de tensiones
Tercer invariante del tensor de tensiones
Primer invariante del tensor de deformaciones

Segundo invariante del tensor de deformaciones



-XVi-

s S St et S !
~ hom L] -— h.]t—.q[\) — (o8 -

O-

w" <

-
[\

=~ =

AR AR R ROR
T s ,

lcammuen
~
= Q
E_

S
km

LP:

—

Tercer invariante del tensor de deformaciones

Primer invariante del tensor desviador de tensiones
Segundo invariante del tensor desviador de tensiones
Tercer invariante del tensor desviador de tensiones
Primer invariante del tensor desviador de deformaciones
Segundo invariante del tensor desviador de deformaciones
Tercer invariante del tensor desviador de deformaciones
Matriz jacobiana del sistema.

Participacién de la fraccién de volumen del "c-ésimo" componente
dentro del volumen total.

Médulo de dilatacién volumétrica

Potencia cinética

Valor inicial del mdédulo volumétrico
Médulo secante volumétrico
Constantes del material

Factores de intensidad de tensiones
Tenacidad del material a la fractura
Matriz de rigidez tangente

Tensores que tienen en cuenta la relacién del volumen total

ocupada por la componente ¢ y su disposicién geométrica en el
compuesto

Tensores que tienen en cuenta la relacion de volumen y fa

disposicién geométrica.

Tensor que relaciona el tensor de tensiones de la componente ¢

con el de la componente g
Tensor que relaciona el tensor de deformaciones de la componente

¢ con el de la componente q

Longitud caracteristica del dominio fracturado

Magnitud del dafio equivalente al de una fisura real para un punto
del espacio discreto

Pardmetro carcateristico del material y de su anisotropfa

Gradiente espacial de velocidad

Longitud caracterfstica que debe ser una medida del ancho de la
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zona dafiada o banda de localizacién.,

Lre: Longitud caracterfstica de un elemento finito

L Operador diferencial

m: Densidad del material en la configuracién material

M: Masa del s6lido o pardmetro carcateristico del material y de su
anisotropfa

. Tensor de cuarto orden que caracteriza el estado de dafio en un
]
punto del sélido

1 Factor de forma

n: Vector normal al plano

n Nimero de puntos

N: Pardmetro carcateristico del material y de su anisotropia

N,: Funcién de forma asociada con el nodo a

N°% Vector fila formado funciones de forma que interpolan los

desplazamientos de ciertos puntos nodales del elemento

H .
OP: Vector que representa el estado de tensiénde un punto
— . ..
0Q: Vector que representa la parte hidrostética del estado de tensién
p: Pardmetro del material
p.: Vector unitario en la direccién de la deformaciodn principal i
p(’): Factor de peso del flujo plistico correspondiente al potencial
G(i)
[p] : Conjunto de variables internas de la componente ¢
r
C

.9
p: Vector de fuerza actuante
P Potencia deformativa
P Potencia mecdnica introducida al sistemna

it
P Tensor proyecci6n espectral regular

}:l e M
P Tensor proyeccién espectral positiva

:“: Tensor proyeccion positiva de cuarto orden

J
(G’+e)ij: Proyeccitn positiva de ¢,
q: Pardmetro del material
q. Flujo de calor
H . . N
QP: Vector que representa la parte desviadora del estado de tension
Q Cantidad de calor propio existente en el sélido
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I Fuente distribuida de calor por unidad de masa denominada
radiacién o relacién de resistencias o relaciébn entre  la

deformacién transversal y la normal al plano.

L Cosenos directores

r Umbral de dafio inicial

r: Umbral de Degradacion

r: Factor de reduccién de desplazamientos

R: Tensién de fluencia en corte respecto a un plano de anisotropia.

Rijkl: Tensor de rotacién ‘

R®: Relacién inicial que hay entre la resistencia uniaxial a

compresiény traccién.
RI(O‘),R”(O‘)Z Funciones de respuesta del material que indican la direccién

en la que tiene lugar el dafo

I-le: Tensor que representa el flujo en el espacio isétropo ficticio

R:j: Tensor que representa el flujo en el espacio aniisétropo real

R Tensor definido en ec.(3.70)

R: Vector de fuerzas residuales

R’: Vector de fuerzas residuales del elemento

S: Superficie o tensién de fluencia en corte respecto a un plano de
anisotropfa. '

Sd: Espaciamiehto entre inclusiones, fibras o agregados

t: Tiempo

t Fuerzas de superficie

T: Tensién de fluencia en corte respecto a un plano de anisotropia

(T?jm] : Tensor que relaciona el tensor de tensiones de la componente q en

1

la teorfa de mezclas modificada con el correspondiente a la
teorfa de mezcas clésica

[T?jm}q: Tensor que relaciona el tensor de deformaciones de la componente:
q en la teorfa de mezclas modificada con el correspondiente a la
teorfa de mezclas cldsica

u: Campo de desplazamientos o desplazamientos medidos en la

superficie de referencia
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Términos de alto orden de los desplazamientos obtenidos también
sobre la superficie de referencia mediante un desarrollo en serie
de Taylor

Vector de desplazamientos de cualquier punto de elemento

Vector de desplazamientos de ciertos puntos nodales del elemento
Campo de velocidades

Volumen

Volumen del elemento finito

Volumen de la zona dafiada

Energfa interna

Disipacién por dafioa lo largo del proceso de traccién uniaxial
Funcién energia de deformacién '

Energia disipada en todo el sélido, desde el momento en que se
inicia la localizacién hasta el final del proceso de carga.
Coordenadas espaciales que dan la posiciénen el tiempo t.

Posicién ocupada por la pérticula X en el tiempo t

Particula o tensiénde fluencia en las direccién principal x

Coordenadas materiales de la particulla o coordenadas de su

~ posiciénen la configuracion de referencia

Tensién de fluencia en las direccién principal y

Tensiénde fluencia en las direccién principal
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1. INTRODUCCION

Desde hace muchos afios la mecénica tedrica se ha encargado de resolver
problemas estructurales. La necesidad de realizar los cadlculos a mano, hacia
que todo el esfuerzo estuviera orientado a lograr esquemas simplificados del
comportamiento estructural. Para ello se recurria a una serie de hipdtesis
simplificativas basadas en resultados experimentales. Esto trafa aparejado la
necesidad de realizar numerosos ensayos experimentales y limitaba la
aplicacion de las teorfas a cada caso particular de material o tipo de

estructuras para las cuales habfa sido desarrollada.

En la actualidad, con el auge de las computadoras, han surgido numerosas
técnicas numéricas de aproximacién funcional como el método de elementos
finitos, el método de diferencias finitas y el método de elementos de

contorno. Si bien estos métodos no aportan demasiados elementos nuevos en el



-2- Capfiulo 1

caso de estructuras simples como barras, vigas o columnas, se hacen
indispensables para poder resolver adecuadamente estructuras mds complejas
como contenedores nucleares, plataformas offshore, etc. Los modelos
constitutivos juegan un rol fundamental en la obtencién de resultados
confiables de cualquier procedimiento de solucién de estas estructuras. Su
importancia se incrementd significativamente con el gran desarrollo y vasta
aplicacién de las técnicas computacionales ya mencionadas, como el método de

elementos finitos.

La toma de conciencia al respecto, ha impulsado a un creciente interés
en la formulacién teérica de leyes constitutivas y en la determinacién de los
pardmetros que intervienen en las mismas. Lo primero implica el uso de
conceptos de la Mecdnica de los Medios Continuos [Malvern 1969] y lo segundo
requiere una adecuada identificacién y determinacién experimental de los
pardmetros que definen la ley constitutiva, El segundo aspecto est§ todavia

menos desarrollado que el primero.

En esta Tesis, se enfoca el problema de la formulacién de modelos
constitutivos para materiales de uso corriente en la. ingenierfa estructural
como son los geomateriales : hormigén, mortero, roca, suelos, ladrillos, y
los metales, principalmente el acero. El estudio se rtestringge a "la
formulacion matemdtica” e ‘“identificacion de los pardmetros fundamentales"
que definen el comportamiento, reconociendo la importancia de disponer de
resultados  experimentales  confiables para  asignar valores a  dichos

pardmetros.

1.2. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DEL COMPORTAMIENTO
DE LOS MATERIALES ESTRUCTURALES MAS FRECUENTES

Entre los materiales estructurales m4ds utilizados en la prictica se
encuentran el acero, el hormigén y la mamposteria que es un material
compuesto por ladrillos o bloques que pueden ser de distintos materiales y
juntas de mortero. Tanto el hormigén como la mamposterfa se utilizan, con
frecuencia, combinados con barras de acero dando lugar al hormigén armado y a
la mamposterfa armada o al hormigén pretensado y mamposterfa pretensada en el

caso en que estas barras de acero sean pretensadas.
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El acero suele presentar un comportamiento eldstico lineal hasta la
tension de fluencia. A partit de alli, presenta deformaciones plésticas. Las
curvas tensién-deformacién son précticamente iguales para traccién que para
compresién, dependendiendo la forma de las rismas del tipo de tratamiento

térmico y mecdnico previo del material {Chen 1982].

Por otro lado, los hormigones y morteros presentan microfisuras,
especialmente en la interfase pasta-agregado, atn antes de ser sometidos a
cargas [Chen 1982]. Esta propiedad es decisiva en el comportamiento mecédnico
de este tipo de materiales. La propagacién de estas microfisuras durante la
carga contribuye al comportamiento no lineal para bajos niveles de tension y
produce la expansién volumétrica cerca de la falla [Chen 1982]. Existe
evidencia experimental de dos fenémenos que se producen en el hormigén e
interactdan entre sf, dando lugar a todas las caracteristicas mds salientes
del comportamiento del mismo. Ellos son: el crecimiento de microfisuras y el
deslizamiento entre 'las particulas. El crecimiento de microfisuras juega un
papel fundamental en el comportamiento del horrﬁigén, ya que da como resultado
una degradacién de las propiedades eldsticas e interactia con el
deslizamiento pldstico dando lugar a lo que normalmente se conoce c€OmoO

acoplamiento elastopldstico [Ortiz 1985a].

Por otro lado, como la pasta de cemento tiene una resistencia a la
traccién mucho menor que el agregado, da lugar a un vinculo débil en el
sistema compuesto y esto trae como consecuencia una resistencia a traccidn

mucho menor que a compresion.

En el caso del hormigén armado o pretensado y de la mamposteria se trata
de materiales compuestos en los que el comportamiento del conjunto depende
del comportamiento de cada una de sus materiales componentes que a su vez
interactian entre sf. El comportamiento mecédnico de este tipo de materiales
estd altamente influenciado por la disposicién geométrica de sus componenetes

y suele presentar un comportamiento inicialmente anisétropo.
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1.3. MODELOS CONSTITUTIVOS

1.3.1. DEFINICION DE MODELOS CONSTITUTIVOS

Una ley constitutiva o modelo constitutivo es un modelo mecédnico-
matemdtico que describe una idea del comportamiento tenso-deformacional del
material [Desai 1984]. En otras palabras, una ley constitutiva simula
matemdticamente una idealizacién del comportamiento fisico. Por ello, Ila
validez de un modelo constitutivo depende del grado con que ha sido entendido
el modelo fisico y de la aproximacién mecdnico-numérica con la que se

representa su simulacién.

No es simple formular una ley constitutiva que sirva para reproducir el
comportamiento de cualquier material. Ma4s aln, en general, es bastante
dificil encontrar una ley consititutiva que cubra todos los rangos y modos
posibles de excitacién y comportamiento de un material en particular. En
general se debe restringir los modelos a los rangos de interés especifico. En
el caso de esta Tesis, se particulariza a los materiales estructurales bajo
cargas  cuasiestdticas de corta  duracion, pequefias deformaciones 'y

desplazamientos y variacionde la temperatura nula.
1.3.2. CLASIFICACION DE LOS MODELOS CONSTITUTIVOS

El problema de la modelizacién constitutiva ha sido desarrollado por
varias subdisciplinas de la mecdnica como la Teoria de la Elasticidad [Fung
1965, Malvern 1969], Teoria de la Plasticidad [Hill 1967, Malvern 1969, Chen
1982] y Mecdnica de Fractura [Elices 1985, ASCE 1982, Rilem 1989]. Como
resultado, se han propuesto diferentes leyes constitutivas, basadas en
diferentes conceptos. En general, cada modelo es vélido dentro de un cierto
rango o para algunos materiales bajo determinadas condiciones. No se ha
desarrollado hasta ahora ningiin modelo que sea vdlido para todos los
materiales bajo todas las condiciones posibles. Por otro lado, como el
fenémeno descripto es el mismo, hay muchos puntos en comin entre los

distintos modelos constitutivos.

A continuacién se presenta una clasificacién general de los distintos
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tipos de modelos constitutivos existentes para simular el comportamiento de
los materiales. Esta clasificacién es muy Simpﬁficada y so6lo pretende ubicar
y poder seguir el desarrollo del modelo que se presenta en esta Tesis. Por
ello se pone enfasis en la clasificacién de los modcios de la Mecdnica del
Sélido Local [Malvern 1969]. Se utilizan como pautas de clasificacién : el
tipo de teorfas en las que estdn basados y las caracterfsticas de los

materiales a los cuales son aplicables.
CLASIFICACION DE LOS MODELOS CONSTITUTIVOS

e Modelos basados en la Mecdnica de Fractura
e Modelos basados en la Mecdnica del Sélido No Local
e Modelos basados en la Mecdnica del Sélido Local
e Modelos para Materiales Simples
e Materiales Isotropos
e Modelos Eldsticos (Basados en la Teorfa de Elasticidad)

e Modelos Ineldsticos

e Basados en la Teorfa de Daiio

Basados en la Teoria de la Plasticidad
Basados en la Teoria de la Viscoelasticidad
Basados en la Teorfa de la Viscoplasticidad
Basados en la Teorfa de Fractura Difusa
Combinaciénde las Teorfas Mencionadas

e Materiales Anisétropos
e Modelos Eldsticos (Basados en la Teoria de Elasticidad)

¢ & ® & ©

e Modelos Inelésticos

e Basados en la Teorfa de Daro

Basados en la Teoria de la Plasticidad
Basados en la Teoria de la Viscoelasticidad
Basados en la Teorfa de la Viscoplasticidad
Basados en la Teorfa de Fractura Difusa
Combinaciénde las Teorfas Mencionadas

e Modelos para Materiales compuestos

e Teorfa de Mezclas
e Teorfas de Homogeneizacion
¢ Otros
e Modelos Estructurales simulando cada parte estructural con modelos

mecdnicos antes mencionados.
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1.4. OBJETIVOS DE LA TESIS

El objetivo fundamental de esta Tesis es desarrollar un modelo
constitutivo para materiales friccionales no homogéneos y ortétropos, con
degradaci6én de rigidez, que sufren deformaciones permanentes, con
endurecimiento o ablandamiento, que pueda utilizarse para modelar el
comportamiento de materiales estructurales bajo cargas cuasiestdticas. Dicho
modelo debe ser aplicable a un amplio rango de materiales desde los mads
simples como el acero hasta los mds complejos como el hormigén y la

mamposteria.
Para ello, se debe cumplir los siguientes objetivos parciales:

e Formular un modelo constitutivo que cumpla con los postulados de la
Mecdnica de los Medios Continuos y que, a su vez, sepa captar los fenémenos
mds importantes que caracterizan el comportamiento de los geomateriales y de
los aceros dentro de las exigencias de las estructuras civiles.

e Desarrollar una herramienta numérica a través de un programa de
computacién que permita implementar el modelo propuesto y verificar su
validez mediante la solucién de problemas concretos y comparacién de los

resultados con los obtenidos experimentalmente.

1.5. CONTENIDO DE LA TESIS

En esta Tesis se presenta un modelo constitutivo basado en la teorfa
de plasticidad [Hill 1967, Malvern 1969] y en la teorfa de dafio is6tropo de
Kachanov [Kachanov 1958], en pequefias deformaciones, que permite simular el
comportamiento de materiales estructurales simples o compuestos mediante la
utilizacién de 1la teorfa de mezclas y el desarrollo de wuna herramienta

numérica apropiada para su implementacién.
Para mayor claridad, la presentaciéon del modelo se hace en forma
secuencial, desde su forma mds sencilla hasta su forma completa final que

permite simular todos los fenémenos mencionados simultdneamente.

La organizaciénde la tesis es la siguiente:
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En el Capitulo 2 se presenta el modelo constitutivo propuesto para
materiales simples e is6tropos. En primer lugar el modelo pldstico, luego el
modelo de dafio y finalmente el modelo que acopla las deformaciones

permanentes con el fenémeno de degradaciénde rigidez.

En el Capitulo 3 se presenta el modelo constitutivo propuesto para

materiales simples ortétropos.

En el Capitulo 4 se presenta el modelo utilizado para la simulacién de

materiales compuestos por materiales otétropos.

En estos tres capitulos se presentan también una revisién previa sobre
los antecedentes més notorios en el tema y, ademds, ejemplos de aplicacién en
problemas estructurales, que permiicn verificar la validez del modelo

propuesto.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones de la Tesis

y sugerencids para nuevos trabajos de investigacién.

La Tesis se completa ademds con una serie de Apéndices en los que se
desarrollan algunos aspectos que no hacen al contenido fundamental de la
Tesis pero que ayudan a un mejor entendimiento del modelo propuesto y de su

implementacién numérica.

En los Apéndices A y B se resumen definiciones de deformaciones y
tensiones y sus correspondientes invariantes que se utilizan en el desarrollo

de 1a Tesis.

En el Apéndice C se presentan las bases termodindmicas del modelo

propuesto.

En el Apéndice D se resumen los fundamentos principales de los modelos

elastoplésticos basados en la Teorfa de la Elasticidad y Plasticidad Cldsica.

En el Apéndice E se presentan los aspectos fundamentales del
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tratamiento numérico del modelo constitutivo.

Por ultimo, en el Apéndice F se desarrolla en detalle el problema de

integracién de la ecuacién constitutiva.

Se presenta ademds una seric de Anexos en los que se desarrollan

algunos problemas puntuales.
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CAPITULO 2

MODELO CONSTITUTIVO PARA MATERIALES SIMPLES E ISOTROPOS.
PEQUENAS DEFORMACIONES Y DESPLAZAMIENTOS

CARGAS CUASIESTATICAS DE CORTA DURACION

PROBLEMAS TERMICAMENTE ESTABLES
GEOMATERIALES, ACERO.

2.1. INTRODUCCION

Algunos materiales estructurales como el acero y los geomateriales en
general: hormigén, mortero rocas, suelos, pueden ser tratados como materiales
simples e isétropos para la mayorfa de los problemas que se plantean en la

préctica.

A continuacién se describen las caracteristicas fundamentales del

comportamiento de estos materiales.
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2.1.1. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DEL
COMPORTAMIENTO DE LOS GEOMATERIALES
[Desai 1984, Chen 1982, Oller 1988]

Dentro de los llamados geomateriales se pueden mencionar los hormigones,
morteros, suelos, rocas y ladrillos cerdmicos. Los comportamientos de estos
materiales no son idénticos, pero todos presentan ciertas propiedades comunes
que permiten tratarlos con un modelo constitutivo Wnico, variando los valores

de los pardmetros intervinientes en forma adecuada.

Tanto la descripcién del comportamiento como los modelos que se
presentan estdn principalmente orientados a hormigones y morteros pero pueden
ser extendidos a otros geomateriales. Los suelos en particular, presentan
algunas caracteristicas distintas a las de los hormigones, motivo que hace
que lo desarrollado en esta Tesis sea aplicable a suelos sélo bajo

determinadas condiciones.

Los ensayos experimentales de geomateriales ponen en evidencia Ia
presencia de dos fenémenos que interactian entre si y definen el

comportamiento mecdnico de los mismos [Ortiz 1985a]. Ellos son:

e Crecimiento de microfisuras

e Deslizamiento entre las particulas

Generalmente, los geomateriales presentan microfisuras audn antes de ser
sometidos a cargas. En los hormigones y morteros estas microfisuras aparecen
especialmente en la interfase pasta-agregado y son causadas principalmente
por retraccién de fraguado, segregacion, fluencia lenta o expansién térmica.
Esta propiedad es decisiva en el comportamiento mecdnico de este tipo de
materiales. La propagacién ‘de estas microfisuras durante la carga coniribuye
al comportamiento no lineal con degradacién de rigidez para bajos niveles de

tensiény produce la expansién volumétrica cerca de la falla.

El deslizamiento pldstico ocurre cuando se vence la friccién interna del
material y produce deformaciones permanentes. Por otro lado, este concepto

interactia con el crecimiento de las microfisuras dando lugar a lo que
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normalmente se conoce como acoplamiento elastopldstico [Ortiz 1985a).

En general, los geomateriales presentan una resistencia a traccién mucho
menor que a compresion ya que el vinculo entre las particulas suele ser
débil. Por ejemplo, en el caso del hormigén, la pasta de cemento tiene una
resistencia a tracciéon mucho menor que el agregado y da lugar entonces a una

zona débil,

Bajo cargas uniaxiales los geomateriales presentan un comportamiento
précticamente eldstico lineal al comienzo, luego la curva tensién deformacidu
se curva hasta alcanzar un pico a partir del cual comienza a descender, ver
Fig.2.1. La representacién de la deformacién volumétrica de la Fig.2.1
permite ver que ésta es lineal al comienzo pero luego la deformacién
volumétrica cambia de signo produciendo una expansion volumétrica cerca de la
falla.

ALARGAMENTO ACORTAMIENTO

Fig.2.1 Curvas de deformacionde un geomaterial bajo compresién uniaxial
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Ee>E ¢ty
O3 5> O

Lazo de histeresis

TENSION

DEFORMACION

Fig.2.2 Respuesta de un geomaterial bajo compresién ciclica

En la fig.2.2 puede verse un esquema del comportamiento de los
geomateriales bajo cargas ciclicas de compresién. El comportamiento se
caracteriza por la pérdida de la resistencia (0i>0i+1) y la degradacién de Ia
rigidez (E!>Et+1) bajo los sucesivos ciclos de carga y descarga y la

formacién de pequefios lazos de histéresis.

La curva de respuesta en traccion uniaxial es similar a la de compresién
pero con una resistencia de pico mucho menor (0}; « 62). La relacién entre las
resistencias a traccién y compresion depende del material. En el caso del

hormigén, varfa entre 0,05 y 0,1.

La méxima resistencia a compresién es mayor en los ensayos de compresion
biaxial. En general, el mdximo se produce para relaciones de resistencias
distintas de o /o, =1/1. Bajo compresién-traccién, en general la resistencia
decrece casi linealmente con el aumento de la traccién. Bajo traccién

biaxial, la resistencia es practicamente la misma que para compresion.

Bajo estados triaxiales el comportamiento estd altamente influenciado
por el valor de la presiébn de confinamiento, pudiendo ser frdgil,
elastopldstico con ablandamiento o elastopldstico con endurecimiento. Bajo

presiones de confinamiento altas la resistencia aumenta notablemente.
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2.1.2. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DEL
COMPORTAMIENTO DEL ACERO
[Chen 1982]

En la Fig.2.3 pueden verse algunas curvas tipicas de comportamiento de
los aceros usados para hormigén armado y pretensado. Los aceros laminados en
caliente presentan una zona eldstica lineal hasta la tensién de fluencia, a
partir de la cual se tiene un comportamiento perfectamente pldstico seguido

de una zona de endurecimiento hasta la resistencia pico y la posterior falla.

(J' .
p
* G '
G’ |
' ACEROS ESTIRADOS .. G-

o EN FRIO
/

G—P

/_,__,wv__,__/*’““\

ACERO PARA HA

2

R iy

Fig.2.3 Curvas tensién-deformacién tipicas de los aceros

Para aceros de aleaciones y aceros estirados en frio como los que se
usan en pretensado, la tensién de fluencia no aparece tan marcada y debe ser

definida convencionalmente. Ademds el comportamiento es mucho més fragil.

Generalmente se supone que las curvas tensién deformacién para el

acero son idénticas en tracciény en compresiéon [Chen 1982].

Un aspecto importante del comportamiento del acero bajo cargas
ciclicas es la presencia del llamado efecto Baushinger, por el cual un
aumento de la tensién de fluencia en carga es seguido de una disminusién de

la tensién de fluencia cuando el sentido de Ia tensiénes invertido.
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con la superficie de fractura. Para el inaterial fisurado las relaciones
tension-deformaciéon son todavfa eldsticas y lineales pero la matriz de
rigidez tangente es modificada para tener en cuenta que las tensiones en la
direccion normal a la fisura son nulas. Esto hace que el material se comporte

como un material el4stico-lineal ortétropo.
MODELOS ELASTICOS NO LINEALES

Una mejor aproximacién al comportamiento de los geomateriales puede
obtenerse a través de modelos eldsticos no lineales. Los modelos eldsticos no
lineales, que contienen como caso particular a los modelos eldsticos
lineales, pueden clasificarse en tres tipos diferentes : (a) Modelos
eldsticos de Cauchy, (b) Modelos hipereldsticos o de Green y (c) Modelos

hipoeldsticos.
(a) Modelos de Cauchy {Chen 1982, Desai 1984]

En los modelos de Cauchy se supone que el estado actual de tensiones
depende tnicamente del estado actual de deformaciéon. El comportamiento
descripto es reversible e independiente del camino. Este tipo de modelos se

usa bastante en hormigones y suelos.

Es comiin obtener este tipo de modelos como modificacién de los modelos
elasticos lineales, definiendo los mddulos secantes volumétrico Ks y
desviador GS como funciones del estado de deformacién [Cedolin et al 1977,
Kupfer and Gerstle 1973, Kotsovos and Newman 1978]

En principio, cualquier funcién escalar puede ser usada para los mddulos
secantes Ky GS. Obviamente en los modelos constitutivos formulados de este
modo el estado de tensién queda determinado unicamente por el estado de
deformacién y viceversa, independientemente de la historia de carga. Sin
embargo, ello no asegura que la funcién de energfa W calculada a partir de
esas relaciones sea independiente del camino de carga. Hay que imponer
ciertas restricciones en las formas de KS y Gs para que esto ocurra y de paso
queden satisfechas las leyes de la termodindmica. Se puede demostrar que esas

condiciones son [Chen 1982]:
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KS = Ks (I;) é Ks = Ks(eocl)
@.1)
Gs = GS(JZ) 6 Gs = Gs(Yocl)

Donde Il y J2 son el primer y segundo invariante del tensor de
y su desviador respectivamente; y €y Y , las

deformaciones
y cambio de forma

deformaciones octaédricas de cambio de volumen

respectivamente.

Un ejemplo de este tipo de modelos es el propuesto por Cedolin et al

[Cedolin 1977] para hormigén. Es una formulacién secante desacoplada :

oct oct
(2.2)

oct S
con modulos tangentes dados por:

KS/KO = 3 b-Eoct,/c +d
2.3)

p qfYOd/r -8 Yocl +t

G /G

S o

donde a, b, ¢, d, p, q r , s y t son constantes que dependen del

material y K y G son los valores iniciales de los mdédulos voluméiricos y
8] o

desviadores respectivamente.

A diferencia de éste, el modelo de Kotsovos y Newman [Kotsovos 1978]

incorpora en las ecuaciones constitutivas la dependencia entre la deformacién

normal y la tensién desviadora.
b) Modelos Hipereldsticos o de Green [Chen 1982, Desai 1984]

Estos modelos se basan en la existencia de una funcion energia de

deformacion (W) y su complementaria (€2) (asegurada por los principios de la
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termodindmica) tales que el estado de tensiony deformacién resultan de:

o, = aW/oe y e = 8Q/a0, (2.4)
ij i i 1

De esta manera se asegura que no se puede generar energfa en forma

espontdnea en los ciclos de carga y que las leyes de la termodindmica

[Malvern 1969] se cumplen siempre.

Para un material inicialmente isétropo W y ) se expresan en términos de

tres invariantes independientes de los tensores o, o de €. Si se utiliza
1j ij

una expansion polinémica de grado n en los invariantes, se obtiene un modelo

hipereldstico de grado n-1.

A diferencia de los modelos eldsticos lineales, los modelos eldsticos no
lineales obtenidos de esta forma producen acoplamiento entre las componentes
esférica y desviadora, presentando, por ejemplo, incrementos de volumen bajo
tensiones tangenciales puras. Este fenémeno es importante en la modelacién

del suelo y del hormigon.

Los modelos hipereldsticos conducen a  ecuaciones  constitutivas

reversibles que no pueden describir la dependencia de la historia de carga.

Modelos hiperlasticos de segundo y tercer grado han sido usados para

reproducir el comportamiento de las arenas [Desai 1984, Chen 1982]
¢) Modelos Hipoeldsticos
Este tipo de formulacién se usa para describir el comportamiento de
materiales en los que el estado de tensién depende de la deformacién actual

pero también de la historia de tension.

Las relaciones incrementales tienen la forma :

6 =F( 0 ) (25)
ij ij kI' mn .
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Un caso particular seria una expresién equivalente que resulta de la

utilizacién de un tensor constitutivo tangente Cf'k y que permite escribir
. ij

1

la variacién temporal del tensor de tensiones G como:
, i

.

A
Gij - Cijkl(Gmn) C (2.6)
Esto describe una relacién infinitesimal reversible y de ahi el nombre
de hipoeldsticos que se les asigna a estos modelos. Los modelos
hipoeldsticos, de la forma descripta por la ec (2.6) presentan anisotropla

inducida' y rigidez tangente idéntica para carga y descarga.

Recientemente  aparecié  otro | tipo de relacién tensién-deformacion
incremental, denominada modelo de modulo variable [Chen 1982], en el que las
funciones tensoriales C:jkl son funciones de los invariantes del tensor de
tensiones y no de sus componentes. Son generalmente irreversibles y presentan

formas distintas para carga, descarga y recarga.

La mayorfa de los primeros andlisis con elementos finitos fueron
realizados con modelos hipoelésticos simplificados [Chen 1982]. La forma més
simple consiste en proyectar las tensiones y deformaciones en funciones
escalares como las temsiones octaédricas dando lugar a médulos de elasticidad
dependientes de las deformaciones o tensiones [Popovic 1970, Duncan 1970]. Un
andlisis mds sofisticado consiste en desacoplar los efectos desviadores vy
volumétricos y suponer mddulos volumétricos y de corte variables en funcién
de, por ejemplo, las tensiones octaédricas [Kupfer 1969, 1973]. Otra forma
consiste en crear modelos hipoeldsticos ajustando resultados de ensayos
biaxiales [Liu 1972] o axilsimétricos [Darwin 1977] suponiendo ortotropia y
haciendo coincidir las direcciones principales de tensién con los ejes de
ortotropfa. La aplicacion de estos modelos debe restringirse a cargas
mondétonas y situaciones Similares a las de los ensayos a partic de los cuales

se ajustaron los modulos.

t P
g tensor C, " no conserva la forma correspondiente a un material isétropo
1]

(dependiente de dos constantes independientes).
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Para extender el rango de aplicabilidad de los modelos ortotrépicos para
representar el comportamiento del hormigén tanto bajo carga ciclica como
monotdnica, se introdujo el concepto de deformacion equivalente [Darwin 1977,
Saenz 1964]. Los efectos del estado triaxial de tensién en el dafio interno
son tenidos en cuenta mediante curvas tensidn-deformacion equivalentes para
cada una de las direcciones principales. Este tipo de modelo ha sido
utilizado para resolver una gran variedad de problemas de hormigén armado
mediante el método de los elementos finitos [Chen 1982]. Un ejemplo de este
tipo de modelos es el de Buyukozturk and Shareef [1985] para hormigén. Este
es un modelo ortétropo en el que los mddulos eldsticos tangentes se
establecen por separado para cada una de "las direcciones principales, como
funciones del estado de tensién y deformacién en las direcciones principales.
La ley constitutiva tiene la forma descripta en ec.(2.6) en donde el tensor

. . ] . - . . . . .
de rigidez tangente C Ly escrito en forma matricial tiene la siguiente
ij

forma:
§ X .
(1-v )El V(1+V)IE1E2 v(1+v)« ElE3 | 0
2 N peaenesn ]
(1-v )E2 v(1+v)« E2E3
( (1-v)E
C' = (1/) 3 2.7)
Simet. ) G]2
q) GZ3
6 G,

Donde El, E2 y E3 son los médulos de Young tangentes en las direcciones
I, 2 y 3 respectivamente, ¢ = 1 3v - 2V, v oes el médulo de Poisson y Gn,
sz y G31 los mdédulos de corte en planos paralelos a los planos coordenados
1-2, 2-3 y 3-1, respectivamente. Los mddulos de corte en las direcciones

principales se definen como:

G12 = o EIE2 , ng =0 E2E3 , G31 = 0O lEaliz’z (2.8)
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Donde o es un pardmetro que vale : oc=%(1+v) para hormigén sin fisurar y

varfa entre 0 y 0,2 para hormigdn fisurado.

La deformacién uniaxial equivalente escrita en forma de matriz columna

e estd dada por la siguiente relacion:

£ = — (2.9)

Donde € es la deformacién principal en la direccién j y a, SA AL las
i v

tensiones principales en las direcciones i, j y k respectivamente.
La relacion tensién-deformacién estd dada por:

. e
- n i 4 (2.10)
e n-1+ (eiu/eic)" ic

Ql‘_q

Donde n es un factor de forma.

Los mddulos tangentes para la construccion de la matriz de rigidez

tangente pueden obtenerse derivando la ec.(2.10).

Este modelo puede extenderse también para carga ciclica [Buyukozturk and
Shareef 1985]

2.2.1.2. Modelos Basados en la Teoria de Plasticidad

La teorfa de plasticidad se aplica con muy buenos resultados a
geomateriales cuando estos trabajan a compresiéon. Para el hormigén, por
ejemplo, son muy comunes los modelos que suponen un comportamiento eldstico
perfectamente pldstico en compresiény eldstico fracturable en traccion.

Dentro de los modelos basados en la teorfa de la plasticidad se pueden

distinguir los modelos perfectamente pldsticos y los modelos plasticos con
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endurecimiento o ablandamiento. Por otra parte aparecen los modelos que

combinan la plasticidad con el dafio, modelos que se trataran mds adelante.
MODELOS ELASTO-PERFECTAMENTE PLASTICOS

Algunos materiales friccionales como el hormigén fluyen pldsticamente
bajo compresion triaxial. Para describir este comportamiento puede utilizarse
un modelo eldstico-perfectamente pldstico combinado con algin criterio de
falla o de aplastamiento que marque un - Ifmite al flujo plédstico. Este

criterio puede estar definido en el espacio de deformaciones.

Para definir el limite de fluencia se suele utilizar como criterios
Mohr-Coulomb, Drucker-Prager, Willam-Warnke [Chen 1982]. Para describir la
ley tensién-deformacién en régimen pldstico se empléa normalmente  flujo
asociado lo cual conduce a un aumento excesivo de volumen por efecto de la
presion. La dilatancia® cerca de la falla es justamente uno de los fendmenos
caracteristicos en algunos geomateriales como el hormigdn, rocas y suelos

bajo determinadas condiciones.

MODELOS ELASTO-PLASTICOS
CON ENDURECIMIENTO O ABLANDAMIENTO

Este tipo de modelos es mds atractivo que los anteriores debido a que
normalmente los geomateriales presentan un comportamiento elastopldstico con

endurecimiento.

Un ejemplo de este tipo de modelo es el de Chen [Chen y Chen 1975, Chen
y Ting 1980, Chen 1982] para hormigén. En este modelo se supone que
inicialmente el material es eldstico hasta que alcanza la superficie de
fluencia. A partir de alli tiene un comportamiento elastopldstico con
endurecimiento. La superficie inicial de fluencia va evolucionando de manera
que se trata de una superficie de carga que marca el umbral de comportamiento

eldstico en el espacio de tensiones. Se define ademds una superficie de

2NOTA: La dilatancia es el fenémeno  de cambio de volumen asocindo a ia
distorsidn angular que provocan las tensiones tangenciales en un punto del

sélido.
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fractura que marca la rotura por aplastamiento o fisuracién. Cuando el

material alcanza este limite su resistencia cae a cero y es incapaz de

resistir tensién alguna. En la fig.2.4 se han representado las superficies

descriptas en el plano de tensiones principales ((51—(52)

O—Z/fc'
( H
G«/fc
i [“~ SUPERF, DE
SUPERF. DE - DISCONTINUIDAD INICIAL
ROTURA « y
/ J SUPENF. DE
] J CARGA SU3SIGUIENTES

Fig.2.4 Funciones de fluencia y carga [Chen y Chen 1975]

En la zona elastopldstica se trabaja con flujo asociado %—, por lo que

ki

temporal de la deformacién pldstica se puede calcular como
[Chen and Chen 1975]):

el incremento

of

, 1 60“ ki 3f

P

T @.11)
I o o ¥
a0 . 30’mn

Donde el médulo de endurecimiento se define como:

A = _dF (2.12)
de‘:sde’;
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Siendo dF el cambio de volumen que sufre la superficie de carga cuando

se pasa de un estado termodindmico a otro.

La ley constitutiva incremental para este modelo se obtiene sumando la

deformacién eldstica a la pléstica dada en ec.(2.11).

Si bien el modelo reproduce razonablemente los resultados experimentales
tiene algunos problemas como son el uso de flujo asociado con lo cual no
logra un adecuado control de la dilatancia, la definicion de una superficie
de fluencia cerrada que estd inmersa en el modelo y la definicién de un
limite brusco de rotura que no coincide con el comportamiento observado

experimentalmente.

2.2.1.3. Modelos Basados en la Teoria Endocronica de .la Plasticidad
[Bazant 1978b, Chen 1980]

Recientemente se han hecho muchos esfuerzos para desarrollar un modelo
continuo que no incluya la existencia de un criterio de fluencia y la
definicion de una regla de endurecimiento. Asi se origind la teorfa
endocrénica de la plasticidad para la descripcién del comportamiento de los
metales. Valanis mostr6 que, para describitr el comportamiento de metales
empleando una  pseudo-escala de tiempo, el tiempo intrinseco se podia
derivar de una ecuacién constitutiva que incluyera  endurecimiento, descarga,
recarga, endurecimiento cruzado y deformacién bajo carga ciclica. Mds tarde,
Bazant 'y sus colaboradores extendieron la teorfa para describir el
comportamiento  de rocas, arenas, hormigén y hormigén armado. Esta teorfa
estd todavia en desarrollo pero tiene muchas aplicaciones précticas

potenciales.

El concepto bisico de la teorfa endocrénica se origina en la similitud
que existe entre la curva tensién-deformacién uniaxial de un material elasto-
plastico y la curva de deformacién diferida para materiales viscoeldsticos
bajo carga constante, De hecho, la teorfa endocrénica puede ser considerada
una generalizacién de la viscoelasticidad cldsica que incluye, no sélo la

dependencia explicita del tiempo, sino también la historia de deformacién
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permanente.

Para un material viscoeldstico lineal ;
t
o, = | Cy D (e o) 2.13)

Para un comportamiento que incluye deformaciones plésticas, la ecuacién
constitutiva debe depender de la historia de deformacién. Por ello la teoria
endocrénica introduce una pseudo-escala de tiempo, el tiempo intrinseco £

definido como :

E = jﬁ _f?(% (2.14)

en donde f(£)>0 y dC>0, f({) es una funcién que depende de la historia y
d{ es también una medida del tiempo definida por :

2 _ 2
dC = deij de + Db (dt) (2.15)
Donde a,, cs un tensor que conticne constantes del material.
Para materiales isétropos,la ec.(2.15) queda :
2 2
di* = K1 deii dejj + K2 deij deij + b (dt) (2.16)

Kl, K2 y b son constantes del material. Las ecs. (2.15) y (2.16) son,
de hecho, arbitrarias. Bazant propuso formas algo distintas para hormigén.

Usando la pseudo escala de tiempo, la ec.(2.13) queda :

§
= £ ’ ’ 2.17
0, = [, Coul®E) (e /o8 de (2.17)
En principio, cuando se aplica la teorfa endocrémica para la

caracterizacién del comportamiento de un material, se puede elegir libremente
las constantes Kl, Kz, b, f) vy Cm. Esta libertad en las formas
]
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funcionales permite incluir gran variedad de 'comportamientos complejos en
la ecuacién constitutiva. Sin embargo, se ha demostrado que, en algunos
casos de carga y descarga, los modelos pueden generar energia espontdnea
violando los principios bdsicos de la termodindmica. Por lo tanto, la
eleccién de las funciones ateriales tiene algunas restricciones que deben

ser estudiadas y clarificadas.
2.2.1.4. Modelos de Fractura [Chen 1982, Oller 198¢

Generalmente se wusa este tipo de modelos para describir el
comportamiento de materiales en los que el comportamiento no lineal se debe
fundamentalmente al fenémeno de fisuracién. En el andlisis mediante el método
de elementos finitos se usan tres tipos de enfoques para modelar la
fisuracién : 1) modelos de fisuras distribuidas, 2) modelos de fisuras

discretas y 3) modelos de mecdnicade fractura.

La eleccién de uno u otro tipo de modelo depende fundamentalmente del
propésito del andlisis. Si sélo se desca el comportamiento general, por
ejemplo  carga-deformacién, son mds apropiados los modelos de fisuras
distribuidas. Si, por el contrario, se desea conocer los cuadros de

suracion 'y ¢ distrib "3n loc ~ _ . _ _uras, resultan mds apropiadi  los

modelos de fisuras discretas.
MODELOS DE FISURAS DISTRIBU 'AS [Rots 1989]

Estos modelos suponen que el material, cuando se fisura, se transforma
en un material ortétropo o transversalmente isétropo. Esta formulacién
permite tener en cuenta una pérdida gradual o brusca de la resistencia en la
direcciéon perpendicular a las fisuras ademds de la resistencia al corte
remanente en el plano de las fisuras debida al efecto de entrelazado del
agregado. Esta resistencia al corte hace que las fisuras secundarias no

siempre se produzcan en la direccién perpendicular a las primeras fisuras.

En los modelos de fisuras distribuidas, las fisuras no son discretas,
sino que se supone un nidmero infinito de fisuras paralelas a través de esa

parte del elemento finito. Ver Fig.2.5.
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a) Fisura real b) Fisuras distribuidas

Fig.2.5 Representacién de la fisura real por medio
del concepto de fisuras distribuidas

Generalmente estos tipos de modelos se utilizan en combinacién con
modelos lineales eldsticos. Se admite que el material tiene un comportamiento
lineal eldstico hasta que se alcanza una superficie limite definida en el
espacio de tensiones y se produce la fisuracién. Una vez que se produce la
fisuracién, se debe modificar la matriz de rigidez tangente. Por ejemplo,

para un estado plano de tensiones queda expresada como [Rots 19385]:

Aon Ae“
Ao, }= C! Ae, (2.18)
At Ay

Donde los subindices n y t indican las direcciones normales vy
transversales a la fisura (ver fig2.5) y la matriz de rigidez tangente C'

estd definida por:
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0
0 (2.19)

o m oo
Q

B

y la deformacién perpendicular al plano vale :
Aez = - (V/E) Aol (2.20)

En la nueva matriz de rigidez tangente el mddulo de elasticidad E en la
direccién normal a las fisuras se reduce a 0 y y el médulo de corte se reduce
a PG donde 0<B<1. En cargas posteriores, las fisuras pueden cerrarse y
transmitir tensiones de compresién . Normalmente se supone que las fisuras se

cierran cuando la tensiéna través de las mismas es de compresion.

Para calcular la matriz de rigidez de todo el sélido es necesario rotar
la matriz C' al sistema de coordenadas globales e integrarla con la de los

restantes puntos.

Las relaciones tensién-deformacién incrementales para el  material

fisurado pueden resumirse de la siguiente manera :

Para material fisurado en mds de una direccién se supone que la

rigidez es nula y que las tensiones se relajan completamente.

Para material fisurado, en el que sélo se formd un conjunto de

fisuras, las relaciones tensién deformacidn estdn dadas por la ec. (2.18)

Cuando todos los conjuntos de fisuras estdn cerrados se supone que el
material se comporta como un material lineal eldstico tal cual lo era antes

de fisurarse.

Un ejemplo de este tipo de modelos es el de Rots et al [1985] para

hormigones.
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MODELOS DE FISURAS DISCRETAS [Chen 1982]

Consisten en introducir fisuras discretas. Normalmente esto se logra
desconectando los desplazamientos en los nodos de los elementos adyacentes.
Ver Fig.2.6. Esto exige conocer de antemano la ubicacién de las fisuras para
elegir adecuadamente la malla de elementos finitos o redefinicr nodos y
elementos, lo cual resulta complejo y lleva mucho tiempo. La tendencia actual
en elementos finitos es utilizar elementos de orden superior. Este tipo de
elementos, en particular los isoparamétricos, llevan a una mala definicién de
las tensiones en las esquinas lo cual no condice con la fisuracién en los
bordes de los elementos asociada al modelo. Por otro lado, el cambio de
topologia destruye la banda angosta de la matriz de rigidez. Para algunos
problemas particulares con una direccién dominante de fisuracién y pocas

fisuras el modelo anda bien.

a) Inicio del b) Caso en que se formen

fenémeno de fisuracion fisuras transversales

Fig.2.6 Separacién nodal en el modelo de fisuras discretas
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MODELOS DE MECANICA DE FRACTURA [Oller 1988]

Si se acepta que el material es muy fragil, es decir que es sensible a
las fracturas, el uso de un criterio de tensiones puede ser peligrosamente no
conservativo 'y la teoria de mecdnica de fractura puede proveer una

herramienta mds racional para el anélisis.

Los pardmetros que gobiernan la iniciacién y propagacién de las fisuras
en la mecdnica de fractura eldstica lineal son los factores de intensidad de

tensiones KI, KII y KII y la tenacidad del material a la fractura ch. Se

supone que el tamaﬁolde la zona fracturada es despreciable frente a su
Jongitud y de esta forma se se pueden calcular las tensiones en el fondo de
una fisura a particr de los factores de intensidad de tensiones. La tenacidad
del material es una propiedad del mismo que permite estudiar la estabilidad
de wuna fisura. Si el factor de intensidad de tensiones alcanza un valor

critico, la fisura se propaga en forma inestable.
2.2.1.5. Modelos de Daiio [Simo 1987, Ju 1989]

La mecénica de dafio continuo local fue introducida y usada ampliamente
para simular la degradacién progresiva de las propiedades mecédnicas de los
materiales antes de la iniciacién de la macrofisuracién. Kachanov [1958] fue
el primero en introducir el concepto de tension efectiva para modelar la
ruptura por fluencia lenta. Mds tarde la mecdnica de dafio continuo fue
extendida para modelar fatiga, creep, interaccidon creep-fatiga y dafio dactil-
pldstico. Recientemente fue aplicada a materiales fragiles como el hormigén y

las rocas.

Las teorfas de dafio continuo estdn basadas en la termodindmica de los
procesos irreversibles y la teorfa de las variables internas de estado. Para
modelar el dafio isétropo es suficiente considerar una variable de dafio
escalar mientras que para considerar la anisotropia del dafio se necesitan
variables de dafio tensoriales. Las formulaciones isétropas se usan mucho ya

que son simples, eficientes y adecvadas para muchas aplicaciones précticas.

Si se llama M_ ~al tensor de cuarto orden que caracteriza el estado de
ij
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dafio en un punto del sélido, entonces la tension efectiva O'?j se puede
obtener, a partir de la tensién real G, » como sigue (ver también [Betten
1983]):

o° =M' o 2.21)

ij ijkl ki
Para el caso de daio isétropo el comportamiento mecénico es
independiente de la orientacion del dafio y depende entonces solamente de una

variable escalar "d".

It

o’ o, J/(l—d) (2.22)

=
I

Sij (1-d) (2.23)

" Donde d € [O,dc) es el pardmetro de dafio y el factor (1-d) es un factor

asociado con la cantidad de dafio que fue introducido por Kachanov [1958].

d = 0 para el estado no dafiadode un punto

d = dC para la ruptura total del punto

ESPACIO REAL ESPACIO FICTICIO
DANADO Mo NO DANADO

Fig.2.7 Representaci6n esquemdtica de la hipdtesis de

deformacién equivalente

"d" puede ser interpretado fisicamente como la relacién entre la
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superficie dafiada y la superficie total (nominal) en un punto material.
Adicionalmente, Lemaitre [Lemaitre 1971, 1978] introdujo la siguiente

hipétesis de deformacion equivalente :

"La deformacién asociada con un estado dafiado bajo la tensién aplicada
es equivalente a la deformacién asociada con el estado no dafiado bajo Ia

tension efectiva”. Ver Fig.2.7.

A continuacion se describen algunos modelos de degradaciéon encontrados
en la bibliograffa. Algunos de ellos combinan las teorfas de elasticidad no

lineal y la plasticidad con el dafio.

MODELOS DE FRACTURA PROGRESIVA
[Dougil 1975, Bazant y Kim 1979, Han y Chen 1986]

Estos modelos permiten tener en cuenta la degradacion de rigidez que

ocurre como consecuencia de la fractura progresiva del sélido.

Supone una superficie de [fractura definidla en el espacio de

deformaciones
(D(E‘,j,Hk) = (b(eij) - H(Wf) =0, (2.24)

que encierra todos los puntos de deformacién que pueden ser alcanzados
sin que la fractura progrese. Durante la fractura progresiva la superficie de
fractura se expande de manera de poder tener en cuenta los estados de tensi6n
adicionales que pueden ser alcanzados con comportamiento eldstico lineal.
Este modelo supone que el material fracturado es eldstico, esto es, una vez
quitada la carga, las dimensiones originales se recuperan totalmente.

Entonces la tension se relaciona con la deformacién mediante la ley de Hooke:

S = G B (2.25)
dGij - Cijkl dEkl + dCijk; € (2.26)
do® = C de,  -do. = dC € 2.27)

ij ijkl ki ij ijkt ki
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Ver Fig.2.8a
Por otro lado, el postulado de II’yushin [Lubliner 1972] requiere que el
trabajo realizado durante la aplicacién y remocién de de sea no negativo (ver
Fig.2.8b) :
dw' = (1/2) dofj de, 2 0 (2.28)
De ahi se obtiene la regla del flujo

f —
do, = du, o®/ae, (2.29)

Donde dud es el factor de consistencia de degradacién que se obtiene a

partir de la condiciénde consistencia de degradacidn:

dCI)ij = (atl)/aeij) deij + (6H/6Wf)de =0 , (2.30)

cd0

a) Incrementos de tension b) Trabajo de fractura

y deformacion

Fig.2.8 Teorfa de Fractura Progresiva

o1
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Para materiales del tipo de las rocas y el hormigén se producen
simultdneamente fractura y deslizamiento en la interface mortero-agregado
dando lugar a degradacién de rigidez y deformaciones irrecuperables
respectivamente. Para modelar este comportamiento, Bazant y Kim [1979]

propusieron la descomposicién del incremento de tensiénen tres componentes :

ij ij ij

do, = do® - do” - do’ ' (2.31)

En este modelo los incrementos de tensidn pldstico do‘i’, y de fractura
dofj se determinan mediante reglas de flujo basadas en lé)s postulados de
Drucker [Hill 1967, Malvern 1969, Chen 1982, Desai 1984] e II’'yushin
[Lubliner 1972] respectivamente. Su teorfa  define una superficie de carga en
el espacio de tensiones y otra en el espacio de deformaciones, lo que da

lugar a criterios de carga un poco confusos.

En un trabajo posterior, Han y Chen [Han and Chen 1986] proponen una

tinica superficie de carga en el espacio de deformaciones.
MODELO DE ORTIZ [1985a]

Ortiz [Ortiz 1985a] presenta un modelo de dafio distribuido para mortero
y la aplicacién de la teorfa de mezclas para tener en cuenta la naturaleza

compuesta del hormigén.

De la segunda ley de la termodindmica y siguiendo la deduccién de

Coleman, las relaciones tensién-deformaciénestin dadas por:

g, = ag/acsij = Fijkl o, (2.32)

Donde g es el potencial de Gibbs y Fijkl el tensor de flexibilidad.

Diferenciando esta relacién se obtiene lo siguiente:

. . . _ . )
eij FiJkl okl + Fijkl O, z—:U + eij (2.33)
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Donde :

e’ : incremento de deformaci6n eldstica
ij

g : incremento de deformacién ineldstica
ij
Los valores mismos de F.,kl son tomados como una caracterizacién del
ij
dafio. En particular, se supone una estructura aditiva para la matriz de
flexibilidad :

F =F +F (2.34)

Donde :

F:jkl : Tensor de flexibilidad no fisurada

Ffjkl : Tensor de flexibilidad adicional debida a la microfisuras
activas, esto es las fisuras que soportan tensiones de ftraccién y que se

encuentran en proceso de apertura.

; f
e.=F +F Yo =¢ +¢ (2.35)
ij ijkl ijki ki ij i :
Donde €’ es la deformacién que ocurriria en ausencia de microfisuras y
ij

f . . -
€. es la deformaciéndebida a las microfisuras.
ij

Puede ocurrir que algunas fisuras soporten, en determinado instante,
tensiones de compresién y permanezcan cerradas, no contribuyendo a F?jkt' La
condicién de apertura puede ser vista como una condicién unilateral que

requiere que los autovalores de g, sean positivos . Si se escribe:
e = TEPUDI 236)
ij i

donde los e(a) los d@ son Jlos autovalores autovectores de €
y , y :

1]
respectivamente, entonces la proyeccion positiva de eij serd :




Modelo Constitutivo para Materiales Simples e 1sotropos 35.

([P+€)ij - Z<e(°‘)> dfo‘) dj@ 3 (2.37)

y la ecuacion (2.35) puede escribirse mds exactamente como :

0 + e +
e = Fijkl o, +P (Fijkl P(c,)) (2.38)
Las condiciones antes discutidas suponen una nocién intuitiva de que las

fisuras son perfectamente planas y sélo pueden abrirse bajo una traccién
normal al plano de las mismas. Sin embargo, esta es una idealizacién
demasiado simplista para algunos materiales como el hormigén en los que las
fisuras siguen caminos bastante errdticos. Surge, en esos casos , la
posibilidad de que las fisuras se abran bajo fuerzas de compresién contenidas
en el plano medio de las fisuras. Este efecto se denomina normalmente efecto
cruzado. Entonces, en resumen, las microfisuras pueden activarse de dos
formas distintas :

¢ Modo 1 o modo de particioén (Fig.2.9a)

¢ Modo II o modo de compresién (Fig.2.9b)

|

a) Modo I o modo de particién b) Modo 1I o modo de compresién

Fig.2.9 Modos de activaciénde microfisuras

+ .
3NOTA: El operador P da la proyeccion ortogonal del espacio de
+
defomacion en el cono positivo C. Este operador asigna a cada estado de
+
defommacion € su punto mas cercano P €E) en el cono positivo del espacio
1 1

de deformaciones.
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El efecto cruzado puede ser incorporado en la férmula postulando una

descomposicién aditiva de la flexibilidad adicional.

— R° + D + ity .
eij B F(ijkl le + P (F;ijkl P (le)) + “)(Fnijkl ‘P(le)) (2.39)

El modelo de dafio se construye guidndose en los principios de Ia

termodindmica. Se postula una regla de dafio del tipo :

F° = (i R(0) F =i R (o) (2.40)

Donde RI(G) y RH(G) son funciones de respuesta del material que

indican la direccién en la que tiene lugar el dafio y H,oes un pardmetro

escalar que puede ser visto como una medida acumulativa del dafo.
;ld> 0 = el dafio progresa
k=0 = el comportamiento es eldstico
Como criterio de dafio se usa la siguiente funcionde daifio:
® (Or) = 90) - (112) 0,1) < 0 (241)
Donde :

@ : Funciénde dafio
o : Tensién critica para la extensiéndel dafio.
Cc

Si la ltima desigualdad se satisface el comportamiento es eldstico

(L'Ld=0). Si no se satisface, el dafio progresa.

La formulacién propuesta define un marco fenomenolégico general dentro
del cual el modelo de dafio queda completamente detinido cuando se especifican
las direcciones de daifio RI(G) y Ru(cs) y la ley de ablandamiento Gc(ud) que

da la dependencia de la tensién critica del dafio acumulado.
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El caso mds simple consiste en tomar una regla de flujo asociada en la

que :

2 2
29, 29,
R-_ 1 R =1L (2.42)
act ac’ 86" 80~

La ley de ablandamiento queda completamente determinada por el ensayo de

compresion uniaxial.
MODELO DE JU [Simo y Ju 1987, Ju 1989]

En este modelo se supone que el dafio del material estd ligado a la
historia de las variables de estado tanto eldsticas como pldsticas, o sea que
el material presenta lo que suele denominarse acoplamiento elastopldstico.
Justamente uno de los problemas fundamentales de la formulacién de dafio
dactil de Lemaitre [1985] es que desacopla la plasticidad y el proceso de
dafio, contradiciendo la evidencia experimental de que las variables plésticas

| inic y ) ( S.

Se s ¢ 0 t +  las « | na parte
eldstica dafiada €° y una parte pldstica dafiada €;

e =¢ +¢ (2.43)

y ] 1y

Para considerar los 1 ‘anismos de plasticidad y dafio se intrc 1ce 1

siguiente funcién de energia libre homogénea :

‘P(e?j,a,d) = (1-d) ‘I"’(e;,a) (2.44)

Donde :

Y : Energia potencial libre

W°: Energia potencial libre del material no dafiado
o : Conjunto de variables internas pldsticas

d : Variable de daiio
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Para una teorfa puramente mecénica la desigualdad de Clasius-Duhem toma

la forma :

Y+ao e 20 (2.45)
ij 1
Diferenciando y teniendo en cuenta que las descargas de dafio y pldstica

son el4sticas, se obtiene :
o, = a‘{’/ae‘;’j = (1-d) a‘{"’/ae‘:j (2.46)

y las desigualdades disipativas :

YOEta)d 20y oY°/e; éfi’j - a¥an o, > 0 (2.47)

De la igualdad (2.47a) surge que ¥° es la fuerza termodindmica conjugada
de la variable de dafio y es por ello que se la propone para caracterizar las
condiciones de carga y descarga. Si se define £ = W°(e",00) el estado de dafio

queda caracterizado por el siguiente criterio de dafio:

cb(g‘,rl) =£ -1 <0 te R (2.48)

Donde r es el umbral de degradacion correspondiente al tiempo t. Segin

esta condicién, la degradacién se inicia cuando la tasa de liberacién de

energia supera el umbral de dafio inicial r. Este criterio energético estd
o

ligado a la historia de las deformaciones eldsticas y pldsticas.

Para describir el crecimiento de microfisuras y expansién de las
superficies de dafio es necesario especificar las ecuaciones de evolucion de d
y 1. Este trabajo propone una descripcién fenomenol6gica ya que no se dispone
de una derivacién micromecdnica para el caso de elastoplasticidad no lineal
acoplada con microfisuras interactuantes.

Para el caso de dafiois6tropo se define :

d = 1 HEdS a,c.p) (2.49)
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r=p (2.50)

Donde :

S, espaciamiento entre inclusiones, fibras o agregados
a: tamafio del grano

c: tamafiode la microfisura

Py porosidad

Hoes el pardmetro de consistencia de daiio que define las condiciones de

carga-descarga de acuerdo al criterio de Kuhn-Tucker [Simo 1987]:

120 DEr) <0 n B(e,r) = 0 2.51)

En el caso ud>0 O=0 vy H,ose determina por la condicién de consistencia

de dafio:

D) = DET) =0 = p = ¢ 2.52)

de modo que r estd dado por :

I = max { T, max & } (2.53)

S € (o)

Diferenciando la ec.(2.46) junto con la regla de dafio y la condicién de

consistencia de dafio,en ausencia de flujo pldstico (a=0), se obtiene :

Gij = Cijld e, (2.54)
62\1]0 o] (0]
Cijkl = (I—d)aee w: -H csijcskl (2.55)
ij Kkl

Donde C?,kl es un tensor simétrico de rango 4 y G(i’j= GiJ/(I—d)
j
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Una vez que se producen las microfisuras las tensiones se distribuyen en
el material no dafiado. De acuerdo a esto, parece ldgico establecer que el
flujo pldstico ocurre sélo en el material no dafiado por medio de cantidades
efectivas. Es por ello que la caracterizacién de la rtespuesta pldstica se

hace mediante tensiones efectivas, de la siguiente forma:

Regla del flujo:

‘» _ 2 8F(c°,m)
e = A g (2.56)

J

Regla de endurecimiento pldstico:

di = h(c® o) 2.57)
Condiciénde fluencia:

F(oI:n,(x) <0 (2.58)

Donde A es el pardmetro de consistencia plastica y hi la  funcién

vectorial de endurecimiento

Aunque se use la regla del flujo asociado en el espacio de tensiones
efectivas 0(;,, el flujo plastico se aparta de la normal a la superficie de
]

fluencia en el espacio de tensiones G en el caso de dafio anisétropo.
ij

Las condiciones de carga-descarga se establecen mediante las condiciones
de Kuhn Tucker [Simo 1987]. Mediante la condicién de consistencia pldstica se
llega al mdédulo tangente elastopldstico dafiado. Este tensor es un tensor de

rango 4, generalmente no simétrico, sin embargo en el caso en que el tensor

2
Cf‘?kl=a‘P° /ae‘:_ae; es constante y se usa la condicién de fluencia de Von
1] }

Mises, resulta simétrico.
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Aunque estos modelos son isétropos pueden tener en cuenta el efecto de
apertura y cerrado de microfisuras para el modo 1. Si se parte de una

descomposicién espectral del tensor de deformaciones:

3
e, = )€ D P, (2.59)
1=1

Donde & deformacién en la direccién principal i y pl'( un vector unitario

en la direcciénde la deformacion principal i.

Los tensores proyeccién espectral regular 'y  positiva [P';j y [Pij

respectivamente, se definen como sigue :
3 3
no_ i i . i i
[Pij = Z P, P, [Pij = z <e>p, P (2.60)
1=1

1=1

y el tensor proyeccién positiva de cuarto orden :

+ ot + n n
D)ijkl =P D’jb P Pl | (2.61)
de modo que :
+ +
eij = D)ijkl €, (2.62)

Con esta notacién se puede reescribir la ec.(2.46) como sigue:

(o] (5]
o, = (6“(6jl -D. ) 8% /aekl (2.63)
ijkl
donde D =d P P"  es el tensor de daiio activo anisétropo de
aci‘kl ijmn mnkl
3
cuarto orden. Si todas las deformaciones principales son de traccién
P’ =88y D =d§6, el dafio es isétropo. Si todas las
ijkl ik jl act, ik jl
ikl
deformaciones  principales som de compresion [P;'jkl:() y D =0 las

ijkl
microfisuras locales estdn enteramente cerradas (pasivas) bajo el estado
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actual de deformacién. Otras combinaciones de deformaciones dan lugar a

apertura o cerrado de microfisuras.

La tasa de liberacién de energia de dafio £ = ‘i’o puede ser modificada de

la siguiente manera para incluir dafio ddctil y frdgil:

°(e?j,a) Dictil

‘P°(e:’ ,a) Fragil

Puede verse que en este caso la definicién de P* es mds precisa que en
el trabajo de Ortiz [1985a]. P* es un operador no lineal, no constante,
asociado con el estado de deformacion. Otra diferencia fundamental con el
trabajo de Ortiz [1985a] es que en este trabajo se describe el proceso de
dafio mediante un tensor de dafio D mientras que Ortiz lo hace mediante una

flexibilidad adicional.

El modelo propuesto en este trabajo puede ser extendido también al caso

de  fioanisétropo.

El comportamiento de los aceros en pequefias formaciones es mucho mas
simple que el de los geomateriales. Normalmente, para las barras de acero que
se usan en hormi; armado o | :tensado es suficiente consi ar modelos
uniaxiales elastico-perfectamente pldsticos 0 ela »-pldsticos con
endurecimiento segiin el tipo de acero de que se trate. Cuan ) es necesario
trabajar con elementos de acero tridimensionales se puede utilizar con muy
buena aproximacién modelos elastopldsticos, con o sin  endurecimiento.
Generalmente se utiliza el criterio de fluencia de Von Mises que es adecuado

para aceros y flujo asociado.
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2.3. MODELQO CONSTITUTIVO PROPUESTO PARA
MATERIALES SIMPLES ISOTROPOS

2.3.1. INTRODUCCION

El fenémeno de fisuracién en los geomateriales, en general, tiene lugar
para valores bajos de tensién. A nivel microscépico, la microfisuracién puede
ser considerada como un fenémeno adireccional, sin embargo, a nivel
macroscépico, se puede observar una direcciéon dominante que viene marcada por
el lugar geométrico de los puntos isotrépicamente dafiados [Oller 1988]. A
este concepto se lo conoce como ‘“anisotropia inducida" por el proceso

mecanico de carga.

El uso de una formulacién pléstica-degradable localmente isétropa,
combinada con el concepto de localizacion del dafio, da lugar a un
comportamiento globalmente anis6tropo [Oller 1988]. En  este  sentido, el
modelo propuesto considera la  direccionalidad del dafio macroscépico a
través del lugar  geométrico de  los  puntos isotrépicamente dafiados.

De esta forma se evita trabajar con formulaciones ortdtropas.

En este punto se presenta el modelo constitutivo elasto-pldstico-
degradable denominado "modelo de daiio pldstico modificado" que difiere de su
version original , el "modelo de daiio pldstico original" [Oller 1988a, b y ¢,
1990a y b], en la forma en que se define la variable de endurecimiento
pldstico isétropo y en la ley de evolucién de la cohesién, por un lado y en

la forma de considerar y acoplar el dafiocon la plasticidad por otro.

El modelo que se presenta permite simular el comportamiento multiaxial
del hormigén y de los geomateriales inicialmente isétropos, en general. Surge
de la extensién y reinterpretacién de las variables fundamnetales de la
teorfa de plasticidad cldsica y de la teorfa de dafio de Kachanov [Kachanov

1958] para poder reproducir el comportamiento de materiales friccionales.

Para mayor claridad en la presentacién, se desarrolla primero la parte
del modelo basada en la teoria de la plasticidad, luego la correspondiente al

dafio y finalmente se presenta la forma de acoplar estas dos formulaciones
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2.3.2. MODELO DE DANO PLASTICO MODIFICADO -
MODELO PROPUESTO

2.3.2.1. Introduccién

El fenémeno de fisuracién en geomateriales se produce por la pérdida de
cohesién entre particulas, que ha sufrido el material por efecto de Ia
microfisuracién. Este fendmeno de microfisuracién es el principal responsable

del comportamiento ineldstico.

Si se admite, como hipétesis, que la microfisuracién se produce por
deslizamiento entre las particulas de un material friccional, a costa de una
pérdida de cohesién entre ellas (fenémeno isétropo), es posible relacionar el
comportamiento del material con un fendémeno elastopldstico. En ese caso, se
puede considerar la energia disipada como una medida del dafio en el punto
(dafio pléstico) [Oller 1988].

El modelo plastico que se presenta contempla gran parte de los aspectos
mas importantes que caracterizan el comportamiento ineldstico del hormigén,
tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de tensién-deformacién
multiaxial, la combinacién de fenémenos de fisuracion con aplastamiento a
través de un tratamiento unificado y el control de la dilatancia mediante una
superficie de potencial pldstico adecuada. Por otro lado, el modelo presenta
objetividad de la respuesta respecto al tamafio de la zona de localizacién del

dafio.
2.3.2.2. Descripcion General del Modelo

A continuacién se presentan las ecuaciones fundamentales que gobiernan

el problema.
e Un criterio de fluencia pldstica definido por una expresiéndel tipo:

F = F(Gij,c) =f(0'ij) -c=0 (2.64)
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Donde ¢ es la cohesion

e Una descomposicion del tensor de deformacién total €.  en una parte
ij

eldstica e‘i”j y en una parte pldstica e‘i’,:
]

-1

s p e p
= + = .
el,j Cijkl S, e‘,j E;j + eij (2.65)

-1
Donde C?_kl es la inversa del tensor de rigidez eldstica secante
)

e Una regla de flujo pldstica no asociada que proporciona la evolucién

de la deformacién pldstica mediante la siguiente ecuacion :

aG(le,c)

a0,
ij

ég'j =2 H,p (0,,0) = A (2.66)
ij

i

Donde:

A : Pardmetro de consistencia pldstica

Hep: Funcién de estado tensorial que depende de la funcién de
ij
potencial pldstico

o : Vector de variables internas

G(Ukl,c) : Funciénde potencial pléstico

e Una funcidn de evolucién de la variable de  dafio pldstico, que
reemplaza la variable de endurecimiento  pldstico isdtropo de la

teorfa de pldsticidad cldsica :

8G (o, ,c)

P 1 —1 k1 - P
k=L H (0,0 =4 hKij(Gmn,lcp ) —~é—0—ij~—— = hK‘ij(Umn’Kp ,C) €, (2.67)

Donde :
k": Variable de dafio pldstico

HK: Funcién de estado escalar que depende del tensor hK (Gmn,rcp,c) y
ij
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del flujo.
e Una ecuacionde evolucionde la cohesién, definida como :

aG(le,c)

a0
ij

¢ =AH(G) =L [h(© 0 h (6 0)
ij

¢ = h (c,k%0) & . (2.68)

Donde HC es una funcién de estado escalar que depende de la funcién

hc(o‘m,icP ,¢), del tensor h " (()'m,icP ,C) y del flujo pldstico.
ij

Finalmente, de las 5 ecuaciones (2.64 a 2.68) anteriores y de Ia

condicién de consistencia plastica de Prager (F = 0), se obtiene. la relacién

constitutiva incremental tangente para problemas sin degradacién de rigidez :

o.=C e ' (2.69)
i Piil
j
Donde C'p es el tensor de rigidez elastopldstico tangente, que
[+
ijkl
resulta:
s 8G oF c
ijki 86 80 mnkl
Cl _ Cg ) ki mn
Tl 8G(0,,0) o oG
3
h C(Gm’KP’C) hK__(Gmn’Kp’C) a0 + 80 . Cijld a0
. _ 1j 1j ij kl
L )

A g

A
(2.70)

Donde A es el pardmetro de endurecimiento pldstico
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2.3.2.3. Variables Fundamentales del Modelo de
Dafio Plasiico Modificado

VARIABLE DE DANO PLASTICO

Los materiales cohesivo-friccionales como el hormigén presentan de
deformaciones tltimas muy distintas segin el tipo de proceso mecdnico a que
son sometidos. Por ejemplo, para el hormigén la deformacién dltima bajo un
estado de compresién uniaxial es 10 a 15 veces mayor que bajo un estado de
traccion uniaxial [Chen 1982]. Adem&s estos materiales disipan distinta
energfa seguin el proceso de carga a que son sometidos. A modo de ejemplo, el
hormigén disipa entre 100 y 150 veces més energfa en un proceso de compresion

uniaxial que en un proceso de tracién uniaxial.

De lo expuesto, se deduce que para tratar este tipo de materiales
mediante la teorfa de la plasticidad es necesario formular una nueva variable
de endurecimiento plastico isétropo  que esté relacionada con la energia
disipada y con el tipo de carga. Dicha variable se denomina variable de dario

pldsticoen el presente modelo

Definicionde la Variable de Daiio Pldstico
para Estados Uniaxiales de Tensién

A partir de ensayos de traccion y compresion uniaxial se pueden definir

diagramas G-e’ que encierran bajo los mismos las  dreas g,lp, y gg
respectivamente. Ver fig.2.10.
]
oo p
P _ L0 J &4
& = _[l: T
) (2.71)

Donde :

G,y O Tensiones uniaxiales de tracciény compresion respectivamente.
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e,[; y eg : Deformaciones plasticas uniaxiales de traccién y compresion
respectivamente.
gg‘ y gg . Energfas por unidad de volumen mdximas disipadas en procesos

de tracciény compresién uniaxial respectivamente.

Fig.2.10 Curvas de resistencia para procesos de carga-descarga uniaxil

A vpartir de estas energias especificas se puede definir la variable de

dafio para procesos cuasi-estdticos de ftraccién y compresién uniaxial como

sigue :

i
1 : .. L
K = o, Ef; dt para traccién uniaxial
P -
g? o
1 (2.72)
Al
1 : ., ..
K = o, eg dt para compresién uniaxial
g? Je=o
c

De estas dos ecuaciones puede observarse que la  variable de daio
plastico kK’ es el valor relativo entre la energia disipada en el instante t
y la méxima a disipar al final del proceso de carga, tomando siempre
valores entre 0 y 1 (0<k’<l1). Resulta asi una variable objetiva respecto a

los dos procesos desarrollados ya que en ambos casos k=0 cuando no hay dafio
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y k’=1 cuando el dafioes total aunque las energias disipadas sean distintas.

Como x¥ es una variable independiente, se pueden transformar las

funciones o-€" en otras del tipo o-«", ver Fig.2.10. Esto es:

Q
It

o, ()
(2.73)

Q
il

o (k)

Definicionde la Variable de Dafio Pldstico
para Estados de Tension Multiaxial

Para procesos de carga genéricos, la variable de daflo pldstico puede

definirse mediante una ecuaciénde la forma :

K = h_(0.<.0) éﬁ’j (2.74)

1

donde hK (0,',c) es un tensor que, en el caso mds simple podria ser
ij
igual al tensor de tensiones.

Para el caso multiaxial la definicién de la variable de dafio pldstico
debe incluir los casos uniaxiales como casos particulares y ademds debe

cumplir con Ias condiciones :

e 0 <’ <1

¢ k¥’ = 0 para t=0 (no hay dafio)
) (2.75)

o0

® JKP dt = 1 (dafiototal) (para la mayorfa de los casos de carga)

t=0

En esta tesis se propone la siguiente definicién que representa una
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contribucién original ya que difiere de la correspondiente al modelo de daiio

pldstico original.

@ = { H(0) —— + [11(0)] —L } o & (2.76)
g g P
Donde:
3
z <0 > :
(o) = w—— 2.77)
MCA |
1=1
<tx> = _%— ( x X |x| ] Funcién rampa (2.78)

. C p* p* .
Donde o son las tensiones principales y g Y 8. son las energfas
1
especificas a traccién y compresion respectivamente, ponderadas de acuerdo

con el estado tensional del punto:

g = P L2 L L 2.79
N (O ©C ¢ flo)x @79

3
lo,| R EA

B e
-

f(o) : funciénde fluencia
X: Factor de proporcionalidad entre cohesion y tensién para un proceso

de compresion uniaxial;

R()
X

e /) = = o () ey(K) = = 6, 2.:80)

R® Relacién inicial que hay entre la resistencia uniaxial a compresién

y traccion..

Qo

(2.81)

=
Il
-—3Qo 1 .
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cC(Kp) y c,r(lcp) representan  la  evolucién de la cohesiéon durante un
ensayo  experimental uniaxial ~de  compresién y  traccién  simple

respectivamente.
COHESION

La ecuacién de evolucién de la cohesion debe ser tal que, para un

proceso cualquiera se cumpla que:

¢’ para K = 0

o
Il

(2.82)

c=0 paax’ =1

En forma general se puede definir la cohesién a través de la ecuacién de

evolucidn:

¢ = h (oK) K (2.83)

Esta ecuacién indica que la cohesién es una variable interna dependiente
del proceso pldstico. hC(U,Kp,C) es una funcién escalar del estado actual que
define la pendiente de la curva ¢ - k¥, de tal manera que esta curva estard
comprendida entre dos funciones explicitas extremas, que resultan de ensayos

uniaxiales a tracciény compresién simple respectivamente. Ver fig.2.11.

En esta tesis se propone una forma original de definir la cohesidn, como
funcién explicita de la variable de dafio pldstico pero dependiente del estado

termodindmico en cada instante:

h (0,K,0) = 1(0) ¢ (k") + [1-r(o)] ¢ (<) (2.84)
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CLE = (1/x) G KP)

KPU

#

Fig.2.11 Funciénde Cohesién
ANGULO DE ROZAMIENTO INTERNO

A medida que se aumenta la carga de un sélido cohesivo-friccional, en
su interior se produce un  deslizamiento entre  sus  particulas  que
conduce a una pérdida de cohesién intergranular. Esta pérdida de
cohesién  implica una ganancia de friccién interna, provocando  un
comportamiento  mds dactil a compresién, debido al incremento de la
fuerza de rozamiento entre particulas, y una disminucién de la resistencia

a traccién por la disminuciénde las fuerzas cohesivas.

Si bien el modelo de  dafio pldstico permite formular a la friccién
interna como una variable interna del problema, resultados experimentales
[Borst and Vermeer 1984] han demostrado que, para el hormigon, la evolucién
del dngulo de friccién interna- puede definirse como una funcién directa del
dafio pldstico k. Basidndose en los resultados experimentales se define

entonces la friccidninterna a través de la siguiente funcién explicita :

KP™ VK < k"
sen = kP (2.85)
senp™ " VP> k"
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L . - .

Donde x~ es el limite de dafio para el cual la cohesién se anula y el

rozamiento imterno se mantiene constante e igual a su valor mdximo, por lo
tanto k'= 1. Ver fig. 2.12.

SIN ) rnaxA

SSING L L e e e e o

TR o o wo o vne o - o - - —

,.
x
°

Fig. 2.12 Evoluciéndel angulo de friccion interna

en funciénde la variable de dafio pléstico

En materiales frigiles con alta cohesién inicial, como el hormigén, es
posible trabajar con friccién interna constante e igual a su valor méiximo
durante todo el proceso pldstico, sin que esto introduzca  errores

considerables, al menos en la soluciénde problemas biaxiales.
DILATANCIA INTERNA

Debido a que los sélidos friccionales presentan una dilatancia interna
variable durante el proceso elasto-plastico, es necesario formular una ley de
evolucién para dicha variable, Al igual que en el caso de la friccidén
interna, es suficinte definir la dilatancia como una funcién explicita de la

variable de dafio pldstico. Esto es :

W= (k) (2.86)
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El modelo de dafio pldstico utiliza una modificacién de la ecuacién de
Rowe [Rowe 1972] propuesta por De Borst y Vermeer [De Borst 1984] que se
adapta muy bien al comportamiento de los hofmigones , ver Fig. 2.13:

0 R
Y(K') = | (2.87)
seng (k") - sen¢_

] Vo) >
l—senq)(lcp)senq)cv

arcsen [

Donde:
o

: Angulo de rozamiento interno a volumen constante
cv

max max
sen - sen
send ={ 0 hd ]
cv

(2.88)
I - sen¢g™**seny™**

o]

35
\Pmax 130

IR

Para hormigones : ¢

R

'\{f=,@/c'v
V=@c v

Fig. 2.13 Evoluciéndel dngulo de dilatancia en funcién
del 4ngulo de friccién interna
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Una alternativa mds sencilla que la definida en la ecuacién (2.88) es

establecer la siguiente relacién lineal entre ¢ y y (ver fig.2.13):

0 YV 90) < ¢
Y = (2.89)
D)4 RS

v

Donde :
q);v — q)max _ \Vmax (2.90)
Las ecuaciones (2.88) y (2.89) dan resultados similares dentro del el

perfodo que interesa : ¢_ < ¢ < "
2.3.2.4. Criterio de Fluencia Piistico
CRITERIO DE FLUENCIA DE MOHR-COULOMB MODIFICADO

La utilizacién del criterio de fluencia cldsico de Mohr-Coulomb para
materiales del tipo del hormigén, presenta el inconveniente de no cumplir con
la relacién entre resistencias uniaxiales a compresién y traccién R=|c /c]|
para dngulos de rozamiento interno comprendidos entre los valores obtenidos
experimentalmente para el hormigén : 30o ¢ < 350. Una alternativa es
aumentar la friccion interna hasta obtener la relacién de resistencias
uniaxiales deseadas. Sin embargo, esto hace que el criterio de fluencia no
pueda ser usado como criterio de potencial pldstico porque presenta una
excesiva dilatancia, obligando entonces al uso de plasticidad no asociada.
Otra solucién es limitar la resistencia del hormigén en la zona de traccibn
total mediante una barrera tensional del tipo del criterio de Rankine. No
obstante, esta combinacién de criterios presenta algunos inconvenientes
[Oller 1988].
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a) Segun los meridianos de traccidny compresion maxima

CRITERIO ESTANDARD Os

CRITERIO MODIFICADO

ZCVRMohr 7 2

. Hohr

DRUC KER-PRA GER d
-0y 7/

b) Segin plano octaédrico c¢) Segiin plano c,=0

Fig.2.14 Criterio de fluencia de Mohr-Coulomb modificado
[Oller 1988]
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Con el fin de poder trabajar con plasticidad asociada, Oller [Oller
1988} propone una modificacién al criterio cldsico de Mohr Coulomb (ver Fig.
2.14) que consiste en afectar a la tensién principal mayor o, de un
coeficiente de  ajuste o, para lograr- la relacién entre resistencias
uniaxiales deseada sin modificar el 4dngulo de friccién interna. La funcién de

fluencia resulta entonces :

(XRO'1 — 0'3 (XRO'l + 0'3
Floopo) = [———2f + |12 | seng - ¢ cos¢ (2.90)
2 2

Donde:

max

=0

I
G = 0_min

3

o Pardmetro de ajuste de la tensidn principal mayor que puede

obtenerse trabajando algebraicamente y resulta :

o 2
o =R°/R R = tan (n/4 4 ¢/2} 2.91)

CRITERIO DE FLUENCIA LUBLINER-OLLER
|Oller 1988a, b y c, 1990a y bj

La modificacién del criterio de Mohr-Coulomb presentada en el apartado
anterior sélo soluciona un problema puntual del mismo sin mejorar la forma de

la superficie de fluencia.

La funcién de fluencia que se presenta a continuacién intenta reproducir
el comportamiento del hormigén dentro del dominio de trabajo al que

normalmente se somete el mismo y tiene la siguiente forma :

- . / -
F=F(o,c)= =) [ 3) , to ll + B < >-q <-omax>] -c=10 (2.92)

Donde:
o,  y v son constantes adimensionales que determinan la forma de la

superficie de fluencia
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I, Segundo invariante del tensor desviador de tensiones
II : Primer invariante del tensor de tensiones

El criterio de fluencia se ha representado en la fig.2.15.

El pardmetro o es el encargado de ajustar la funcién de discontinuidad
inicial en la zona de compresién, regulando la relacién entre la resistencia
a compresién uniaxial S. VY la resistencia equibiaxial O, ver Fig. 2.15a.

Reemplazando en la funciénde fluencia, resulta :

o = ¢ (2.93)
Cb
2 -1

Donde G, representa la resistencia a compresién equibiaxial para el

limite de discontinuidad inicial.

Segiin los resultados de estudios experimentales, para el hormigén,
GCb/(rC oscila entre 1,10 y 1,16, para lo cual se obtienen valores de «
comprendidos entre 0.08 y 0.1212.

El pardmetro 8 es el encargado de regular la relacién entre resistencias
uniaxiales de compresién y de traccién cuando se alcanza el primer limite de

discontinuidad y resulta :
B = (1-a)R° - (I+a) (2.94)

Segiin resultados experimentales del comportamiento del hormigén R° vale
en el orden de 10, lo cual, junto con 0=0,1212, conduce a valores de P del
orden de 7,66.

El pardmetro ¥ es el encargado de regular la relacién de radios

octaédricos mdximos a tracciény compresion rma’:, ver fig.2.15c.
acC
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3 (1-5™%)
¥ —2c . (2.95)
2 rmax ~ 1

oct

Segiin ensayos experimentales realizados en el hormigén rm"’: es

oc

prédcticamente constante e igual a 0.65, para lo cual se obtiene y=3.5.

A 95/0c

.
o’
.‘
[
s
.
’

a) Seginel plano g, = 0

{T.M.) A G ect
Got

oct

\OCt

G oct
(C.M.)

b) Segiin los meridianos de traccién c¢) Segiin un plano octaédrico

y compresion maximas

Fig.2.15 Criterio de Fluencia de Lubliner-Oller [Oller 1988]
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2.3.2.5. Criterio de Potencial Plastico

La  definicibon de la  funcién de potencial pldstico establece
indirectamente la magnitud de la dilatancia que se producird en el sélido
ideal que se modeliza. En el modelo de dafio plastico se utiliza la superficie
de fluencia de Mohr Coulomb modificada con un dngulo de friccién interna

igual al de dilatancia.

En la fig.2.16 se muestra el error cometido en el tratamiento de los
hormigones al  considerar un flujo asociado a la superficie de fluencia de
Lubliner-Oller [Oller 1988] y la ventaja de usar como superficie de

potencial la superficie de fluencia de Mohr Coulomb modificada.

‘i ‘//
0“1 0 0/3 7
4
9 ,
V4
Q" 13 ’
Ve
/
rd
9-9" 4
24 2/3 ’
V'
» 9™ FLUJO MOHR
s =" couLoMB
=QH 3/3
3 P2 FLuso pe JON
CRITERIO
G,=03 PROPUESTO

Fig.2.16 Flujo plastico producido por el criterio de Lubliner-Oller
[Oller 1988] y por el criterio de Mohr-Coulomb
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2.3.2.6. Ejemplos de aplicacion

A continuacién se presentan algunos ejemplos de aplicacién del modelo de

daiio pldstico modificado descripto, sin degradacién de rigidez.
ENSAYOS DE KUPFER
Descripcion general de los ensayos

Como verificacién del modelo constitutivo propuesto se adoptaron los
ensayos realizados por Kupfer, Hilsdorf y Riisch [Kupfer 1969] debido a la
amplia documentacién existente y su caracteristica de ensayo modelo ya que
muchos investigadores lo han utilizado para verificar otros ensayos

experimentales y numéricos.

Este ensayo consiste en estudiar el comportamiento de una probeta de
hormigdén de 20,0x20,0x5,0 cm (ver fig. 2.17) sometida a diversos estados de

carga, de los cuales se han verificado sélolos siguientes casos :

e Compresidn uniaxial (022/(5“=-1/0 y 033:())

e Compresion biaxial o compresién doble simétrica (022/0“=~-1/~1 y
033=0)

e Compresion biaxial asimétrica (022/011=—1/~O,52 y 0'33=())

e Traccién simple (622/0”:1/0 y 033:0)

¢ Traccion - Compresion (022/011=0.052/~1 y 0,,=0)

Las caracterfsticas geométricas y imecdnicas  utilizadas  para realizar
el ensayo numérico se muestran en la Tabla 2.1. La mayoria de los datos del
modelo de material utilizado surgieron de un andlisis simple de las curvas
de tracciébn 'y compresion uniaxial obtenidas experimentalmente. La
relaciéon de resistencias Gcb/0c=l,16 se obtiene del ensayo de compresién
biaxial y el pardmetro y se toma igual al valor promedio para hormigones

v=3,5.
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200 cm

Xvh 5 6

Y 1 2

l/" 1 2
I‘ 200¢m > 50cm

> 5!

W

<V
[y

Fig. 2.17 Ensayos de compresién y/o traccion biaxial de Kiipfer

TABLA 2.1. Caracteristicas mecdnicas del hormigén

EO = 3950u M?a e Criterio de Fiuencia:
V0 = ( o 'l<_ "ler
o° = -22.9 MPa

o"°= 32,8 MPa  Cri o de potencial:

c

0,‘; =2291 2a e Lubliner Oller (flujo asociado

X = 0,12 o Mohr-Coulomb (p=y=15)
Y=30

p=10 ¢ Sin degradacién de rigidez
¢’ 0,16 N/mm

G'= 160 N/mm ()" = 0,38

El dominio se discretizé con cuatro elementos finitos planos de 4 nodos
(ver fig.2.17). Se utiliz6 en cada ele :nto una integracién numérica de
Gauss-Legendre de 2x2 puntos. También se hicieron pruebas con un solo
elemento de 4 nodos y 2x2 puntos de integracién obteniéndose los mismos

resultados.
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Los tipos de carga aplicados, se muestran en las figuras 2.18 a 2.23

junto con las curvas de respuesta para cada caso particular.

Para encontrar la respuesta en la zona de ablandamiento se recurri6é al
método de control de desplazamientos. En aquellos casos en los que no se
conocia de antemano la relacién de desplazamientos necesarios para mantener
constante la relacién de tensiones aplicada hubo que usar métodos de control

de respuesta tipo arc-length.

Como el uso de plasticidad no asociada conduce a una matriz de rigidez
tangente no simétrica se prefirié trabajar con el método de Newton Raphson
modificado con rigidez inicial K .

o

El método de Euler Backward (ver Apéndice F) para la integracién de la

ecuacién constitutiva permitié resolver en forma directa el problema de

tension plana mediante un programa de elementos finitos en 2D,
Andlisis de los Resultados

En general, las curvas de respuesta se aproximan bastante a las
obtenidas experimentaln te, lograndose mejor ajus i el obtei o
numéricamente or otros investigadores y un ajuste similar = obtenido por
Oller [Oller 1988] con el modelo de dafio pldstico pero con otro algoritmo de
integraciéon de la ecuacién constitutiva, con la ventaja de que se lograron
ajustar las cur 1 Pt cio

Compresion Uniaxial

Como se observa en la fig. 2.18, se ha logrado una buena coincidencia de
las curvas de respuesta G_-€ , O € Y €, Estas dos dltimas curvas
se ajustan mucho mejor con plasticidad no asociada (criterio de potencial

o
I Hhr-Coulomb con y=15) que con plasticidad asociada, ya que en este Gltimo

caso se obtiene una excesiva dilatancia.

El modelo predijo un estado de deformacién y fisuracién uniforme

en todos los puntos de Gauss con fisuras verticales, normales a la
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direccién de mdéxima deformacién pldstica. La  energia total disipada por el
s6lido resulté igual al producto de G° A", confirméndose el cumplimiento

estricto de la segunda ley de la termodindmica.

o
=
¥ .evet ENSAYO DF KUPFER
] MODELO PLASTICIDAD NO ASOCIADA
i1 - MODELO PLASTICIDAD ASOCIADA
o o -& SOoN g -&
sk 22 k! ! VLl 22 22
o] ! \ l
"] / \
T 3 ! 4
o 3 s [}
2 3 {
3 !
- Ts /
ZD: 1
0] S N7 H
l 22 g 3 /
oé ',"
3] : ‘
[T e T T O e
—3®bE-002 . —2.50E-002  —1.20t—-U0UZ  —4.7/E-D18 1.25E-002

DEFORMACION (-)

Fig.2.18 nsayo de Co resién Uniaxial
C presidor. iax  Simétrica

En la Fig.2.19 se observa una buena aproximacién entre los resultados
numéricos y los experimentales, salvo una pequefia diferencia a partir del

pico de tensiones, lograndose mejor ajuste con plasticidad no asociada.

En este caso no se detectd, con el programa, fisuracién en el plano del

ensayo.

Los resultados fueron obtenidos con un algoritmo de integraci6n

independiente del camino en este caso.
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Fig.2.19 Ensayo de compresioén biaxial simétrica

Compresion Biaxial Asimétrica
Los resultados obtenidos no son tan buenos como en los dos casos

Ver Fig. 2.20. El menor ajuste de los resultados numéricos y

anteriores. ig. 2.20.
para esta combinacién de tensiones también se nota en la

experimentales,
tesis de Oller [1988] y puede ser atribuible a la diferencia existente enfre
(Lubliner-Oller [Oller 1988]) y 1la

el criterio de fluencia utilizado
superficie de fluencia real obtenida experimentalmente por Kupfer [1969], en

esta zona del espacio de tensiones. Ver Fig.2.21
al igual que para compresion doble simétrica, no aparecen

En este caso,
fisuras en el plano del ensayo, aunque es razonable intuir que pueden ocurrir

en planos paralelos a éste.
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50.00

Sebomdoadododd S

= e= == ENSAYO EXPERIMENTAL
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Fig.2.20 Ensayo de compresién biaxial asimétrica
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Fig.2.21 Comparééiéh del criteri\c;‘de fluencia de Lubliner-Oller

[Oller 1988] con la curva obtenida experimentalmente [Kiipfer 1969]
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Traccién Uniaxial

Los resultados del ensayo [Kupfer 1969] son muy pocos para este estado
de tensiones. S6lo se tiene una rama ascendente practicamente recta. El

modelo sigue bastante bien esta parte de la respuesta. Ver fig. 2.22.

En este caso la fisuraciéon es de tipo horizontal, normal a a la tensién
principal mayor y la energfa total disipada por el sélido, calculada con el

- fof
programa, coincide exactamente con el producto G A'.
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Fig.2.22 Ensayo de traccién uniaxial
Traccion - Compresion

La fig. 2.23 muestra que las curvas de respuesta obtenidas numéricamente
se apartan bastante de los resultados experimentales. En particular, es
notable la diferencia entre el primer umbral de discontinuidad que predice el
programa y el obtenido experimentalmente. Esto es atribuible también a la
forma de la superficie de fluencia de Lubliner-Oller [Oller 1988], que se
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aparta bastante de la obtenida experimentalmente, para esta combinacién de

tensiones. Ver fig.2.21
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Fig.2.23 Ensayo de compresién-traccién
VIGA DE HORMIGON PRETENSADO
En este punto se presentan los resultados obtenidos con el modelo de
dafio pldstico modificado para una viga de hormigén parcialmente pretensada
ensayada a flexiébn en el Laboratorio de Estructuras de la Universidad
Nacional de Tucumdn [Barlek 1990].
Descripcion General del Ensayo [Barlek 1990]

Dimensiones y Armadura

La viga ensayada era de seccién rectangular constante en toda su
longitud. La fig.2.24 muestra las dimensiones generales de la pieza ensayada,
las cuantias de armadura longitudinal tesa y no tesa y su ubicacién en la
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seccién transversal.

La armadura longitudinal estaba constituida por barras rectas de
didmetro 7mm alojadas en vainas corrugadas que luego se inyectaron para

asegurar una adecuada transferencia de los esfuerzos a la masa del hormigén.

LLa armadura transversal consistid en estribos cerrados de didmetro 6mm

dispuestos cada 5cm en la secciéncentral y cada 10cm en el resto de la viga.

30 cm Iel!_ ————————————————————— ks

A JAY
105 ¢ 1580 cmy 105 cm
APOYO FLJO bt ot = APOYO FIJO
400 ¢m
5 >
Pio
.0 /0“ 2,5
ARM. PASIVA =T
’ 275
SECCION TRANSV. Ao . ]
ARM, ACTIVA 30cm
9,5
% 8 &
& c_«
15,5 cm @10
i}

Fig.2.24 Dimensiones Generales y Armadura Longitudinal

Materiales

En la Tabla 22 se han resumido las principales pardmetros que

caracterizan a los materiales y que aparecen en la referencia mencionada.
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TABLA 2.2, Pardmetros que caracterizan a los materiales

Material |Pardme iros V-1
B , [MPa] 2.2x10°
ACERO s -
NO E [MPa] | 5.5x10
TESO s2
B [MPa] 500
E  [MPa] 2.05x10°
4
ACERO E ,[MPa] | 7.8x10
TESO B [MPa] | 1580
E_[MPa] | 33000
HORMIGON
o [MPa] 37,4

Donde :

E : Méduloeléstico inicial de la armadura no tesa

E82 : Médulo eldstico final de la armadura no tesa

BS : Tensiénde fluencia de la armadura no tesa

Epl : Mddulo elastico inicial de la armadura tesa

Ep2 : Médulo eldstico final de la armadura tesa

Bp : Tensidénde fluencia de la armadura tesa

Eb : Modulo eldstico secante del hormigén correspondiente al 40% de la

tensién media de rotura.
0 : Tensién media de rotura a compresién del hormigén, calculada sobre
co

15 ensayos de probetas cilfndricas
Tesado

El tesado de las vigas se realizé hasta unma tensién de aproximadamente
85% de la tensién de fluencia de la armadura tesa. La Tabla 2.3 contiene los
registros de deformacién especifica de las barras inmediatamente después de

realizar el tesado y en el momento de iniciar el ensayo.
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TABLA 2.3, Deformaciones iniciales y finales de los tensores

Barra Inicial ' Final
n- . Tensidn . Tensidm
Deformaci @ [Mpa] Deformaci@m [Mpa]
1 5,91)(10'3 1211 5,64;(10'3 1157
2 5,95x10°° 1220 5,67x107° 1163
3 5,60)(10'3 1230 5,70;(10'3 1170

Condiciones de Carga y Apoyo

Las condiciones de apoyo y carga de la viga han sido representadas en la
fig.2.24. La viga estaba simplemente apoyada, sobre almohadillas de neopreno
en sus dos extremos y la carga consisti6 en dos fuerzas verticales actuando

simultdneamente en la posiciénindicada en la fig.2.24.
¢ ilisis rico
acic

En la fig.2.25 se muestra =~  malla de elementos  nitos utilizada
para discretizar las viga y las condiciones de apoyo consideradas. Sélo

se discreti la mitad -

Se combinaron elementos de hormigén con elementos de  acero. Los
elementos de hormigén eran elementos de tensién plana de 8 nodos y 3x3
puntos de integracion de Gauss. Los elementos de acero eran elementos de
barras articuladas (sélo resisten esfuerzos axiales) de dos nodos y 2 puntos
de integracidn, conectados a los elementos de hormigén en los nodos extremos,
en los cuales se supuso adherencia perfecta una vez realizado el tesado y
la transferencia de los esfuerzos de pretensado al hormigén. Se prefirié
usar elementos de barra para el acero para reducir el nimero de nodos
y, por ende de grados de libertad, de la estructura. Esto  permiti6 una
discretizacion mds densa de la seccién de hormigén. La consideracién

de las armaduras longitudinales  como elementos de barras permitid tener
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en cuenta el cardcter ortétropo del comportamiento de las mismas en el
conjunto hormigén-acero, cardcter especialmente importante en la  simulacién
del efecto de pretensado. El tdnico problema que tiene la discretizaciéon de la
armadura con elementos de barras es la superposicién de material (hormigén y
acero) a la altura de las armaduras que da como resultado una rigidez de
conjunto algo mayor que la real. Las pruebas realizadas mostraron que este
efecto précticamente desaparece al fisurarse el hormigén en las fibras

inferiores.

o

ELEM. QUE REPRESENTAN LA ARMAD.
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Fig.2.25 Malla de Elementos Finitos

Materiales

En las Tablas 2.4 a 2.6 se han resumido los valores dados a las
constantes de cada uno de los materiales. Al respecto, debe notarse que
algunos valores como el mdédulo de elasticidad del hormigén fueron tomados
distintos a los de la Tabla 4.2 por tratarse en este caso de un mdédulo
secante, considerado constante hasta la tensidon de fluencia. Otros valores,
fueron tomados similares a los existentes en bibliograffa para ese tipo de

hormigones ya ue no se contaba con los datos experimentales suficientes.
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3.

TABLA 2.4. Propiedades mecdnicas del hormigén

L =vVA°

, = 22000 MPa be

v =0,20
02 = 34,2 MP a Flujo asociado al criterio de fluencia
oPie de Lubliner Oller [Oller 1988}

c =137,4 MPa
o7 = 3,42 MPa (x*)P'° = 0,38
o=20,12 Sin degradaci 6n
Yy=3 G, = 0,16 N/mm
p = Gc = 37,8 N/mm
TABLA 2.5 Propiedades mec4nicas de la armadura no tesa

E = 220000 MPa Lpe =v A°

v o= 0,30 Criterio de Fluencia : Von Mises

o, = 500 MPa Flujo asociado al Criterio de Fluencia
6; = 500 MPa Plasticidad perfecta

G[ = Gc = fes=1

TABLA 2.6. Propiedades mecénicas de la armadura tesa

E = 205000 MPa Lpe =v A°

v = 0,30 Criterio de Fluencia : Von Mises

0(0: = 1580 MPa Flujo asociado al Criterio de Fluencia
0; = 1580 MPa Plasticidad perfecta

G =G = o
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Para la integracién de la ecuacién constitutiva elastopldstica del
hormigén se utilizé el método de Euler-Backward (ver Apéndice F), para poder
reproducir adecuadamente el estado plano de tensién. Para los elementos de
acero que usaban la funcién de fluencia de Von Mises y flujo asociado, se
utiliz6 el método de retorno mapeado a la superficie de fluencia, que en este

caso particular es idéntico al método de Euler-Backward.
Aplicacionde las Cargas y Control de la Respuesta

En primer lugar se aplicé una deformacion relativa inicial en las barras
pretensadas, correspondiente al efecto de pretensado y se resolvid el

problema.

En segundo lugar se procedi6 a la etapa de carga misma de la viga. Para
poder controlar la respuesta cerca de la carga mdxima se utilizé control de
desplazamientos. Se aplicaron incrementos de desplazamientos- en el punto
de aplicacién de la carga y se calcul§ la misma como la  reaccién
correspondiente. Bl tamafio de los incrementos de desplazamiento  fue
graduado de manera de lograr convergencia en los procesos iterativos
de Newton Raphson ¢ integracién de la ecuacién constitutiva elastopléstica.

Se trabajé con rigidez inicial hasta el final.
Andlisis de los Resultados

En la fig.2.26 se ha representado la curva carga-flecha de la seccién
central. En pgeneral, la curva numérica muestra un comportamiento mds rigido
que el comrespondiente a los resultados experimentales , ain cuando se
irabaje con un mdédulo de elasticidad inicial del hormigén igual al mddulo
secante correspondiente a la tension de fluencia. Esta mayor rigidez se
debe,en parte, a la forma de discretizacién usada y, en parte, a que las
curvas carga-flecha ekpcrimentales seguramente incluyen desplazamientos de
apoyo ya que los mismos no eran rigidos. Los desplazamientos de apoyos no
fueron medidos durante €l ensayo por lo que no pudieron descontarse a las

flechas registradas.
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La respuesta numérica sigue bastante bien la curva experimental
presentando dos quiebres marcados en el comportamiento que corresponden a la
fisuraciéon del hormigén en las fibras inferiores y a la entrada en fluencia

de la armadura longitudinal tesa respectivamente.

La pendiente de la iltima rama de la curva obtenida numéricamente
resulta algo menor que la comespondiente a los resultados experimentales.
Esto se debe a que se usé un modelo de plasticidad perfecta para las

armaduras para que la convergencia fuera mds rédpida.
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Fig.2.26 Curva carga-flecha en la secci6n central

En la fig.2.27 se han representados. las curvas carga-deformacion
especifica del hormigén. Los resultados experimentales corresponden a las
deformaciones medidas con un L.V.D.T. ("linear variable displacement

transducer") entre los extremos de dos barras pasantes embebidas en el
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hormigén situadas 10 cm a ambos lados de la seccién central y a 3cm del borde
superior de la viga. Los valores numéricos corresponden al punto de Gauss mis

cercano a esa medicion,

En la fig.2.27 se observa que la respuesta numérica da un comportamiento
secante que corta a la respuesta experimental cerca de la deformacién
correspondiente a la primera fluencia del hormigén en esa zona de la viga.
Esto se debe a que se esta trabajando sin degradacién de rigidez con una
respuesta lineal en la zona eldstica y a que se defini6 como mdédulo de
elasticidad del hormigén al correspondiente a la primera discontinuidad de

fluencia del mismo.

Al entrar la armadura tesa en fluencia y debido al modelo de plasticidad
perfecta adoptado para las mismas, el hormigén también se sobrecarga y se

deforma pricticamente sin incremento de carga.
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Fig. 2.27 Curva carga-deformacién especilica del hormigdn
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En la fig.2.28 se han representado las deformaciones especificas de la
armadura no tesa medidas con extensémetros eléctricos sobre las mismas a 15cm
de la seccién central y las calculadas numéricamente para el punto de Gauss

mds cercano al punto de medicién.

La curva numérica muestra un quiebre bastante retrasado respecto a los
resultados experimentales. Esto puede ser consecuencia de que esta curva da
una deformacién promedio considerando al material como continuo, mientras que

los registros experimentales pueden corresponder a una fisura.

La rama final de la curva experimental, de pendiente casi nula
corresponde al modelo utilizado para el acero. En realidad, la armadura tesa
entra primero en fluencia, pero eso hace que el eje neutro suba rdpidamente,

produciendo casi instantdneamente la fluencia de la armadura no tesa.
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Fig. 2.28 Curva carga-deformaciénen la armadura no tesa
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En la fig.2.29 se han representado el promedio de las deformaciones
especificas de las armaduras tesas medidas con extensémetros elétricos
adheridos a las barras y situados a 15 cm de la seccién central y los valores
de dicha deformacién calculados numéricamente en el punto de Gauss mds

cercano al de medicién.

La curva numérica se aproxima a la experimental mostrando quiebres mds
marcados en el comportamiento y una pendiente en la rama final algo menor que

la experimental.

En conjunto, la respuesta numérica da una aproximacién razonable al
comportamiento experimental mediante tramos pricticamente rectos. Si se
incluyera la degradacién de rigidez en el modelo del hormigén podria

obtenerse una respuesta con cambios mds suaves.
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" Fig.2.29 Curva carga-deformaciénen la armadura tesa
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Fig.2.30 Cuadro de fisuracion
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En la fig.2.30 se ha esquematizado el cuadro de fisuracién obtenido
mediante el postproceso de los resultados al finalizar el proceso numérico.
El mismo se aproxima bastante al observado al finalizar el ensayo. Pueden
observarse las fisuras verticales por traccién del hormigén en la zona
central de la viga, las fisuras inclinadas debidas al corte, mds hacia los
extremos y las fisuras horizontales en la parte superior de la zona central
debidas a la gran fuerza de compresién que soporta el hormigén en esa

direccién.
Consideracionde la armadura transversal

Se hicieron algunas pruebas considerando la armadura transversal de Ia

siguiente manera :

e Barras de acero verticales, con dos nodos uno en la parte superior y
otro en la parte inferior de la viga, que simulan los estribos en el plano de
andlisis. Dichas barras se ubicaron en coincidencia con los nodos de la malla
de elementos finitos ya definida para no aumentar el ndmero de grados de
libertad total de la estructura y se les asigné un 4rea tal que se lograra la

cuantia de armadura correspondiente,

e Una restriccién a la deformacién en la direccion transversal al plano
de andlisis. En lugar de trabajar con un problema de tensiones planas se
impuso la condicién de igual deformacién de esiribos y hormigén en la
direccién transversal, que di6 lugar a una tensién de confinamiento no nula
en la direccibn mencionada. Dicho artificio pudo ser introducido con
facilidad en la integracién de 1la ecuacién constitutiva elastoplastica del
hormig6n mediante el método de Euler Backward. Para implementar el mismo se
supuso que los estribos se comportaban eldstica y linealmente y se tuvo en
cuenta el promedio de su deformacién total (extensiéon mds flexién). De hecho,
este efecto de confinamiento en la direccién transversal sélo aparecfa cuando

el hormigén tendia a dilatarse en dicha direccién.

Pruebas realizadas en elementos sometidos a  compresién uniaxial
mostraron que el efecto de confinamiento asi introducido daba lugar a una

resistencia pico del hormigén  bastante mayor  que la obtenida
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experimentalmente  por otros investigadores {Park and Paulay 1975,
Mander, Pristley and Park 1983]. Esto se debe a que la funcién de fluencia
utilizada tiene meridianos rectos y  por  tanto, sobreestima la resistencia

en compresion triaxial.

Las pruebas realizadas en la viga estudiada dieron como resultado curvas
de respuesta practicamente coincidentes con las obtenidas sin tener en cuenta
el confinamiento. Ello se debe en parte a que no se tuvo en cuenta el
recubrimiento lateral de la viga y en parte a que se trataba de una viga
subarmada en la que el comportamiento despues de fisuracién estaba controlado

casi exclusivamente por la armadura.
VIGAS DE HORMIGON ARMADO

Este ejemplo consiste en simular el comportamiento de 4 vigas de
hormigén armado sin estribos ensayadas a flexi6én combinada con corte en el
Laboratorio de Estructuras de la Universidad Nacional de Tucumdn [Ramallo et

al 1993].
Descripcion General de los Ensayos

La seric de vigas ensayadas es similar a la serie de ensayos D realizada
por Leonhardt y Walter [Leonhardt 1965]. Se trata de una serie de cuatro
vigas de hormigén armado de seccién rectangular cuyas dimensiones 'y
caracterfsticas se indican en la fig2.31 y Tabla 2.6 respectivamente. Las
vigas guardaban semejanza geométrica con una relacién de tamafios 1:2:3:14 y

tenfan la misma cuantfa de armadura transversal.

Las condiciones de carga y apoyo pueden verse también en la fig.2.31.
Las vigas estaban simplemente apoyadas cerca de sus extremos. Se dispuso
estribos en los extremos de las vigas, mds alld de los puntos de apoyo, para

evitar la formacién de fisuras no deseadas.
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TABLA 2.6 Caracteristicas de las vigas ensayadas

Viga| L a h b | Fe 1) fC P[iS Pu
[mm]|[mm]|[mm]|[mm] [MPa]| [KN]| [KN]

1 | 520] 210] 70| 50| 296 | 1,60 | 37,3 | 4,67 13,8
2 | 1040| 420| 140| 100| 2912 | 1,61 | 37,3 | 11,4 | 52,5
3 11560| 630 210| 150| 2016 | 1,63 | 37,3 | 22,9 | 93,1
1420
4 |2080| 840| 280| 200| 3¢20 | 1,68 | 37,3 | 38,0 |147,5

La carga se aplicé en dos puntos situados simétricamente a ambos lados
de la seccién central y se utiliz6 para ello placas de acero fijadas con
rexina epoxi sobre la cara superior de la viga. Se realizaron 5 a 7 etapas de
carga incremental con mantenimiento durante el mapeo del cuadro de

fisuracidn.

Se instrumentaron las secciones de apoyo, bajo las cargas y central

realizando la adquisicién de datos en forma automdtica mediante dispositivos

electrdnicos.
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Fig.2.31 Dimensiones generales de las vigas
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Andlisis Numérico -
Descripcion General

En la fig 232 se ha representado la malla de elementos finitos
utilizada en la viga 1 (las correspondientes a las restantes vigas eran
similares). Se emplearon elementos finitos planos, isopardmetricos de 8 nodos
y 3x3 puntos de integracién para el hormigén y elementos de barras
articuladas para la armadura longitudinal. Las condiciones de apoyo se han

representado en la misma figura.
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LA ARMADURA
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Fig.2.32 Malla de eler 1itos finitos
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de Lubliner-Oller
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TABLA 2.8 Caracteristicas Mecdnicas del Acero

E0 = 220000 MPa e Criterio de fluencia
de Von Mises
v = 0,3 e Flujo asociado
. o o pi ¢ ___pic
Viga| © c=0p |O¢ =0,

[ MPa] [MPa]

1 400 720
2 460 714
3 484 705
4 458 765

En las Tablas 2.7 y 2.8 se han resumido las propiedades mecdnicas de los

materiales utilizadas.

En todos los casos se trabaj6é con control de desplaiamientos en el punto
de aplicacién de la carga y se utilizé el método de Euler-Backward (ver

Apéndice F) para integrar la ecuacion constitutiva.
Andlisis de los Resultados

En las figuras 2.33 se han representado los diagramas carga-flecha en la
seccién central obtenidos para cada una de las cuatro vigas ensayadas. Puede
verse que las curvas numéricas se aproximan bastante a las experimentales en
el caso de las vigas 1 y 4. En el caso de las vigas 2 y 3 los resultados
experimentales muestran deformaciones mayores que los numéricos esto puede
atribuirse a ciertos efectos no coplanares detectados durante los ensayos
(sobre todo en el caso de estas dos vigas) que no puden ser tenidos en cuenta

en un andlisis plano.
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Fig.2.33 Diagramas carga-flecha en la seccién central
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e»~=~ RESULTADOS EXPERIMENTALES

Fig.2.34 Diagramas carga-deformacidn especifica del hormigén
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‘ Debe notarse también que los resultados experimentales presentan
escalones en los que la deformacién crece sin aumento de carga. Los mismos
corresponden a las detenciones de la carga para marcar el cuadro de
fisuracién. Luego, al empezar a cargar nuevamente, las vigas se comportaron
como si fueran mds rigidas. Este tipo de efecto no es tenido en cuenta por el
modelo constitutivo presentado ya que ha sido desarrollado para cargas
instantdneas. De todas formas la respuesta numérica tiende a coincidir con la

envolvente experimental.

En las figuras 2.34 se han representado las deformaciones especificas en
el hormigén en funcién de la carga aplicada. Los resultados experimentales
corresponden a deformaciones medidads con extensémetros eléctricos adheridos
en la cara superior de la viga, en la seccién central, en la direccién
longitudinal y transversal. Los resultados numéricos corresponden al punto de
Gauss més cercano. En todos los casos puede verse que, si bien la tendencia
es la misma, la diferencia entre los resultados experimentales y numéricos es
mayor que en el caso de las flechas. Esto puede deberse a muchas causas: en
primer lugar, los puntos de medicién no son coincidentes; en segundo lugar,
el método de elementos finitos es una aproximacién y por tanto los resultados
corresponden al promedio de una zona y no a lo que pasa exactamente en el
punto; 'y en tercer lugar, los resultados experimentales pueden estar
influenciados por las placas de acero utilizadas para la transmisién de las

cargas ya que los puntos de mediciénse encontraban muy préximosa ellas.

En la fig.2.35 se han representado los cuadros de fisuracion obtenidos
para las cuatro vigas. Puede observarse que guardan cierta semejanza entre
sf. Se distinguen las fisuras iniciales verticales ubicadas en la parte
inferior de la seccién central. Luego estas fisuras se extienden hacia los
extremos y van formandose fisuras inclinadas. Recién en ese momento se nota
la no linealidad en las curvas de respuesta de las figuras 233 y 2.34.
Finalmente se forman fisuras horizontales en la parte superior de la seccién

central debido a la fuerte compresiénde esa zona.
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En el caso de las vigas 2, 3 y 4 la rotura numérica es de tipo frégil
debido a la rotura del hormigén. En el caso de la viga 1 los resultados
numéricos muestran la entrada en fluencia de la armadura longitudinal con lo
cual la viga se deforma sin incremento de carga mostrando un cierto
ablandamiento. En todos los casos la carga mdxima que puede alcanzarse
numéricamente es muy cercana a la carga de rotura registrada
experimentalmente. En la Tabla 2.9 se han resumido estos valores para su

comparacién.

Tabla 2.9 Comparaciénde Cargas Ultimas Numéricas y Experimentales

Vlga pe xp| prum qum/szp

u u

[KN}} [KN]

138 14,0 LO1
52,5/ 51,4| 0,98
93,1] 99,7] 1,08
147,5| 148,2| . 1,00

B B R S
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2.3.3. MODELO DE DANO
[Oliver et al 1990, Oller et al 1990b, Oller et al 1992}

En este punto se presenta el modelo de dafio desarrollado en esta Tesis.
El mismo estd basado en la teorfa de daiio de Kachanov [Kachanov 1958].

2.3.3.1. Caracteristicas Fundamentales del Modelo
ENERGIA LIBRE

Este modelo estd formulado para problemas térmicamente estables , con
variacién temporal de la temperatura nula. Se basa, ademds, en el concepto de
elasticidad desacoplada [Green et al. 1964, Lubliner 1990]. Segin esta
hipétesis restricitva la energfa libre total W puede suponerse compuesta por
dos partes : una parte W° correspondiente al proceso eldstico y otra parte WP

correspondiente al proceso pléstico, ambas independientes entre si.

En el caso de pequefias deformaciones se supone la siguiente forma para

la energfa libre :
W(E 0P = YED) + ¥ (2.96)

Donde:

g, . es el tensor de deformacién eldstica que representa la variable
ij

libre del problema
o y B : grupo de variables internas pldsticas y no pldsticas

respectivamente
B={B) (2.97)

Donde Bl:) son variables de dafio, en general representables mediante

tensores.

La parte eldstica de la energia libre se escribe como una funcibn

cuadritica de argumentos tensoriales [Oller 1990b]:
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¥ =L [ & CLB) €, ] (2.98)

Donde :

m : Densidad del material en la configuracion material

ijld(ﬁ): Tensor de rigidez secante afectado por la evolucién de las
variables internas no pldsticas, que, en general puede
escribirse como [Oller 1990b]:

C:JH(B ) = fijm(l3 ) C(r)skl (2.99)

C?skl: Tensor de rigidez inicial del material virgen
ijrs([3): Funcién tensorial de transformacién de un espacio real a uno
no degradado equivalente

La forma mds simple para esta funcién es la coincidente con la teorfa de

dafio isétropo de Kachanov [Kachanov 1958] :
fy=1-d (2.100)

= d : variable de daiioc tal que
= () para el material virgen
d = 1 para el material totalmente dafiado

o TR

La fig.2.36 ilustra la forma propuesta en el caso de ausencia de

plasticidad.

Para este caso particular, la parte eldstica de la energia libre,

definida en ecuacion (2.98), puede reescribirse como :
[ — [s) . 1 e (8] [
W= (0 ¥ = (1) g [e,, C e ] 2.101)

1)

Donde ¥ representa la energia libre del material no dasiado.
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G A

o |

Fig.2.36 Esquema de un proceso de degradaciénde rigidez
ENERGIA DISIPADA

La désigualdad de Clasius-Duhem [Malvern 1969] (2 Principio de la

Termodindmica) puede escribirse en términos de la energia libre como:

= I y . 1 a8
E=m(¥-n6)+o é-gq 20 (2.102)

Donde :

N : Entropfa

8 : Medida de la temperatura
q flujo de calor

Reemplazando en esta ecuacién la forma propuesta para la energia libre

en ec. (2.96), se obtiene :

a\P ‘e 6\}! f 'p a\P f 3 ° (1) 1 ae
O -m—I{& _ g€ . o - i - > X
i e | M0 + Y ’ mwi i maﬁ(i) d x> 0 (2.103)
kl

La disipacién mecdnica puede escrirse como:
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A,

( )|

A

E;i: disip. pldstica =P, disip. por dafio
m
— )

_ oo L B M 0

= iy EAY m————(i) » 20 (2.104)
i BBkl

De modo que la disipacién mecédnica puede descomponerse en dos partes :
una debida al proceso plastico Er'; y otra debida a la degradacién de
- —d
rigidez B

Para el caso particular descripto por la ec.(2.100) la disipacién debida

al dafio se puede escribir como :

L (2.105)

m

[1

2.3.3.2. Formas de Considerar el Dano

Establecido el  fundamento termodindmico del modelo de degradacién de
rigidez existen muchas formas de definir la evolucién del dafo. A
continuacién se presentan dos de ellas. La primera es una forma explicita
desarrollada por otros autores [Oliver et al 1990, Oller et al 1992] y la
segunda una forma implicita que se propone en esta tesis. Se presenta la
forma explicita porque, a pesar de sus limitaciones, tiene la ventaja de ser
muy simple, lo cual agiliza mucho el célculo cuando se trata de resolver
grandes problemas.

FORMA EXPLICITA [Oliver et al 1990, Oller et al 1992] |
Este modelo ha sido desarrollado en las referencias para el caso de dafio

isétropo y una sola variable de dafio d, como la simplificacién presentada en
ec.(2.100).
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Tension Equivalente

En primer lugar se adopta una funcién de tension equivalente en el

espacio no dafiado o, cuya forma matema4tica es la siguiente [Oliver et al
ij

1990, Oller et al 1992]

6 =0(c ) 6 =0 /(1-d) (2.1006)
olj OU 1)

Esta tensién equivalente admite distintas formas en el espacio de
tensiones principales no daiiadas 0;. Se puede usar cualquier funcién que sea
homogénea de primer grado en las componentes de ¢ como Mohr Coulomb, Drucker

(¢}

Prager, Lubliner-Oller [Oller 1988].

En las referencias mencionadas se eligi6 la siguiente forma para la

tensién equivalente, que estd relacionada con la energia libre del material

no dafiado;
§ = &(d') = [1 i (n—l)} / (02) (2.107)
is1
Donde :
3
z <g'>
i=1 ° i | i i

r = —i_l_-_m <0 > = 5 [ o + |o| ] (2.108)

|o. |

-

n es la relacién entre los umbrales de discontinuidad por dafio en
y

compresiony traccidn uniaxial respectivamente :
n= fc / fl (2.109)

f : Umbral de degradaciénen compresion uniaxial
c

ft : Umbral de degradaciénen traccidn uniaxial
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Esta funcién de tensién posee la propiedad de ser una funcién escalar
homogénea de primer orden en las componentes del tensor de tensiones no
dafiadas y , ademds de ser simple, ha permitido obtener resultados
satisfactorios en un amplio rango de problemas ([Oller 1992]. La fig.2.37

ilusira la misma.

Fig.2.37 Tensién equivalente en ¢l modelo de dafio explicito

Criterio de Darfio

El criterio umbral de degradacién se define en el espacio de tensiones

equivalentes de la siguiente manera [Simo 1987, Oliver et al 1990]:
&P@&:p) = 6(6) - G(fc) <0 (2.110)

Donde:
é(c) . define la evolucién del dafio
G(f): define el umbral de dafio

& es una funcién escalar monoténica a ser determinada. En particular, se

puede usar :
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G©6) = 6 y G(f) =1 (2.111)
con lo que el criterio de dafioresulta :
o - f <0 (2.112)

La siguiente forma para la funcién de dafio es adoptada por Oliver et al
[Oliver 1990] y Oller et al [Oller 1992] :

G©G) =1 - é(é)/c‘s (2.113)

G(0) describe una funcién como la representada en la fig.2.38 de manera
ol * g . . e v e “—* -
que da para ¢ = ¢ la tensién de compresién inicial G y para O > oo la

resistencia final ¢ » 0. De esta manera, recorriendo todo el camino, el punto

habrd disipado una energia equivalente a la energia especifica de fractura.

Gyt

Gy

Qp=mm =
al

Fig.2.38 Funcidn de dafio
En los trabajos mencionados [Oliver 1990, Oller 1992] se adopt6 para

G(S) una forma exponencial:
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&@) =6 M0/ 2.114)
Condiciones de Carga - Descarga

Las condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Kuhn-

Tucker formuladas para problemas con restricciones unilaterales:

r

a) 1L 20

i) 62 <o . (2.115)

Lc)L‘tf}D=0

Regla de Evolucion del Dario

Se define una expresién general para la evolucién de la variable interna
C I,
1992]:

d=ﬁ[aéD]=Ll[ﬁ] L=f 2.116)

Donde },L es el factor de consistencia de degradacién que se obtiene a
partir de la condicién de II’yushin [Lubliner 1986]. Al igual que en el caso
de plasticidad hay una condicién de consistencia de dafio para el punto sujeto

a degradacién que puede escribirse como:

& =0 [ﬁ] 5 - (ﬁ] £ =0 2.117)

a0 af ¢
(o

°=0 = 6@ =Ga) (2.118)
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s6=f=p1=22¢ =39 ¢ ¢ 2.119)

Sustituyendo en la ecuacién (2.16) obtiene la siguiente ley de evolucién

para la variable de daiiod :

(86 86 e o g |
d= [_;] 0. ey = 6 (2.120)
1)

Integrando la ecuacion (2.120) se obtiene en forma explicita la variable
de daiio:
t o, T A
d = fo d dt = fo &(5) dt = G(5) 2.121)
—.lergla Disipada por Daiio

b c(2.120) la )

disipacidn debida al daiio, se tiene :

[1]

d. =- ¥ [ 6¢ ] 6(250 C(ij'kl ékl (2.122)
? 80 % !

Integrando esta ecuacién en el tiempo se puede calcular la energfa total
disipada a lo largo de un proceso de carga. Por ejemplo, para el caso de

traccion uniaxial :

S=no (2.123)

t

il

Y= (1/2) e E" € (1/215")(0‘)2 = (1/20°E%)&° (2.124)

E° : Mddulode elasticidad inicial no dafiado
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La disipacién por dafio a lo largo del proceso de traccién uniaxial

estard dada por :

oo -2 - o0 —2
W™ = j 02 ach) dG = J_* __93_* dG(5) (2.125)
' 6 2n‘E° 80 G 2n’E°
-2 o (=) -
W [_ET:_dG@ﬂ]‘*-J:*—gg?:-édé (2.126)
2n°E 's] c 2n'E
_“2
i [ 12 + /A ] 2.127)
! 2n“E°

Para el caso en que no se desarrollen deformaciones pldsticas, igualando

esta ecuacién a la energfa especffica de fractura , se puede calcular el
valor de A.
m 1 | '
‘”1“ =g =G/ = A= - 20 (2.128)
By B B i
(5")? 7

El valor de la energia especifica de fractura g, s un dato del problema
y se deriva de la mecédnica de fractura, dividiendo la energia de fractura por
unidad de 4rea Gf, por una longitud caracteristica 1c del dominio fracturado
(ver Anexo 2.1)

Haciendo lo mismo para un proceso de compresién uniaxial, y postulando
que el valor de A debe ser el mismo que en el caso anterior, se deduce que

debe ser :
g =G/l =n’g (2.129)

Donde g es energia especifica disipada en el proceso de compresion
(o3

uniaxial y G es la densidad de energia por unidad de d4rea disipada en el
c

mismo proceso.
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Ley Constitutiva Secante Total

La ley constitutiva secante total se obtiene a partitr de la desigualdad
de Clasius-Planck [Lubliner 1985, Malvern 1969]. e su cumplimiento se deduce

que :

- Y (e%;a;d)
ij o aee
ij

oij = Ciﬁd €, = (1-d) Cijkl €,

Ley Constitutiva Tangente

Tomando la variacién temporal de la ecuacién (2.131) se obtiene:

: ' d
=C € - c
ij ikt 1 I-d T T

) s d
= g - c
% Cijkl o I-d T

G =C°

= €
ij ikl K

Reemplazando en la ec.(2.133) la ec (2.12), se obtiene:

; s L1 (a6 96 o
% = Cijkl 8 " T ( ] S 36 -
o

mn

ac

De donde:

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)
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e _ (% 1 a6 30 o .
G = G~ T [ 05 ) G 5G._ C o (2.136)

mn

MODELO DE DANO PROPUESTO - FORMA IMPLICITA

Esta forma difiere de la anteriormente presentada en que en lugar de
llegar a una ecuacién de evolucién explicita para la variable de dafo, se
debe hacer una integracién de la ecuacién de dafio. Si bien esto complica un
poco el algoritmo de solucién, esta forma permite un tratamiento mds general

del problema de dafio, muy similar al que se usa en plasticidad.

Al igual que en el caso anterior, por ahora se trata solo el caso en que

no se desarrollan deformaciones permanentes.

Si bien el modelo se presenta en su forma mas general con la posibilidad
de un tensor de dafio para simular el daiio anisétropo, sélo se ha implementado

y probado el modelo de daiio isétropo.
Criterio de Dario

Se utiliza en este caso una forma muy simple para definir el criterio de

dafo, inspirada en la forma que se utiliza en plasticidad:
6 = 6() - £(x) <0 (2.137)

en donde G es la fensidn equivalente que puede calcularse usando las
formas de los criterios de fluencia conocidos (Tresca, Von-Mises, Mohr-
Coulomb, Drucker-Prager) o la forma utilizada en el planteo anterior,
ecuacién (2.107). En este modelo, la tensién equivalente es funcion de la
componentes del tensor de tensiones daflado y la tension de comparacion fc es

. . ~ . s d
una funciénde la variable de dafio por degradacion x
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Variable de Daiio por Degradacién

Para lograr que la energfa disipada en el proceso de dafio sea Ia
correcta, se define una variable normalizada que se denomina variable de dajio

por degradacion ! tal que :

K =0 cuando no hay dafio (d=0)
(2.138)

K =1 cuando el dafioes total (d=1)

La ley de evolucién de esta variable se obtiene, de manera similar a la
que se usa para definir la variable de dafio pldstico en un proceso
clastopldstico, normalizando la energia disipada en el proceso de

degradacién. Para procesos uniaxiales estd dada por :

o O
g
K‘f = ———— pan traccién uniaxial
&y
(2.139)
¥ L®
, Mg
K:i = ——————— pamn compresion uniaxial
gC
Y
y para procesos multiaxiales puede definirse como :
. R . (')
K“=-[f*+1f]m6‘*’,[3‘ (2.140)
. M "k
& B aBm

c

Donde:

3 3

Lol n L 1ol )

i=1 d + _ =1

g = —— & g =& (2.141)

) o
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d d . . . <
g Yy g son las energfas especificas disipadas por dafio en procesos de
traccién y compresién uniaxial respectivamente. En el caso en que no exista

plastificacién, se calculan como (ver Anexo 2.1):
g =G/l y g=G/ (2.142)

Debe observarse la similitud total entre estas ecuaciones y las

utilizadas para definir la variable de dafio pldstico en plasticidad.

En el caso de dafio isétropo en el que se utiliza una sola variable de

dafio se tiene;

k":hdd:[‘ +1'f]m\P°d (2.143)
K g, 8

c

Evolucion del Umbral de Dario

Para la tensién de comparacién f, se adopta la siguiente ley de
C
variacion explicita en funcién de la variable “de dafio por degradacién,
alar | | d:

foor ot(x") + (1-1) oc(x") (2.144)

nde o, D) y © ) representan 1 evolucién T T
procesos de traccic 'y compres 1 uniaxial respectiv :nte, en funcién de
va Hle de dafio por degradacién y pueden obtenerse a partir de las curvas
C-€ y O-€ experimentales y de las definiciones para la variable de daifio
por degradacién, ecuacién (2.139). En particular, estas funciones pueden

tener formas exponenciales o polinémicas como las usadas en plasticidad.

Evolucién del Dario

En el caso general del dafio ortétropo se puede definir una ley de

evoluciénde las variables de daiiodel tipo:
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S (i )& ;
BY = n S (2.145)
ki

Donde t es el factor de consistencia de dafio y HY una funcién de
potencial correspondiente a la variable de dafio i que, en particular, puede

tomarse igual a la funciénque define el umbral de daiio, esto es:
L 8G _ 80
By = M35 =Mz (2.146)

El factor de consistencia de dafio puede obtenerse de la condicién de
consistencia de dafio. En el caso de una unica variable de dafio isétropa d no
es necesario definir una regla de evolucién del tipo de la (2.145), la misma

se obtiene directamente de la condicidén de consistencia de dafio.

La condicién de consistencia de dafio se plantea de manera similar al

caso de plasticidad:

G =0 (2.147)

Derivando la ecuacidn (2.137) se obtiene :

G- =0 (2.148)
Por la ec.(2.99):
ij - Cijkl(B) E'lvd = fijrs(B) Crskl E'kl = fijrs(ﬁ) 0” (2.149)
y
6ij = fijrs(ﬁ) Gl:s + fijm(B) G:S (2.150)
of . . of . ®)
f (B) - ijs (k) _ ijrs It oH @.151)

o0
m

n

ijrs - O )
aan aan
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Resulta entonces la variacién temporal de la tensidén equivalente:

} of . 0 .
M ijrs BH{k o 0
5=90 | 2 o + £, B o, (2.152)

80 | oy,
80 BB ()] acmn 18
mn :

ij

Por otro lado :

of o - on®

y © 0 3G (2.153)
BBU ij

oK

Reemplazando en la condicion de consistencia de dafio (2.148), se

obtiene;
_lef L _m : af - )
8G ___g% n g_tg__ o+ £ ® o’ | T oK " oH® _ 0 2.150)
Y A
BUij 6[_))[:1“ mn al(d Bﬁ(k) acij

De donde se puede obtener :

a6 ©
» —5_6_ furs(B) 0Frsx
. ij
L= (2.155)
80 afijrs BH{k) o ch aKd H(k)

)
= 0 + i
aOij aﬁn(lz) 8, k¢ BB?;) acij

En el caso de dafio is6tropoy una unica variable de dafio, se tiene:

Q@
Q1

(2.156)

q:
N
Q
3|
:Q

Teniendo en cuenta que :




Modelo Constitutivo para Materiales Simples e Isotropos -107.

o,=(d) o (2.157)
i

Resulta :

.

Gij = —00” d +(1-d) 00“ = ~00“ d + (1-d) Cijkl €, (2.158)
ij ij ij
y
:. a— . .
G = 30 -00" d +(1-d) 00” (2.159)
ij ij ij
Por otro lado :
. af d . af .
c oK c
f = d = had (2.160)
c aKd ad aKd K

Reemplazando en la condicién de consistencia de dafio (2.148), se

obtiene :

af

a0 ' . c ;
a5 |0, d+1-do |- —had=0 (2.161)
ij i ij aK

De donde se puede obiener :

d = (2.162)

Ley Constitutiva Secante Total

La ley constitutiva secante total se obtiene, igual que en el modelo

anterior, a partir de la desigualdad de Clasius-Planck [Lubliner 1985,
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Malvern 1969]. De su cumplimiento se deduce que :

= OY(e7505d)

C, = (2.163)
vl 8e; .
ij
Gij = Cijkl ekl = fijrs(ﬁ) Crskl 81(1 (2.164)
Ley Constitutiva Tangente
Tomando la variacién temporal de la ecuacién (2.164) se obtiene:
Gij = fijrs(B) Crskl Ekl + fijrs(B) Crskl Ekl (2.165)
En el caso que no se desarrollen deformaciones plésticas, se tiene:
O = 1ijrs(B) Cowr &t lijrs(B) Con & (2.166)
Teniendo en cuenta la ec.(2.151), resulta:
. . of . &)
_ o ijrs o0H o
Gij . fijrs(B) Crskl €a T aﬁ(k) H aomn rskl K (2.167)
Reemplazando }:l, resulta:
a0 f (.70
af ®) 8 pqrs(ﬁ) "
6 = Cs ) + ijkl aH o Pq
ij ik Kl k) 80 Koo v
! Y alarfm) mn ac aqurs aH(V) ° 4 afc aKd ) aH()
d

60'pq 6Bf:) 60'm rs

aK

m
6Bl(:) 60’m

(2.168)
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{4
0= Cia (2.169)
Donde:
9 ¢ o
of ® g pqrs([}) Cmkl
e _ ijxy  0H g° Pq
ijki ikl o (k) 80 -
’ aan mn XY- ac aqul‘ﬂ a v) o 4 afc aKd ‘iaH(v)
aopq BB(V) 80’{[l 18 3Kd a[3(v) aom
tu {u
(2.170)
En el caso de una sola variable de dafio isétropo (med) se tiene:
)
o= ¢.dg @.171)
ij ik ko I-d
En ausencia de deformaciones pldsticas, se tiene entonces:
6 =C ¢ -3¢ 2.172)
ij ikt ko T-d i
Reemplazando d:
80
g~ (D) C &
=C e - v 2.173)
i 7 i BT T O af - '
Z ha + 660 o
oK mn Cmn

Lo cual puede resumirse mediante la eé.(2.169) donde:
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86
' G Clukl
¢ =C -Lg . (2.174)
ik i I-d Ty gf i '
by acasc C
aK mn omn

2.3.3.3. Ejemplos de Aplicacién

A continuacién se presentan ejemplos simples de aplicacién de los
modelos de dafio presentados. Todos ellos corresponden al ensayo de compresién
uniaxial de Kiipfer [Kiipfer 1969]. Se comparan los resultados del modelo

pldstico con los de los modelos de dafio presentados.

COMPARACION DEL MODELO ELASTO-PLASTICO
CON EL MODELO DE DANO EXPLICITO

En la fig.2.39 se presentan las curvas tensién-deformacién obtenidas
con el modelo de dafio pléstico modificado y la correspondiente al modelo de
dafio en el que la variable de dafio se obtiene en forma explicita. Para
poder comparar ambos procesos se utilizé en ambos casos la misma energia de
fractura y ademds , -en el modelo pléstico se utiliz6 una variacién

exponencial para la tensién de comparacién.

En la fig.2.39 se puede ver que ambas curvas de respuesta coinciden
en carga pero difieren ampliamente en las ramas de descarga, ya que
el modelo de dafio wvuelve siempre al origen sin dejar deformaciones
permanentes. Si  bien la energia disipada al final de ambos procesos es
la misma (se le dio el mismo .dato a ambos problemas) la disipacién a lo

largo de la historia de carga no es la misma.

Se debe hacer notar también que, por tratarse de una forma explicita,
este algoritmo de dafio es mucho mds rdpido que cualquiera de los algoritmos
que involucren plasticidad. Como conclusién de esto y de lo expresado en el
pdrrafo anterior, en aquellos problemas en los que se tiene seguridad de que

no se producen descargas, convendria usar este algoritmo de dafio.
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Fig.2.39 Comparacion de procesos elasto-pldstico y

eldstico degradado (dafio explicito)

COMPARACION DEL MODELO ELASTO-PLASTICO
CON EL MODELO DE DANO IMPLICITO

Las fig.2.40 se muestra la curva de respuesta obtenida con el modelo de
dafio plastico modificado y el modelo de dafio implicito para la misma funcién
de endurecimiento, esto es fc(Kp) = fC(Kd) y ademds coincidente con la dela
fig.2.39. Las curvas tensién-deformacién no coinciden en ningdn caso porque
la evolucién de la energfa disipada no es la misma en ambos casos. En la
fig.2.40 puede verse dos puntos de igual tensién A y B sobre las curvas y las
ramas de descarga para ese nivel de tensién correspondientes a ambas curvas.
La energfa disipada hasta ese nivel de tensién queda definida por el 4rea
encerrada por las curvas de carga y descarga en ambos casos. Puede verse que,

a igualdad de tensidn, la energfa disipada es la misma.
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Fig.2.40 Comparacién de procesos elastcr)i:[;iéstico y
eldstico degradado (dafio implicito)

2.3.4. PLASTICIDAD Y DANO
2.3.4.1. Introduccion

La mayorfa de los materiales friccionales, como el hormigén, presentan
un comportamiento marcadamente no lineal con deformaciones permanentes y
degradacion de rigidez [Chen 1982, Ortiz 1985].

Las deformaciones irrecuperables que ocurren en los geomateriales son
causadas por la microfisuracién. El dafio o la degracién del material estd
relacionada con la iniciaci6n, crecimiento ¢ interconexién de microfisuras vy

microporos.

Los mecanismos fisicos de interacci6n entre el dafio y las deformaciones
pldsticas son de naturaleza complicada y no pueden ser modelados a través de
un modelo constitutivo fenomenolégico. Se sabe muy poco respecto de los

efectos de la temperatura, velocidad de deformacién, localizacién o
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microestructura en estas interacciones.

Existen distintas formas de acoplar los fenémenos de plasticidad vy
degradacién de rigidez. En esta tesis se propone un modelo que acopla los

fenémenos de deformaciones permanentes y degradacion de rigidez.

Se presenta primero un modelo que trata la plasticidad y el dafio en
forma desacoplada y luego el modelo propuesto que acopla ambos fenémenos. En
ambos casos se utiliza el modelo de dafio implicito. En la presentacion se
desarrolla sélo el caso de dafio isétropo con una tnica variable de dafio d por
simplicidad en la notacién. Para el caso general de dafio se pueden encontrar
las ecuaciones correspondientes siguiendo el procedimiento que se indica a

continuacién.
2.3.4.2. Forma Desacoplada

En este modelo se hace actuar independientemente primero el dafio y luego

la plasticidad.

El criterio de dafio y de evolucion del dafio se plantean como se
describid en el modelo de dafio implicito. Al plantear la condicién de
consistencia de dafio se supone que no hay incremento de deformaciones
ineldsticas y se obtiene asi el incremento de la variable de dafio con las
mismas ecuaciones (2.145) y (2.155) o (2.162). Finalmente se incrementa la

variable de dafio.

A continuacién se resuelve el problema pldstico con la tensién ya
degradada. Para ello se utiliza las mismas ecuaciones del modelo de dafio

plastico modificado, teniendo en cuenta que:
o, = (1-d) o (2.175)

ij

d=0 (2.176)

porque la variable de dafioya fue actualizada.
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La ley constitutiva secante total se obtiene de la siguiente manera:

1

8 e o . _oP
G, = Cijld € = (1-d) Crskl [Ekl Ekl ]

La ley constitutiva tangente se obtiene a partir de Ia

temporal de la ecuacion (2.177):

s ‘e d ] ) d il p
.= e - o = €. - o -C. ¢
ij ik Tk 1-d T Cijkl i I-d ijkl K

e aG

. .
= ] P __ ® s

= e = €
Oij Cijkl Ekl b C]Jkl ki Cl_]kl ki~ Cijkl ale
Donde:
: d
C e =C

= £ - o
ijd Kl a1 I-d i

Reemplazandeo la cc‘.(2.162), se obtiene:

a0
80’( (1-d) Ctukl ]
u
(=3 L3
Cijkl € = Cijkl € " Td Gij af B
c a0
K mn Omn

Ce _ Cs B 1 aﬁt“
ijkt ijkl 1-d i gf -
d th + 6(2)'0 c
K mn Omn

La ecuacién (2.178) se puede escribir como :

(2.177)

variacion

(2.178)

(2.179)

(2.180)

(2.181)
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6. =C & (2.182)

Pkt
Donde C' es el tensor elastopldstico degradado tangente, que se

Pkt
obtiene de la condiciénde consistencia plastica, como sigue :

_— oF oF . _
F=0 = g0+ zﬁai_o (2.183)
1) i=1 1
Reemplazando el incremento de tension por la ec.(2.178) y la deformacién

pldstica por la regla del flujo de ec.(2.66), se obtiene:

- 8G (le,c)

oF e oF s 4 8G _
BGi_ C'ijkl Ko a0 . Cijkl A BO'kl - hC(O'm,KP,C) hKij(Gmn’Kp’C) A BO'ij
j ij

(2.184)

Despejando se puede calcular el pardmetro de consistencia pldstica como

sigue :

aF e
) 55()7‘; Cijkl Al
A\ = ! ) (2.185)
Jdt (0 ,C
s aF 3 aG
hc(Gm’KP’C) hK (Omn’ﬁ”c) 80 + 80 Cmnm a0
fu fu mn s
Reemplazando A la ec. (2.178) se obtiene:
s 8G aF e
ijs 80 30 mnkl
ot . s mn
ep., ijkl 8G(c )
il o’ 8F s 4G
hC(Gm,Kp,C) hK (Gmn"cp’c) ac + ac mnrs 30
fu fu mi s

(2.186)
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En la ec.(2.186) puede verse que el tensor tangente CtP , en general,
Piikl

no es simétrico. La condicién para que este tensor sea simétrico es que:

c aG o oF ce (2.187)

ijm 90 ao mnij
3 mn

La teoria de plasticidad cldsica, introduce el concepto de fluyo
pldstico asociado a través de una regla de normalidad a la superficie de
fluencia la que estd definida en el espacio de tensiones mediante las
ecuaciones (D.32) y (D.33). La regla de flujo asociada definida en esta forma
es equivalente al axioma de la mdxima disipacién pldstica para el caso en que
la rigidez se mantenga constante [Lubliner 1986]. Una definicién mds general,
de regla de flujo asociada, vélida para materiales con degradacién de
rigidez, estd dada por la ec.(2.187) [Oller 1988, Lubliner 1989].

2.3.4.3. Forma Acoplada

Este modelo es sim it al anterior, tanto en las forn de las
ecuaciones de dafio como las de plasticidad. La unica diferencia es que en
e 1 i de
plasticidad y daiio. Esto hace que las formas para la evolucion de las
variables de dafio y pla cidad sean distintas que en el modelo anterior. Si
bien esto complica un poco los desarrollos algebraicos, el modelo asi
anteado permite asegw ~ que la energia dis ada a lo largo del proceso sea

exactamente la que se tiene que disipar.
EVOLUCION DEL DANO Y DE LAS DEFORMACIONES PLASTICAS

La evolucién de la variable de dafio d y de las deformaciones pldsticas
puede obtenerse a partir del cumplimiento simultdneo de las condiciones de

consistencia de dafioy de plasticidad :
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o-f =0
c
donde
80
CS--——C—icslJ
ij

° = (1-d) C° K —e"]

= (]- = (1-d) C* ¢
c.=(ld)oc (1-d) ~ijki & ' ijkl tkl ki

Resulta :
6. =-0 d+ld) o
Y % i
. _ ¢ o " _ _ o ‘p
oij = _G"i' d + (1-d) Cijkl €, (1-d) Cijkl €,
J
y
=9 ls d+0dC ¢ -ddc r2G
T o. ijkl Kkl ijt 80

ij ij

Por otro lado :

af d . af .
. c aK c
f = d = h ad
d ad 6Kd K

(2.188)

(2.189)

(2.190)

(2.191)

(2.192)

(2.193)

(2.194)

(2.195)
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Reemplazando en la condicién de consistencia de dafio (2.189), se

obtiene

- af
ac ) o o 1 68G v
a5 | O, d+(1—d)Cijkl €, - (l-d)Cijk]K 3| th d=20 (2.196)
ij ij kl oK
La condicién de consistencia pldstica se escribe :
- oF
F=0 = = ou + Z*“ a‘ =0 (2.197)
i i=l
Reemplazando c'rij y o, se obtiene :
I's hY
oF ) o ~o 4 G
35 Gond + (l"d)C;jme - (1-d)C 035 +
ij ij Kl
aG(G c)
-h (0 Ny c)h (O KPC)K =0 (2.198)

U

De la resolucién simultdnea de las ecuaciones (2.198) y (2.196), se

pueden obtener d y k :

! (2.199)
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- 8G(o ©)
= a0 s’ oF 3 aG
Al B _5_6:‘- hc(crs’Kp’C) hl(l (Gmn’Kp’C) 661“ + a0 Cmnrs 80 +
u mn s
86 ~s G | oF s
) 60’mn Cmnrs 56; ‘3—0: Cijkl Ekl (2200)
8G(o ,c) af -
_ s’ aF C* oG c a0
AZ - hc(crs’Kp’C)hK (Grs’KP’C) 80 a0 mnrs3C d th+30',_Go_, +
mn mn m 13 K ijij
8F s oG aF
- |56~ G 36 | 35 O, (2.201)
m rs i ij
. A3
A = e (2.202)
_ | 8F a0 80 3 8G | 80 s
As =135 |% 80.. t1ag S 30 80.. Cijkl Ca (2.203)
mn mn  ij mn 13 ij

LEY CONSTITUTIVA SECANTE TOTAL

La ley constitutiva secante total se obtiene, igual que en el modelo
anterior, a partir de la desigualdad de Clasius-Planck [Lubliner 1985,

Malvern 1969]. De su cumplimiento se deduce que :

— N e ~ 0 P
Gij - Cijkl E‘kl - (1 d) Crskl [ Skl Ekl ] (2204)
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LEY CONSTITUTIVA TANGENTE

Tomando la variacién temporal de la ecuacién (2.204) se obtiene:

— S (<] &
i ikl T—HGU (2.205)
e
cij = Cijkl €, Cijld €, (2.206)
C e =06=C ¢ -So 2.207)
ikl Tkl ij i ko I-d :
Reemplazando d por la ec.(2.197), se tiene:
r
- aG(c ,¢) ~
e _ 8 i a0 \ s’ aF s aG
ijkl - ijk_lax2 Oij —56':‘: hc(O'm,KP,C)thn(Gm,lé),C, 30’mn —Inao'm“wmnrs(90'm +
(2.208)
~ a0 ak aG | oF s
aa vmnrsBO'm 03()'l tukl
La ecuacién (2.204) se puede escribir como :
6 =C (2.209)
ij ep. . ki
ijk!
Donde C' es el tensor elastopldstico degradado tangente, que se

ep..
ijkl
obtiene de la condicién de consistencia pldstica, de la misma forma que el

modelo desacoplado y resulta:
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3 8G B8F e
jjrs 36: ac Cmnkl
Clp = Ciejkl ) 3G(G )
Figl G o° 8F s &G
hc(ors’Kp’C) th(Umn’Kp’C) 60"“ + BO'mn Cmnrs BO'rs
(2.210)
2.3.4.4. Ejemplos de Aplicacion

COMPARACION ENTRE LOS MODELOS
DESACOPLADO Y ACOPLADO

Para comparar las formas desacopladas y acopladas presentadas en los
apartados anteriores se desarrollé en primer lugar un ejemplo simple
consistente en un ensayo de un prisma de hormigén a compresion uniaxial. Como
datos del problema se dieron las mismas curvas de endurecimiento para dafio
que para plasticidad y una energia a disipar en cada uno de estos procesos.

Se resolvig este problema en forma desacoplada y luego en forma acoplada.

Las caracteristicas mecdnicas del hormigén utilizado se han resumido en
la Tabla 2.10.

TABLA 2.10 Caracterfsticas mecdnicas del hormigén

E0 = 30000 MPa Criterio de Fluencia :
v =024 Lubliner-Oller (0=0,12; v=3,0, p=0,0)
OZ = 22,9 MPa  Funci6énde potencial :

o?° = 32,8 MPa  Mohr Coulomb y=15"
o° = 2,29 MPa GP= 38N/mm ;Gj= 38N/mm

K=K =02  G=0,08N/mm; G =0,08N/mm

En la fig.2.41 se han representado las curvas tensién-deformacion
obtenidas. Las ramas de descarga muestran la presencia de degradacién de
rigidez y deformaciones permanentes. La curva del algoritmo acoplado difiere

ampliamente de la del algoritmo desacoplado, sobre todo en la rama
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descendente. En el caso del algoritmo acoplado, la energia total disipada en
el proceso es igual a la suma de las energias mdximas a disipar por dafio y
por deformaciones permanentes. Esto no se verifica en el caso del algoritmo
desacoplado.

40.00

30.00

20.00

TENSION (=) (MPa)

10.00

(ORI SO0 N0 B S TN SO T A0 000 O 2 0 00 A S0 O T 00 T T S N0 000 OO S GO0 YO 0 S S T S N W00 I B |

ELASTO~PLASTO-DEGRADADO {DESACOPLADO)
. — . ELASTO-PLASTO—DEGRADADO (ACQPLADO)
O-OO llllIll|lIlll|lIl|llll|lIllllllI!llllll]1|’||IlIYI‘]l|[I!II]
'0.00E4+000 4 00E-003 8.00E~-003 1.20E--002

DEFORMACION (~)

Fig.2.41 Comparaciénde los modelo de plasticidad+dafio
acoplado y desacoplado

ENSAYO DE COMPRESION BIAXIAL [Kupfer 1969]

Este ejemplo consiste en el estudio del comportamiento de una probeta de
hormigén de 20,0x20,0x5,0 cm bajo compresién biaxial simétrica [Kupfer 1969].
En la Tabla 2.11 se ha resumido las caracterfsticas mecdnicas del hormigén.
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TABLA 2.11. Caracteristicas mecdnicas del hormigén

E0 = 30000 MPa Criterio de Fluencia :
v = 0,24 Lubliner-Oller (0:=0,12; y=3,0, p=0,0)
GZ = 22,9 MPa  Funci6nde potencial :

o’ = 32,8 MPa  Mohr Coulomb y=15"

o]
i

®=229 MPa G =16N/mm (G§=8N/mm;Gj=8N/mm)

Kgic— Ksic =038 G =0,16N/mm (G'=0,08N/mm; G=0,08N/mm)
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Fig.2.42. Ensayo de compresion biaxial, Kupfer [1969]

En la fig.2.42 se han representado las curvas tensién-deformaciénen el
plano de la carga y en la direccién normal a dicho plano obtenidas
experimentalmente 'y mediante el modelo acoplado propuesto. Se han
representado tres curvas numéricas. La primera de ellas comresponde a Ia
solucién del problema como si toda la energfa se disipara en forma de
deformaciones permanentes (plasticidad), la segunda de ellas corresponde al



-124- Capitulo 2

caso en que toda la energia es disipada por degradaciéon de rigidez, la
tercera corresponde a un caso intermedio, més real, en que parte de la
energia se disipa por dafio y parte por deformaciones ineldsticas. Como era de
esperar, puede verse que la tercera curva cae entre las dos primeras y se
aproxima notablemente a los resultados experimentales obtenidos por Kupfer
[1969].

ENSAYO DE COMPRESION CICLICA [Sinha 1964]
Este ejemplo fue utilizado para verificar la capacidad del modelo de
dafio + plasticidad acoplados para reproducir el comportamiento del hormigén

bajo compresiénuniaxial ciclica.

Las caracteristicas mecdnicas del hormigén se han resumido en la Tabla
2.12,

TABLA 2.12. Caracterfsticas mecdnicas del hormigén

E0 = 19324,4 MPa = Criterio de Fluencia :
= (},24 ~ Lubliner-Oller (a=0,12; v=3,0, p=0,0)
O': = 22,0 MPa Flujo asociado

0‘?0 = 26,5 MPa
o° = 2,20 MPa G =40N/mm (G§=30N/mm;G‘c‘=1oN/mm)

pic pic

@ =t =012 G=0,16N/mm (GP=0,08N/mm; G‘f‘:o,ogN/mm)

En la fig. 243 se han representado las curvas  obtenidas
experimentalmente y la cormrespondiente al modelo de plasticidad y dafio
acoplados. Puede observarse que el modelo logra reproducir ajustadamente los
resultados experimentales. Las ramas de descarga tienen aproximadamente la
misma inclinacién promedio. Obviamente, el modelo formulado descarga
eldsticamente, con un mddulo degradédo y vuelve a cargar por la misma rama
hasta el punto de la descarga no permitiendo lograr las lazos de histéresis

obtenidos experimentalmente.
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En la la figura 2.44 se han representado la curva tensidn-variable de
dafio d resultante de los ensayos y la obtenida con el modelo. Se puede ver
que ambas curvas son bastante coincidentes, lo cual ya se intufa al ver la

coincidencia de pendiente promedio en las ramas de descarga de la fig.2.43.

2.4. CONSIDERACIONES FINALES

El modelo presentado contempla gran parte de los aspectos mds
importantes  que  caracterizan el  comportamiento  ineldstico de los
geomateriales, tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de
tensién-deformaci6n multiaxial y la combinacién de fenémenos de fisuracién
con aplastamiento a través de un tratamiento unificado. El uso de  una
formulacién  pldstica localmente isétropa, combinada con el concepto de
localizacién del dafio, da lugar a un comportamiento globalmente

anisétropo.

El modelo propuesto resuelve simultdneamente el problema de evolucién de
las deformaciones permanentes y de degradacién de rigidez, permitiendo
cumplir en cada paso de carga con las condiciones de consistencia pldstica y
de dafio. De esta forma se puede controlar y asegurar que la energia disipada

en el proceso sea la correcta.

La estructura del modelo acoplado es simple, presentando una analogia
pricticamente total con otros modelos elastopldsticos usados para describir

el comportamiento de materiales friccionales.

Los ejemplos desarrollados permiten ver que el modelo presentado es
capaz de reproducir el comportamiento del hormigén baja carga creciente y
bajo carga ciclica, logrando reproducir adecuadamente el desarrollo de

deformaciones permanentes y la degradaciénde la rigidez.
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ANEXO 2.1

OBJETIVIDAD DE LA RESPUESTA

A2.1.1. INTRODUCCION

Cuando un sélido se ha deformado suficientemente dentro del rango
pldstico, superando el pico de tensiones, se produce una concentracién de
deformaciones ineldsticas en una zona reducida del mismo. Este fendémeno, que
se denomina localizacién de deformaciones, ocurre tanto en los materiales

diictiles como en los frigiles y suele conducir a la rotura del material.

En el hormigén y en los materiales geolégicos en general, la falla
ocurre por un dafio progresivo que se manifiesta por fenémenos como la
microfisuracién 'y la formacién de vacfos, formando bandas de gran
deformacién. Los materiales ddctiles, en cambio, tienden a fallar por corte,

a medida que bandas muy finas experimentan deformaciones considerables.

Para muchos autores, la localizacién estd asociada con la pérdida de
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estabilidad del material. La bifurcacién resultante estd asociada con la
pérdida de elipticidad de las ecuaciones de equilibrio incrementales.
Consideran que la bifurcacién de la respuesta no sélo debe ser analizada a
través de los valores propios de CZ sino también a través de las condiciones
criticas de propagacién de ondas de aceleracién y para ello proponen estudiar

los valores propios del tensor actistico :

Q =n C' n (A2.1.1)

Tij K
) Pyiit

donde n_es el vector normal al plano de discontinuidad que se forma por

efecto de la localizacién de deformaciones y .C' es el tensor
Prijt
elastopléstico tangente.

En la mayorfa de las e icturas reales, la escala de dichos fen6menos
es mucho menor que la de las mallas de elementos finitos y sus efectos deben
ser incorporados en el andlisis numérico mediante un modelo homogéneo que

;senta ablanc  iento.

T ten o L bl " abl " iento y
localizacién de deformaciones desde distintos puntos de vistas y las
dificultades le presentan en su simulacién numérica :[Willam 1984a y 1984b,
Ottosen 1986, Belytschko et al 1986, Ortiz et al [1987, De Borst 1987a,
Bazant et 1976 y 1978b, Oller 1988, Oliver 1988, Belytschko et al 1988,
Pijaudier-Cabot 1988, Simo 1. _J, Ju 89, Mleret 19

Los obstdculos mds dificiles de salvar en la simulacion numérica del

problema de localizacién de deformaciones son los siguientes [Oller 1990b]:

e Falta de objetividad en la respuesta respecto a la malla de elementos
finitos considerada ya que la solucién no converge a un valor correcto cuando
se refina la malla. Mi3s alld, el uso de una teorfa del continuo local es
inapropiada porque hace que la disipacién de energia en la zona de

ablandamiento tienda a cero cuando la malla se refina.

e Incapacidad aparente de los elementos finitos usuales para captar el
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fenémeno de localizacién en su dominio. Esto se debe a que los elementos
finitos aproximan en forma continua el campo de deformaciones siendo
incapaces de simular los grandes gradientes de desplazamiento producidos por

la localizacion de deformaciones.

e La incompresibilidad que presenta el material durante algunos procesos
de carga en el punto en que comienza la localizacién de deformaciones. En ese
momento se produce un cambio en el signo de la deformacién volumétrica total
[Oller 1988] dando lugar a un coeficiente de Poisson que se acerca a 0,5.
Esto produce un efecto de incompresibilidad que se traduce en un bloqueo o
sobrerigidizacién de los elementos finitos. [Esta situacién se produce

independientemente de la funciénde fluencia adoptada.

e Para materiales eldsticos y elastopldsticos las ecuaciones del
problema pierden elipticidad y eso impide la propagacién de ondas (el tensor

acustico tiene valores propios imaginarios).

A2.1.2. PROBLEMA DE OBJETIVIDAD DE LA RESPUESTA

Los sélidos friccionales sometidos a procesos de carga cuasi-estéticos,
tienden a localizar (concentrar) la deformacién en un volumen infinitesimal
(plano de fractura), donde se disipa casi la totalidad de la energia
entregada al sélido. Ver Fig A2.1.1

Poc +
i PUNTO DE LOCALIZACION

/
/
/

/ e — p

L’/ / / [N o
§

s PLANO DE FRACTURA

Fig. A2.1.1 Fenémeno de fractura real
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El problema de la objetividad de la respuesta de los modelos basados en
formulaciones locales, que consideran el ablandamiento como una propiedad del
material en el punto de andlisis no estd totalmente aclarado habiendo
opiniones muy divididas. A continuacién se describe la forma en que se trata
el problema en esta tesis [Oller 1988, Willam et al 1988a y 1988b]

Este procedimiento parte de la hipétesis de que la localizacién define
una zona de daiio donde se disipa una energfa plédstica limitada al tamaiio de

esa zona, mientras en el resto del sélido se produce una descarga eldstica.

Para simular este comportamiento discontinuo por medio de la mecdnica
del sélido continuo, el modelo de dafio pldstico formula un comportamiento
ineldstico con ablandamiento que produce la localizacién del dafio en una zona
de volumen finito (zona dafiada) que estard formada por el lugar geométrico de
los puntos isotrépicamente dafiados (ver fig.A2.1.2). En esta zona dafiada se
admite una fuerte variacion del campo de desplazamientos, con una

discontinuidad entre el campo de deformaciones de la zona dafiaday no dafiada.

Ve
P (ZONA DANADA)
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e :] I“; \ —zpe [
:l]‘ I:”
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Y | | I
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! {
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Fig. A2.1.2. Idealizaciénde la fractura en el modelo
de dafio pldstico
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Esta formulacién, con ablandamiento y disipacién, conduce a que el
s6lido disipe casi la totalidad de la energia a través del volumen dafiado y
por lo tanto la energia disipada depende del tamafio de la zona dafiada. Como
se trata de simular un proceso discontinuo a través de un modelo continuo es
necesario exigir que la energfa disipada sea independiente de las dimensiones
de la zona dafiada (objetividad) y que, ademds, sea igual a la energia

disipada en el proceso discontinuo real (exactitud de la respuesta).

Con el propésito de objetivizar la respuesta y disipar la energia
correcta, el modelo que se presenta necesita considerar en su ley tensién-
deformacién una medida que depende de la relacién que hay entre el volumen de
la zona dafiada VP y el drea de fractura o discontinuidad AP. Para ello, se
admite como hipétesis que la energfa especifica ineldstica g’ no sélo depende
de la energfa por unidad de drea dafiada G° ! (considerada por hipétesis como
una propiedad del material e igual a la energfa de fractura G' para un
proceso de traccién simple y a la energia de aplastamiento G° para un proceso
de compresién simple), sino que también depende de una propiedad geométrica,

que en este caso se ia define como ia relacion:
LP = VP AP (A2.1.2)

Siguiendo esta hipétesis, se define la energia especifica inelastica

como :
gh=g°+g (A2.1.3)

Donde g™ es la energfa especifica ineldstica consumida durante un
proceso de microfisuracion previo a la localizaciéon del dafio, que puede
calcularse a partir de las curvas GT—ag y ()'C—ag obtenidas experimentalmente,
y gp1 la energia especifica consumida durante el proceso de localizacién (ver
fig.A2.1.3):

g = WPV = G AP VP = GPLP (A2.1.4)

Donde WP es la energfa disipada en todo el sélido, desde el momento

en que se inicia la localizacién hasta el final del proceso de carga.



-132- Anexo 2.1

L’ puede ser considerada como una longitud caracteristica que debe ser

una medida del ancho de la zona dafiada o banda de localizacién.

pic

PUNTO DE LOCALIZACION

Fig.A2.1.3. Energia disipada en un proceso uniaxial

Distintos investigadores han propuesto formas muy diversas para
calcular la longitud caracte ” ":a. Ac s sie 0 un t
abierto de discusién, no habiéndose  encontrado en ningin caso una
solucién satisfac a y compatible con la rigurosidad con que se tratan
los restantes problemas que intervienen en las formulaciones

constitutitvas.

En este trabajo se utiliza para L? una expresién propuesta por Bazant
[Bazant 1983], que da resultados satisfactorios cuando se trabaja con

elementos finitos con geometria regular :

P =LF = J;/ cost (A2.1.5)

Donde A° es el 4rea del elemento finito donde se localiza la zo  daific
y ¥ el dngulo que hace la banda con el eje de referencia global. Ver
fig.A2.14.
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Fig.A2.1.4. Estimacién de la longitud caracteristica

de un elemento finito
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ANEXO 2.2

DIRECCIONALIDAD DEL DANO

A2.2.1. INTRODUCCION

El dafio local , en cada punto del sdlido, puede considerarse como un
fenémeno adireccional. La direccion macroscépica (fractura)  del dafio queda
definida por el lugar geométrico de los puntos isotrépicamente dafiados. Si
bien en el espacio de tensiones  cada punto del s6lido exhibe un
comportamiento isétropo, en el espacio de deformaciones pldsticas puede
interpretarse cierta direccionalidad del dafio, relacionada con la deformacién
pléstica. Asf, se admite como hipétesis que la magnitud y direccién del dafio

local resultan de un andlisis del tensor de deformaciones plésticas eri’j:

t

P _  8G

& = J Ao dt (A2.2.1)
t=0
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Observando esta ecuacién, se puede interpretar al pardmetro de

consistencia p]ésticaj& como la magnitud del incremento del dafio en un punto
y al flujo pléstico c'!G/acsij como la orientacién del dafio en el espacio de
tensiones principales. Como el modelo de dafio pldstico no requiere ni la
direccién, ni la magnitud del dafio, esto no necesita formar parte del célculo
sino que puede utilizarse en el postproceso de los resultados para obtener
informacién acerca de la magnitud y direccién del dafio en ciertos puntos, por
ejemplo los puntos de integracién, en el método de los elementos finitos. La
interpretacién de los resultados, obtenidos de esta forma, coincide muy bien
con los estudios experimentales y también con los obtenidos con otros modelos
ortétropos , que si necesitan determinar la direccién del dafio durante el

proceso de cdlculo [Oller 1988].

La magnitud, direccién y demds informacién sobre el estado de dafio en un
punto del sdlido discreto, se obtiene a posteriori de un proceso de célculo,
una vez que se ha logrado la convergencia de los resultados hacia un estado

de equilibrio.

A2.2.2. DIRECCION DEL DAN) PLASTICO

Se considera que el dafio en un punio del espacio discreto comienza
cuando ¥ > 0. A partir de ese momento se considera que hay dafio (fisuracién)
y que su direccién local queda definida por la componente normal a la
direccién  principal mayor del tensor de deformacién pldstica. Ver
fig.A2.2.1a:

— P
9, = D) | (A2.2.2)

Donde z—:_‘i’. es la deformacién pldstica definida segin un sistema de
J
referencia global y ﬁe el dngulo que hay entre la deformacién especifica

principal mayor y lado positivo del eje material X,

Analizando el signo de las componentes principales del tensor de
deformacién pldstica se tiene aplastamiento si la de mayor valor absoluto es

negativa y fisuraciénsi la de mayor valor absoluto es positiva.
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b) Fisura 1l y fisu ¢ i~ € 1live te a la real

Fig. A2.2.1 Direccionalidad del daiio pl4stico en un punto

A2.2.3. MAGNITUD DEL DAND PLASTICO

El modelo considera al dafio como una deformacion localizada en una
cierta zona de dimensiones finitas que se ha denominado zona de dafio
pléstico. En virtud de esto, se puede considerar que una fisura real es
la acumulacién en wuna zona de  dimensiones infinitesimales, de todo el
dafio distribvido en la  zona de dafio pldstico. De esta  manera,

mediante el  pos-proceso de  los resultados, se obtiene una magnitud de
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dafio equivalente al de una fisura. Ver fig.A2.2.1b. Para cada punto del

s6lidose puede calcular el desplazamiento irrecuperable como :
It = ¢ di’ (A2.2.3)
f 1ot

Donde 8‘1’ es la deformacién pldstica principal mayor dl? la dimensién

inicial del punto en la direccién 1?}8.

A vpartitr de esta iltima ecuacién se puede obtener la magnitud del dafio

equivalente al de una fisura real, para un punto del espacio discreto, como:

eq . P [s] .
I = Iﬁ’e e’ di° (A2.2.4)

Donde L*® es la longitud caracteristica de un elemento finito
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CAPITULO 3
MODELO CONSTITUTIVO PARA MATERIALES SIMPLES ANISOTROPOS.
PEQUENAS DEFORMACIONES Y DESPLAZAMIENTOS

CARGAS CUASI ESTATICAS DE CORTA DURACION
‘ PROBLEMAS TERMICAMENTE ESTABLES

3.1. INTRODUCCION

3.1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA DE ANISOTROPIA

En general, se dice que un material es anisdtropo cuando sus propiedades
mecdnicas varfan segdn la direccién considerada. Son muchas las propiedades
mecdnicas de los materiales que sélo pueden ser definidas o medidas haciendo
referencia a una direccién en el espacio. Cuando alguna propiedad fisica del
material. depende de la orientacién, se debe decir que el material es
anisétropo respecto de esa propiedad porque no necesariamente presenta el
mismo grado de anisotropia respecto de todas sus propiedades mecénicas. Por
ejemplo, el tungsteno es un material anisétropo respecto a sus tensiones de

fluencia no as{ en lo que hace a sus propiedades elésticas, respecto de las
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cuales es pricticamente isétropo [Van Houte 1992].

Como ejemplo de anisotropfa eldstica se puede tomar un prisma de madera
como el de la fig.3.1. Si se realiza un ensayo de traccién en la direccién de
la fibra se obtiene que la tensién es proporcional a la deformacién a través
de un moédulo de elasticidad EX. Si se realiza ahora el ensayo en la direccién
transversal se obtiene una respuesta similar pero con un mddulo eldstico Ey
distinto. El mddulo eldstico varia con la direccién considerada. Se dice
entonces que la madera es un material anisétropo respecto de sus propiedades

eldsticas.

g

—11
t
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\
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a fme =
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Fig.3.1. Anisotropfa en el médulode Young [Benedetti 1982]

La descripciéon matematica del comportamiento de este tipo de materiales
es muy compleja. Afortunadamente, la mayoria de los materiales de interés en
la ingenierfa estructural presenta ciertas particularidades de simetria que
simplifican el andlisis. Por ejemplo, la madera es un material ortdtropo
polar porque es posible individualizar tres direcciones  mutuamente
ortogonales de simetrfa de sus propiedades mecdnicas: axial, radial vy

circunferencial,

La rocas sedimentarias y metamdrficas presentan, en la mayorfa de los
casos, isotropla polar, o dicho de otra forma son transversalmente isétropas
[Benedetti 1982). Es posible individualizar en ellas un eje de simetria
material. Las caracterfsticas mecdnicas no varian con la direccién en un

plano ortogonal a ese eje, pero son distintas de las propiedades en la
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direccién del eje mencionado.

Si se considera un bloque de mamposterfa como el de la fig.3.2a se ticne
un caso tipico de isotropfa polar en el que el eje de isotropfa es
perpendicular  al plano del mortero. Distinto es el caso de un panel de
mamposterfa que debe ser considerado ortétropo con tres ejes de simetria

material como se indica en la fig.3.2.b.

hz
|z EJE DE SIMET,
POLAR -
|
{ A= 2\ .
‘ X R >
7 L7 x
4
Y Y
a) Bloque de mamposierfa b) Panel de mamposteria

Fig.3.2 Ejes de simetrfa material en Ja mamposterfa [Benedetti 1982]

3.1.2. DESCRIPCION DEL COMPORTAMIENTO
DE ALGUNOS MATERIALES ANISOTROPOS

3.2.2.1. Mamposteria de Ladrillos [Page 1979, 1981]

La mamposterfa es un material compuesto por bloques o ladrillos unidos
por juntas de nmortero. Las propiedades del conjunto dependen de las
propiedades de los ladrillos, de las propiedades del mortero y de la
disposicién de los ladrillos y las juntas (topologfa estructural). Esto
altimo hace que su comportamiento no dependa exclusivamente de su respuesta

constitutiva.

Los ladrillos pueden ser cerdmicos o de hormigén (bloques). Las
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propiedades del ladrillo cerdmico varfan considerablemente ain para ladrillos
de una misma cortada. Esta variacién es inherente al proceso de fabricacién y
contribuye a la dispersiéon de los resultados obtenidos en ensayos de
manposterfa.  Normalmente los ladrillos pueden ser considerados como
materiales eldsticos fragiles con un cierto grado de anisotropfa que varfa

segunel tipo de ladrillo.

Los morteros - usados para mamposterfa estdn compuestos por distintas
combinaciones de arena, cal, cemento y agua. Normalmente se utiliza morteros
de baja resistencia. No es tan importante la resistencia del mortero como el
alcanzar una adecuada adherencia con los ladrillos. Las propiedades
mecdnicas de los morteros son similares a las de un hormigén pobre. Presentan
un comportamiento marcadamente no lineal, desarrollando deformaciones
permanentes que son las principales responsables del comportamiento

ineldstico de la mamposterfa [Page 1981].

La mamposteria transmite fuerzas de compresién en forma muy efectiva. Su
capacidad de absorcién de fuerzas de compresién estd gobernada, entre otras
cosas, por la resistencia a traccién de los Iladrillos [Page 1981]. El fallo
de estos ocurre por ftraccién debido a la tensidn iransversal provocada por la
diferente  expansién lateral de los ladrillos (mds rigidos), respecto del
mortero  (méds flexible) [Page 1981]. La resistencia a traccién de la
mamposteria es extremadamente baja debido a la baja adherencia entre el
mortero y los ladrillos bajo tensiones de traccién. Para traccién normal a la

junta se obtiene la minima resistencia [Page 1981].

El comportamiento de la mamposteria sujeta a estados complejos de
tensién estd muy influenciado por la orientacién de las juntas de mortero
respecto  de las cargas. La mamposterfa presenta un comportamiento
marcadamente direccional justamente debido a la influencia de las juntas de
mortero que acttan como planos de debilidad. Su falla no puede ser definida
entonces a través de un criterio en términos de tensiones principales en un
punto. Se debe tener en cuenta también la orientacién de las tensiones
principales respecto de las juntas de nmortero. Dependiendo de dicha
orientacién, la falla puede ocumrir sélo en la junta o en un mecanismo

combinado de rotura de juntas y ladrillos [Page 1981].
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En un panel de mamposteria sujeto a cargas en el plano, se pueden
distinguir dos modos de falla dependiendo de la orientacién de las tensiones
principales. Ejemplos tipicos de estos modos de falla se muestran en la
fig3.3. |

lCARGA 1 CARGA 1 CARG
| _HL__—L < L; ';r
INEEN = T [ )|
Wi B B

, Y

f 6=0° 1‘ o -60° Teasd

CARGA

™~

A\

b) Compresic xial
Fig.3.3 Modos de 1lla para ensayos de compresién biaxial en mamposterfa
[Page 1981]

Para compresion uniaxial la falla ocurre en planos normales al del
panel. Dependiendo de la orientacién de las juntas de mortero respecto de la
carga aplicada, la falla ocurre por fisuracién y deslizamiento en la cabeza o
pie de los paneles o de una forma combinada de fisuracién de juntas y
ladrillos [Page 1981]. ara compresién uniaxial paralela al plano del
mortero, la falla ocurre inicialmente por expansién lateral de las juntas de
mortero, Fig.3.3.al |Page 1981]. Las columnas de ladrillo resultantes son

capaces de seguir soportando carga, pero la primera falla es tomada como
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carga de colapso y corresponde al momento en que las deformaciones laterales

del panel aumentan bruscamente [Page 1981].

En el caso de compresién biaxial, esos modos de falla son impedidos por
la presencia de una segunda tensién principal de compresién c,. Para la
mayoria de las relaciones 01/02, la falla ocurre en planos paralelqs al del
panel, independientemente de la orientacién de la junta de mortero [Page
1981].

La transicién entre los dos modos de falla de la fig.3.3 se produce para
valores altos de la relacién crl/o'2 y dependiendo de la orientacion de la

junta.

Las envolventes de falla promedio obtenidas para cada orientacién de las

juntas han sido representadas en la fig.3.4.

Las propiedades eldsticas de la mamposteria varfan con la inclinacién de
la junta de mortero respecto de la carga aplicada. Sin embargo dicha
variacién es bastante moderada en relacion a la diferencia que existe en los

modos de falla y en la resistencia cuando varfa la inclinacién de la junta.

Se ha demostrado experimentalmente que el grado de ortotropfa disminuye
notablemente en la mamposteria armada que puede ser considerada iséiropa con

bastante aproximacion [Page 1981].

Ensayos de compresion ciclica en paneles de mamposterfa [Naraine 1991,
Bernardini 1978, 1979] han dado como resultado curvas similares a las
obtenidas para el hormigén. En las figs.3.5a y b se han representado dichas
curvas para compresion normal y paralela a la junta de mortero. En las mismas
se pone en evidencia la presencia de deformaciones permanentes y degradacion
de rigidez bajo carga a la vez que un comportamiento diferenciado segin la

orientacién de la junta.
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Fig.3.4 Falla de paneles de mamposterfa bajo compresion biaxial [Page 1981]
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TENSION
TENSION

—-
DEFORMACION DEFORMACION

a) Carga normal a la junta b) Carga paralela a la junta
Fig.3.5 Comportamiento de la mamposteria bajo compresién ciclica
[Naraine 1991]

3.2.2.2. Otros Materiales

La anisotropia en los suelos es un fendmeno que estd siendo tenido en
« nta en fos dltimos tie »djos. Existe considerable evidencia experimental
sobre la ocurrencia de estructuras de suelos anisdtropas en depésitos
naturales o removidos de s 's cohesivos "7 - 197C" Nort In epta
que las particulas de arcilla tienen formas no simétricas. Resulta entonces
l16gico pensar  que esta forma no simétrica hace que las mismas se comporten
en forma sensitiva respecto de la direccion tanto en el proceso de formacion
de la estructura del suelo como en : posteriores defort :iones del mismo.
sto o ce 1 la estructura del suelo ur anisotropfa que se ve reflejada

en la variaciéonde las propiedades fisicas del mismo.

Otros ejemplos de anisotropfa aparacen en metales laminados [Van Houte
1992]. Supéngase que de una plancha de acero laminada del tipo de las que se
utiliza para la fabricacién de piezas de automdviles se extrae una muestra de
prueba como la de la fig 3.6 donde X, es la direccién de laminado, X, la
direccién transversal y X, la normal a la plancha laminada. o es el dngulo
entre la direccién de laminado y el eje longitudinal de la pieza (x;) y x; es
la direccién transversal de la pieza. Supdngase ahora que se realiza un
ensayo de traccién y se lo detiene a una deformacién de referencia, por

ejemplo 10% de deformacién plastica en la direcciéon longitudinal. Se define
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como r la relacién entre la deformacién transversal y la normal al plano,
esto es:

r=¢e /e, (3.1

Si el material fuera is6tropo r deberia ser igual a uno. Sin embargo, en

la préctica, r varfa entre 1,4 y 2,5 para los aceros que se usan en partes de

automdviles y, mds ain, es una funcién del 4ngulo o como se muestra en la

fig.3.7.

DIRECCION DE
Xy LAMINADO

Fig.3.6 Pieza de metal laminado sometida traccién { Van Houte 1992]

28
24

12
08
04
0

VALOR DE I

b
1.6

4

0

T

20 40
ANGULO

60

N E—

80

Fig.3.7 Variaciénde r con o para el estirado de una pieza de metal laminado
[Van Houte 1992]

El problema de anisotropfa pldstica aparece también en la embuticién de

laminas metdlicas. St se ajusta un ldmina circular entre dos anillos y se la

presiona con un punzén como se indica en la fig.3.8 se obtiene una pieza con

bordes ondulados como la que se esquematiza en la fig.3.9. Estas ondulaciones
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son causadas por la anisotropfa pldstica del material.

PUNZON
ANILLO

0
ANILL PIEZA CIRCULAR DE

METAL LAMINADO

Fig.3.8. Seccidn transversal del proceso de embutacién de ldminas metdlicas
[Van Houte 1992]

Fig.3.9 Pieza resultante de la embuticién
[Van Houte 1992]

Un ejemplo exiremo de comportamiento anisétropo lo representan las
fibras que normalmente se usan en combinacién con otros materiales (matrices)
formando materiales compuestos. Las fibras tienen la propiedad de que tanto
su resistencia como sus propiedades eldsticas son mucho mayores en la

direccién longitudinal que en la direccién transversal.
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3.2. BREVE ESTADO DEL ARTE SOBRE MODELOS QUE ENTIENDEN
EL PROBLEMA DE ANISOTROPIA INELASTICA

3.2.1. MODELOS CONSITUTIVOS PARA
MATERIALES ANISOTROPGS EN GENERAL

La descripcién del comportamiento eldstico anisétropo no presenta
dificultades. Se puede utilizar para ello las formas generales de la teorfa

de la elasticidad presentadas en el Apéndice D.

La simulacion del comportamiento ineldstico anisétropo, como el
presentado en los ejemplos del punto anterior, es mucho méis compleja. En
sintesis podrfa decirse que existen hasta ahora tres formas desarrolladas de
encarar el problema, de las cuales se hace un breve estado del arte a

continuacién:

1) Definicion de superficies de fluencia, carga y rotura anisdtropas,

2) Utilizacién de funciones de fluencia 'y carga isétropas con
propiedades del material variables segan la orientacién,

3) Definicién de una transformacién de espacios que permite resolver el

problema anisétropo como un problema isétropo.

3.2.1.1. Definicién de Superficies de Fluencia
y Carga Anisétropas.

e Superficie de Fluencia de Mises-Hill

Supéngase un elemento con tres planos ortogonales de simetrfa y los ejes
de referencia coincidentes con los ejes principales de anisotropia (x,y,z).
El criterio de fluencia més simple y difundido para materiales metélicos
isétropos es el de Von Mises. Asi también, el criterio de fluencia mds simple
utilizado para materiales metdlicos anisétropos es aquel que se reduce al de
Von Mises cuando la anisotropfa se hace despreciable. Este criterio, conocido
como de Von Mises-Hill [Hill 1967] propone la siguiente forma cuadrética en

las componentes del tensor de tensiones:



-150- Capitulo 3

2 flo,) = F(oy»oz)z + G(GT—GX)Z + H(ox—cy)z + zmi + ZMT; + 2Nrfy =1
(3.2)

Donde F, G, H, L, M y N son pardmetros carcateristicos del material y de
su anisotropfa. No aparecen términos lineales porque no tiene en cuenta el
efecto  Bauschinger, no aparecen términos cuadrdticos lineales en las
tensiones de corte debido a la simetrfa y sélo aparecen diferencias de
tensiones principales porque se supone que la presién hidrostitica no tiene
influencia en la fluencia.

Si X, Y , Z son las tensiones de fluencia en las direcciones principales

X, ¥, Z respectivamente, se pucde demostrar que:

L-c6+H p=L 4L L

X Y 72 X

1 11

— =H+F G ="5+"75-3 33
1 v? 27Ty (33)

1 _ric =1L 1

7’ X Y zZ

De aqui se deduce que sélo uno de los pardmetros F, G o H puede ser

negativo cuando las tensiones de fluencia difieren mucho entre si y:

F > =3 XzY
> = X227 (3.4
G 2 = Y2727

Si R, S y T son las tensiones de fluencia en corte respecto a los planos

de anisotropfa, se tiene:

2L = 2N = (3.5)

1
T?

C/JM[,._.

1
R
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= L, M y N deben ser positivas

Entonces para describir el estado completo de anisotropfa de un elemento
se necesita conocer la orientacién de los ejes principales de anisotropfa vy

los valores de las 6 tensiones de fluencia independientes: X, Y, Z, R, S y T.

Si hay simetria rotacional respecto al eje z, la expresiéon (3.2) debe
tener la misma forma para cualesquiera ejes de referencia x-y. Se puede
demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que exista simetria

polar es que:
N=F+2H=G+ 2H L=M (3.6)
Y hay simetria completa o isotropfa cuando se cuinple:
L=M=N:3F=3G‘=3H , 3.7

De donde resulta que la condicién de fluencia (3.2) se reduce al

criterio cldsico de Von Mises:

2F = (3.8)

1
Y?
e Superficie de Fluencia de Hoffman

En 1967 Hoffman [Schellekens 1992] propuso el siguiente criterio de

fluencia plédstico para materiales anisotropos:

o (c-o )2+0L (¢ - )2+0L (¢ -0 )2+0L c+0 O +0 O+
yz. y z ZX 2 X Xy x y XX X yy y 27 7

2 2 2 -
+ +30 -0 =1 3.9
30L4 4Tyz 3a551yz 3@66 " o (3.9)

Donde los valores de o se determinan en base a Jlas resistencias a

traccién en las direcciones correspondientes.

Esta funcién de fluencia es més general que la de Hill porque presenta

dependencia de la presién hidrostitica. Ademds contiene como  casos
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particulares a los criterios de Hill y Von Mises.
e Superficie de Fluencia de Hill

A partir de la funcién de fluencia de Hill se propusieron numerosas
modificaciones con nuevas potencias en sus términos con el objeto de mejorar
su comportamiento. Ninguna de estas funciones logra reproducir un
comportamicinto caracterizado por una relacién unitaria entre las resistencias
en las direcciones de laminado y trassversal y radios de deformacion
longitudinal a transversal muy distintos (ec.(3.1)). Hill [Hill 1993] propuso
una nueva funcién de fluencia simple que permite tener en en cuenta este
aspecto. La misma puede obtenerse agregando términos cubicos a la forma
original [Hill 1967). Para el caso del estado plano de tensiones tiene la

siguiente forma:

2 2
g’ co0Oo 4] (pc, + qu.)| 0. ©
1 12 2 1 2 1 2
— - S A—— (p+q) - =1 (3.10)
o 00090 o’ Gb 00090
0 90 ]_ _|
Donde:

S,y O tensiones principales en las direcciones de laminado vy
transversal.
. . . o - . . © o

S, ¥ O,, tensiones de fluencia bajo traccion uniaxial a 0 y 90 con la
direccién de laminado respectivamente

c, ! tensién de fluencia de una ldmina delgada bajo compresién biaxial

)

simétrica en el plano.

p v q son dos pardmetros no dimensionales que se calculan en funcidén de

las relaciones r, = [822/833] y I, = (822/833}
: © C90

Esto dltimo produce una mezcla de espacios de tensién y deformacién que

requiere una revisiénen la teorfa de plasticidad cldsica.

El uso del criterio de Hill que no contiene a las tensiones de corte
estd limitado al caso de isotropfa polar en el que las tensiones principales

coinciden con las direcciones de anisotropia.
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e Superficie de Fluencia de Barlat

Un crietrio mds general es el introducido por Barlat [Peric et al 1992},

que en el caso del estado plano de tensiones tiene la siguiente forma:

M M M
f=a|Kl +K2| +a|K1 —KZ] +(2~a)|2K2| = 0, (3.11)
Donde:
- -
0X+h0yy o -ho 2
K =—>—= y K, = ___..2__”' *pPO (3.12)

a, h, p y M son constantes del material. Para un dado valor de M se
pueden calcular los wvalores a, h y p a partir de las relaciones de
deformacion To T ¥ Ty obtenidas experimentalmente. La constante M regula
la forma de la superficie de fluencia. Para el caso de isotropfa (a=h=p=l) y
c = 0, si se toma M=2 se tiene la funcién de Von Mises y para M - oo se
tiene el criterio de Tresca. En la fig.3.10 se ha representado la forma de la
superficie de fluencia para el caso de anisotropfa en presencia de tensiones

tangenciales.

Se puede probar que la funcién de fluencia descripta en las ecuaciones
(3.11) y (3.12) es convexa cuando las constantes a, h y p son positivas y
M>1.

El problema de este tipo de funciones de fluencia es que deben ser
desarrolladas para cada material en particular y no siempre es fécil obtener
superficies convexas que cumplan con las condiciones de invarianza impuestas
por la simetria del material y ademds reproduzcan aproximadamente la fluencia

del mismo.
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Fig.3.10 Funciénde fluencia de Barlat istropay anisdtropa
[Peric 1992] (M=8, h=1,15, p=1,02 y ny:0,400)

tets ' M: -V
____..2ion del Mismo

Otra forma de resolver el problema anisétropo que aparece en la
bibliog 1a, consiste en trabas ¢ funcio s de fluencia isétropas pero
con pro] :dades del material que va in segin la e icién.  xisten
aplicaciones de estos conceptos a suelos [Baker 1970] y a mamposterfa
[Benedetti 1982]. Este ultimo modelo se describe con mds detalles en el
apartado 3.2.2. En ambos casos se trata de extensiones del criterio dc Mohr
Coulomb al caso de materiales anisétropos. Para ello se supone que tanto la
cohesién como la friccién interna del material son funciones de la
inclinacién del plano de falla respecto al plano de isotropfa ya que
generalmente  son  modelos 'desarrollados para materiales transversalmente

is6tropos.

La solucién de un problema mediante el criterio de Mohr Coulomb para

materiales anisétropos requiere, ademds de las funciones que definen Ia
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variacion de la cohesién y la friccién interna con la inclinacién del plano
de falla, el dngulo que forma el plano de falla con el plano de isotropfa. La
solucién evidentemente no es directa sino que requiere un procedimeitno
iterativo. Por otro lado, las funciones que definen la evolucién de la
cohesién y de la friccién deben ser determinadas para cada material en

particular.

3.2.1.3. Tratamiento de la Anisotropia mediante la
Transformacion de Espacios [Betten 1981, 1983, 1988]

Este tipo de tratamiento se basa en admitir la existencia de un espacio
donde se encuentra el sdlido real y otro espacio ficticio donde se encuentra
un soélido isétropo. El problema es resuelto en el espacio isdtropo ficticio y

su resultado es transportado al espacio real.

La transformacién de espacios sienta las bases y fundamentos del modelo
constitutivo para materiales anisétropos que se propone en esta tesis. El
primero en introducir estas ideas fue J. Betten [Betten 1981, 1983, 1989]
quien las propuso para modelar plasticidad y creep en materiales anisétropos

pero no desarroll6 ninguna aplicaciénde las mismas.
Para un material isétropo la forma usual de la funciénde fluencia es :
F(Gij,(x) =0 (3.13)
donde la condicion de invarianza exige que:

Faa o ,0)=F@c) , (3.14)
ipja P i

bajo cualquier transformacion ortogonal (aika,k-:ﬁi,).
J il

De la teorfa de funciones tensoriales is6tropas, resulta evidente que
para un medio isétropo la funcién escalar F debe poder expresarse como una
funcién simplemente valuada a través de los invarianics  principales

irreducibles del tensor de tensiones: Il, 12 e 13 o de sus tensiones
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principales G, 0,y O, esto es:
F=F [Il(cij),lz(cij),la(cij)] (3.15)
o en el caso de materiales con incompresibilidad:

F = FII(0).3,(0)] (3.16)

Para el caso de materiales anisétropos, la restriccion dada en ecuacién
(3.14) es menos severa. La funcién F debe ser invariante bajo el grupo de
transformaciones (siksjk = Sij) asociadas con las propiedades de simetria del
material, donde s es un subgrupo del grupo ortogonal a. En otras palabras,
las propiedades de simetria del material impone restricciones en la forma en

que la funcién F' depende de las componenetes del tensor de tensiones.

En lugar de expresar la funcién de fluencia en términos de una base de

integridad del subgrupo s, la misma puede ser expresada como :

= F W) = F(G,,0 1
Fo,00 = F(o,A,,,0) = F(0,,0) | (3.17)

Donde A, es un tensor de cuarto orden que contiene toda la
ijkl
informacién sobre la anisotropfa del material y define una transformacion

entre dos espacios .

. =A (3.18)

" oy O
ij ikl kl

En donde o, y o. son los tensores de tensién en el espacio real
1j 1j

anisotropo 'y en el espacio isétropo ficticio, respectivamente.

La funcién F de la ecuacién (3.17) debe ser invariante bajo cualquier
transformacién ortogonal. Una base irreducible de integridad debe contener
invariantes de los tensores argumentos y del conjunto de invariantes

simultdneos. Una simplificacién consiste en tomar sélo los invariantes de

G. Se obtiene as{ una funcién de fluencia isétropa en o©.. La idea de
1 1
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sustitutir los invariantes del tensor de tensiones por los invariantes del

tensor mapeado O, se muestra esquemdticamente en la Fig.3.11.
1

4
7

Fig.3.11. Relacién entre los espacios anisétropo real

G—T'

ESPACIO REAL

ESPACIO FICTICIO
{ ISOTROPO)

e isétropo ficticio

I “Tos T oS ; conc os son 1 “: simples y generales e
los dos antes mencionados y no deben ser formulados para cada ;rial en
partic ~ -,

372, MODELOS 'ONSTITUT] JOS PARA MAMPOST RIA

Existen numerosos estudios experimentales sobre el comportamiento de la
mamposterfa y mamposterfa armada bajo diversos estados de tensién {Drysdale
1984, Hamid 1992, Khalaf 1992, Ganesan 1992, Abboud 1990, McNary 1985, Page
1978, 1981, Naraine 1991, Decanini 1982, 1983a, 1983b, Astroza 1983, Parducci
1982, Page 1986, Shing 1989, Cheema 1986,- Bernardini 1978, 1979, Jurina
19771.

Sin embargo, existen pocos modelos constitutivos para la mamposterfa que
tienen en cuenta su cardcter ortétropo. Entre los mismos merece destacarse el
modelo de Nova y Sacchi [Benedetti 1982].
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Se supone que dentro del rango eldstico la mamposterfa se comporta como
un material ortétropo de acuerdo a las ecuaciones presentadas en el Apéndice

D hasta que alcanza la rotura.

La anisotropia no s6lo altera la magnitud de los esfuerzos que producen
la rotura sino también la forma en que la rotura se produce. Para definir el
criterio de rotura se utiliza la funcién de Mohr-Coulomb con una limitacion
en el esfuerzo de traccién y de alguna manera se introduce en ellos la

dependencia de la direccién.
Se supone que la rotura por traccién se produce cuando la tensién segin
un plano c ignala a un valor limite t que depende de la orientacién m.
m mm

Ver Fig.3.12.

G >t (3.19)

G =aa o, (3.20)

Tomando como referencia las tensiones principales - (ver fig.3.12),

resulta :

G =0 cos\y + O, seny (3.21)
mm 1 3
(R
m
v O

S
<)
WX

Fig.3.12 Ejes de referencia [Benedetti 1982]
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La hipétesis fundamental de este método es que t varfa como la
mm
componente normal de un tensor y que es posible definir un tensor t tal

que:

t =aat (3.22)

Siendo t.k un tensor de segundo orden, existirdin tres direcciones
1
principales o direcciones de ortotropia , tales que t,k=0 si izk, cuando el
1
tensor estd referido a dichos ejes. Si se llama t al tensor referido a las
Pq

direcciones de ortotropfa r, s y t, se puede obtener:

dx dx

- P9 e U (e
tik = tpq a—x: 5%; (1,k=1,2,3) (p,g=r,5,t) (3.23)

Ver fig.3.13

e
\

Fig.3.13 Direcciones de ortotropfa [Benedetti 1982]

Sustituyendo en la ec.(3.19) se obtiene:
- >
(Gik tik) aa 2 0 (3.24)
Para que se produzca el colapso es necesario que:

=0 (3.25)
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La solucién de esta ecuacién permite obtener las curvas de rotura en el
plano 0,-C, para distintos valores del 4ngulo © que se han representado en la
fig.3.14. En la misma figura puede observarse que cuando G =0, la tensién de
rotura es independiente de la direccién.

=|0°

90

Fig.3.14 Curvas de rotura por traccién para distintas orientaciones del
mortero (t /t1:2> [Benedetti 1982}
I

Para otras combinaciones de tensiones, €l colapso se produce cuando el
esfuerzo de corte ¢ sobre el plano de normal m alcanza un valor critico
mn

dependiente de m que puede calcularse de la siguiente forma:

c =c¢ +f (3.26)

mn mm mm

Donde ¢ es el término debido a la cohesiény es tal que:
mm

C =c¢ mm (3.27)
i k

mm ik

y f - el término dependiente de la tensidn normal:
n

f =9 o (3.28)

donde @ es un tensor de cuarto orden ligado a la friccién interna

mmrs

del material.
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Estas ecuaciones son de gran complejidad analitica. El cdlculo debe
hacerse en forma iterativa.

Combinando estas ecuaciones con las obtenidas para la falla por traccién
se obtienen las curvas de rotura de la fig.3.15 para paneles CargadOS en el

plano con distintas inclinaciones 6.

GA G °
£-0° B=225° B:45
T ~— "G N o;
ad .
G =675 : 8= 90°
Sem o
O, Oy

Fig.3.1% Curvas de rotura para elementos de mamposterfa con

simetria polar [Benedetti 1982]

La influencia de la anisotropia es sin duda notable, sobre todo para

relaciones Gl/o2 muy distintas de uno.

Entre otros antecedentes de modelos constitutivos para mamposterfa  se

pueden citar los siguientes:
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ciclica de elementos de mamposterfa.. El modelo utilizaba las curvas tensién-

deformacion obtenidas experimentalmente.

- Khalaf [Khalaf 1992] propuso una férmula semienpirica para determinar
el médulo de elasticidad de mamposterfa de bloque huecos y rellenos. La
férmula estaba basada en las propiedades eldsticas de los materiales

componenetes y no consideraba la anisotropia.

- Pietruszczak [Pietruszczak 1992] presenté una formulacién matemdtica
para describir las propiedades mecdnicas promedio de la mamposteria
estructural. Consideraba a la mamposterfa como un material compuesto
consistente en una matriz de ladrillo interceptada por dos conjuntos de
inclusiones. Las juntas horizontales representaban planos continuos de
debilidad mientras que Jas juntas verticales eran consideradas com
inclusiones débiles uniformemente dispersas. Este modelo se describe con miés

detalles en el capitulo correspondiente a materiales compuestos.

3.3. MODELO PROPUESTO PARA TRATAR
LA ANISOTROPIA INELASTICA
MEDIANTE LA TRANSFORMACION DE ESPACIO

3.3.1. INTRODUCCION

El modelo que se propone para materiales anisétropos surge de una
generalizacién de la teorfa clasica de plasticidad isétropa al caso de
materiales anisétropos y ortétropos. Este enfoque supone que existe un
espacio real anisétropo y otro espacio ficticio isétropo donde se resuelve el
problema ficticio mapeado. Ambos espacios estdn relacionados mediante
tensores de transformacién de cuarto orden que contienen toda la informacién

sobre la anisotropfa del material.

En un comienzo, Oller et al [Oller 1993c] trataron el problema del
comportamiento de un sélido anisétropo por medio de un tensor de mapeo de
tensiones. Como se demostraba en las referencias mencionadas, la deformacion
eldstica era (Gnica para los espacios real vy ficticio. Esta situacin

introducfa una limitacién en la teorfa anis6ttopa desarrollada ya que esta
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hipétesis suponfa un concepto de proporcionalidad entre la tensién de

fluencia y el modulo eldstico longitudinal en cada direccién de material.

En un trabajo posterior Oller [1993d] presenté una generalizacion de esa
teorfa bdsica. Esta nueva presentacién estaba basada en la definicién de dos
tensores mapeados: el tensor mapeado de tensiones ya definido y el tensor
mapeado de deformaciones que resultaban de una doble transformacion de
espacios. Esta nueva teorfa fue denominada teoria isdtropa mapeada para

materiales no proporcionales.

En esta tesis se presenta una forma condensada original que, a través de
una unica transformacion del tensor de tensiones, permite resolver problemas

de anisotropia no proporcional, en el sentido antes descripto.

Por claridad en la presentacién, se describen primero las dos formas
originales [Oller 1993c, d] y 1luego se desarrolla el modelo propuesto

demostrando su equivalencia con la segunda de estas formas.

3.3.2. FORMAS ORIGINALES
3.3.2.1. Materiales Propolrcionales [Oller 1993c}

TENSOR DE TRANSFORMACION DE ESPACIOS

En este modelo las propiedades del sdlido anisétropo se definen en
funcién de las propiedades de un sdlido ficticio ideal. Esto se logra

relacionando las tensiones entre los espacios real y ficticio a través de una

transformacion del tipo (ver fig.3.11) :

(3.29)

Q 1
]
>

. 0,

donde o, y o, son los tensores de tension en los espacios ficticio y
ij

real respectivamente y A  es un tensor de cuarto orden, denominado tensor
ijkt
de transformacion de espacios o de mapeo de tensiones que viene definido
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CcOoimno:

-1 -1

Aijkl B Cijrs Crskl - fik fjl (3.30)

donde C:jn y C:kl son los tensores constitutivos eldsticos secantes

para el sélido isdtropo ficticio y el sélido real respectivamente. f,k y f_1
i i

son tensores de resistencia a fluencia cormespondientes al sélido ficticio vy

skl
referencia. Los mismos se obtienen, a partir de sus formas en a los sistemas

real respectivamente. C y fjl estdn expresados en un sistema global de

locales de referencia, de la siguiente manera:

Cijkl - Rirjs [Crqu]locﬂl Rkp]q (331)

fij - Rikjl [fkl]lom (3.32)

. tensor de rotacion R,,kJ tiene en cuenta los dngulos entre las
ij

direcciones  principales  locales de anisotropfa del material 'y Ilas

€ ¢ sis a ot ren &
. r. r. con I, = cos(e e 3.33
ijkl ikl Y ( 'locnl, ngobal) ( )
0 € poel ctor 1 tario C res :nte la i-ési a
Yocal

componente del sistema de referencia local.

La transformacién de espacios definida en la ec(3.30) sélo puede
aplicarse a materiales proporcionales, esto es, materiales para los cuales la
relacién entre las tensiones de fluencia y el mddulo de Young para cada
H M - - . A
. = = e = . S

direccién del espacio es constante f“/Ell f2 2/E22 f23/E23 Mé
adelante se demostrard que esta hipétesis implica que el tensor de

deformaci6n eldstica es el mismo en los espacios real y ficticio.

El mapeo expresado en la ec.(3.29) altera la forma de la superficie de
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fluencia como se esquematiza en la fig.3.11. En el Anexo 3.1 se muestra esie
efecto para distintas funciones de fluencia y distintas relaciones entre

resistencias.
RELACION CONSTITUTIVA SECANTE

La relacién constitutiva secante se obtiene aplicando el método de

Coleman a la desigualdad de Clasius Planck:

3P (e, )
6 =m —3__ (3.34)

i ae’
ij

Siendo e:_ la deformacién eldstica y variable libre del problema y o un

conjunto de variables internas.

Donde W es la energia libre del material bajo el estado real de

tensiones y se supone que tiene la siguiente forma:
e — Wt p = | e ] e wsP
‘P(eﬁj,a) Y (eij) + Y(a) e eij CijkI g + Pr(a) (3.35)
Si se sustituye en esta ecuaciénla ecuacién (3.30), se obtiene:

e _ 1 e -1 —~ 8 e P
‘P(Eij,(x) =7 Eij Aijmn Cmnk] £° + Yo (3.36)

Reemplazando esta forma de la energia libre en la ec.(3.34), resulta:

= AL CloE = AL 33
Gij - Aijmn Cmnkl Ekl Aijkl 0-k] ( . 7)

Es decir que si la tensién en el espacio isétropo ficticio se calcula

como,

Gi,- = Cijkl e;l (3.38)
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con la misma deformacién eldstica que en el espacio real, se verifica la
relacién de partida (ec.(3.29)). '

REGLA DE FLUJO.
EVOLUCION DE LAS VARIABLES INTERNAS

Si se define la funciénde potencial como:
G(oij,oc) = G(oij,Aijkl,oc) = G(oij,oc) =K (3.39)

La funcién de potencial de un material anisétropo se puede escribir

entonces en funciénde los invariantes del tensor is6tropo mapeado.

A partir de esta funcién de potencial se puede expresar la regla del

flujo como:

. . .~ 80 . or .
"_‘p - ég— - BG k1 - aG - F.p A0
“ij A 60-,- A - 80, A - A klij k1 A klij (3.40)
1 1)
ale aokl
-
R

ij

donde E‘i} es la deformacién pléstica ficticia definida en el espacio

isétropo ficiticio.

En el Anexo 3.2 se ilustra mediante un ejemplo numérico el significado
de la ec.(3.40) en cuanto a la direccién del flujo pldstico en un material

anisétropo.

La ley de evolucién de una variable interna pldstica genérica o™ se

obtiene como:
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. - 8(_)' -
cmo \ m 8G - m 3G kl > om 8G
1 80 i a0
ki ki
-
R
ki
=hhm 28 g (3.41)
! ag

kl

-

k.

ki

Donde h” y h" son funciones tensoriales a ser determinadas segln las
i ij

aplicaciones del modelo pldstico isétropo.
UNICIDAD DE LA DISIPACION. ENERGIA LIBRE
Si se reemplaza en la expresion de la disipacién mecdnica la regla del

flujo y las leyes de evoluciénde las variables internas, se obtiene:

P P . p .
5 = Gijeij Gk o = GijeklAklij _8¥ o = Gijekl _a¥ Gt =8 >
m m m - m - mec
ao ao™ aa
(3.42)

En la ec.(3.42) se pone en evidencia que la disipacién es un invariante

del proceso termodindmico y por lo tanto es independiente del espacio en que

se calcula.
La expresién de la energia libre en el espacio ficticio mapeado tiene la

siguiente forma:
(3.43)

Ul omy 1 e s e UPy M
‘P(eij,oc ) —meij Cijkl g, t Y o)

De esta ecuacién se puede verificar que la ecuacién (3.34) vale también
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L Rigidez inicial local [CS,,“]
ij
e Espacio real anisdtropo: 4 foeal

e Orientacién de los ejes principales
de anisotropia local

(

e Funciénde fluencia: F(c ,0")=0
1)

e Espacio ficticio isétropo: |

e Funcién de potencial: (-;((_)'ij,&.m)zK

\

El tensor de rigidez en el espacio ficticio isétropo es un tensor
isétropo de comparacién que puede definirse en forma arbitraria. Con estos

datos se puede desarrollar todos los calculos correspondientes a este modelo.
3.3.2.2. Materiales no Proporcionales [Oller 1993d]

TRANSFORMACIONES DE ESPACIOS

Al igual que en el modelo descripto en el punto 3.3.3.1, este modelo
define las propiedades del sélido anisGtropo real en términos de un s§dlido

isotropo ficticio. Esto se logra relacionando los tensores de tensiones a

través de la siguiente transformacion lineal:

Qs
il

=A © (3.53)
ij ki ki
donde Af,kl es un tensor material de cuarto orden que se denomina fensor
1
de transformacion de espacios de tension y se obtiene a través de relaciones

de resistencia en los espacios real e is6tropo ficticio, como sigue:

N ;‘} £ (3.54)

ijkl

Para asegurar la no proporcionalidad entre médulos eldsticos vy
resistencias, se define una segunda transformacién que relaciona el tensor de

deformaciones eldsticas reales €. con el tensor de deformaciones eldsticas
ij
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ficticio e?j:

e =A" € (3.55)

ij i K

Donde A® es un tensor material de cuarto orden denominado tensor de
ijki
transformacionde espacios de deformaciono de mapeo de deformaciones.

La ecuacién (3.55) muestra que en este modelo la deformacién eldstica no

es unicaen ambos espacios.

La expresién para la evaluacién de A° puede ser obtenida partir de la
ijki

ecuacién (3.53) como sigue:

. =C e =A" g =A" C g : (3.56)

ij ijkl K ijkl Kl ijki  klmn mn
De donde:
C g =A° g 3.5
ijkl kil ijkI  klmn emn ( 7)
0
R R
e a 8 [+
=C_ A C 3.58
Eij ijkt  klmn  mnpq enq ( )
L
Ae
ijpq

A =C A C° (3.59)

C =A_ C A (3.60)

ijkl ijmn  mnpq  pqkl

Nétese que en el caso en que exista proporcionalidad entre médulos
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eldsticos y resistencias en las distintas direcciones, se recupera la

ec.(3.30). Es decir:

-1 -

~a s _ 7 1 as
Cijrs Crskl =L f;1 B Aijkl (3.61)
0
Cij“‘ = Aijkl Crskl (362)

Reemplazando esta expresidonen la ec.(3.59), se obtiene:

a4 -1
A =C A A C° =8 B (3.63)

ijrs *rskl’ Kimn mnpg  ip jq

lo cual signfica que para materiales proporcionales el tensor de
transformacion de espacios de deformacién es igual al tensor identidad o, lo
que lo mismo, los tensores de deformacién eldstica son idénticos en los
espacio anisétropo real y en el espacio isétropo ficticio. Esto demuestra que
este modelo contiene como caso particular al modelo descripto en el punto
3.2.2.1.

RELACION CONSTITUTIVA SECANTE

La relacién constitutiva secante se obtiene aplicando el método de

Coleman a la primera desigualdad de Clasius-Planck:

aV(e o)
o.=m —2 (3.64)

Y o€
j

Donde W es la energfa libre del material bajo el estado real de

tensiones y se supone que tiene la siguiente forma:

e - e, e p - 1 e s e p
‘P(eij,a) = § (eij) + P(o) = o eij Cijkl e+ Yio) (3.65)
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Reemplazando en esta ecuaciénla ec.(3.60) resulta:

-1 -
CT A" e s YP(o) (3.66)

ijmn  mnpg pgkl ki

e v _ 1 e
‘P(eij,(x) = om & A
Sustituyendo esta expresién de la energia libre en la ec.(3.63), se

obtiene:

-1 -1 -1

o.=A" C° A° e =A C e =A o (3.67)
ij ijmn  mnpq  pgkl ki ijmn  mnpq pq ijmn  mn

lo cual verifica la transformacién de espacios de tensiones de partida.

REGLA DE FLUJO.
EVOLUCION DE LAS VARIABLES INTERNAS

Con las transformaciones de espacios defindas en las ecuaciones (3.53) y

(3.55) v una funcién de potencial escrita de la siguiente forma:
G(0,0) = G(o,A} ,0) = G(o,0) = K (3.68)

se puede calcular el flujo pldstico como sigue:

R
kl
i M
ép—ii(i—i"’éag“‘~iaé A = A (3.69)
ij 8o, - 80, - Khij Kkl ki '
1) 80 ] a0
kl kl
-
R

La regla de transformacién de las deformaciones eldsticas se extiende

también al caso de las deformaciones pldsticas y se define:
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P = © P e _9_(_}_ s
1) jkl Ekl B 7\' Aijkl = mnkl (3.70)
fele}
mn
-
R,
ij
Las variables internas se calculan de la siguiente manera:
dmz}‘»hm ggthm aé 60-k1__}.\‘hm aé As _
ij aoij i o aoij - ij - Kij
o, a0,
. J
R*
Kl
= A HT LS 3.71)
BO'H
.J
Kl

UNICIDAD DE LA DISIPACION.
ENERGIA LIBRE EN EL ESPACIO FICTICIO ISOTROPO

Si se reemplaza en la expiesién de la disipacién mecdnica, la regla del

flujo y las leyes de evoluciénde las variables internas, se obtiene:

S -
3 PAS . P .
= _ ijmn mn klAklij _ ¥ (—lm — Gijekl - a'¥ (-lm - >0 (3 72)
" mec m “m m ~m Tmee .
a0l oo

Al igual que en el modelo anterior se confirma que la disipacién es un

invariante del proceso termodinidmico, independientemente del espacio en el

que se la evalue.
La energfa libre en el espacio ficticio isétropo tiene la siguiente

forma:
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V(o oMy I e s e YD/ m
\P(eij’a ) = 2m eij Cijkl €t i)
y se cumple que:

-1

- Y _ e
C.=m =C e =A" C A" A ¢
ij 6-6 ijkl k1 jjmn  mnpq  pgkl  kls rs
€. .
i
=A° C g =A
ijmn  mnpq pq ijmn  mn

0 sea que se vuelve a obtener la hipétesis de partida (ec.(3.53)).
ECUACION CONSTITUTITVA TANGENTE

La ecuacién constitutitva tangente se obtiene realizando la

temporal de la ec.(3.67) que define la forma secante.

8]
mn
"
a0 . a6, a0 aEkl
O_u - ij 8:1 — - ij mn g
8e° e o M
ki aGmn aﬁkl Pq
o YY
- Ae
8 Cs kipq
Aijmn mnkl
| R -1 M
8 3 e ‘e 8 3 e

- A e A
ijmn mnkl kipg pq ijmn  mnkl ki

-1
= A

ijmn  mn

(3.73)

(3.74)

derivada

(3.75)

La ec.(3.75) puede ser interpretada como una transformacién lineal de la

siguiente ecuacién incremental definida en el espacio ficticio isétropo:
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: ao,, : - M -
. 1 e 3 e 3 P
Gy = - Cl Cijkl Cu Cijkl g -€f (3.76)
ae Kl kI
ki
Esta ecuacién puede escribirse como
L - b
oij = Cep” €, 3.7
ijkl
Donde el tensor tangente C' puede obtenerse a partit de la
Pkt
condicién de consistencia pldstica y resulta:
- - -
¢ R 2L
ijmm mn - pakl
80
- - P
¢ =C - (3.78)
epijkl ijkl I_?
- ot %
_ aF hm R + 6 C'i
“m LU o - turs 18
ao, ag

Combinando 1a ec.(3.77) con la ec.(3.75) se puede llegar a la forma

incremental tangente para el sélido anisétropo real:

-1 2 - b -1 .
. t .
o.=A o =A ’ e =A" C A° & (3.79)
ij ijmn  mn ijmn ep ki ijmn  ep klpq paq
mnkl mnkl
! - J
t
CCP..
pq

DATOS DEL MODELO

El modelo presentado requiere los siguientes datos en cada uno de los
espacios utilizados:



-178- Capitulo 3

(
e Rigidez inicial local (Csijkl}
1

ocal

e Espacio real anisdiropo: {, Tensiones de fluencia (fijk]]

local

¢ Orientacién de los ejes principales
de anisotropfa local

)
e Funcién de fluencia: F (Gi,,a'")=0
j

e Espacio ficticio isdtropo: |

e Funcién de potencial: G(&ij,(—lm)zK

‘

El tensor de rigidez en el espacio ficticio isétropo es un tensor
isétropo de comparacién cualquiera que puede definirse en forma arbitraria.
Lo mismo ocurre con el tensor que define las tensiones de fluencia en el

A

T T
espacio isétropo ficiticio. Con estos datos se puede desarrollar todos

calculos correspondientes a este modelo.

3.3.3. FORMA CONDENSADA DEL MODELO NO PROPORCIONAL
PROPUESTO EN ESTA TESIS

3.3.3.1. Introduccitén

El modelo que se presenta a continuacién es aplicable a materiales no

proporcionales y utiliza una tnica transformacién de espacios de tensidn.
En primer lugar se presenta la forma del modelo para un material
elastopldstico y se lo compara con el modelo presentado en el punto 3.3.2.2.

demostrando su equivalencia. Luego se presenta la extensién del modelo al

caso en que exista dafio.
3.3.3.2. Transformacion de Espacios

Al igual que en los otros modelos descriptos, en éste se define las
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propiedades del sélido anisétropo real en términos de un sdlido isétropo
ficticio. Esto se logra relacionando los tensores de tensiones a través de la

siguiente transformacion lineal:

- 8
o.=A_ © .
ij ijkl Kl (3.80)
donde A?jkl es un tensor material de cuarto orden que se denomina tensor
de transformacion de espacios de tension'y se obtiene a trav€s de relaciones

de resistencia en los espacios real e isétropo ficticio, como sigue:

AY =1
ijkl 1

1
f (3.81)
J

Es importante aclarar que, en este modelo, cuando se habla de un espacio
isGtropo ficticio se hace referencia a un espacio ficticio isdtropo respecto
de las tensiones de fluencia pero no necesariamente respecto de las

propiedades elésticas.

Por otro lado se supone que las deformaciones eldsticas en los espacios

isétropo ficticio y real anisétropo son idénticas:

€ =¢° (3.82)

La tensiénen el espacio ficticio se calcula como:

- ~s* e ~s* e
== = £ .
Gij Cijkl ekl Cijkl kl (3 83)

- * » . . .
Donde C:‘kl es el tensor de rigidez eldstica secante en el espacio
j
isétropo ficticio. Como se trata de un espacio isétropo ficticio en
resistencias pero no en rigidez, la forma de este tensor no se conoce

apriori, pero puede calcularse a partir de las ecuaciones (3.83) y (3.80)

como sigue:

" ~¥ e 8 ] 8 e
o, = = o, . =A € 3.84
ij Cijkl ek] Aijkl ki ijki Cklmn mn ( )
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Comparando el segundo y el cuatro miembro de la ec.(3.84) se deduce que:

Cijkl - Aijkl Cklmn (385)
La ec.(3.84) es idéntica a la ec.(3.56) del modelo que utiliza una doble

transformacién de espacios.

Reemplazando la ec.(3.60) en la ec.(3.85) se obtiene la siguiente
expresién que relaciona los modulos eldsticos en los espacios ficticios de

ambos modelos;

- -1 -
C =A" A" C A =C A (3.86)
ijkl ijrr rsmn mnpq  pqkl ijpg  pgkl -

En el caso  particular en que el nmaterial presenta - anisotropia
proporcional, se demostré ya que el tensor A:ﬂkl es igual al tensor identidad

y, por lo tanto, resulta:

- . -

c =C (3.87)
ijkl ijkl

0 sea que, en ese caso, el tensor de rigidez en el espacio ficticio

isétropo en resistencia es igual al tensor de rigidez de un material

isxptropo o, lo que es lo mismo, el espacio ficticio is6tropo en resistencias

es también isétropo en rigideces.
3.3.3.3. Ecuacion Constitutiva Secante

La relacién constitutiva secante se obtiene aplicando el método de

Coleman a la primera desigualdad de Clasius-Planck:

8V (e 00
o =m —9 _ (3.88)
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Donde la energia libre del material bajo el estado real de tensiones y

se supone que tiene la siguiente forma:

(<3 — € (< p — ]. € 8 e A p
‘P(eij,oc) =Y (el_j) + Y(o) = T eij Cl_jk e + Y(o) (3.89)

{

Reemplazando en esta ecuacidnla ec.(3.84) resulta:

© = 1 ¢ S-l et e p
‘P(eij,OL) =7 Eij Aijmn Cm“kl €+ Yia) (3.90)

Sustituyendo esta expresién de la energia libre en la ec.(3.88), se

obtiene:

a_ a1
o.=A" C' e =A'" o (3.91)

ij jjoin mnkl ki ijmn mn

lo cual verifica la transformacién de espacios de tensiones establecida

de partida.

Ademds, teniendo en cuenta la ec.(3.80), las ecuaciones (3.91) y (3.77)

son. idénticas.

3.3.3.4. Regla de Flujo.
Evolucién de las Variables Internas

Con la transformacién de espacios definda en la ecuacién (3.80) y una

funcién de potencial escrita de la siguiente forma:
G(oij,oc) = G(oij,Aijkl,a) = G(oij,oa) =K (3.92)

se puede calcular el flujo pldstico como sigue:
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. ~ 00 . :
P oG _ aG kI aG ;s P aAS C
£ = 5'6; = A= _6_6; =A== Aklij = % Aklij (3.93)
B(Sk] J 6()'kl
. J
R

Las variables internas pldsticas se calculan de la siguiente manera:

th BG ihm_a_g_ﬂ_th BGA -
i_i ij 3 a(flj - klij
Gld BO'kl
 —J
ki
= A" G _ g (394
! ac.
kl
L
R

Las ecuaciones (3.93) y (3.94) son idénticas a las ecuaciones (3.69) y

(3.71) del modelo descripto en el punto 3.3.2.2.

3.3.3.5. Unicidad de Ia Disipacion.
Energia Libre en el Espacio Ficticio Is6tropo

Si se reemplaza en la expresién de la disipacién mecédnica la regla del

flujo y las leyes de evolucidnde las variables internas, se obtiene:

-1 _

s :p s . P )
A A 05 M o

.. O . M
ijmn mn ki klij ¥ am — K o = > 0 (395)

[11,

—
- = -
o — —

m m mec

mec m
ao" a0

Al igual que en el modelo anterior se confirma que la disipacién es un

invariante del proceso termodindmico, independientemente del espacio en el
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que se la evalue.

La energfa libre en el espacio ficticio isétropo tiene la siguiente

forma:

V(af My | R e 1P, om
‘P(eij,oc ) = 5= e, Cijkl g, + ¥ _ (3.96)

y se cumple que:

- 8 - .
6. =m0 £ =A C £ =A o (3.97)
ij aee. ijkl 'kl ijmn mnrs 18 ijmn  mn
iJ

o sea que se vuelve a obtener la hipétesis de partida (ec.(3.80)).
3.3.3.6. Ecuacion Constitutiva Tangente

La ecuaci6n constitutitva tangente se obtiene realizando la derivada

temporal de la ec.(3.91) que define la forma secante.

8)
mn
"
aoi, a0, 080 -1 - s . S
) o€ i : ) . 3
ij e ki - e ki ijmn  mnkl kil _ijmn mn
JE ac dt
kt mn Kt
o Y
-1 ¥
Al mnkl
ijmn

La ec.(3.98) puede ser interpretada como una transformacién lineal de la

siguiente ecuacién incremental definida en el espacio ficticio is6tropo:

- ij e ¥ ‘e ~8* . .
—1 = £ = C - p 3.99
o & Cijkl kl ijki [e,d € ] (3.99)
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Esta ecuacién puede escribirse como:
o =C" ¢ (3.100)

Donde el tensor tangente c* puede obtenerse a partir de la
Piikl
condicién de consistencia pléstica y resulta:

Cs"‘ R aF és“‘

ijmn moa5 pakl
e = ok rq
To= Ci - (3.101)
P.. -
ijkl - - -
_ 6F hm R + 6F CS* R
“m tu tu - turs 8
aa ac

tu

Combinando la ec.(3.100) con la ec.(3.98) se puede llegar a la forma

incremental tangente para el sélido anisétropo real:

ve (3.102)

Q

I
Q-
Il
>

ikl
Como comparacién con el modelo resultante de una doble transformacién de
espacios (punto 3.3.2), se desarrolla el modulo tangente para el material

anisétropo real obtenido con dicho modelo. Seginla ec.(3.79):

¢ =A ct A (3.103)
i1 ounpq P :
Reemplazando éi por la ec.(3.78), se obtiene:

mnpq
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( 3
3 ot aF 3
manrs s - fupq
ac
. o—a lC - A® 3.104
epijkl - ijmn nnpq 7 I} pakl ( . )
“m o = )
B 8 hm R + 8 C‘a R
“qm  tu tu - turs 18
aol ac
tu
- J
8 . B ~\8
Cmnrs Rrs - Clupq
ao
- o . tu
' =A'Cc A Al A° (3.105)
epijkl ijmn mnpg pqkl ijmn - pakl
g g
“m tu tu - turs rs
aa. ac

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.70) y (3.86), se obtiene:

oot g OF o
mns 138 - tukl
‘ ac
¢ =A' ¢ Al . (3.106)
ePi'kl ijmn  mnkl ijmm -
J 4 = - T
aém fu tu 3(} turs 13
tu
Con lo que se llega a:
¢ =A' " (3.107)
ep,. ijmn  ep
ijkl mnkl

que es idéntico al resultado expresado en la ec.(3.102)

Como conclusién de este estudio comparativo se puede decir que el modelo
propuesto es totalmente equivalente al modelo para materiales anisétropos no
proporcionales [Oller 1993d], con la ventaja, frente a este, que requiere una
tnica transformacién de espacios y por tanto reduce notablemente el ndmero de

operaciones de célculoy datos a almacenar.
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3.3.3.7. Datos del Modelo

El modelo presentado requiere los siguientes datos en cada uno de los

espacios utilizados:

]
e Rigidez inicial local [Csijkl]
!

ocal

e Espacio real anisétropo: 4 . .
P , P%* e Tensiones de fluencia f,-jkl

local

e Orientacién de los ejes principales
de anisotropia local

.

¢ Funcién de fluencia: F(c ,0™)=0
L]

e Espacio ficticio isotropo:

e Funcién de potencial: é(éij,&“‘)zK

.

El tensor que define las tensiones de filuencia en el espacio ficticio
isétropo es un tensor isétropo de comparacién cualquiera que puede definirse

en forma arbitraria.

En el Anexo F.10 se resume la forma operativa de este modelo

3.3.3.8. Consideracion del Dano

Para la consideracién del dafio se debe admitir la existencia de tres
espacios: a) el espacio real anisétropo degradado, b) el espacio isdtropo
ficticio degradado y c) espacio ficticio isdtropo no degradado. Ver fig.3.16.

La siguiente transformacién:

G = A (3.108)

. 0 O
ij ijkI kil

relaciona el tensor de tensidén en un espacio ficticio isotropo degradado
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con el correspondiente en el espacio real anisétropo degradado a través de un

tensor de transformacién que se calcula como:
A =f f = f (3.109)

Donde fik y f,l son tensores de tensiones de fluencia correspondientes
J

al soélido ficticio y real respectivamente y flj LY f‘;l son tensores de

tensiones umbrales de dafio correspondientes al sélido ficticio y real

respectivamente,
a) Espacio real G = A o b) Espacio ficticio
anisétropo degradado Y kLK , isétropo degrado
és* = As Cs ' _ - -
i ‘ ijkl ijmn  mnkl G. C?‘kl’ gi:-
CS ) Ee i 1 1) 1)
Gij' ikC i ‘ O‘3 ‘ e

N
~_1/ o D

‘ P
N

o A Goe
Gij = (I-d) Aijkl Gokl !

(-JC]

/”

é],j = (I-d) o

1 ij

g
E] 3

Cijkl = (l-d) C°

C = () A
ijki

ot e j

c ,C. €.

o, gkl iy o —
]

¢

o* ‘
ijmn  mnkl
¢) Espacio ficticio isétropo no degradado

Fig.3.16 Relaciones entre los espacios real anisétropo degradado,

ficticio isétropo degradado y ficticio isétropo no degradado

La ec.(3.108) supone una hipétesis adicional que es la proporcionalidad
entre las tensiones umbrales de fluencia y dafio en cada una de las
direcciones del material. Esto es una manera de decir que el espacio ficticio

definido es isdtropo en las tensiones de fluencia e isotropo en los umbrales

de daiio.
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Siguiendo esta hipétesis, la funcién de dafio puede escribirse como:

A A Ap -
(o, B) = G0 A, B = GG B) =0 (3.110)
La siguiente transformacién define la relacién entre los tensores de
tensién correspondientes al espacio ficticio isétropo degradado y al espacio

ficticio isétropo no degradado :

G, = (1-d) o (3.111)
i

Donde ¢ es el tensor de tensiones en el espacio isétropo ficticio no
o]

i
dafiadoy d la variable de dafio.

Por otro lado, se supone que las deformaciones eldsticas en los espacios
isétropo ficticio degradado y no degradado y real anis6tropo degradado son

idénticas:
£ =¢ =¢° (3.112)

Donde € es el tensor de deformaciones eldsticas en el espacio
(8]
ij
isétropo ficticio no dafiado.

La tensi6nen el espacio ficticio is6tropo degradado se calcula como:

Gij = (l“d) O-Oij = (l'd) Cijkl Ekl = = Cijkl Ekl (3'113)

aliPs . . . . M
Donde C?_kl es el tensor de rigidez eldstica secante en el espacio
ij

is6tropo ficticio degradado (_3°* es el tensor de rigidez elastica secante
P g y i g

en el espacio isétropo ficticio no dafiado.

Teniendo en cuenta que:
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0; = (1-d) Cijkl € = Aijkl O = Aijkl Cklmn . (3.114)

donde Cih es el tensor de rigidez el4stica secante en el espacio real
mnn

anisétropo daiiado, se encuentra que:

o* 1 s s
Cijk] T 1d Aijmn Cmnkl (3115)

3.4. EJEMPLOS DE COMPROBACION DEL MODELO PROPUESTO

3.4.1. EFECTO DE LA ORIENTACION DE FIBRAS UNIDIMENSI()NALES

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un prisma de material
compuesto por fibras de vidrio continuas unidimensionales sometido a traccién
uniaxial. Ver fig.3.17. Las fc'}bras se disponen formando un é4ngulo ¢ con la
direccion de traccién (0<9<90 ) y se estudia como varfa el comportamiento en

funciénde ese dngulo @.
Las propiedades mecénicas del material se han resumido en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1 Propiedades mecdnicas de las fibras

Elong = 59199,98 MPa Criterio de Fluencia:
Mohr-Coulomb, ¢=y=15
E,mm: 14061,73 Mpa Plasticidad Perfecta
v=20 o’ =956,19 MPa ¢° = 95,619 MPa
clong llmg
Flujo plastico de fibras o =oc /14 o =0, /14
Clmns Clong trans long

El prisma se discretiz6 con cuatro elementos de 4 nodos y 2x2 puntos de

ntegracion.
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Fig.3.17 Variacién del méludo eldstico en funcién
' de la orientaciénde las fibras

En Ia fig.3.17 se ha representado la variacién del mdédulo de Young en la
direccién de la fuerza aplicada en funcién de la inclinacién de las fibras
respecto a esa direccién. En ese diagrama puede verse como va disminuyendo el
médulo eldstico a medida que las fibras se van inclinando respecto de la
direccién de traccién hasta alcanzar su valor minimo cuando estas se unbican

en direccién ortogonal a la fuerza aplicada.

En la fig.3.18 se ha representado la variaciébn de la rtesistencia a
traccién en funcién del 4ngulo de orientacién de las fibras. La méxima
resistencia se produce cuando las fibras cstén alineadas con la carga = 0 y
la minima para (p—45 La resistencia para q)-O es mayor que para (= 45 debido
al efecto de restriccién de la deformacién transversal impuesto  por la

resistencia a compresiénde las fibras.

Si se compara las curvas de las fig.3.17 y 3.18 con resultados
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experimentales para este tipo de materiales [Hull 1981} puede verse que sus
tendencias son similares. Se podrfa lograr mejor aproximacién con los
resultados experimentales si  se utilizara otro criterio de fluencia més
adecuado para fibras. En este ejemplo sélo se intenta demostrar la capacidad
del modelo para reproducir comportamientos altamente anisétropos como los de
las fibras por lo que la eleccion de la superficie .de fluencia fue

arbitraria.

1.00

0.80

o
o
S

SIGMA/SIGMA long.max.
o
N
o

0.20

N - M

ISR ER NS ENRE RN SRR EEN RPN E AN RN S

0.00 |ll|j¥|r]]ll\|IlllT]ll!l|ﬁl)‘lIlTIIl]l'lll!l

0.00 20.00° 40.00° 60.00° 80.00°
ANGULO ¢

Fig.3.18 Variacién de la resistencia tracciénen fuencién

de la orientacién de las fibras
3.4.2. PANEL DE MAMPOSTERIA

Este ejemplo consiste en estudiar el comportamiento de un panel de
mamposterfa ensayado por Page [Page 1978] bajo cargas de compresion con
distintas orientaciones respecto de la junta de mortero. El panel estudiado

se ha representado en la fig.3.19. Se trata de un panel a escala reducida.
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500mm

< 240 mm 3_/37mm

Fig.3.19 Panel de mampostérfa
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Fig.3.20 Malla de elementos finitos
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En primer lugar, como verificacién del modelo isétropo y como contraste
de los resultados a obtener posteriormente, se resolvi6 el problema
discretizando el panel en elementos de ladrillo y elementos de mortero. Para
ello se utilizé6 la malla de elementos finitos de la fig 3.20, con elementos

isoparamétricos de 4 nodos y 2x2 puntos de integracion.
Las propiedades mecdnicas de los materiales se han resumido en Tablas
3.2 y 33. En este primer paso sé6lo se tuvo en cuenta la anisotropfa eldstica

de los ladrillos.

Tabla 3.2. Propiedades mecdnicas de los ladrillos

Ehori7= 5920 MPa EVerl = 7550 MPa  Criterio de Fluencia :
v = 0,167 ~ Mohr Coulomb (¢=15 )
O': = 36,5 MPa Plasticidad perfecta

0‘: = 12,8 MPa Flujo asociado

Tabla 3.3. Propiedades mecdnicas del mortero

E = 1694,9 MPa Criterio de Fluencia :
= (0,21 Mohr Coulomb (¢=30 )
0: = 3.2 MPa Criterio de Potencial :
™ = 14,0 MPa Mohr Coulomb (y=15)
o) = 0,29 MPa G =12N/mm (G§=6N/mm;Gj=6N/mm)
K(;ic =03 G =0,26N/mm (GP=0,10N/mm; G{=0,16N/mm)

Curva de endurecimiento pldstico lineal
Curva de endurecimiento en dafio exponencial con pico
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Fig.3.21 Ensayo de compresi6nnormal a la junta
(Tensién-deformacién en la direccién de la carga)[Page 1978]
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Fig.3.22 Ensayo de compresiénnormal a la junta

(Tensién-deformacién en la direccidn perpendicular a la carga)
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En 1la fig.3.21 se han representado las curvas tensién deformacién
vertical para la carga actuando en direccién vertical (normal a la junta de
mortero). Puede verse que los resultados numéricos se aproximan bastante a
los exeprimentales. Los ladrillos permanecen eldsticos. El mortero en cambio,
plastifica. Hay un diferencia notable de comportamiento entre la junta
vertical y la horizontal. La junta vertical se comporta como si fuera
perfectamente  pldstica mientras que las horizontales muestran un gran

endurecimiento.

En la fig.3.22 se han representado las curvas tensién-deformacién
horizontal correspondientes al mismo ensayo. Observando las mismas , se puede
explicar la diferencia de comportamiento entre las juntas de mortero
detectada en la fig.3.2l. La junta horizontal resulta comprimida en al
direccién horizontal debido a que su médulo de Poisson es mds grande que el
del ladrillo. Esto hace que la junta trabaje en compresién biaxial y aumente
su resistencia mostrando un endurecimiento mayor que el que tendrfa si
trabajara a compresién simple, La junta yertical, por el contrario, resulta
traccionada en la direccién horizontal, - esto hace que su resistencia

disminuya respecto a la que tendrfa en compresién uniaxial.

Tanto en la fig.3.21 como en Ia fig.3.22 las curvas correspondientes a
la de la mamposterfa caen entre las curvas de los ladrillos y la de la junta

horizontal.

En la fig3.23 se han representado las curvas tensién-deformacién
horizontal para la carga actuando en direccién horizontal (paralela a la
junta de mortero). Nuevamente se observa que los ladrillos permanecen
eldsticos mientras que las juntas de mortero muestran un comportamiento no
lineal. Aparece también un comportamiento bien diferenciado de las juntas

horizontales y verticales de mortero.
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Fig.3.23 Ensayo de compresién paralelo a la junta
(Tensién-deformacién en la direccién de la carga)
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Fig.3.24. Ehsayo de compresién paralelo a la junta
(Tensién-deformacién en la direccién perpendicular a la carga)
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En la fig.3.24 se han representado las curvas tensién-deformaciénen la
direccién vertical para el mismo ensayo. Puede verse que el mortero
horizontal en un comienzo resulta traccionado verticalmente por lo que
disminuye su resistencia y luego empieza a comprimirse aumentando la misma.
El mortero vertical, en cambio, estd comprimido verticalmente por la
diferencia en el médulo de Poisson con los ladrillos. Es un comportamiento
andlogo al observado para el ensayo de compresion vertical sélo que con las

direcciones intercambiadas.

Como conclusién de este andlisis debe notarse que el comportamiento de
cada uno de los materiales dentro del conjunto de la mamposterfa no sélo
depende de las caracteristicas mecdnicas propias del material componente sino

que estd altamente influenciado por su disposicién geométrica.

Una vez conocido el comportamiento de la mamposterfa a través de este
ejemplo, se intent6 resolver el mismo problema pero simulando a la
mamposterfa como un dnico material ortétropo. Esto tiene la ventaja de que
permite reducir notablemente el nimero de eiementos necesarios para resolver
el problema. En ese caso ya no hace falta discretizar ladrillo por ladrillo y
junta por junta. Sin embargo, se trata s6lo de una aproximacién al
comportamiento de la mamposterfa ya que el modelo de un unico material
ortétropo tiene a priori algunas limtaciones. Es conveniente resaltar que la
mamposteria no es un material compuesto propiamente dicho sino una estructura

compuesta de distintos materiales.

La consideraciéon de la anisotropia a través de un tensor de
transformacién de espacios constante no permite lograr superficies de
fluencia o de rotura como las encontradas experimentalmente por Page [1981]
en las que la relacién entre la resistencia a traccién en la direccion normal
y paralela a la junta no es igual a la relacién de resistencias a compresion
en Jas mismas direcciones. Para este caso harfa falta definir una
transformacién que dependa del estado tensional. Por otro lado, en un modelo
de material dnico s6lo puede tenerse en cuenta en forma muy aproximada el
efecto de la disposicién geométrica y del tamafio de los mampuesto y de la

junta de mortero.
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Resistencia Traccidonde la Mamposteria

En primer lugar, se presenta la aplicacién del modelo ortétropo a la
evaluacién de la resistencia a traccibn de la mamposteria. Para ello se
resolvié un elemento de mamposteria con inclinaciones variables respecto del
ejes principales de tensién, ver fig.3.25, y se encontr6 en cada caso la
correspondiente  resistencia. En la Tabla 3.4 se han resumido los datos
utilizados.

Tabla 3.4. Resistencia a traccién de la mamposteria

0‘: =2 0‘: Criterio de rotura:
Rankine
0(;1 = G(:/E ' 0 variable
WXt A
gy
o | ud Xr

@2/3@%

Fig.3.25 Panel de mamposteria sometido a traccién
En el espacio isétropo ficticio se trabaja con el criterio de Rankine:

Esl =c° (3.116)

r

Donde G, s la tensién principal mayor en el espacio ficticio isétropo
que puede escribirse en funcién de las componentes del tensor de tensiones

ficticias o de sus invariantes. Si ademds se reemplaza:
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o, = Aijkl o (3.117)
Donde:
. -
Aijkl N fik fjl (3.118)

y se recuerda que el tensor de resistencia fij depende de la orientacidn
de los ejes locales de anisotropfa © (ver ec.(3.32), se llega a una ecuacién

del tipo:
¥0,,0,0) = O'(: (3.119)

En la Fig.3.26 se han representado las curvas de totura en el plano
0-C, para distintas  inclinaciones 6. Las mismas son idénticas a las

encontradas por [Beneddetti 1982].
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-0.50

0= 0 22,5°
-0.75

TTTTT T T

-1.00

—-1.25

-1.50

SIGMA3 /SIGMAto
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~-2.50

Fig.3.26 Variacién de la resistencia traccién con la

inclinaciénde la junta.
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Se podria seguir un procedimiento similar para modelar la rotura por
compresion con el criterio de Mohr Coulomb, por ejemplo [Benedetti 1982]. El
problema est§ en que la relaciébn entre resistencias compresién en las
distintas  direcciones es diferente de la correspondiente a traccién [Page
1981]. Debido a ello, la superficie de rotura en el espacio real obtenida
como se explicé, a través de una transformacion que no depende del estado

tensional, difiere de los resultados experimentales [Page 1981]
Modelo Simplificado

En segundo lugar, se pasa ya al modelo simplificado para reproducir el

comportamiento del panel ensayado por Page [1978], ver fig.3.19.

Las caracteristicas mecdnicas del material utilizado para simular el
comportam 1to de la mamposteria se han resumido en la Tabla 3.5. Las mismas
fueron obtenidas en base a las siguientes hipdtesis simplificativas que a su

vez suponen un comportamiento eldstico:

e Deformaciones idénticas en las direcciones paralelas a la junta vy

( i ( ic t
Ex = = km Em + kl El (3.120)
v=y = km v kl v, ' (3.121)

Donde:
k : relacién del volumen total

k +k =1 (3.122)

E : médulode elasticidad longitudinal
v : coeficiente de Poisson
y los subindices m y 1 indican mortero y ladrillo respectivamente

e Resistencia en direcciones paralelas a la junta igual a la tensién en

el momento que el mortero alcanza su resistencia



Modelo Constitutivo para Materiales Simples Anisotropos 201

z nm

(5: =g = [kl (El/Em) + km] G° (3.123)

e Deformacién en direccion normal a la junta igual a suma de

deformaciones y tensiones idénticas.

E =_ 1 (3.124)

¢’ =o¢° (3.125)
* Flujo en la direccién z, normal al plano del panel.

Tabla 3.5. Propiedades mecénicas de la mamposterfa

EX=EZ= 5455,2 MPa, Ey=5471,0 MPa Criterio ae Fluencia :

v= 17 M Coe ( 0)

0: = 3,2 MPa G:/GZ:G(;/GZ: 4,08 0;/02’: 1
o = 14,0 MPa Flujo de fibra en la direccion z
oy = 0,29 MPa G'=6> .G N/mm

K¢ = 0,3

pic
Curva de endurecimiento platico lineal G;':O,ION/mm; G‘;=0,16N/mm

Curva de endurecimiento en daiio
exponencial con pico

Para resolver este panel se utiliz6 la malla de elementos finitos de la

fig.3.27 con sélo seis elementos de 4 nodos y 2x2 puntos de integracidn.
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1

Fig.3.27 Malla de Elementos Finitos

En la fig.3.28 se ha representado la curva tensién deformacién de la
mamposteria para carga vertical, normal a la junta. En la misma - puede verse

que los resultados se aproximan bastante a los obtenidos experimentalmente.

10.00 -
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) ; S
i 3 "z
2 ] - | |
~ 6.00 ] l
1 . 7
N 3 ,// [ l
> :‘ // ‘
& 400 ] / Y l I
G . E 1/ l
& . 7
= ] 4
: // YTTTTITYVPPT v IFTIyFTIve?
: 7
2.00 A A e
3 , ¢+ e+ RESULTADOS EXPERIMENTALES l X
1 f RESULTADOS_ NUMERICOS
1 /7 (material unico)
1/
37
0.00 '1r7r|lllllll]]]'l'l|||||l'||'r"lll|l

]
0.00E+000 1.00E-003 2.00E-003 3.00E—003 4.00E-003
DEFORMACION Y (-)

Fig.3.28 Ensayo de compresiénnormal a la junta

(Tensién-deformacién en la direccién de la carga)
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En la fig.3.29 se ha representado la curva de la mamposterfa bajo carga
horizontal, paralela a la junta, En la misma puede verse que los resultados
se aproximan bastante a los obtenidos como promedio en el mismo ejemplo

resuelto con elementos de ladrillo y elementos de mortero.

12.00
10.00 3
S E N ]
% 8.00—: R l 1
o O 1 1
L ] ] ‘
] 3
& ] Y Il Il
%) 3 3 ‘
& 4.00 ] l
| 5 3
3 l X
200 . .~~~ MORTERO Y LADRILLO
1/ ———— MATERIAL UNICO
1
. 0 TTTYTYTIrrTIyyT ISAREESESRARRRURRIR] IS EESIRRERARESARERRY}
C-DOE 000 T O0E~005  2.00F-003 = 3.00E—003

DEFORMACION X ()

Fig.3.29 Ensayo de compresién paralelo a la junta

(Tensién-deformacién en la direccién de la carga)

En la fig3.30 se ha representado la curva tension tangencial-
deformacién angular en la junta para ensayos de compresién con cierta
inclinacién respecto de la junta de mortero. Puede verse que los resultados
del modelo aproximado no coinciden con los resultados experimentales pero
tienen la misma tendencia.
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] ¢« < RESULTADOS EXPERIMENTALES
. RESULTADOS NUMERICOS
] (material unico)
0.00 —‘"||lllll'llllll‘f![llllll'|||||||l||ll'llllllllllllll|ll|l|
0.00E+000 1.00E-003 2.00E-003 3.00E-003

DEFORMACION ANGULAR

Fig.3.30 Ensayo de compresiéninclinado respecto a la junta

(Tensién tangencial-deformacién angular en la direccién de la junta)

3.5. CONSIDERACIONES FINALES

En este capitulo se ha presentado un modelo que permite reproducir el
comportamiento de  s6lidos eldsto-pldsticos anisétropos no  porporcionales

mediante un modelo isétropo a través de una unica transformacién de espacios.

La extensién del modelo al caso de daio debe ser estundiada con mds

profundidad.

Como generalizacién de este modelo se propone formular una
transformacién de espacios que dependa del estado tensional para poder
simular materiales donde la relacién entre resistencias a compresién y

traccién cambia con la direcciénen que se la mida.
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ANEXO 3.1
FORMA DE LA SUPERFICIE DE FLUENCIA

PARA MATERIALES ANISOTROPOS

A3.1.1. INTRODUCCION

En el Capitulo 3 se presenté un modelo que a través de wuna
transformacion de espacios permite resolver problemas de materiales
anisétropos elastopldsticos y degradables utilizando funciones de fluencia 'y
dafio is6tropas. Esto evita la definicién particular de estas funciones para

cada tipo de material anisétropo.

En este anexo se obtienen y se grafican las formas de las superficies de

fluencia que resultan en el espacio anisdtropo real.
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A3.3.2, FORMA DE LA SUPERFICIE DE FLUENCIA
EN EL ESPACIO ANISOTROPO REAL

La funcién de fluencia del material anisétropo real F puede escribirse

como una funcién isétropa F de las componentes del tensor de tensiones en el

espacio ficticio isétropo. Esto es:
F(oij,cx) = F(Gij’Aijkl’a) = F(cij,oz) (A3.1.1)

A la inversa, partiendo de las funciones isétropas F en el espacio de

tensiones ficticias o, y reemplazando:
ij

o, = Ay, o, (A3.1.2)

se puede encontrar la forma de las funciones F en el espacio de

tensiones reales G‘j
1

En las figuras A3.1 se han representado las superficies de fluencia en

el plano principal G -G, para distintas relaciones de resistencias:
r= G‘l’/ﬁg (A3.1.3)
y para distintos criterios de fluencia o dafio.
De la observacién de las figuras A3.1 se desprende que la transformacion

de espacios propuesta preserva la convexidad original de las superficie de

fluencia y dafio durante la transformacién de espacios.
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Fig.A3.1. Efecto del cambio de forma para distintas

relaciones de resistencias r = 0‘;/0‘3’
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Fig.A3.1. Efecto del cambio de forma para distintas
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ANEXO 3.2

FLUJO PLASTICO EN MATERIALES ANISOTROPOS

A3.2.1. INTRODUCCION

La anisétropfa de un material elastopldstico no sélo influye en su
tensién de fluencia sino también en la orientacion del flujo pléstico. El
material tiende a fluir en la direccién de menor resistencia. Este mismo
efecto se logra al hacer la transformacién de espacios propuesta en el
Capitulo 3.

A continuacién se presenta un ejemplo numérico en el que se ilustra como

se orienta el flujo pldstico en un material ortétropo.

Finalmente se trata el problema singular del flujo pldstico en fibras

uitidimensionales.
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A3.22. ORIENTACION DEL FLUJO PLASTICO EN UN MATERIAL ORTOTROPO.
RJEMPLO ILUSTRATIVO

Supéngase un material con una relaciénde resistencias :
I =0/0 =45
1’3
que obedece al criterio de fluencia de Von Mises.

En la Fig A3.2.1 se ha representado la superficie de fluencia en el

espacio de tensiones reales F y la superficie de fluencia en el espacio

isétropo ficticio F, en el plano o, = (}2 = 0.

1.50 L I N A A D O O A e e B T 17 i 1T T3 1§17
-4 _ GS/U—;O ,:
] A -
1 ERNY —
.00 4 g ' e i
1 4 le -} 1
; | ]
0.50 } i
’ ! F ]
Z ¢ (T
0.00 9
~0.50 - 1
~1.00 ]
-1.50 i LALLM Y LIRS B ) LD RO S N I A R ) N B |
~1.50 -1.00 -0.50 0.00 050 1.00 1.50

Fig.A3.2.1. Flujo pldstico en un material ortétropo
(r=4,5)

Para el caso (0l = —03), utilizando la transformacién de espacios se

tiene: (C_Il = Gl) y ((_53 = 4,5 o, = -4,5 01). Reemplazando estos valores en la
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ecuaciénde la funciénde fluencia isétropade Von Mises, se obtiene:

0]/01 = -(,2 03/01 = 0,9

Suponiendo que las direcciones principales de anisotropfa coinciden con
el sistema de referencia, el tensor de transformacién de tensiones escrito en

forma matricial resulta:

4,5/4,5 0
0 4,5/1

Supdngase ahora el caso de flujo asociado, esto es G=I" y G=F. En la
fig.A3.2.1 se ha indicado la direccién del flujo en el espacio isétropo

ficticio, normal a la superficie de potencial correspondiente.

s (-0.545)

oo [ 0838

~

Para obtener el flujo en el espacio anisdtropo real se debe muitiplicar

este Ultimo por el tensor de transformacién, lo que equivale multiplicar la

componente en la direccion de menor resistencia por la relacion de

resistencias. De esta forma, el flujo se orienta en la direccién de menor

resistencia.
G _ 3_(2 A 4,5/4,5 0 -0.545
a0 - -
” 80 0 4,5/1 0.838

El flujo pldstico en el espacio real normalizado a la unidad resulta:

oG _ -0.143

a5 | 4.990

~
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A3.2.3. FLUJO EN FIBRAS

Las fibras constituyen un caso extremo de ortotropfa en que el
comportamiento  es  pricticamente  unidimensional.  Sin  embargo,  su
comportamiento no se obtiene como una particularizacién del modelo antes

presentado.

Si bien una fibra tiene su mayor resistencia en la direccién axial, sélo
puede fluir en esa direcciéon. De modo que el caso de fibras debe ser tratado
como un caso especial en el que el flujo pldstico tiene la direccién de la
fibra.

e cos8 senB 1 cosO
3G -sen®  cosB| | O -sen6
o )

Matriz de rotac.

Donde 6 es el dngulo que forma la fibra con el eje 1 de referencia.
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CAPITULO 4

- MODELO CONSTITUTIVO PARA MATERIALES
COMPUESTOS ANISOTROPOS.
PEQUENAS DEFORMACIONES Y DESPLAZAMIENTOS

CARGAS CUASIESTATICAS DE CORTA DURACION
PROBLEMAS TERMICAMENTE ESTABLES

4.1. INTRODUCCION

La mayorfa de los materiales que se encuentran en la naturaleza debe sus
propiedades a la combinacion de dos o mds componentes que se distinguen
claramente si se lo examina con un microscopio 6ptico o electrénico [Hull
1992]. Un ejemplo de esto son la madera y el bambd. Un andlisis microscépico
de los mismos revela la presencia de una estructura fibrilar que se pone en

evidencia al quebrar un trozo de ellos.

La mayorfa de los materiales que se usan en ingenierfa son también

combinacién de dos 6 méds fases dispersas a una escala microscépica para
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obtener propiedades Optimas. La resistencia y ductilidad de las aleaciones y
pldsticos que se usan en ingenierfa se logra combinando fases de alta
resistencia con fases de gran ductilidad. Un ejemplo de esto se encuentra en
el acero comun al carbono. Cuando este acero es enfriado lentamente desde
8()()0C su microestructura presenta ldminas alternadas de una fase blanda y

dactil que es prdcticamente hierro puro y otra fase dura y fragil (FeBC).

Los dos tipos de materiales mencionados son microcompuestos porque sus
propiedades se logran de una dispersién muy fina de las fases. La estructura
es usvalmente tan fina que se requiere un microscopio electrénico para

individualizar cada uno de los componentes.

La idea de compuesto puede ser llevada también a la macroescala. Esto es
particularmente importante en materiales estructurales en los que se puede
combinar dos o mds materiales de manera de lograr un comportamiento de
conjunto superior al de los materiales individuales. Un ejemplo de esto son
el acero galvanizado que combina la resistencia mecdnica del acero con la
resistencia a Ia corrosion del zinc, De manera similar el hormigén, que en si
ya puede ser considerado como un compuesto formado por agregados y pasta de
cemento, normalmente se combina con barras de acero para aumentar su
resistencia a traccién, Otros ejemplos de materiales compuestos son los

hormigones con fibras, la mamposteria y los pldsticos reforzados con fibras.

No existe una definicién de material compuesto, pero en términos de lo
ya expuesto se puede decir que un material estructural compuesio reune las

siguientes propiedades [Hull 1992]:

e Estd constituido por dos o mds materiales fisicamente distintos vy
mecdnicamente separables.

e Puede lograrse mezclando materiales de manera que la dispersién de un
material en el otro pueda hacerse en forma controlada para lograr
propiedades éptimas.

e Las propiedades del material compuesto son superiores a las de los

componentes.

Desde el punto de vista constitutivo, los materiales compuestos pueden
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clasificarse de la siguiente manera [Ofiate 1991}:

a) Materiales de matriz compuesta
b) Materiales de matriz reforzada con fibras cortas
¢) Materiales de matriz reforzada con fibras largas

d) Materiales de estructura compleja

\

Los materiales de matriz compuesta suelen desarrollarse para mejorar las
cualidades mecdnicas del material base o de la fase principal, mediante el
agregado de otros materiales denominados fases secundarias. Ejemplos de este
tipo de materiales compuestos son los materiales logrados por compactacién de

polvos cerdmicos.

Los materiales de matriz reforzados con fibras cortas tienen
incorporadas pequefias fibras en la matriz, distribuidas muy homogéneamente y
de manera aleatoria, de modo que el comportamiento es pricticamente isétropo.
Se logra asi materiales muy dictiles que se utilizan en la industria

automotriz.

Los materiales de matriz reforzada con fibras largas estin constituidos
por un material matriz de base sobre el que se orientan fibras orgdnicas o
inorgdnicas formando estructuras entramadas o entretejidas. Tienen un
comportamiento marcadamente direccional. En general son disefiados para evitar
la falla del material, porque después que se rompe la matriz, queda
resistiendo la fibra. Estos materiales se utilizan mucho en la industria

aerondutica por su direccionalidad y ductilidad.

Los materiales de estructura compuesta forman un amplio grupo. La
estructura macroscépica de estos materiales estd compuesta por materiales
puros o compuestos a su vez. El comportamiento de estos materiales depende de
las propiedades mecdnicas de sus componentes pero ademds de la disposicién
geométrica de los mismos. Ejemplos de este tipo de materiales son el hormigén

armado y la mamposterfa.
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4.2, BREVE ESTADO DEL ARTE SOBRE
MODELOS CONSTITUTIVOS PARA MATKRIALES COMPUESTOS
[Ofiate 1991]

Exiten gran cantidad de modelos para la simulacién del comportamiento de

materiales compuestos.

En la mayoria de los modelos de célculo actuales se analiza el
comportamiento de materiales compuestos a través de un tratamiento a nivel de
elementos finitos, con estrategias que permiten realizar una aproximacién del
campo de desplazamientos que permiten obtener la magnitud que actda en cada

componente del compuesto.

Otra alternativa es plantear el problema a nivel ecuacidn constitutiva y
utilizar elementos finitos estdndar. De este tipo de modelos  :isten, a su

vez, muchas variantes segiinel tipo de teorfa en las que estén basados.

A co wcién se hace una breve sit sis de algunos modelos
constitutivos  representativos de  distintas  teorfas para el tratamiento

T oma s Ip )S.

4.2.1. MODELOS ELASTICOS ANISOTROPOS
[Vinson 1986, Dept. of Defense 1968]

Estos modelos ado; wn una ley constitutiva del tipo:

0
% = Cijkl a @D
Donde el tensor constitutivo C?jk] representa el comportamiento del

compuesto dentro de ciertos lfimites.

Este modelo considera la anisotropfa inicial pero no puede tener en
cuenta la anisotropfa inducida porque se admite que las componentes del

tensor C° . son las correspondientes al material virgen y se mantienen

ijkl
constantes durante todo el proceso de carga.
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Otro problema que presenta la adopcién de una ley como la de la ec.(4.1)
es que no considera que los materiales compuestos tienen un marcado
comportamiento ineldstico. De aqufi que al utilizar estos modelos surge la
necesidad de hablar del fendmeno de crecimiento del mddulo de Poisson, cuando
en realidad se trata de un crecimiento ficticio. Esto se debe al fenémeno de
dilatancia inducido por el deslizamiento inelastico de las fibras respecto de

la matriz del material,

Normalmente se combina esta ley con un criterio de rotura, obteniéndose
asf una formulacién eldstica frigil. Per debido a que se considera el
compuesto como un (nico material, entonces con solo variar la orientacién de
las fibras por ejemplo, cambia el comportamiento del material y se debe

formular un nuevo tensor constitutivo y un nuevo criterio de rotura.

4.2.2. TEORIAS DE ALTO ORDEN PARA COMPUESTOS Y
MATERIALES LAMINADOS EN LAMINAS CILINDRICAS
CON ELEMENTOS TIPO C° [Kent 1989]

Los  compuestos laminares tienen  gran  aplicacién  industrial.
Tradicionalmente para la tesolucién de estos problemas se utilizaban teorfas
de primer orden, donde se Supone que las tensiones tangenciales son
constantes en el espesor necesitando una formulacién que dependa del
denominado coeficiente corrector de corte [Timoshenko 1959]. La determinacién
de este coeficiente en materiales laminados es muy engorrosa y depende del
tipo de material. Por otro lado, la teorfa de primer orden considera que las
deformaciones varfan linealmente en el espesor, hipdtesis que no es siempre
vilida, especialmente en compuestos tipo "sandwich", donde existe un alma

débil entre dos ldminas muy rigidas.

De lo expuesto, Kent y Menon [Kent 1989] deducen la necesidad de
disponer de una teorfa que considere en forma mds realista la variacién de
las tensiones tangenciales en el espesor como asf también la variacién no
lineal de las deformaciones a través del espesor. Para ello se en la
referencia mencionada, se presenta una formulacién mediante elementos finitos
tipo C°, basada en una aproximacién de los desplazamientos de alto orden,

como asi también una ley constitutiva eldstica ortétropa para simular el
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comportamiento del compuesto.

Esta teorfa se basa en el siguiente modelo de desplazamiento (ver
Fig.4.1):

U=ui+zﬁi+zzu:+zaﬁ: i=1,2
4.2)

donde las funciones Ui estdn definidas en el espacio para cada valor
de z medido desde el plano medio o superficie de referencia. Las funciones u
y ﬁi son desplazamientos y rotaciones medidos en la superficie de referencia,
mientras que u: y ﬁ: son los términos de alto orden de los desplazamientos y
rotaciones obtenidos también sobre la superficie de referencia mediante un
desarrollo en serie de Taylor. De esta forma, la ec.(4.2) contiene los
términos que permiten incluir los efectos de deformacién por corte
transversal. As{ el vector de desplazamientos generalizados 53, medido en
coordenadas locales de la ldmina y sobre la superficie de referencia se

€Xpresa comos

§ ={u,u,u, 0,0, u,u,, ) (4.3)
3 1 Z 3 i 2 1 2 i 2

Fig.4.1 Compuesto laminado y ejes de referencia local |Ofiate 1991]
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A partir de esta expansién de los desplazamientos, se desarrollan dos
teorfas de ldminas: una teorfa de Ildminas delgadas y otra teorfa de Idminas

gruesas.

Este tratamiento parece dar buenos resultados respecto a la forma
tradicional de tratar el problema mediante la teorfa de primer orden. Sin
embargo, el modelo constitutivo es muy pobre para simular el comportamiento
de un material compuesto, mds adn si se quiere simular un compuesto fuera del

campo de las laminas.

4.2.3. MODELO DE JAYATILAKA PARA COMPUESTOS
CON FIBRAS LARGAS O CORTAS [Jayatilaka 1979]

Este modelo supone que las fibras estin uniformemente distribuidas y
que no hay desplazamientos relativos entre las fibras y la matriz. Trata en
forma diferenciada los problemas de fibras largas y cortas, paralelas o

dispuestas arbitrariamente.

Para el caso de fibras largas paralelas supone que la tension total es
la suma de las tensiones en la matriz y las fibras multiplicadas cada una por
las relacion del volumen que ocupan cada una de ellas. La deformacién en las
fibras y en la matriz es tnica y las fibras se deforman en forma constante en
toda su longitud. La teorfa resultante es un caso particular de la teorfa de

mezclas.

En los compuestos con fibras cortas paralelas existe un mecanismo de
transferencia de cargas desde la matriz a las fibras diferente. Esta
transferencia es gradual a lo largo de la longitud. En los extremos de Ia
fibra la transferencia es nula y la tensién de adherencia mdxima. Se supone
que tanto las fibras como la matriz tienen un comportamiento eldstico y que
las tensiones tangenciales desarrolladas por efecto de la adherencia dependen
de los desplazamientos relativos entre fibras y matriz. El dnico efecto que
no contempla esta hipdtesis es el problema de concentracién de tensiones en

los extremos de las fibras.

En el caso en que las fibras no sean paralelas a la carga aplicada se
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debe transformar el estado tensional a los ejes materiales y resolver ahi el

problema.

Este modelo, basado en hipdtesis simples que han sido confirmadas en
su mayoria experimentalmente, es un caso muy particular de la teorfa de

mezclas, pudiendo dar buenos resultados dentro del rango eldstico.

4.2.4. MODELO CONSTITUTIVO DE DANO PARA
MATERIALES COMPUESTOS CON FIBRAS DISTRIBUIDAS
EN FORMA PARALELA O ALEATORIA
[Pickett 1989, Rouvray 1989]

La simulacién del comportamiénto de estos materiales se hace mediante
una ley constitutiva bifase [Truedcll 1960], donde la matriz constituye una
de las fases cuyo comportamiento es no lineal’ con pérdida de rigidez y
resistencia debidas a la formacién de poros e interconexi6n entre ellos. La
otra fase estd constituida por las fibras que se suponen con comportamiento
eldstico frdgil. Para sin ~ 0 niento de matriz se usa la teoria
de dafio de Kachanov [Kachanov 1958].

En el caso particular en que el comp to esté constituido por fibras
largas el modelo simula la ruptura del material, dejan s6lo una resistencia
residual debida a la existencia de fibras que no han roto. En este caso se
produce el ablandamiento or eformacién q  provoca la cali :i6n de las
deformaciones y aparece el incc reniente de que la solucién de un problema se
hace dependiente de la malla de elementos finitos. Las fibras se consideran
continuas y unidireccionales con comportamiento eldstico lineal hasta

alcanzar un criterio de falla definido en el espacio de deformaciones.

En el caso en que las fibras sean cortas se utiliza también un modelo
bifase, sbélo que se aplica el modelo isétropo de degradacién de rigidez a
todos los componentes del material compuesto. Es decir que en estos
materiales, cuando la variable de dafio se hace igual a la unidad, el

compuesto queda totalmente dafiado.

En resumen, este modelo es un caso particular de la teorfa de mezclas.
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Es capaz de simular la anisotropfa natural pero no la anisotropfa inducida
durante el proceso de carga. Ademds tiene la limitacion de que no puede
simular el fenémeno de dilatancia. Presenta la ventaja, frente a los modelos

elastopldsticos, de que es muy estable y rdpido.

4.2.5. MODELO CONSTITUTIVO PARA COMPUESTOS DE
FIBRAS LARGAS POR CAPAS,
CON RIGIDEZ DIEFRENCIADA A TRACCION Y COMPRESION
[Idelsohn 1982]

Este modelo trata cada ldmina compuesta (fibras y matriz) como un dnico
material con un comportamiento antes de alcanzar el umbral de fallo y otro

comportamiento distinto después de alcanzar dicho limite.

Para el comportamiento previo a la rotura propone tres tipos de
comportamiento:

* Material eldstico lineal

e aterial no lineal en " nde las propiedades del material que definen
la. “matriz de rigidez son funciones de ciertas deformaciones
equivalentes.
Material con rigidez difere iada a traccion y compresion que trabaja
con un 1sor de iidez ¢ ras componentes penden del tipo de estado

tensional,

El criterio de rotura es de tipo ortt >y a 1 sélo como una barrera

tensional que marca una diferencia en el comportamiento.

Después de la rotura de la matriz, la rigidez transversal y de corte
decrece a valores muy pequefios, reduciéndose sélamente a la rigidez
transversal aportada por las fibras longitudinales. As{ la matriz de rigidez

se reduce a una forma diagonal.

El conjunto del laminado (material compuesto) se considera dentro de la
técnica de elementos finitos mediante un elemento especial para materiales
laminados cuya integracién se realiza por capas. De esa forma la rigidez se

obtiene como suma de las contribuciones de cada capa, utilizando el mismo
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campo de desplazamientos sobre todo el elemento.

La obtencién de los pardmetros intervinientes en este modelo es dificil.
Los resultados obtenidos con el mismo tienen son compatibles con las
hip6tesis realizadas en su formulacién. El modelo no tiene en cuenta la
anisotropfa inducida ni la evolucién continua de la degradacién de rigidez;

no puede simular los fenémenosde dilatancia y decohesidn.

4.2.6. MODELO CONSTITUTIVO DE 1 EDICCION DE DANO
PARA ESTRUCTURAS DE MATERIALES COMPUESTOS
[Allix 1989]

En este trabajo de Allix y Ladeveéze [Allix 1989] se formula un modelo
constitutivo para tratar el comportamiento no lineal de los compuestos
laminados, teniendo en cuenta el fallo de cada material componente y el

fenémeno de delaminacién que se desarrolla en la interface entre ldminas.

La teorfa cldsica de « > isétt o de Kachanov [K hanov 1958] no es
suficiente para simular el comportamiento de materiales compuestos, debido a
la cor-~lejidad 1e induce la anisc »pfa de compo miento. Por 1 lo, los
materiales compuestos de fibras laminadas tienen un amplio rango de
cor  ortamiento que depende de la interaccion entre fibra y matriz del
material, pudiéndose tipificar en la siguiente forma: a) fractura progresiva
de la matriz, b) fractura frdgil de las fibras, c) desprendin nto de la
interfaz entre matriz y fibra, d) despren miento de la capa adyacente o

delamincion.

Este modelo se reduce a modelizar dos componentes: una ldmina

compuesta y su interfase con la adyacente cuyo espesor es nulo.

Para simular el comportamiento de cada ldmina componente se utiliza un
modelo que incluye deformaciones permanentes y dafio anisétropo. Por medio de
una técnica de homogeneizacion [Devries 1989] se incorpora esta informacion

como parte del comportamiento del conjunto de ldminas.

La interfaz se considera como una superficie que garantiza la
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transferencia de fuerzas y desplazamientos entre dos ldminas adyacentes. La
superfie de contacto se simula mediante un material inicialmente eldstico que
luego sufre una degradacién de rigidez. El estado de delaminacién se alcanza
cuando la rigidez de la interfaz es nula y su resistencia de adherencioa
tiende a cero. Sin embargo, la restriccién que tiene este modelo se debe a la
incapacidad que presenta para simular el pandeo de las ldminas, que luego de

la delaminacién se comportan independientemente entre sf.

En resumen, el modelo presentado se basa en la mecdnica de dafio, y a
partir de un estudio experimental trata de ajustar la respuesta macroscépica

de los fendmenos de pérdida de rigidez y delaminacién.

En la referencia mencionada [Allix 1989] no se presentan resultados
que prueben la eficiencia del modelo. Por otro lado, este modelo se ajusta
estrictamente a una tipologfa particular de los materiales compuestos, es

decir los compuestos laminados, gracias a la teorfa de homogeneizacidn.

4.2.7. MODELOS BASADO EN LA MECANICA DE FRACTURA
[Yeh 1989]

Existen muchos modelos para simular el comportamiento de materiaies
compuestos basados en la miecdnica de fractura propiamente dicha. Por ejemplo,
Yeh |[Yeh 1989] desarrolla un modelo para simular el comportamiento de un
material compuesto por tres capas, tal que en dos de ellas las fibras estdn
orientadas en una direccién y la capa intermedia con las fibras orientadas en

la direccion perpendicular.

Este modelo trabaja dentro del dmbito de la mecdnica de fractura lineal
y por ello no tiene en cuenta los problemas determinantes del comportamiento

de los materiales compuestos.
4.2.8. TECNICAS DE HOMOGENEIZACION

Se ha dedicado considerable esfuerzo a fa obtencién de un modelo
constitutivo que asimile un compuesto laminado a un material Gnico con

propiedades homogéneas.
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La mayor parte de las técnicas de hormogeneizacion [Ladeveze 1986]
desarrolladas se basan en lograr un elemento monocapa que proporcione [a
misma energia de deformacién que el compuesto multicapa. Para encontrar los
términos de la matriz de rigidez que relaciona tensiones y deformaciones
suele desarrollarse en serie dichos términos en el espesor del elemento. Los
coeficientes de dicha serie se obtienen minimizando la diferencia entre los
coeficientes reales 'y los equivalentes en un conjunto de puntos

seleccionados.

Las técnicas de homogeneizacién estdn todavia en la fase de desarrollo y
validacién. Han sido utilizadas ya en el contexto de la prediccién del dafio y
del inicio de la delaminacién en bordes de compuestos laminados con
estructura  periddica o  cuasiperiédica, empleando técnicas basadas en
desarrollos asimtéticos de los campos de desplazamientos, tensiones vy

deformaciones.

Entre estas técnicas conviene mencionar un modelo presentado por
Pietruszczak [Pietruszczak 1992] para describir las propiedades mecdnicas

promedio de la mamposterfa.
4.2.8.1. Modelo de Pietruszczak [Pietruszczak 1992}

Se hace particular mencién a este modelo porque se considera importante

su aporte a la resolucién de la mamposterfa.

Este modelo considera que un panel de mamposteria, a nivel de
macroescala, puede ser supuesto como un compuesto bifase consistente en
unidades de ladrillos interceptadas por dos conjuntos ortogonales de juntas

llenas con mortero.

Para describir el comportamiento mecdnico de la mamposteria se considera

que la misma estd formada por dos medios superpuestos, ver fig.4.2.

IEl medio (1) estd formado por la matriz de ladrillos con una familia de
juntas de cabeza de ladrillos. Estas juntas pueden ser tratadas como

inclusiones débiles alineadas y uniformemente dispersas en la matriz. Este
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medio homogeneizado puede considerarse como un materia ortétropo, eldstico-
frigil. En ese caso las componentes de la matriz de rigidez se pueden
calcular a partir de la soluciéon de Eshelby [Pietruszczak 1992] para el
problema de inclusiones elipsoidales combinada con la teorfa del campo medio

de Mori-Tanaka [Pietruszczak 1992].

il [ Ty )
= N N
i I
a) Panel de mamosteria ] ' [ hnl] !
T 11
N I R

JUNTAS DE CABEZA

T T T
| A
b) Medio (1) I | | -
I ! ! l l
L I I o
l | l l |
A JUNTAS HORIZONTALES

I 1
¢) Medio (1) interceptado K | \1 |
L n
por juntas horizontales 2 i“ .
" \ ‘
ENNY ;

/ A JUNTAS HORIZONTALES

Aq
Fig.4.2 Panel de Mamposterfa [Pietruszczak 1992)

El panel de mamposterfa completo puede representarse como el medio
homogéneo (1) estratificado con una familia de juntas (2) (ver fig.4.2c).
Estas juntas son continuas y atraviesan todo el panel creando vinculos
debiles en la microestructura del panel. En particular estas juntas pueden

tener un comportamiento elastopldstico.

Suponiendo que ambos componentes, (1) y (2), existen simultdneamente y

estin perfectamente adheridos, la regla tensién deformacién del conjunto
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puede obtenerse a través de la siguiente regla de promedio [Hill 1963]:

e =k e+ k &? (4.4)
1) I ij 2 ij

6 =k 6+ k 62 (4.5)
ij 1 ij 2 ij

donde kl y k2 son las proporciones de volumen de cada uno de los

componentes.

La hipétesis de adherencia perfecta entre los componentes y los
requerimientos de equilibrio proveen dos condiciones adicionales, una

cinemdtica y otra estdtica que, escritas en forma matricial, resultan:

(87 eV = (87 &? (4.6)
18] 6 = 81 5% (4.7)
Donde:
100000 010000
51=10 010 0 0 =10 001 0 0 (4.8)
0000 10 00 0 0 0 1

Las ecuaciones (4.4) a (4.7) junto con las leyes constitutivas de cada

una de las fases :

(8

() At (D ~2) ) L) C
Gij T Yijki & ij Cijkl & (4.9)

permiten resolver el problema.
La implementacién de este modelo en un programa de elementos finitos no

es directa. Por otro lado, la referencia mencionada [Pietruszczak 1992] no

incluye comparaciones con resultados experimentales, sélo presenta un
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andlisis cualitativo del comportamiento de la mamposteria.

4.3. TEORIA PROPUESTA PARA COMBINAR
LOS MODELOS CONSTITUTIVOS DE
DAN) Y PLASTICIDAD ANISOTROPA

4.3.1. INTRODUCCION

En general los modelos constitutivos para materiales compuestos que se
encuentran en la bibliograffa presentan deficiencias a nivel formulacién que
impiden que los mismos sean aplicables a distintos materiales. Por otro lado,
la mayorfa de ellos no permite simular fenémenos que se desarrollan dentro
del compuesto como !: degradacién de la matriz y de las fibras componenetes,

deformaciones permanentes, dilatancia, decohesién entre componenetes, etc.

En esta Tesis se utiliza la reorfa de interaccion entre las susiancias
componentes [Oller 1993a, b] vy se la aplica dentro del marco de los modelos
constitutivos de dfio y plasticidad anisétropa desarrollados en los capitulos
2 y 3. Esta teorfa tiene en cuenta la coparticipacién de n sustancias
componentes en cada punto, tal que cada sustancia puede ser independiente de
las  demds: is6tropa, ortétropa o aniséiropa y tener un modelo constitutivo
distinto:  eldstico, frdgil, de dafio, plistico o la combinacién de ellos,
permitiendo as{ simular fenémenos de fisuracién, fractura del material,
dilatancia, pérdida de cohesién, cambios en el rozamiento interno |y
degradacién de rigidez. Es decir que si este modelo se aplica a un punto de
un compuesto se pueden tener en cuenta una amplia gama de comportamientos

acoplados entre sf.

La teorfa de mezclas fue estudiada por Truesdell y Toupin [Truesdell
1960} quienes dieron las bases para los trabajos de Ortiz y Popov [Ortiz
1982b] realizados muchos afios mds tarde. Los resultados obtenidos por
Truesdell dieron también lugar a sucesivas publicaciones, entre las que se
encuentran la de Green-Naghdi [Green 1965] cuyo marco teérico fue utilizado
por Ortiz y Popov [Ortiz 1982a] para la simulacién del comportamiento del
hormigdén como un material bifase compuesto por mortero y agregado. En esta

Tesis se combina este principio bédsico con el modelo consitutivo presentado
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que  permite simular el comportamiento  elasto-pldstico-degradable  de

materiales anisétropos en general [Oller 1993a, 1993b].

En primer lugar se describe las hipdtesis y principios fundamentales de
la teorfa de mezclas y luego se presenta su aplicaciéon en el modelo
propuesto.

4.3.2. TEORIA DE MEZCLAS [Onate 1991, 1993a, 1993b]

La teorfa de mezclas parte de las siguientes hipdtesis:

e Cada volumen infinitesimal de la mezcla estd compuesto por un nimero finito

de materiales componentes.

Cada componente participa en el comportamiento total del compuesto en la

misma proporciénde volumen total.

Todas las sustancias componentes experimentan las mismas deformaciones

(compatibilidad de deformaciones).

¢ El volumen ocupado por cada una de las sustancias componentes €S menor que

el volumen total del compuesto.

La sepunda hipdtesis implica una distribucién homogénea de todas las

sustancias en una cierta regién del compuesto.

La interaccién entre las distintas sustancias componentes, cada una con
su propio modelo constitutivo, da como resultado un comportamiento de
conjunto del compuesto que depende del volumen ocupado por cada componente y

de su distribucién en el compuesto.

La tercera hipétesis supone que en ausencia de difusion atomica
(temperaturas moderadas!) entre las sustancias componentes del sdlido, se

cumple la siguiente ecuacién de compatibilidad :

ILos fenémenos de difusion atémica se producen a temperaturas muy altas
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) - U = ) ) wi0)

Mds ain, en materiales compuestos la energia libre puede ser escrita

como {Truesdell y Toupin 1960]:

n

mW@@m:mW%%mmszchhth @.11)
L‘Y—) c=1 ¢ ¢
p

¥

Donde ¥ [EU) ,[Pr] es la energia libre correspondiente a cada
(o
c (4

componente de los "n" que intervienen en la mezcla, [Pr} un conjunto de
(o

dv
variables internas para cada componente ¢ y k = EW; la participacién de la
c

1 1

componente dentro del volumen total. Es

e
c-ésimo mponen

il
fraccion de volumen del

conveniente - observar que estas relaciones de volumen deben cumplir con la

condicidn;
ch = 1 (4.12)
c=]

4.3.3. APLICACION DE LA TEORJIA DE MEZCLAS
AL MODELO PROPUESTO

4.3.3.1. Estado de Tension

La tensién en el compuesto se calcula a partir de la energia libre de la
misma forma que en el caso de materiales simples. Para problemas térmicamente

estables:

aW(e .p) oY (e .p))

_ kKo et k"M rie” o
%—m—ﬁ;—~m2&——@j—~2&[dc (4.13)
c=1 c=1
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t

Donde (Gij] es la tensidn correspondiente a la "c-ésima"” componente.
C

4.3.3.2. Disipacion Mecanica

Siguiendo la desigualdad de Clasius Planck se puede obtener la expresién

termodindmica para la disipacién mecénica:

o6
= :M':Zk ) c(‘)<() 4.14)
“mec ap‘ pi c a(pi)c pi c ’

i
c=1

4.3.3.3. Rigidez Tangente

[
a\P(Emn’”)r) " Cl‘ ‘c c n C
Cja = W =m z k, g€ _B€ = z k ( ijkl} (4.15)

j ki c

e=1 c=1

4.3.3.4, Deformacién

Teniendo en cuenta la compatibilidad de deformaciones, la deformacion en

el compuesto puede escribirse como:

-1
) e Pl _ | o p 16
eij (‘J]c {eij}c i [Eij]c Cij“ [ kl] i {Eij]': o

c c

Debe observarse que la compatibilidad de deformaciones implica la
igualdad de deformaciones totales pero no necesariamente de deformaciones
eldsticas y plésticas.

4.3.3.5. Relacion Constitutiva Secante

La relacién constitutiva secante se obtiene como:
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— G — ' e — 3 c
Oy = Z kc [ U] - Z kc [Cijkl] [Ekl] - Cijkl Eu (4.17)
c=1 ¢ c=1 ¢ ¢
4.3.3.6. Deformacion plastica del compuesto
Desarrollando la ecuacién (4.17) se obtiene:
- s . . P
Gij - Z kc [Cijkl) & Z kc [Cijkl} [Ekl] (4.18)
c=1 ¢ c=1 ¢ ¢
y por otro lado:
- (" e p .
Gij h Cijkl | Cijkl &l (4.19)
lgualando las expresiones (4.18) y (4.19), se obtiene:
1 n
P (¥ P
ij ikl c {Cisjkll Ek!1 (420)
et Jel Jc
En esta ecuacién se ha tenido en cuenta que
n
4.2

lo cual surge de las ec.(4.15) y (4.17)

En realidad esta deformacién permanente no tiene sentido fisico ni

interviene en el célculo ya que se trabaja con cada modelo constitutivo a

nivel componente a partir de una deformacidn del compuesto que es dato.

En el Anexo F.11 se presenta la forma en que la teorfa de mezclas puede
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insertarse en un programa de elementos finitos.
4.3.4. ESTADO PLANO DE TENSIONES EN MATERIALES COMPUESTOS

Conviene observar que cuando se aplica la teorfa de mezclas a un
compuesto bajo estado plano de tensiones la tensién normal al plano debe

cumplir con la restriccion:

0, = Lk o] =0 422)
c=1 ¢

lo cual no necesariamente implica que cada una de las componentes dcl
compuesto esté bajo un estado plano. Todas las componentes tendrdn la misma
deformacién transversal al plano, pero, en general tendrdn tensiones no nulas
en esa direccién. Dichas tensiones deberdn equilibrarse entre todas las

componentes de manera de cumplir con la ecuacién (4.22).

Esta  observacién tiene particular importancia en la  solucién de
problemas de estado plano de tensiones mediante programas de elementos
finitos en 2D. En esos casos, debe tenerse en cuenta que, en general, cada

componente no trabaja en estado plano de tensiones.
En el Anexo F.12 se presenta la forma operativa de la teoria de mezclas

para un problema de estado plano de tensiones resuelto mediante un programa

de elementos finitos en dos dimensiones.

4.4. EJEMPLOS DE COMPROBACION

44.1. COMPUESTO FORMADO POR LAMINAS
CON FIBRAS UNIDIRECCIONALES [Hull 1992]

En este ejeinplo se resuelve el problema de una pieza de material
compuesto formada por dos ldminas adheridas entre si. Cada una de las ldminas
estd compuesta por una matriz con fibras unidireccionales. Las ldminas se

o]
disponen de inanera que las fibras forman un dngulo de 90 entre si. Ver fig.
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DIRECCION DE
DIRECCION DE LAS FIBRAS
LAS FIBRAS

Fig.4.3. Compuesto formado por ldminasa 90 _[Hull 1992]

*0_

gj”

Vo

Fig.4.4 Estado tensional

(Tracciénen la direcciénde las fibras de la ldmina 1)

TABLA 4.1. Propiedades eldsticas de las ldminas

Mddulo eldstico en la direccion de las fibras: El

Maddulo eldstico en la direccién transversal a las fibras: Et
Relacién de maddulo eldsticos ¢ El/Et = 10

Médulo de Poisson : v, = 0,25

= vlt Et/El

i

0,025

Interesa conocer el estado tensional en cada una de las ldminas cuando

sc somete el compuesto a una tensién en la direccion de las fibras 1. Ver
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Fig.4.4.

Se supone que los materiales trabajan en régimen eldstico por lo que
s6lo intervienen las propiedades eldsticas. En la Tabla 4.1. se han resumido
dichas propiedades. Se divide la pieza en cuatro elementos finitos de 4 nodos

y 2x2 puntos de integracién.

En la fig.4.5. se ha representado el estado tensional obtenido para las
ldminas que coincide exactamente con el encontrado analiticamente por Hull

[1992] haciendo hipétesis similares a las de la teoria de mezclas.

2q=O.1BG ‘—“—_\

i

\OOO0O0OO0O0O00O0OQg

i

2
0-00370 _—

.l
[
'6,-0037G
|

Fig.4.5. Estado tensional en las ldminas
4.4.2. COMPUESTO REFORZADO CON FIBRAS [Oller 1993d]

En este punto se analiza el comportamiento de un prisma rectangular de
material reforzado por fibras. La fig.4.6. muestra las dimensiones del mismo,

las condiciones de carga y la malla de elementos finitos utilizada.

El material esd compuesto por una matriz isétropa reforzada con fibras.
En un primer paso las fibras se disponen en la direccién longitudinal,
paralelas a la fuerza aplicada (fig.4.6.b). En un segundo paso las fibras se

disponen transversalmente, perpendiculares a la fuerza aplicada (fig.4.6.c).

Las propiedades mecédnicas de la matriz y de las fibras se han resumido
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en las tablas 4.2 y 4.3 respectivamente.

| = -

Lo l — =
- -

¢) Carga perpendicular a las fibras

Fig.4.6 Especimen de material reforzado con fibras
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TABLA 4.2 Propiedades mecdnicas de la matriz (80% del volumen total)

E = 72400 MPa
v = 0,33

o‘c’ = o‘l’ = 360 MPa
Criterio de Fluencia de Von Mises

Flujo asociado
Plasticidad perfecta

oy

TABLA 4.3 Propiedades mecdnicas de las fibras (20% del volumen total)

EOng = 844000 MPa Elms= 10000 MPa
oz = o? = 2283 MPa

Criterio de Fluencia de Von Mises
Flujo de fibra
Plasticidad perfecta

En la fig.4.7 se han representado las curvas tensién deformacién en la
direccidn longitudinal y transversal a la pieza correspondientes a la matriz,
la fibra y el compuesto, para el caso en que las fibras se disponen paralelas
a la carga aplicada (fig.4.6.b). En Ia misma puede verse que al estirar Ia
pieza en la direccién de las fibras, la matriz tiende a contraerse por el
efecto Poisson. Como la fibra tiene médulo de Poisson nulo y flujo pldstico
en la direccién longitudinal, no se contrae y por tanto rtesulta comprimida.
Esto hace que la fibra trabaje en un estado combinado de traccién-compresién
y por tanto no alcance la resistencia a traccién uniaxial sino una menor. A
su vez la matriz resulta traccionada transversalmente por lo que trabaja en
traccién biaxial 'y su resistencia aumenta. Al ir progresando  las
deformaciones pldsticas esa componente de tension transversal varia de manera
que el conjunto no tiene un comportamiento petfectamente pldstico como el que

tendria si cada una de las componentes trabajara en compresién uniaxial.
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TENSION (MPa)

TENSION (MPa)

TRANSV. LONGITUDINAL
] FIBRA
2000.00 -
1000.00 -
4 COMPUESTO
i | MATRIZ
1 MATRIZ
0.00
{1 FIBRA
_1000.00“|I|'|‘|(| Illll“lllll“l]“l]l|l|
~5.00E—~003  0.00E+000  5.00E~003  1.00E—002
DEFORMACION
Fig.4.7 Curvas tensién-deformacién para traccién
cn la direcci6n de las fibras
TRANSY. LONGITUDINAL
100.000 -
| MATRIZ
50.000 -
COMPUESTO
MATRIZ
0.000
~50.000
FIBRA 1
—'100-000 T llllllll‘]TTl|ll'||!lll'[|l|||‘l|]|l|!‘]|l‘(llllll
—1.00E-004 2.00E~-004 5.00E-004 8.00E—004
DEFORMACION

Fig.4.8 Curvas tensién-deformaciénpara traccion

en la direccién perpendicular a la carga
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En la fig.4.8 se han representado las curvas tensién deformacién de la
matriz, las fibras y el compuesto para el caso en que las fibras se disponen

transversalmente a la direcciénde la carga (fig.4.5.c).

En la fig.4.8 puede verse que el mddulo eldstico y la resistencia del
compuesto en la direccién longitudinal son menores que los de la matriz y
esto se debe a que un 20% del compuesto estd formado fibras transversales que
no toman practicamente nada de la carga debido a su reducido médulo eldstico
en esa direccion. Las curvas correspondientes a la direccion transversal de
la pieza muestran como la matriz tiende a contraerse, lo cual da como
resultado una compresién de las fibras que tienden a impedirlo, la traccién
de la matriz lo cual aumenta su resistencia por sobre el valor

correspondiente a traccién uniaxial y una tensién nula del compuesto.

4.4.3. HORMIGON ARMADO COMO MATERIAL COMPUESTO
[Olier 1993a, c]

En este ejemplo se iuelve un prisma de hormigén armado como el de la
fig.4.9 sometido a traccion uniaxial. El hormigén armado se idealiza como un
material con  :sto forn ‘o r i1~ 7 1 ncon fib fon or
las barras de acero. Se utilizan 4 elementos finitos de 4 nodos y 2x2 puntos

de integracion.

Se supone que un 10% del volumen total corresponde al acero y el resto
al hor gé as harras : a o se d ronen en la eccik  de la « ga
aplicada. Las caracteristicas mecdnicas del hormigén y del acero se han

resumido en las Tablas 4.4 y 4.5 respectivamente.

En la fig4.10 se han representado las curvas tensién deformacion
correspondientes al hormigén, al acero y al compuesto hormigén-armado. En la
misma puede verse que la tensién en el hormigdén no cae a cero como lo haria
si el mismo trabajara a traccién uniaxial. Esto se debe a que el hormigén
soporta una tensién de traccién en la direccién transversal debida a la
diferencia de mddulo de Poisson entre el hormigén y el acero. Esto produce a
su vez una tensién de traccién transversal en el acero que aumenta su

resistencia  sobre la correspondiente a traccién uniaxial ~mostrando un
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aparente endurecimiento.

TABLA 4.4 Caracterfsticas mecdnicas del hormigdén (90% del volumen total)

Material isétropo Criterio de Fluencia:
E = 39500 MPa Mohr-Coulomb ¢=15
v = 0,24

o = 22,9 MPa Flujo asociado y=15

o'c"C = 32,8 MPa

Gc: = 2,29 MPa Gf = (),16 N/mm
GC = 16 N/mm
Sin degradacién de rigidez K’ = 0,38

TABLA 4.5 Caracteristicas mecdnicas del acero (10% del volumen total)

E = 210000 MPa
v =103
(5: = cr‘: = 120 MPa

Criterio de Fluencia de Von Mises
Flujo asociado
Plasticidad perfecta

200cm

Fig.4.9 Prisma de hormigén armado.

Geometrfa y condiciones de carga
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160.00 —~
] ACERO
120.00 -
< ]
a. N
5 N
5 80.00 7]
%) -
Z N
]
t R
40.00
] HORMIGON ARMADO
) HORMIGON
OO R o e N R S A S (B e e e
0.00E+000 5.00E~-004 1.00E-003 1.50E-003 2.00E-003
DEFORMACION

Fig.4.10 Curvas tensién-deformaciénde un prisma de

hormigén armado sometido a traccién
4.4.4. MAMPOSTERIA

En este punto se estudia la aplicacion de la teoria de mezcla,
presentada en este capitulo al andlisis de estructuras de mamposteria. En
primer lugar se describen algunas limitaciones que presenta la teorfa de
mezclas para su aplicacibn a la simulacién del comportamiento de la
mamposteria tradicional y luego una aplicacibn a mamposterfa armada que

presenta carcterfsticas de comportamiento badsicamente distintas.
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4.4.4.1. Limitaciones de la Teoria de Mezclas

La teorfa de mezclas presentada tiene como hipé6tesis fundamental Ia
compatibilidad de deformaciones de todos los componentes (ec.4.10). Esto es
equivalente a una idealizacién del material como un sistema en paralelo en
que todos los componentes sufren la misma deformacién y la tensién se reparte
entre ellos en forma proporcional a la relacién del volumen total que ocupa

cada una de ellas (4.13).

Si ahora se observa, por ejemplo, el panel de mamposterfa de la
fig.4.11, se ve que la forma en que trabaja no es esta. En la direccién
vertical (y), perpendicular a la junta, el comportamiento responde mds bien a
un modelo "serie", la deformacion total es la suma de las deformaciones de
los componentes y la tensidén es la misma en todos los componentes. En Ja
direccién horizontal (x), paralela a la junta, el comportamiento se parece
mds a un modelo paralelo que uno serie. En el punto 3.42 del se han
presentado  ecuaciones  aproximadas  correspondientes al  comportamiento
descripto en régimen eldstico (ecs. (3.114) a (3.118)). Si ademds se pretende
tener en cuenta las juntas de cabeza de los ladrillos el comportamiento es

mis complejo atn.

Y i

<Y

Fig.4.11 Panel de mamposteria

El comportamiento eldstico de Jla mamposteria podrfa  simularse
aproximadamente mediante la teorfa de mezclas siguiendo las hipdtesis de
comportamiento antes presentadas. En el Anexo 4.1 se deriva una forma de de

tratar eldsticamente la mamposteria mediante la teorfa de mezclas. Esta forma
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presenta cierta complejidad de cdlculoy solo es aplicable al rango eldstico.

Es muy dificil simular cualquier discontinuidad en el comportamiento,
plastificacién o degradacién de rigidez, a través de un criterio tensional.
Por ejemplo, si se somete el panel de la fig.4.11 a una fuerza de traccién en
la direccién vertical, el mismo fallard cuando se alcance la resistencia a
fraccion de la junta horizontal. En un modelo de mezclas esto no puede
simularse porque la tensién se reparte entre los componentes y la falla del

sistema se produce cuando falla la (ltima componente.

Por otro lado, analizando 1los resultados del ejemplo de mamposteria
resuelto en el Capitulo 3 discretizando cada elemento de mortero y
mamposteria, puede verse que hay muchos fendmenos que se dan a nivel local

que no podrian tenerse en cuenta en modelo de material compuesto.

Como conclusiones de este breve andlisis, la teoria de mezcla es apta
para simular materiales compuestos en que las componentes estin uniformemente
distribuidas en el elemento de volumen pero no es adecuada para materiales
con una disposicién geométrica decisiva en el comportamiento como en el caso

de la mamposteria.

Resuita diffcil encontrar un tipo de modelo constitutivo adecuado para
tratar problemas de mamposteria. Lo que ocurre, en realidad, es que se
intenta trasladar un problema geométrico, como lo es el de la disposicién de

los ladrillos y de las juntas, a la modelizacién constitutiva.
4.4.4.2. Mamposteria Armada

Como ya se mencioné la mamposteria armada presenta algunas diferencias
de comportamiento respecto de la mamposteria tradicional. En el caso de la
mamposterfa armada, la anisotropia de comportamiento es practicamente
despreciable debido a la presencia de la armadura. Esto hace posible que la
mamposterfa armada pueda ser considerada como un material isétropo en el que
se dispone una armadura distribuida. Vista de esta forma puede resolverse el
problema utilizando el modelo de material compuesto presentado en este

capitulo.
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En este punto se presenta Ja simulacién del comportamiento de dos

paneles de mamposterfa armada pertenecientes a una serie de paneles ensayadas

por Shing [Shing 1989, Lofti 1991]. Los mismos corresponden a los especimenes

5 y 12 de la serie. Las dimensiones y disposicién de la

paneles pueden verse en la fig.4.12.

arimadura en los

0.23m
.83 m b
| ] viea R'A° ] 0.20 m
ARMADURA il;I'H ; lrl-]'jr—*‘ !
HORIZONTAL | L et |
ki T B T }
i SR Wi it M q
ARMADURA T T \ 1.83 m
VERTICAL - == T ,
1 ll ]1 II ]| ons 11014 m
b LOSA H°A® —jf=
T |
[ 4—1 , ! L 0.30 m
L 2.23m >| e 1.07m [

Fig.4.12 Paneles de mamposteria armada [Shing 1989]

TABLA 4.6. Caracteristicas mecdnicas de la mamposteria, Panel 5

Material isétropo Criterio de Fluencia:

E = 12000 MPa Mohr-Coulomb $=30

v = 0,16 Criterio de Potencial:

o = 10,0 Mohr-Coulomb =15

o’ = 13,2 MPa

(5? = (,67 MPa G, = 0,17 N/mm

G = 38 N/mm

I

0.3

Sin degradacion de rigidez '
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TABI.A 4.7. Cracteristicas mecdnicas de la armadura, Panel 3

Armadura vertical Armadura horizontal
0,74% 0,14%
El()ng = 199955 MPay; E = 1MPaE = 199955 MPa; E =1 MPa
v =03 v =203
o = OZ’ = 496 MPa 0. = o = 386 MPa
Criterio de Fluencia de Von Mises |Criterio de Fluencia de Von Mises
Flujo asociado Flujo asociado
Plasticidad perfecta Plasticidad perfecta

TABLA 4.8 Caracteristicas mecdnicas de la mamposterfa, Panel 12

Material isétropo Criterio de Fluencia:
E = 12000 MPa Mohr-Coulomb ¢=15
v = 0,16 Criterio de Potencial
0: = 10,8 MPa Mohr-Coulomb y=15
o™ = 14,3 MPa

0;’ = 0,72 MPa Gf = 0,18 N/mm

' | G = 40 N/mm

Sin degradacién de rigidez K’ =03

TABLA 4.9. Cracteristicas mecdnicas de la armadura, Panel 12

Armadura vertical Armadura horizontal
0,38% 0,24%
E = 199955 MPa E = 199955 MPa
v =203 v =103
0: = o‘: = 441 MPa 02 = 0(: = 462 MPa
Criterio de Fluencia de Von Mises|Criterio de Fluencia de Von Mises
Flujo asociado Flujo asociado
Plasticidad perfecta Plasticidad perfecta

En la Tablas 4.6 y 4.8 se han resumido las caracteristicas mecdnicas de
la mamposterfa de bloques de hormigén correspondiente a ambos paneles. En la

Tabla 4.7 y 4.9 se han resumido los datos relativos a la armadura de ambos
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paneles.

Ambos paneles fueron sometidos a una presién vertical constante de
(),6896MPa y luego a una fuerza horizontal en su extremo superior. En la

fig.4.13 se ha esquematizado el ensayo.

]

VicA DE CARGA

a /

%D GATO

= S e

b ] LT 7T ]

] ] 3 B -

| | Il L

6ATO TIITI‘ ‘ GATO

LT T
-

] L1 . N/

—
O
wn

DE CARGA \ LOSA DE HA°

Fig.4.13 Esquema del ensayo [Lofti 1991}

El panel ntimero 12 fall6 de forma dictil, predominantemente flexional,
con importante fluencia de la armadura vertical acompafada del aplastamiento
del dnguio inferior del panel. El panel nidmerc 5 fallé de manera frdgil con

predominio de fisuras diagonales por corte.

En la fig4.14 se ha esquematizado la malla de elementos finitos
utilizada. Se emplearon elementos finitos de 4 nodos nodos y 2x2 puntos de
integracién. Los elementos de mamposteria fueron considerados como formados
por un material compuesto por una matriz de mamposterfa isétropa con las
propiedades mecdnicas indicadas en las Tablas 4.6 y 4.8 reforzada con dos

conjuntos de fibras ortogonales correspondientes a la armadura.
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V=

NPTl A TRyl

Fig.4.14 Malla de elementos finitos

En la fig4.15 se han representado la curvas carga-desplazamiento del
punto de aplicacién de la carga correspendientes al panel nimero 5 obtenidas
experimental y numéricamente. Puede verse que al igual que en el trabajo de
Lofti [Lofti 1991] que utiliza un modelo de fisuras distribuidas para simular
el comportamiento del panel, la curva numérica muestra una resistencia mayor
que la registrada experimentalmente lo cual puede atribuirse al criterio de
fluencia utilizado que no se adapta al material para los estados tensionales
(corte predeminante) que se producen en el panel. No cobstante la forma de la

curva de respuesta es similar a la experimental.

El cuadro de fisuracién obtenido para este panel coincide con el

encontado experimentalmente [Lofti 1991] con predominio de fisuras por corte.
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Fig.4.15 Curva carga-desplazamiento panel 5
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Fig.4.16 Curva carga-desplazamicnto pancl 12
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En la fig4.16 se han representado las curvas carga-desplazamiento del
panel nimero 12. En la misma puede verse que la curva numérica reproduce
mucho mejor el comportamiento experimental que en el caso del panel nimero 5.
Debe observarse que en este caso el comportamiento es mds dictil con un falla

predominantemente flexional.

El cuadro de fisuracion obtenido numéricamente, al igual que en el caso

anterior, muestra similitud con el obtenido experimentalmente [Lofti 1991].

4.5. CONSIDERACIONES FINALES

El modelo desarrollado en este capitulo que combina los principios de la
teorfa de mezclas para materiales multifases con el modelo elasto-plastico-
degradable  para  materiales  anisétropos desarrollado  en los  capitulos
anteriores, provee una herramienta muy potente para la simulacién del
comportamiento de materiales compuestos en general. La posibilidad de
combinar materiales de comportamientos diversos permite solucionar una gran

cantidad de problemas ingenieriles.

La teorfa de mezclas parte de la  hipétesis de compatibilidad de
deformaciones por lo cual resulta apropiada para materiales compuestos en los
que las componenetes estdn dispuestas en una estructura de tipo paralelo. Por
esta misma razén no puede ser aplicada directamente a la simulacién del
comportamiento de la mamposteria. Para este material parecerfa ser mads
apropiado el modelo simplificado de material 1dnico ortétropo presentado en el

Capitulo 3.

Se propone para nuevos trabajos y lineas futuras de investigacion la
formulacién de una ieorfa para materiales compuestos, algo mds general que la
teorfa de mezclas, que permita tratar materiales del tipo de la mamposterfa.
La formulacién de dicha teoria no es simple ya que se trata de trasladar un

problema geométrico al modelo constitutivo.
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ANEXO 4.1
COMPORTAMIENTO ELASTICO DE LA MAMPOSTERIA

TEORIA TOPOLOGICA DE MEZCLAS
PROPUESTA DE UNA INTRODUCCION

Ad.1.1. INTRODUCCION

En este anexo se desarrolla una generalizacién de la teorfa de mezclas
para la simulacién del comportamiento eldstico de la mamposteria. El planteo
es totalmente general y puede ser extendido a otros materiales compuestos en
los que Ia disposicion geométrica de sus componentes hace imposible su

tratamiento directo mediante la teoria de mezclas.

Ad4.1.2. ESQUEMA DE TRABAJO

La ec.(4.13) del Capfitulo 4:

o, = T k [oij]c | (Ad.1.1)
c=[
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se puede reformular para el caso mds general en que influye la topologia

de las sustancias participantes:

o, = Z[K?jm] (Gk,] (Ad.1.2)
c=1 ¢

C

g . .,
Donde los tensores [K.,kl} tienen en cuenta la relacién del volumen
IJ .
[

total ocupada por la componente ¢ y su disposicibn geométrica en el
compuesto. De modo que la ecuacién (A4.1.2) representa de manera mads real el

comportamiento de un compuesto.

Siguiendo un razonamiento similar, en un compuesto genérico, la

deformaci6n del conjunto puede escribirse como:

} (Ad.13)

Donde los tensores [K?,H] tienen en cuenta la relacién de volumen y la
L)
c

disposicion geométrica.

En el caso particular de la teorfa de mezclas clésica, los tensores K se

calculan de la siguiente forma:

c

[K?, ] =k 838 (A4.1.4)

. *
5Ak81 para cualquier c=c
K

K (A4.1.5)

o,
m
N’
o
|

0 5“(5],1 para todo c#c'

Por otro lado, en un compuesto real existen relaciones entre las
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tensiones de las componentes y entre las deformaciones de las mismas que

pueden CXpresarse Ccoimao:

O )
[GU} = {L( i jkl [le) (A4. 16)
c J cq q
y
£ 3
{Eﬁ] - [Kijm [Ek,} (Ad.17)
C J C'q q

. (o o
Donde normalmente no se conoce a priori todos los términos de {K_,kl]
ij
cq

y [K?jm] . Combinando las ecuaciones (A4.1.2) y (A4.1.3) con las
cq

ecuaciones constitutivas eldsticas del material:

{Gij]c z{cijmlc[f:”}c (A4.1.8)

. L
es siempre posible llegar a las formas (A4.1.6) y (A4.1.7)

En el caso particular de la teorfa de mezclas:

3 . ) c
{Kijk]] = 5ikbjl vV ¢,q (A4.1.9)

i ikl
q
constitutivas de los materiales componentes que, para el caso eldstico, se

o] . s .
y los {K ] pueden obtenerse si se utilizan las relaciones
C

escriben como:

(6) ] " £ _ s
[ ich _[Cijkl]c[ kl}c - [Cijkl]cekl (A4‘1.10)

Como en la teoria de mezclas las deformaciones son idénticas en todas

las componentes, se cumple que:
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S—l g - s_l G
[Cijkl]c{ kl]c [Cijkl}q[ kl]q (A4.1.1D)
9 s s-l g
[ ij]c = [Cijkl]C Cklm“ q[ mn] (A4.1.12)

q

kS | e . (A4.1.13)
i jki ijmn Cmnkl -
c,q ¢ 4

A4.1.3. EQUIVALENCIA ENTRE LA TEORIA DE MEZCLAS MODIFICADA
Y LA TEORTIA DE MEZCLAS CLASICA

0 sea que:

El comportamiento de un material compuesto genérico, que responde a las
ecuaciones (A4.1.2) y (A4.1.3), podria simularse mediante la teorfa de
mezclas cldsica si se trabaja con componentes ficticias, distintas de las
reales de manera de obtener el mismo resultado de conjunto. En lo que sigue
se marca con un asterisco las tensiones, deformaciones y rigideces de las
componentes en la teorfa de mezclas cldsicas ya que en la mayoria de los

casos no coinciden con sus valores reales.

Igualando Ias ecuaciones (A4.1.2) y (A4.1.3) con las cosrrespondientes a

la teoria de mezclas cldsica se tiene:

n n n

Gij = Z [K?jkl} [GUJ =Z [Kciy;m] [0;1] = ch Bikle [0:1] (Ad.1.14)

c=1 ¢ ¢ el c=1

n

Eij - X{K?jm] {ekl] = E:j (A4.1.15)

c=1 ¢ ¢

A partir de estas ecuaciones y teniendo en cuenta las relaciones



Comportamiento Eldstico de la Mamposterfa -255-

(A41.6) y (A4.1.7) se puede llegar a las siguientes ecuaciones que
relacionan la tensiéon y la deformacién real en una componente con las que
tiene cuando se simula el comportamiento del compuesto con la teorfa de

mezclas cldsica:

q-1 n

O | o] (6 g e) )

[ IJJ - [K i jkl] * Z [K i jmn} [Kmnkl] ¥ Z [Kklmn] {Kmnkl]

q q =1 c 9 =g+l c cq
(A4.1.16)
n . *-l )
Z kc Cijmn C:mkl Grs
c=1 ¢ a q
q-1 n -1
(eij] = [Kikl} +Z [K?Jmn] [Kfmkl} + Z (K?jmn} [Krinkl] {8;1]
q q =1 c €9 c=qtl [¢ c,qj q

(A4.1.17)

Si estas ecuaciones se escriben cotno:

[U*J'] ) [FGJ} ("] (A4.1.18)
(8“] ) {Tem] {8} (A4.1.19)

Reemplazando en la ec.(A4.1.8), resulta:

[T?jm] [Gts] - [C:jkl}(’{Tilm] [8:5] (A4.1.20)

q q

De donde :

1
[of.] :[T‘,’.] {C“ ][TE ] [e } (A4.1.21)
ij ijrs rskl . kimn mn
q
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De lo que se deduce que:

-1
g¥* _ (0}
[Cijkl] - [Tijrx] [C
q J

q

3 TE
rskl klmn
q q

(A4.1.22)

¥

2 G + 4
En esta ecuacién [T] depende también de {C_.kl}. En general
14rs 1]
C
{]

!
de ellos se puede calcular el restante.

adoptando "n-1"

La ecuacién (A4.1.22) define la rigidez eldstica que habria que asignar
a la componente ¢ para que el compuesto resuelto segun la teoria de mezclas
cldsica, de el mismo estado de tensiones y deformaciones que los que ocurren

en el compuesto real.

A4.1.4. APLICACION A UN PANEL DE MAMPOSTERIA

se aplican los conceptos desarrcllades en les puntos

En este punto
anteriores a la soluciéon de un panel de mamposterfa mediante la teorfa de
mezclas cldsica. El panel y los sistemas de coordenadas se han esquematizado

en la fig.A4.1.1. Se considera al panel como un compuesto formado por dos

fases: (1) juntas horizontales y (2) ladrillos. Las juntas verticales no se
tienen en cuenta.
JUNTAS HORIZONTALES
(1
I £/
| | l | | | | / LADRILLOS
T 7 — = (2
[ [ T 1
Y
[ [ ]

i ]
X

Fig.A4.1.1 Esquema de un panel de mamposteria
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Se supone que el panel c¢std sometido a un estado plano de tensiones vy,

para mayor claridad en la presentacién, se reemplaza Jla notacién vectorial
del apartado anterior por la notacién vectorial.
El estado de tensién estd dado entonces porl:
r - ~ £ - - 3
0 k 0 0 0 0, k0 0 0 O
_ oy |01 00 Oy 00 00 Joy A4123
ST [Tl 0 to|ief Tlo0 00 o (Ad.1.23)
o 00 0 k| |g 00 0 k| |o
\ ZJ - -\ 241 - RN 7.)2
- .
o o
K ®
y el estado de deformacién por:
{ W A {
& 1 oo ol |5 000 0]l%
ey 0 kl 0 0 Ey 0 , 0 0 ey
e={"1}=  + { (Ad.1.24)
- ny 0 0 kl 0 ny 00k 0 ny
€ 00 01 € 00 00 €
z 7 7
\ { J J 1 \
€ €
“ %
Ademds se conoce las siguientes relaciones:
( _ 4 ()
5 ) o
. a a, a, a, .
Oy = o100 Oy Ad.1.25
C oo 10| (A4.1.25)
Xy Xy
C, J _05 4 47 | o J
. -
KG
L 1,2
a consideracion de las tensiones tangenciales al igual que Ia de las

deformaciones angulares es sélo aproximada.
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s “\ ( 3
Ex 1 0 00 ex
; € - % %0 41 4Ey i (A4.1.20)
Ty Ay Gy Gsig | Yy
3 000 0 1]]le
L .Jl . . )\ 412
€
12

Donde las 16 constantes ((1l a am) pueden obtenerse a partir de las

relaciones constitutivas eldsticas;

1

c =Cv =K% o =K% Ce=KY CK° ¢ (A4.1.27)
2 bl 1,2 2 2 2 2 1,2 2 1,2 I
" que conducen a la siguiente ecuacién:
o e’
C =K _CK (A4.1.28)
I 12 2 2

de la solucién de la cual se pueden calcular las 16 constantes ain no

conocidas.

Planteando las ecuaciones (A4.1.14) y (A4.1.15), para este caso

particular, se tiene:

o =k o, +k o (A4.1.29)
=g (A4.1.30)

De donde se puede obtener:
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-1
g% s*-l (8) [9) G"l
= [k] I+k, ¢ C ] [151 + K, Ifl_z] o (A4.1.31)

-1
— PR Y 0 O
g, = [k2 L+k CF QG ] [KZ + KU KU 9, (A4.1.32)

Si se supone,

(A4.1.33)

K" 2] £ (Ad.1.34)

(A4.1.35)

por ejemplo, que:
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C'=C (A4.1.30)
Reemplazando en la segunda de las ec.(A4.1.35), se puede obtener CZ* y
luego las relaciones entre las tensiones ficticias de trabajo y las reales en

cada componente (ec.(A4.1.31) a (A4.1.34)).

A4.1.5 CONSIDERACIONES FINALES

En resumen, el comportamiento eldstico de un compuesto cualquiera pucde
simularse mediante la teorfa de mezclas cldsica si se calculan adecuadamente
los tensores de rigidez de sus componentes y se tiene en cuenta que las
tensiones y deformaciones con que estas componentes trabajan dentro de dicha

teoria no son reales.

Conviene destacar que los tensores de rigidez eldstica que se obticnen
no tienen un forma similar a la de los materiales simples originales lo cual
complica la utilizacién de este algoritmo en un programa de elementos

finitos.

La solucién completa del problema estaria en desarrollar un teoria de
materiales compuestos que tenga en cuenta relaciones generales como las
(A4.1.2) y (A4.1.3).
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CAPITULO $§

CONCLUSIONES

En esta tesis se presenta un modelo constitutivo que sim 1 el
comportamiento  de  materiales estructurales en general bajo  cargas

cuasiestdticas de corta duraciény pequeiias deformaciones y de mnientos.

De la formulacién del modelo se pueden sacar las siguientes

conclusiones:

¢ El modelo es termodindmicamente consistente.

e El modelo para materiales inicialmente isétropos surge de una
extensién y reinterpretacién de las variables de la teorfa de la plasticidad

cldsicay de la teorfa de dafio is6tropo de Kachanov.

e [a estructura matemdtica resultante es totalmente andloga a la de los
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modelos elastopldsticos cldsicos.

e El modelo presentado contempla gran parte de los aspectos mads
importantes  que  caracterizan el  comportamiento  ineldstico de  los
geomateriales, tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de
tensién-deformacién multiaxial y la combinacién de fenémenos de fisuracién

con aplastamiento a través de un tratamiento unificado.

e Las variables de endurecimiento pldstico isétropo y de endurecimiento
en dafio han sido definidas para tener en cuenta el estado tensional y
controlar la disipacién de energia durante el proceso. Las mismas surgen de
una generalizacién de las definiciones correspondientes a estados uniaxiales
y permiten definir el endurecimiento a partir de los resultados

experimentales de dichos ensayos.

e El uso de una formulacién pléstica localmente isétropa, combinada
con el concepto de localizacibn del dafio, da lugar a un comportamiento

globalmente anis6tropo, resultante del proceso.

e El modelo propuesto resuelve simultineamente el problema de evolucién
de las deformaciones permanentes y de degradacién de rigidez, permitiendo
cumplir en cada paso de carga con las condiciones de consistencia pldstica y
de dafio. De esta forma se puede controlar y asegurar que la energia disipada

en el proceso sea la correcta.

e La extensién al tratamiento de materiales inicialmente anisétropos no
proporcionales se logra a través de una fnica transformacién de espacios. De
esta forma se trabaja en un espacio ficticio isétropo, utilizando funciones

de fluencia y potencial definidas para materiales inicialmente isétropos.

e El tensor de transformacién de espacios depende de la relacién de
resistencias en las distintas direcciones y se mantiene constante durante la

historia de carga.

e La estructura de trabajo es totalmente andloga a la del modelo para

materiales inicialmente is6tropos con algunas transformaciones de espacios
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que se agregan.

o Como resultado de estas transformaciones se logran superficies de
fluencia y potencial anisétropas y convexas en el espacio real. El flujo

pléstico en el espacio real se orienta en la direccién de menor resistencia.

e Combinando el modelo de material simple anisétropo con la teoria de
mezclas se obtiene un modelo para materiales compuestos por materiales

anisétropos elasto-pldstico-degradables.

e Este modelo provee una herramienta muy potente para la simulacién del
comportamiento de materiales compuestos en general. La posibilidad de
combinar materiales de comportamientos diversos permite reproducir una amplia

gama de materiales.

e la teoria de mezclas parte de la hipdtesis de compatibilidad de

deformaciones por lo cual resulta apropiada s6lo para materiales compuestos

en los que las componenetes estin ... _ stas 1 1 1 de tipo
paralelo.
De la implementacién nun ica del modelo sto pv en: ar [

sigu ites conclusiones:

e La implem cién del mo o constitutivo propuesto en un pr« ma de

elementos  tos es relatii  :nte simg

e El método desarrollado para la integracion de la ecuacién constitutiva
es particularmente apropiado para la solucién de problemas de estado plano de

tensiones de materiales simples en programas de elementos finitos 2D.

¢ La resolucién de problemas de estado plano de tensiones en materiales
compuestos, mediante programas de elementos finitos 2D, exige de un algoritmo
especial que integre la ecuacién constitutiva de cada componente con tension
transversal al plano no nula y luego plantee la condicién de estado plano en

el compuesto a nivel ecuaci6n constitutiva.
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e El método desarrollado para la integracién de la ecuacién constitutiva
en materiales compuestos bajo estado plano de tensién reproduce adecuadamente
la interaccién entre las distintas componentes en la direccién transversal al

plano.

e En general, la convergencia de los métodos de integracién de la
ecuacién  constitutiva  desarrollados es muy buena. La  integracién
independiente del camino exige mayor niimero de iteraciones pero permite

obtener mejores resultados con pasos de carga més grandes.

e La solucién del problema no lineal se realiz6 en la mayoria de los
casos con el método de Newton Raphson. La utilizacién del mddulo tangente
consistente con el algoritmo de integracién permitié mantener la tasa de

convergencia cuadrdtica de dicho método.

De los ejemplos de aplicacién desarrollados se desprende que:

e El modelo logra reproducir el fenoméno de acoplamiento entre las
deformaciones permanentes y la degradaciéon de rigidez que aparece con
frecuencia en los geomateriales dando lugar a un comportamiento elasto-

pléstico degradable.

e El modelo presentado es capaz de reproducir el comportamiento del
hormigén simple, armado y pretensado baja carga creciente y bajo carga
ciclica, logrando reproducir adecuadamente el desarrollo de deformaciones

permanentes y la degradaciénde la rigidez.

e El modelo desarrollado para materiales anisétropos permite reproducir
la direccionalidad del comportamiento de una amplia gama de materiales. Es
posible desarrollar un modelo de material simple anisétropo que aproxime el

comportamiento de la mamposterfa.

e El  modelo de materiales compuestos permite reproducir el
comportamiento de materiales muy diversos, siendo de especial utilidad en

materiales reforzados con fibras o incluso hormigén armado
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e El modelo de materiales compuestos basado en la teorfa de mezclas no
puede ser aplicado directamente a la simulacién del comportamiento de la

mamposterfa.

5.2. LINEAS DE INVESTIGACION FUTURA

Durante el desarrollo de este trabajo han surgido como propuestas nuevas
lineas de investigacion para profundizar, mejorar o generalizar algunos

aspectos del modelo propuesto. Se destacan las siguientes:

o Deberia estudiarse més el fen6meno de localizacién de deformaciones
que estd ligado al problema de objetividad de la respuesta. Es un tema para
el que no existe una solucion definitiva probada. En la tesis se ha utilizado
una de las tantas formas existentes para lograr objetividad que da mejores
resultados. Pero se han detectado problemas con esta forma cuando no se
produce localizacién de deformaciones por 1lo que serfa conveniente

profundizar més en el estudio de este tema.

e Comio el modelo presentado pretende ser un modelo de aplicacién general
no incorpora datos o relaciones entre datos correspondientes a ningin
material. Durante el desarrollo de los ejemplos de aplicacion se detectd una
falencia muy grande de resultados experimentales sobre el comportamiento de
los materiales utilizados bajo estados uniaxiales de tensién. Es clara la
necesidad de estudiar experimentalmenie, con mayor profundidad, el
comportamiento de los materiales para poder obtener los datos necesarios para
la simulacién numérica. En particular, hace falta disponer de los valores de
la energia de fractura y de aplastamiento e incluso estudiar la determinacién
experimental de este ultimo valor. Es claro también que para simular
adecuadamente el comportamiento de un material elastopldstico degradable se
debe disponer de alguna informacién sobre cémo se comporta el material bajo

- cargas uniaxiales ciclicas.

e Deben formularse superficies de fluencia, potencial y dafio con
meridianos curvos e intersecciéon con el plano octaédrico variable. En
particular para el hormigén, hace falta definir mejor la superficie de

fluencia en la zonas de corte.
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e El modelo para materiales inicialmente anis6tropos sélo permite
simular una relacién de resistencias constante e independiente del tipo de
estado tensional (compresion, traccién u otra combinacién de tensiones). Como
generalizacién de este modelo se propone formular una transformacion de
espacios que dependa del estado tensional para poder simular materiales en
los que las relaciones de resistencias de traccién y de compresién en las

distintas direcciones no son iguales como es el caso de la mamposterfa.
¢ Se debe profundizar sobre el problema de dafio anisétropo.

e Se propone para nuevos trabajos la formulacién de una teoria para
materiales compuestos, algo mds general que la teorfa de mezclas, que permita
tratar materiales en los que no existe compatibilidad de deformaciones ni de
tensiones entre las componentes en todas las direcciones, como es el caso de
la mamposteria. La formulacién de dicha teoria no es simple ya que se trata

de trasladar un problema geométrico al modelo constitutivo.

e El criterio utilizado para definir el estado de fisuracién, basado en
los - ‘ : t { ciom i c PR
est a los resultados experimentales, particularmente cuando se
incorpora  degradacién de rigidez. Serfa conveniente reformular dicho

criterio.

e Seria conveniente extender la formulacién del n lelo propuesto

tratamiento de materiales con grandes deformaciones y problemas dindmicos.

e En general, se debe mejorar la velocidad y la convergencia de los

procesos no lineales utilizados.
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APENDICE A

DEFORMACIONES

A.J. INTRODUCCION

Cuando un cuerpo es sometido a un sistema de fuerzas externas
experimenta una deformacién respecto a su configuracién original. Hay

distintas maneras de definir las deformaciones.

En este apéndice se dan algunas definiciones bdsicas de la cinemdtica
del continuo deformable y se trata Iuego el caso de pequefias deformaciones y
rotaciones, Para ese caso se definen los invariantes que se utilizan a lo

largo de la Tesis.
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A.2. CINEMATICA DEL CONTINUO DEFORMABLE [Malvern 1969]

A.2.1. DEFINICIONES BASICAS

a)

b)

d)

El movimiento de un continuo se puede definir de distintas formas:

Descripcion material: las variables independientes son la particula X y el
tiempo t. Entonces el movimiento x = x(X,t) da simbdlicamente la posicién

x ocupada por la pdrticula X en el tiempo t.

Descripcion referencial: Las variables independientes son la posicién X de
la particula en una configuracién arbitraria de referencia y el tiempo t.
Cuando se ‘toma como configuracién de referencia la correspondiente a (=0,
la descripcién referencial se denomina descripcion Lagrangeana (o algunas
veces descripcion material). El movimiento se describe entonces como
x=x(X,t) que da simbélicamente la posicién x ocupada en el tiempo t por la

particula que ocupaba la posicién X en la configuracién de referencia.

X, X2 y X3 se denominan coordenadas maieriales de la particula o
coordenadas de su posiciénen la configuracion de referencia.
X, Xy X son las coordenadas espaciales que dan la posicién en el

!
tiempo t.

Descripcién espacial: pone atencién en una dada regién del espacio. Las
variables independientes son la posicién actual x y el tiempo actual .

Comunmente se la denomina descripcion Euleriana.

Descripcion relativa: Expresa la posicién € ocupada en el tiempo T por la
particula que ocupa la posicién actual x en el tiempo t, en términos de
las variables independientes x y T : &z&l(x,’c). Es un caso particular de
descripcién referencial en la que se reemplaza la posicién X en t=0 por la

posiciénx en t.
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A.2.2. MEDIDAS DE DEFORMACION

Supongamos dos puntos P y Q y sus trayectorias Pp y Qq. Los vectores de
velocidad v en P y v+dv en Q son tangentes a las trayectorias. Ver Fig.A.l.

Fig.A.1 Velocidad relativa de una particula Q en q
respecto de una partucula P en p.

La velocidad de una particula instantineamente en ¢ respecto de una

particula instantdneamente en p es :

av

ey k o
dvk = gx—n: dxm = Lkm dxm , (A.1)
donde:
ka
Ika = _B_X_n: (A.Z)

Lk se denomina gradiente espacial de velocidad que puede descomponerse
m
en un tensor simétrico ka (tensor velocidad de deformacion) y otro

antimétrico ka (tensor de spin), tales que:
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I_lkm = ka + ka ! (A3)

ka = (1/2)(Lkm+Lmk) ‘ (A.4)
y :

Q =12 -L ) (A.5)

Tomando como referencia la configuracion indeformada, se puede escribir:
dx = (6xk/6Xm) dX = F _dX_ : (A.6)
Donde ka es el gradiente de deformacion

En una formulacién Lagrangeana se definen ademds los siguientes tensores

de deformacién:
ds’ - d$* = 2 dX E,_dX_ : (A7)
( P=c CAX | | (A.8)
Hnc’ Coasor T T D o " Teen

Y en una formulacién Euleriana;

S22y gt
-7=2 " E dx_ (A.9)

2 -1
(dS)* = dx B ldx (A.10)

Donde Bk:l es el tensor de deformaciones de Cauchy

A.3. PEQUESAS DEFORMACIONES Y ROTACIONES
[Malvern 1969, Desai 1984, Chen 1982, , Oller 1988]

En este punto se trata el caso de pequeiias deformaciones o deformaciones

infinitesimales.
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A.3.1. DEFINICION DEL TENSC DE PEQUENAS DEFORMACIONES

Si se toma el mismo sistema de referencia para las coordenadas

cartesianas rectangulares Xi y x. se tiene :
X = Xi + u (A.11)
y resultan :
E, = (112) :aui/BXj + oufaxX, +(6uk/6Xi)(6uk/6Xj)] (A.12)

En el caso de pequefias deformaciones se pueden despreciar los productos
de derivadas y queda el tensor de pequefias deformaciones referido al sistema

material:

e = (1)2) [au_/ax, + ou /aX_] (1/2)(u. +u.) (A.13)
lJ 1 ] J i 1y n

Donde € es el tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy cuyas
ij

-

1 "oy 7 ¢ liente manera:

r 8x ny/z sz/z -

=1v/2 e v/ , . (A4

yx y yz

Yz/x/2 Yzy/2 8z

L §

A.3.2. DERIVADA RESPECTO AL TIEMPO
DEL TENSOR DE DEFORMACIONES

Muchas veces se confunde el tensor velocidad de deformacién ka con la

derivada respecto al tiempo del tensor de deformaciones g, . Sin embargo :

(dekm/dt) = (1/2)(avk/aXm + avm/axk) (A.15)
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D, = (I/2)av fox  + av_/ox) (A.16)

El primero de estos tensores contiene derivadas respecto a las
coordenadas materiales y el segundo derivadas respecto a las coordenadas
espaciales. Con la hipdtesis de pequeiios desplazamientos ambos tensores

coinciden.

A.3.3. DIRECCIONES PRINCIPALES DE DEFORMACION
INVARIANTES DEL TENSOR DE DEFORMACION.

Las direcciones para las cuales las deformaciones son mdximas o
direcciones principales de deformacion, pueden determinarse mediante la

siguiente ecuacion :
(eij-e Bij) n, = 0, (A.17)
que conduce a: .
det(e,, - e 8) =0 (A.18)

Donde Sij es el delta de Kronecker [Malvern 1969]

Desarrollando  la ec.(A.18) se obtiene la  siguiente  ecuacién

caracteristica:
€) - I; €) + I; g - [ =0 (A.19)

Donde 11’ I2 e I3 son los invariantes del tensor de deformaciones y se

calculan como:

Il = ell =3 E::oct = EV

{T =¢ e +e e +¢ € -€ -€ -€ (A.20)
2 122 1n 33 2 3 12713 23
I3 = det (Eij)

.

Donde €, se denomina deformacion volumétrica
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* . .,
Reemplazando los valores de € obtenidos de la ecuacién (A.19) en la
ec.(A.17) se obtienen las direcciones de las normales m a cada uno de los
planos en que las deformaciones normales son mdximas y no tienen ninguna

componente segiin esos planos.

A3.4. COMPONENTES ESFERICA Y DESVIADORA DEL
TENSOR DE DEFORMACIONES.

El tensor de deformaciones puede ser descompuesto en dos componentes :
e.=(1/3)e & +e. (A.21)
ij kk ij ij

La primera componente se denomina tensor esférico o volumétrico y la

segunda tensor desviador de deformaciones

Los valores principales del tensor desviador de deformaciones e, S¢

obtienen de la siguiente ecuacién caracteristica :
©) -J @)+ e J; =0 (A.22)

Donde J;, J; y J; son los invariantes del tensor desviador de

deformaciones € y se calculan como:
ij

1 =3¢, e, ' (A.23)
2 ij i \

1

13 = (1/3) €« & Sl

\
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APENDICE B

TENSIONES

B.1. VECTOR TENSION

El vector de tension 31 en una superficic S en un punto Q se define

como.

9
= I | ®.1)

._)
Donde P es el vector de fuerza actuante. Ver Fig. B.1

El vector 31 puede descomponerse en dos vectores componentes: uno segin
la direccién de la normal 3“ y otro coincidente con el plano S 3]‘. Ver Fig.
B.1.



-296- Apéndice B

Fig.B.1 Vector tensiénen una superficie S
B=3,+3, (B.2)

pl_ = IIG[[" ni + "O-u" ti (B3)

i
Donde:

"Gll“ : Médulode la tensién normal
lo,| : Médulode la tensién normal
n.  : Versor normal al plano S

i
n Versor tangente al plano S

B.2, TENSOR DE TENSIONES

El estado de tensién en un punto puede ser representado por los vectores
tensién actuantes en tres planos ortogonales que pasen por ese puntc. En cada
plano, cada vector tensién puede ser descompuesto en fres componentes : una
segin la normal al plano y otras dos componentes tangentes segin las

direcciones de las normales a los otros dos planos. Ver Fig.B.2,
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302

3/__..—«.6‘21
0,

2

6
032 .
O
0w | 913 -

Gy3 X,

Fig.B.2 Estado de tensiones en un punto

)
il 12 13

) 2 — 4 Ve ~ 1
P, =106, Gy Gy (B.4)
35 = Gy 93 9y J

Resultan asi nueve componentes de tensidén que dan lugar al tensor de

tensiones G
3

g o
11 12 13

o.=10, Opn 9y (B.5)

0-31 0-32 033

El tensor . se denomina tensor de tensiones de Cauchy, estd referido a
1)

la configuracién deformada y es simétrico.
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Para algunas aplicaciones resulta mds cémodo trabajar con la parte
simétrica del tensor de tensiones y se define el siguiente vector que

representa el estado tensional:

rGn

o
22

o
33

O = A > (B.6)

012

023

3. U NUN LA 2
TETRARYNRO) DE CAUCHY

Sustituyendo las componentes de tensién en la ecuacién de equilibrio de

un prisma de F© T 7 se obtiene :
p =0 n (B.7)
Donde los n, son los cosenos directores de la normal al plano.

Si x y x’ son dos sistemas cartesianos relacionados por la
1 1

transformacién de coordenadas:
x’=1 x |, (B.8)

donde 1. = cos (x;,xj), entonces los tensores de tensién en ambos
ij

sistemas de coordenadas estdn relacionados por la sisiguiente ecuacién :

=1 1o0 (B.9)
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A%

Fig.B.3 Tetraedro de Cauchy

B.4. DIRECCIONES PRINCIPALES DE TENSION
INVARIANTES DEL TENSOR DE TENSIONES
[Malvern 1969, Desai 1984, Chen 1982, Oller 1988]

Para un punto de un sdlido existen infinitos vectores de tensién
asociados a los infinitos planos que pasan por ese punio. Interesan, en
particular, aquellos planos para los cuales la tension normal es mdaxima. Esos
planos se denominan planos principales y las direcciones de sus normales
direcciones principales. El vector tensidon es normal a dichos planos o sea

que las componenetes tangenciales son nulas. Se puede plantear entonces:

oij n = c n (B.10)
(., -6 8 )n =0 (B.11)
iJ 1 3

Para que este sistema tenga soluci6n distinta de la trivial debe ser :

dei(o,, - o 8) =0 (B.12)
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Esto conduce a una ecuacién caracteristica de la forma:
(¢ - I (') + L o - I[,=0 - (B.13)

Se puede probar que esta ecuacién tiene tres raices reales 01202203‘
Reemplazando esos valores en la ecuacién (B.11), se obtienen las direcciones

de las normales a los tres planos principales.

Il, 12 e 13 se denominan invariantes de tension y se calculan de la

siguiente manera:
(I=0 +0_+ 0, = t(c)
1 11 22 13 ij

2 2
{1 G606 +0606 400 -0 -0 -G (B.14)
2 11 22 11 33 22 133 12 23 13

I = dct(oij)

El tensor : tensi s ©_ puede ser expresado como la suma de un tensor
1

hidrostdtico o esférico o d_ y de un tensor desviador de tensiones S..
m i i

c.=06 O + S, B )
i m ij ij

De Ila misma forma que antes se puede 1contrar la ecuacidn

caracteristica del tensor desviador de tensiones :
Y -1 SV +1 s -1 =0 (B.16)

Donde Jl, J2 y J3 son invariantes del tensor desviador de tensién y se

calculan del siguiente modo:
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g
]

(1/2) Sij Sij (B.17)

LJ3 = (1/3) Sij Sjk Ski

B.6. INTERPRETACION DE LOS INVARIANTES DE TENSION

Existen  distintas interpretaciones fisicas y  geométricas de los

invariantes de tension.
B.6.1. TENSIONES OCTAEDRICAS
Se denomina plano octaédrico a un plano que forma dngulos idénticos con
las tres direcciones principales de tensién. Se puede demostrar que la
tensién normal en ese plano, que se denomina tension normal octaédrica, vale:
6 =0 =1/3 (B.18)
m 1

oct

y la tensién tangencial que se denomina tensionde corte octaédrica:
1n
T =(2/31)) (B.19)
oct 2

La direccién de la tensién de corte octaédrica esta dada por el dngulo

de similaridad de Lode 6 definido por :
sin 30 = {27, / rjd (B.20)
Ver Fig.B.4.
B.6.2. TENSIONES MEDIAS

Si se considera un elemento esférico infinitesimal de volumen, el valor

medio de las tensiones normales sobre la superficie de la esfera vale :
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G = Il/3 4 (B.21)

y el valor medio de las tensiones tangenciales :

T =[5 T (B.22)

7" EJE wiDROSTATICO 0:-0-0
(I

PLANO OCTAEDRICO U1+ UZ+(_J—: CTE
— g ' ’

Fig.B.4 Espacio de tensiones de High Westergard

B.6.3. INTERPRETACION GEOMETRICA

La representacién geométrica mds simple del estado de tensiones en un
punto consiste en considerar las tres tensiones principales G, G, y O, como
coordenadas de un punto en un espacio tridimensional de tensiones que se

denomina espacio de tensiones de High - Westergard. Ver Fig. B4 .

Se denomina eje hidrostdtico al eje que forma iguales dngulos con los

ejes 1, 2 y 3 cuya ecuaciénes :
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O =0 =0 (B.23)

Cualquier punto sobre esta diagonal corresponde a un estado de tensiéon

hidrostética puro.

Los planos perpendiculares a este eje se denominan planos desviadores o

planos octaédricos y estdn definidos por la ecuacién :
G, + G, + G, = constante (B.24)
El plano desviador que pasa por el origen (0’1+0'2+(53=0) se denomina plano

m. Los puntos de tensién sobre el plano m corresponden a estados de corte

puro.

—
El vector OP que representa el estado de tensién de un punto puede ser

descompuesto en dos componentes : una OQ segin el eje hidrostitico y una QP

perpendicular al mismo contenida en un plano desviador. Ver Fig. B.5

OP = 00 + QP | (B.25)

Se puede demostrar que :
j0d) =t =1/3= o, 5o (5.26)

QB =p = |2 1 | (B.27)

—— —
OQ representa la parte hidrostdtica del estado de tension y QP la parte
desviadora de dicho estado. Es por ello, que los planos perpendiculares al

eje hidrostitico se denominan planos desviadores.
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A o

P(GC,0,)
P

2N\

e
e
-~ EJE HIDROSTATICO

Ao, 7
.//
7 %
.N’

2
| PLANO HERID. TRACC.

PLANO MERID. COMR

o SN

X 6-=-T/6
; ‘9’:0
8.-T/6

-0Cm

Fig.B.6. Sistema de Cordenadas Cilindricas de High Westergard
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En la Fig.B.6 puede observarse que los invariantes 11’ J2 y 13 permiten

ubicar un punto de tensiénen el espacio de High - Westergard:

o El primer invariante fija la posicién del plano octaédirco (E).

¢ El segundo invariante fija la distancia al eje hidrostatico (p).

e El tercer invariante permite definir la tercera coordenada del sisterna
cilindrico de High - Westergard y suele representarse mediante el
dngulo de similaridad de Lode 0. Ver Fig. B.6.

En la Fig.B.6 se indican los denominados planos meridianos de traccion 'y
compresion que son planos que contienen al eje hidrostdtico y para los cuales

0 = -m/6 y 0 = 1/6 respectivamente.

B.7. EVALUACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES

La evaluacién de las raices de las ecuaciones (B.13) 6 (B.16) para la
determinacién de las tensiones principales no es simple. La solucién se logra
observando la similitud con una ecuacién trigonométrica en sen® que da los

siguientes resultados para las tensiones principales:

g, 9] .
i m sen (0+2n/3)
02 L, = Gm L+ 2 |J2/3 sen 9 (B28)
5, o sen (O+47/3) |
\ J \ J )
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APENDICE C

BASES TERMODINAMICAS

C.1. INTRODIN_CCION

Las leyes bdsicas de la .crmodindmica proveen un fundamento fisico-

mat. dtico al modelo que se presenta en esta Tesis.

C.2. PRIMERA T¥V DE LA TERMODINAMICA

La Primera Ley de la Termodindmica relaciona el trabdjo realizado sobre
un sistema y el calor entregado al mismo con el cambio de energfa del
sistema. Postula el balance de energia, exigiendo la conservacion de la
energia total del sistema. En otras palabras, relaciona la potencia mecdnica

introducida al sistema Py la potencia no mecénica o cantidad de calor
Hi

propio Q existente en el sélido con el cambio de energia global W que
prop

éste experimenta,
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Este principio parte de la hipétesis de que existen:
a) Una cantidad de calor propio mep y
b) Una cantidad de energfa global W resultante de la variable de estado w
denominada densidad de energia interna,

tales que:

t prop in
v

Donde:
m: masa volumétrica o densidad aparente

t: tiempo

m = M/V- (C.2)

M: masa del sélido
V: volumen del soélido

La potencia mecdnica introducida P. t vale:
in

P :§ v dS+Jm b v dV (C.3)
mn s 1 1 q 1 1

Donde:

t: Fuerzas de superficie

b

o Fuerzas de volumen
S : Superficie que envuelve al sélido
v Campo de velocidades

Si t=cte o t es mucho mayor que el periodo fundamental del cuerpo, se
tiene un problema cuasiestdtico donde el campo de velocidades se transforma
en el incremento temporal del campo de desplazamientos y la potencia

introducida en incremento temporal del trabajo introducido.

Las fuerzas superficiales pueden calcularse como:
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t = O n, (C‘i)

Donde ©_ es el tensor de tensiones de Cauchy y n. el vector normal a la
1j J

superficie.

Por el teorema de la divergencia se puede transformar Ia integral de

superficie de la ec.(C.3) en una integral de volumen como sigue:

a0 ov,
P = vi_ i mbl|+0 3%
i ij o%

in i -
9%, I

dv (C.5)

\4

Donde el término que estd entre paréntesis puede calcularse mediante la

ccuacion de movimiento de Cauchy como:

do.,, av._ -’
Jo4 H = _ 1! (O
X, + m bi m En LUy

]

Para aceleracién nula, dv/ot=0, la ecuacién anterior se convierte en Ia
1

ecuacion de equilibrio de Cauchy:

Jdo .
ij -0 akea
———axj + f}, 0 (L27)

Donde f=m b, es la fuerza por unidad de volumen.

Sustituyendo la ec.(C.6) en la ec.(C.5), se obtiene:

av. av, 3 ‘lm av, v
o= _1 Y- ._1. = =1 V.V, _ G 1 ¢ g
P Vi 4 O gl dV stz TV [dV] Oy o (C.9)
J j






Bases Termodindmicas 311

_ aq. av,
mw=mr—(—B—X—'+0ij-5;l (C.13)
i j
Donde ademds:
av.
i 3 i Lij Gij Dij (Sij Qij (C.14)
j e
Donde :

Lij es el gradiente espacial de velocidad que puede descomponerse en un

tensor simétrico D 2 o velocidad de deformacién y en un tensor antimétrico
ij

Qij o tensor de spin. El producto de Qi, por el tensor simétrico O es
1 1
idénticamente nulo. :
La ec.(C.13) resulta entonces:
aq.
v = -t 3 O
mw=mr-g-+% Dij (C.15)

C.3. SEGUNDA LEY DE LA TERMODINAMICA

El segundo principio de la termodindmica postula el balance de la

entropia. BEn termodindmica se define la enfropfa como una funcién de estado

relacionada con la transfrenecia de calor. Para un proceso reversible, se

define la entropla especifica o entropfa por unidad de masa, T, como:

in=gdg = Si;f]dt=fi;gdt (C.16)

ey

Donde q es flujo de calor por conduccién y © un campo escalar que

representa una medida de la temperatura local absoluta. La enmropia total
estd dada por:

Zpara pequedias deformaciones D es igual a la derivada temporal del tensor de deformaciones €,
1) 1
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7 = j m 1 dv (C.17)

\%

Una de las formas de expresar el segundo principio de la termodindmica
es a través de la desigualdad de Clasius-Duhem. El mismo establece el cambio

de la produccién interna de entropia interna debe ser mayor o igual que el

cambio de entropia introducida ¥. . Esto es:
m

d
a ¥ 2 g (C.18)
La entropfa introducida al sistema se calcula como:
S [y - ds (C.17)
SETRE en
De modo que la ec.(C.18) puede escribirse como:
d fonave [Mav- g5 gs (C.18)
g jmnav= g o g n
v v N

Esta ultima integral es la forma integral de la desigualdad de Clasius -

Duhem. Aplicando el teorema de Green se puede obtener la siguiente forma

local:
8
r 1 %9 1
N2 e K, _e“q]ax (€20
6
15]
_ r1 %Y 1 a0

Donde & es la disipacion local por unidad de masa o produccidn interna

de entropla por unidad de masa.
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Combinando la ec.(C.21) con la forma Euleriana del primer principio de

la termodinamica, resulta:

C.
D 1y (C.22)
m mb qi ax. ’

1

E:Bﬁ-\;v+

Para procesos termo-mecdnicos desacoplados, donde el problema térmico
estd desacoplado del problema mecédnico, se puede exigir el cumplimiento

independiente de las siguientes desigualdades:

{ (C.23)

La primera de estas ecuaciones se conoce como desigualdad de Clasius -

f.n yla Lo el ¢ o 1ye acia el

En la mecdnica del continuo, la desigualdad de Clasius-Duhem, que 3
satisfacerse para cualquier proceso posible, impone restricciones en la forma

ecuaciones constitutivas.

C4.1 LACION E C BBS

La termodindmica del continuo supone que la energia interna local por
unidad de masa queda determinada por el estado termodindmico y especificada
mediante n variables termodindmicas de subestado : Vo Vo e VY la
entropla especifica 1. Esto es :

w = w(1,V.X) (C.24)

Esta ecuacién se denomina ecuacion caldrica de estado. En la misma x es
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la posiciénde la particula en el tiempo t.

La temperatura termodindmica se define como:

_ |ow
0 = [gﬁ] | (C.25)
V=cte

y las tensiones termodindmicast, como:
j

T = [3v (C.26)
. TM=cte ‘

Para cada cambio de estado de una particula X se obtiene:
dw = 06 dn + 'cj dvj , (C.27)

Esta es una generalizacién de la ecuacién de Gibbs quien consideré como

tnica variable termodindmica al volumen especifico.

C.5. POTENCIALES TERMODINAMICOS

Suponiendo la existencia de una ecuacion caldrica de estado, se pueden

definir los siguientes cuatro potenciaies:

e Energia interna: w
Variables independientes: v,y

e Densidad de energia libre de Helmholtz: ¥

Es la parte de la energia aprovechable para realizar trabajo a volumen

constante y se define como:
Y=w-18 (C.28)

Variables independientes: 6 y nj
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e Entalpia o contenido de calor: h
Es la parte de la energia interna que puede disiparse en forma de

calor cuando las tensiones termodindmicas s¢ mantienen constantes y se

calcula como:

h=w- TV, (C.29)

Variables internas: 6 y T,

e Entalpla libre o funcionde Gibbs: g

Se define como:
g=h-n0="¥-1v | (C.30)

El estado termodindmico puede variar hipotéticamente como consecuencia

de la variaciéonde uno o mds potenciales:

dw=6dn+rjdvj

d¥ = -1 d6 + rj dvj (C.3D)
dh=9dn—vjdrj

dg = -1 df - v, de

C.6. EXPRESIONES DEL PRIMER Y SEGUNDO PRINCIPIO
DE LA TERMODINAMICA EN FUNCION DE LA ENERGIA LIBRE

La ecuacién de conservacién de la energfa, expresada en términos de la

energia libre, resulta:

. aq, : .
m‘{’::(rijDij+mr——é~X—.~mnB-mn9 (C.32)

1

y la desigualdad de Clasius-Duhem, resulta:
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g g 10 g (C.33)

Existen distintas formas de expresar la energfa libre. En esta Tesis se
utiliza la siguiente [Oller 1989]:

¥ = Y("0;0;P) (C.34)

Donde €° es el tensor de deformaciones eldsticas, 6 la temperatura

absoluta, o un conjunto de variables de estado plésticas y P otro conjunto de

variables internas, por ejemplo las asociadas con la degradaciénde rigidez.

La wvariacién temporal de la energia libre se puede escribir entonces

como:

8V - 8

e
oe2

. -
¥ = a +5[T[3i | (C.35)

1 i

e +—6—6+

Reemplazando en la ecuaciénde ia disipacién, ec.(C.33), se obtiene:

6

ij ij BeS  ij >0 (C36)

Para el caso de pequefios desplazamientos, en la expresién anterior se

puede reemplazar el tensor tasa de deformacién Di, por el incremento temporal
j

del tensor de deformaciones e. Por otro lado, la potencia deformativa puede
i
considerarse como compuesta por dos partes, una eldstica y otra pldstica, a
tfravés de una descomposicién aditiva del tensor de deformaciones €. en una
Y

parte eldstica e':j y otra parte pldstica e‘i’ . Resulta entonces:
J
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ad l ‘e alP . 'p 6\{! . . a\f/ . 1 66
g -m £ . : c.£& . - - il
i gee |y - M™Ee™ 0+ 9 - Mg - Mag Bi pdax >0 (C.37)

Esta es la forma local de la desigualdad de Clasius-Duhem. Sobre esta

desigualdad se puede hacer las siguientes consideraciones:

. )

1) Como Eij y © representan variaciones temporales arbitrarias de las
variables libres, para garantizar el cumplimiento de la desigualdad de
Claisu-Duhem, para un dado estado termodindmico, sus multiplicadores deben

ser idénticamente nulos. De allf surge que:

r

oW

a) Gij = M ey

) Y | (C.38)
W

byn=- 5

Estas expresiones, obtenidas por Coleman, pueden interpretarse como las
relaciones constitutivas més generales compatibles con el segundo principio

de la termodindamica.

2) Ademds, para problemas termomecdnicos desacoplados se exige el

cumplimiento, en forma independiente, de las siguientese desigualdades:

=P, i g = Lo .
& . disip. pldstica 5'3: otros términos disip.
m :

f L - )
- P v a¥
= = 0'“8 - — - >
2) 5 i3 " Mao MaB; Bi =0
{ i i (C.39)
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Las ecuaciones (C.38) constituyen un conjunto de ecuaciones constituivas
termomecdnicas (relaciones de Coleman) para el material. Un material cuya
energia libre es independiente de las wvariables o y [, es un material
eldstico. Para ese material, las relaciones de Coleman son suficientes y las
desigualdad (C.39a) se satisface trivialmente. Sin embargo, para la mayoria
de los materiales, la energia libre depende de variables internas y entonces,
la desigualdad (C.39a) actia como una restriccion en las ecuaciones

constitutivas.
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APENDICE D

MODELOS ELASTOPLASTICOS CLASICOS

D.1. INTRODUCCION

En la fig.D.1 se muestra 1a curva de comportamiento uniaxial de un punto
correspondiente 2 un material elastopldstico ideal. Al comienzo muestra una
zona lineal eldstica hasta el punto A lamado, limite de proporcionalidad. A
partir de €I, se inicia una etapa eldstica no lineal hasta alcanzar el punto
A’ denominado Ilfmite de elasticidad. Seguidamente comienza un perfodo elasto-
pldstico con rigidez tangente decreciente debido a los mecanismos ineldsticos
irreversibles. Si durante esta etapa se descarga, se observa que sélo se
recupera una parte € (deformacién eldstica) de la deformacion total e,
quedando una parte remanente, no recuperable, que recibe el nombre de

deformacidn pldstica €’

Dentro de la zona elasto-pldstica se distinguen tres regiones :
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- Una zona donde hay crecimiento de la tensién (A’-C) que se denomina
zona elasto-pldstica con endurecimiento.

- Una zona sin cambio de tensiones (C-D) que se denomina zona
perfectamente pldstica o pldsticacon endurecimiento nulo.

- Una zona donde la tensién decrece bajo crecimiento sostenido de Ia
deformacion (D-E) que se denomina zona elasto-pldstica  con

ablandamiento.

La teorfa de la elasticidad simula el comportamiento dentro del rango
eldstico. La teoria de la plasticidad permite simular el fenémeno de
irreversibilidad de las deformaciones que induce a un comportamiento

energético no conservativo dependiente del camino recorrido.

E
4 r
£
Zona Zona Zona Zona Plast. con Abland.
Elastica Plast, con Perif.
o ‘L‘Elqst _JPlet; "
== Lt ] |

Fig.D.1 Comportamiento uniaxial de un material elastopldstico
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En este apéndice se presentan los principios y elementos fundamentales
de los modelos -elastopldsticos cldsicos, modelos cuya estructura matemdtica

se utiliza como base en el modelo constitutivo propuesto en esta Tesis.

D.2. MODELOS ELASTICOS [Desai 1984, Chen 1982, Malvern 1969, Oller 1988]

La forma general de los modelos eldsticos, para pequefias deformaciones y

desplazamientos es la siguiente:
g =C & : (D.1)
Donde C:‘rs es el tensor constitutivo secante.
)

La ecuacién (D.1) involucra 81  coeficientes que se reducen a 36 si se
considera la simetrfa de los tensores de tensién y deformacién. Si se usa las
formas vectoriales de los tensores de tensiébn y deformacion, el tensor

secante puede representarse mediante una matriz C* de 6x6 tal que:
c=Cc¢ (D.2)

Se puede probar que la existencia de una funcién de potencial eldstico o

funciénde energia de deformaciéon W tal que :

c = , (D.3)

implica la simetrfa de la matriz C° reduciendo el ndimero de constantes
de 36 a 21.

El grupo de simetrfa material o grupo isotrdpico de un material es aquel
que deja las ecuaciones constitutivas invariantes. Para materiales que
presentan un plano de simetrfa material el ndmero de constantes se reduce a
13 , para materiales con tres planos de simetria el nimero de constantes se

reduce a 9 y para materiales isdtroposel nimero de constantes es 2.
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D.2.1. ORTOTROPIA

En el caso de simetria ortotrépica (tres planos de simetrfa) el niimero
de constantes se reduce a 9 y la inversa de la matriz secante tiene la

siguiente forma:

1 Vy \Y
S 0 0
—E: Ey y
Y 1 Y
-5 | ~-E O 0 0
X y z
vxz Vyz 1
. |"x® "%E ® 0 0
C = 2 (D.4)
1
0 0 0 &— 0 0
xy
0 0 0 0 f(lr— 0
yZ
i
0 0 0 0 O

Donde E, Ey y Ez son los mddulos de elasticidad en la tres direcciones
X
principales de ortotropfa, v, v, v, v, v 'y v los mddulos de
Xy yx vz zy XZ zX
Poison 'y ny, GyZ y sz los mddulos eldsticos transversales correspondientes.

Para que la matriz definida en la ecuvacién (D.4) sea simétrica deben
cumplirse las siguientes relaciones entre los mddulos de Poison y los mddulos

eldsticos longitudinales:



Teorfas de la Elasticidad y Plasticidad Cldsicas 323

( \Y A%
yx Xy
B, E,
VZX VXZ
Vv \Y
zy Yz
"E 7 E

Esto reduce a 9 el nimero de constantes independientes que intervienen
en la definicidon del tensor de rigidez secante. Ademds, se puede tomar como

aproximacion [Ofiate 1992}:

1 1+vyx 1+ny
‘G;“_Ey——+——1«;—
1 1 +v 1 +v
= zx+ XZ 6)
*—G; _’Ey— ~E,
1 1 +v 1 +v
— g yz
sz E Ey
\

Invirtiendo - ™ 4) resulta:
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;
( E(-14v v ) E(v+vv) E( +v v)
X yz zy _ X yx yz zx _ X zX yx zy 0 0
D
E(v +v v ) E(1+v v ) E(v +v. v )
_ y xy XZ zy y Xz IX oy Xy IX 0 0 0
D D D
C= E(v +v v ) E(v+vv) E(I+v v)
=l Z Xz Xy yz _ Z yz XZ yX 2, Xy yx O 0 O
D D D
0 0 0 ny 0 O
0 : 0 0 0 GyZ 0
0 0 . 0 0 0 G
! X
Donde:
D=-1+vyvVv +vyv +vvv +VVYV +VYy
Xy yx Xz Ix Xz YX zy yz zy
Para el caso del estado plano de deformacidn ( e, =", =",
¢
-
E(l+v v ) E(v +v v )
[ R X yz zy _ X yx yz zX 0 r— 3\
OX D D ex
o) €
vyt ) Ey /xy+vuvz} ( +v“vu) 0 {18
D D
"ny ’ny
\ J O O G \ J
§ Y
Y
E(v +v v ) Ez(v +V V)
= —7bp & —Dp %
Para el caso del estado plano de tensiones ( o,=T,=7T,

trabaja con:

(D.7)

(D.9)
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- -
E E
F . Voo 0
o VVix y v, v, €
{9 ¢t= y Ey E . 18 b (D.11)
yx (I—V V) (I-V )
T xy yx vy Y
L) | L)
0 0 G
xy
Y
g =-V € - vyz ey (D.12)
D.2.2. ISOTROPIA
de isotrop el n nero « constantes se reduce a dos " la

matriz constitutiva resulta simétrica adn sin suponer la existencia de una
f P on e~ 7 ecuacién constitutiva tiene en este caso la

sigutente forma :

o, £, Sij + €, (
W]
o.=Ke 0. +2Ge, (D. 1«
ij kk ij ij
Donde :
E
G=y = E
=} = WIEOR (D.16)

A y p son las constantes de Lamé, K el mddulo de dilatacion volumétrica
G el mddulo eldstico transversal, E el mddulo eldstico longitudinal y v el

coeficiente de Poisson.

La condicién de definida positiva de la energia de deformacién impone

las siguientes restricciones en los médulos eldstic  isotrépicos :
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K >0 E>0
G>0 | -1<v<05

Para el caso v = 0.5 (I/K = 0) sé tiene un material incompresible.

Para el caso del estado plano de deformacién se tiene:

rox\ [1-v v 0 rex\
lo = E M v 0 lel
y +v)(1I-2v y
1-2v
0
K ’ Z] ™)
Y
E(l-v
o h“Tﬂ—')_TJ,\;( -)v (e +¢e )
ATV TS
Para el caso del estado plano de tensiones se trabaja con
0; 1 v o] | €
1 OV = E v 1 0 4 Ey -
(1-v%) |
-V
0 —5—
. tny ’ L YXYJ
Y

1
€ = - 1y (z—:x+ey)

Para el caso de simetria axial ( Tg=Tg=Tg =Yg = 0) se tiene:

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)

(D.21)
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D.3.2. CRITERIO DE DISCONTINUIDAD
PARA MATERJIALES FRICCIONALES
O CRITERIO DE FLUENCIA PLASTICA PARA METALES

En forma general, se puede definir el limite de discontinuidad a través
de una funcion escalar que depende del estado de tension GU y de un grupo de

variables internas pldsticasoL..
F (Gij(t),(l(t)) =0 (D.23)

Donde:
oij(t) : Tensor de tensiones actual

o(t) : Conjunto de variables internas plasticas en el estado actual

\T
o) = {K(t), n(), e’(©) } ‘ (D.24)

K(t) : Variable de endurecimiento pldstico isotropico
1(t) : Variable de endurecimiento plastico cinemitico
e’(t): Tensor de deformacidn pldstica

El comportamiento de un punto en un instante cualquiera t queda definido

de la siguiente manera;

e El comportamiento es eldstico antes de que se alcance el limite de

discontinuidad :
F(Gij(t)’a(t)) <0 (D.25)

o cuando hay descarga:

- dF aF
F-é-c—y-i}crij+-3—d—iai<0 (D.26)

e El proceso de deformacién es elasto-pldstico cuando hay carga :
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Fo0.00) =0y F= s+ 4 =0 (D.27)

Esto resulta mds ficil de interpretar cuando F(o, ,x) se entiende como

1] .
una superficie en el espacio de tensiones.. Para materiales is6tropos se puede
representar como una superficie en el espacio de tensiones principales : G,

G, O, ,pero, en general, es una hipersuperficie en un espacio de nueve
dimensiones. En la Fig.D.2 se ha representado esquemdaticamente una Ssuperficie

de fluencia o carga.

d G;; (CARGA NEUTRA)

dF/dG;
= CARGA

RGA

SUPERFICIE DE FLUENCIA

Fe0
ELASTICO F=0

Fig.D.2 Representacién esquemdtica de la superficie de fluencia

Para materiales con endurecimiento, si doij estd dirigido hacia adentro
de la superficie se trata de una descarga y sélo hay deformaciones
eldsticas. Si dcrij estd dirigido hacia afuera se trata de un proceso de carga
y ocurren deformaciones eldsticas y pldsticas. Si doij esti en el plano

tangente se trata de una carga neutra y sélo ocurren deformaciones eldsticas.

Para materiales perfectamente pldsticos, si el vector do,. estd
ij
dirigido hacia adentro de la superficie se trata de una descarga y las
deformaciones son eldsticas. En el caso de carga, el vector doi, no puede
- j

salir  de la superficie (en este caso superficie de fluencia) porque
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ésta es fija en el espacio de tensiones y debe ser tangente a la

superficie, o sea que ocurre flujo pldstico cuando ;

- P OF & o
Flo®) =0 y F= 5. o, =0 (D.28)

Para materiales isé6tropos, el comportamiento del material es idéntico en
todas las direcciones por lo que el criterio de fluencia o discontinuidad
puede expresarse en términos de las tensiones principales G, 0,y G, 0 de
cualquier conjunto de invariantes linealmente independientes, del tensor de

tensiones o de su desviador.

Estudios experimentales muestran que la influencia de la presién
hidrostdtica en la deformacién pldstica de materiales no porosos como los
metales es despreciable. Eso asegura que la deformacién volumétrica serd
siempre eldstica. Para el caso particolar de materiales metdlicos isétropos

el criterio de fluencia pléstico se reduce a :
F(]Z,Ja,(x) =0 (D.29)

Para materiales friccionales, en cambio, la resistencia crece con el
aumento de las fuerzas de rozamiento interno que a su vez estdn influenciadas
por la presién hidrostdtica (Il). Tanto el hormigén como los geomateriales
presentan esa caracteristica y por lo tanto, en esos casos, el criterio de

discontinuidad debe tomar la forma :

F(Il’]z’la’a) =0 (D.30)
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D.3.3. COMPORTAMIENTO MAS ALLA DEL LIMITE ELASTICO
D.3.3.1. Descomposicion de las Deformaciones

La teorfa incremental de la plasticidad cldsica sin degradacion de
rigidez descompone la deformacién total en una parte eldstica y otra parte
pldstica :

. ) ) a . X
e =¢ +¢&f =(° G, + e

1j ij ij ijkl  k ij (D'Sl)

D.3.3.2. Regla del Flujo

Se define una regla de flujo generalizada que considera el incremento de
deformacién pldstica temporal como una variable interna tensorial cuya regla

de evoluciénestd dada por :
(D.32)

Donde :

A . Pardmetro de consistencia pldstica

G : Funciénde potencial pldstico

Esta regla establece que € estd dirigido segin la normal a la
ij
superficie de potencial plastico. Cuando, en particular, se adopta como

superficie de potencial pldstico a la superficie de fluencia ,se tiene :

G=F < (D.33)
. . oF(c_,0)
e':j =1 __;9-6‘-“-—— (D.34)

Y se habla de una regla de flujo asociada a la superficie de fluencia.

En caso contrario, se trata de una regla de flujo no asociada a la superficie



-332- Apéndice D

de fluencia. El hormigén y los geomateriales, en general, necesitan una regla

del flujo no asociada para describir su comportamiento
D.3.3.3. Superficie de Carga Plistica

El limite entre la =zona eldstica y la zona plistica se establece
mediante una superficie de fluencia o superficie de discontinuidad y a partir
de allf esta superficie adquiere movilidad en el espacio de tensiones, a
medida que evoluciona el proceso elasto-pldstico, convirtiéndose en la
llamada superficie de carga pldstica. Esta funcién no es otra cosa que la
actualizacion del limite de discontinuidad de acuerdo a la evolucién de las
variables internas plasticas o. El fenémeno que gobierna el cambio de
posicibn y forma en el espacio de tensiones se denomina endurecimiento

pldstico.

El endurecimiento puede ser de distintos tipos : isotrdpico, cinemdtico

o0 mixto.
ENDURECIMIENTO ISOTROPICO

Se tiene endurecimiento isotrdpico cuando la superficie de carga cambia
su tamaifio sin cambiar su forma, posicién ni orientacién. Puede ser, a su vez,
positivo, cuando hay endurecimiento, nulo cuando el material es perfectamente

pldstico o negativo cuando hay ablandamiento.

Este movimiento puede ser controlado por la funcion de endurecimiento

plastico K(x) que depende de la variable de endurecimiento pldstico K.
Una forma simple de expresar la funciénde carga pléstica es
F (Gij,oc) = f(crij) - K(x) =0 (D.35)
donde f es una funcién escalar homogénea de primer orden en las

componentes de o, lo cual permite asociar la funcién de endurecimiento
ij

plastico K(k) con una ftensién uniaxial equivalente o(x).
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La wvariable de endurecimiento pldstico varia segin la siguiente ley

explicita de evolucién:

. . . 6G(Ukl,(x)

€ =k H (0,0 =4 [ h Kij(cskl,oo —55— ] (D.36)
. -
K = hK,,(le’O‘) eij (D.37)

]

Donde hK (okl,(x) es un tensor de segundo orden que, en el caso mds
ij
simple, puede tomarse :

|
Q

h Ki,(le’a) = (D.38)

)
En ese caso particular, resulta la variable de endurecimiento pléstico

igual al incremento temporal de trabajo plastico :

(D.39)

k=W =0 ¢
1 1)

ENDURECIMIENTO CINEMATICO

Se tiene endurecimiento cinemdtico cuando la superficie de carga se
traslada en el espacio de tensiones sin cambiar su forma, tamafio ni
orientacién.

El movimiento de traslacion de la superficie de carga pldstica es
controlado por la variable interna de endurecimiento pldstico
cinemdtico n, que define el movimiento del centro de la misma.

F(s,00 = flo,M) - K =0 (D.40)

La regla de evolucién de n, esta dada por :

n. = B. « | (D.41)
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Donde B es un tensor que define la direccién del movimiento.
1

Prager y Melan propusieron una ecuacién aiin mas simple :

N =c,_ € (D.42)

que define un endurecimiento lineal en el que c . es un escalar. En ese

caso la superficie se traslada seginla normal a la misma.

Ziegler demostré que cuando algunas componentes de tensién se anulan,
por ejemplo para estados planos esta condicién no se cumple y propuso como

regla de evolucién:
. . ) ’
l!ij - B (Gij l!ij) (D l3)

donde P es un escalar positivo caracteristico de un cada material
ENDURECIMIENTO MIXTO

Se tiene endurecimiento mixto cuando la superficie cambia su tamaiio y
simultdneamente se traslada en el espacio de tensiones. En este caso general,

la funciénde carga pldstica se puede escribir como :
F(o,a) = flo, 1) - K<) = 0 (D.44)
D.3.4. RELACION TENSION-DEFORMACION GENERALIZADA

Durante la carga pléstica debe cumplirse que :

_ . oF oF . _
F(O’ij(t),K(t)) =0 y F= 6—0; O, * 3¢ K= 0 (D.45)

condiciones que constituyen la denominada condicién de consistencia

pldstica.
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Si se sustituye en la ec.(D.45b) la regla del fluyjo dada por las

ec.(D.32) y (D.36) y se relaciona (;ij con los incrementos de deformacién a
través de la ec. (D.31), se obtiene:

aF s . dF s 8G ld aG
5. Cija B 35~ G 35 = ™ 3% M 5o (D.46)
ij kl 1) 1)
de donde resulta:
ar 3
] 56; Cijkl kI
A = ’BF = (D.47)
3
A+ a5 Cin 3o
ij kl
Donde:
A 2 0 : Pardmetro de consistencia pldstica
y
aF aG
A 5% h K 3G (D.48)
1j i
Sustituyendo este valor de A en la ecuacién :
6. =C (¢ -e)=C |e -25 (D.49)
ij ijk1* kl ki ijkl kl aokl )
se obtiene :
] aG @8F Cs
_ ikl 80, 8G  Twnkl
— 8 - "
Oij - Cijkl €l A+ aF « &G C (D.50)

aoij ijkl BO'H
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Finalmente la ley constitutiva incremental puede escribirse como :

C .
G, = Cep“ € (D.51)
ukl
donde C:P es el tensor elastopldstico tangente y se calcula mediante
ikl
la siguiente expresién:
3 aG  oF C*
ijkl 80 = 80 mnkl
¢ s kl mn
C = C.‘kl - (D.52)
Pl Y A+ E o 9G
6()‘ij ijkl 6le

El segundo término representa la degradacion del material debida al

flujo pléstico.

Notar que si se usa una regla de ..ujo no asociada a =~ sup ‘icie de

fluencia (G # F) el tensor elastopldstico CLP no resulta simétrico.
ijkl

Cuando 8F/. - oo entonces A > yC 5 C°

D.3.35. I'ULA —— STAL__IDAD ___ 1 CKER

Las definiciones de material pldsticamente estable dadas por Drucker no
son mas que una generalizacién al espacio n-dimensional de las conclusiones
que pueden extraerse sobre el trabajo pldstico desarrollado en un proceso

uniaxial causado por por un agente externo.Ver fig.D.3.

Enuncian que un punto de un sélido tiene un comportamiento estable si se

cumple que :

1) Durante la aplicacion de las tensiones, el trabajo realizado por el
agente externo es paositivo.
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2) Durante un ciclo de aplicacion y remocion de las tensiones, el

trabajo realizado por el agente externo es no negativo.

ko Ao
R R-12
I ' l 9
l | |

| l | |

1 l |

I I

| I |
- | I e I | -

e — £ } -
dEP der ¢

Caso estable Caso estable Caso inestable

oe >0 ce >0 0’6 <0
1 1 i 1) 1 1)

Fig.D.3 Materiales pldsticos estables € inestables en el caso de un

estado uniaxial de tensidén

Para enunciar matemdticamente estos postulados, supdngase un material
cuyo estado de tension y deformaciéon actual estd dado por o, y €.
ij ij
respectivamente. Supdngase ahora que un agente externo modifica las tensiones
en G, y las deformaciones en €. Entonces, de acuerdo al primer postulado,
1) 1
la respuesta es estable si se cumple que :

6ij é;j >0 (D.53)
0
o (& + € ) >0 (D.54)

Segin el segundo postulado, se tiene estabilidad en la respuesta

do



-338- Apéndice D

tensién-deformacién si el incremento temporal del trabajo pldstico de segundo

orden es no negativo:

G e >0 (D.55)

Tres consecuencias inmediatas pueden extraerse de los postulados de

Drucker

e La superficie de fluencia inicial y las superficies de carga deben ser

convexas.

e El vector incremento de deformacién pldstica debe ser normal a la
superficie de fluencia o carga : ley de fluyjo asociada a la superficie

de fluencia.

e El incremento de deformacion pldstica es lineal en el incremento de

ot Kan

El cumplimiento de los postulados de Drucker asegura que el tensor

elastopldstico tangente C' definido en ec.(D.52) resulte simétrico y
eP.. 1
ijki

definido positive (material con endurecimiento).

El segundo postulado de Drucker de disipacidn no negativa durante un
ciclo de carga no se aplica a materiales con ablandamiento debido a
inestabilidades materiales locales o reglas de flujo no asociadas. En estos

casos el tensor C‘P pierde su condicion de definido positivo. El no
Pixl

cumplimiento del segundo postulado de Drucker no significa que se trate de un

proceso inestable para todo el sélido. Este postulado serd tomado como una

condicion suficiente de estabilidad global [Bazant 1976, Bazant 1978, Jurina

et al 1977]

El prmczpzo de la mdxima disipacion [Lubliner 1984] que es cldsico en
la teorfa de la plasttcuiad tiene la forma :
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(0,60, 2 0 (D.56)

* N o 5 ®
Donde G, ©s cualquier estado de tensién dentro o sobre la superficie de

fluencia.

El caso unidimensional daria ;

(6-6)” = 0 (D.57)
Esta desigualdad tiene la siguiente interpretacién :

El estado de tension actual o real es mayor (menor) que cualquier estado
de tension alcanzable por una descarga si el incremento temporal de

deformacion pldstica es positivo (negativo).

Las principales consecuencias de la ec.(D.56) son las siguientes :

e En Jas zonas continuas de la superficie de fluencia € es
1

perpendicular a la misma.

e En los vértices € cae dentro del cono formado por las normales.
ij
e La superficie de fluencia es convexa.

Analizando la expresiéon (D.56) resulta obvio que la validez de este

postulado no se limita a materiales con endurecimiento. El dnico

p

ij
dngulo obtuso con el cambio de tensibn en un proceso de descarga.

requerimiento es que la direccion de €, en un proceso de carga forme un
Consecuentemente, la estabilidad en el sentido de postulado de Drucker es una
hipétesis més fuerte que el principio de méxima disipacion pldstica. Se puede

demostrar que la desigualdad de Drucker implica a la ec.(D.56).
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D.3.6. CONDICIONES DE PRAGER

Ademds de los postulados de Drucker, un material elastopldstico debe

satisfacer las siguientes condiciones :

Condicion de continuidad . Supéngase un estado de tensiones o, sobre

la superficie de carga. Un incremento de tensién o, produce carga,
carga neutra o descarga segin hacia dénde estd dirigido : hacia
afuera, tangente o hacia adentro. Para evitar discontinuidades en la
relacién tensi6n-deformaci6n es necesario que la carga neutra no

produzca deformaciones plésticas.

Condicion de unicidad : Esta condicién asegura que para un dado estado
mecédnico del cuerpo y un sistema de incrementos de tensién, las

deformaciones correspondientes son unicas.

Condicion de irreversibilidad : debido a la naturaleza irreversible de
las  deformaciones  pldsticas. El trabajo realizado sobre  estas

deformaciones debe ser positivo.

W =0 ¢ >0 (D.58)
P [ ]

Condicién de consistencia : La carga a partir de un estado pléstico
conduce a otro estado plastico. Esta condici6n exige que la condicion

de fluencia se satisfaga mientras el material esté en estado pldstico.

D.3.7. CONDICIONES DE KUHN-TUCKER EN PLASTICIDAD

Las condiciones de carga-descarga y la condicién de consistencia

plastica
Tucker:

se satisfacen simultdneamenta mediante las condiciones de Kuhn-
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A0

| o0 =0 (D.59)

X F(Gij,oc) =0

\

De estas condiciones puede deducirse que :

e Si F(oij,oc)<0, la condicién de fluencia no se satisface, se desarrolla

un proceso eldstico. De la tercera condicién se deduce que en este

caso A = 0, de donde se deduce que las variables pldsticas, en

particular €7, no evolucionan
ij

e Si A > 0, se deduce, de la tercera condicién, que el proceso debe
satisfacer la condicién de fluencia plastica F(o_,0) o sea que Se
ij

trata de un estado de carga en un proceso elastopléstico.

e Si A = 0, debe ser F(c,0) < 0 que puede representar un estado de
1
carga nula donde F(oi_,a) = (0 6 un proceso de descarga eldstico con
J
Flo o) <0
1y

D.3.8. CRITERIOS CLASICOS DE FLUENCIA O DISCONTINUIDAD

En los dltimos afios se han desarrollado muchos criterios de fluencia o
discontinuidad, algunos de ellos simulan mejor el comportamiento de los
metales, otros son mds adecuados para materiales friccionales. Generalmente,
estos modelos sirven para representar el comportamiento dentro de un cierto

rango. A su vez estos modelos se usan también a veces como criterios de

fractura para materiales frégiles o criterios de falla en general.
A continuacién se presehtan algunos criterios de fluencia clésicos.
D.3.8.1. Criterio de la Mdxima Tension de Traccion (Rankine)

Se utiliza para establecer el Iimite donde se inicia la falla por
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fractura frdgil bajo traccibn en materiales frigiles. Establece que la
fractura se produce cuando la mdxima tensién principal en un punto alcanza el
valor de la mdxima resistencia a traccién uniaxial : 0’;’ “.

G2
Fig.D.4. Criterio de fluencia de Rankine
F(o,0™) = max.o - o0 =0 (D.60)
ij T i T
K0 = K(KO) = 0’;“ (D.61)
F(II,JZ,G,O’;’“) =2V 3]2 cos(0+m) + I] + 3 0’;:“ =0 (D.62)

Este criterio depende de los fres invariantes de tensién Il, ]'2 y 13 y
representa una pirdmide de base triangular en el espacio de tensiones
principales. En la figD.4 se ha representado este criterio segin los planos
meridianos y el plano .

Normalmente, ' este criterio se usa como barrera tensional en traccion
combinado con otros criterios para compresion.
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D.3.8.2. Criterio de la Maxima Tension de Corte de Tresca

Este criterio simula bastante bien la  fluencia de los metales. De

acuerdo al mismo, la  fluencia se alcanza cuando 1la funcién de

max

endurecimiento K’(x ) alcanza la mdxima tension de corte puro : 1
[+

F(o,K) = max.t - K'(x) = 0 (D.63)
6
FOL0K") = [1/3 cosd - K’(k) = 0 (D.64)

Multiplicando por IJ 2/3 la ecuacién anterior se tiene el criterio
expresado en términos de tensién uniaxial efectiva G, lo cual permite usar

como funciénde endurecimiento pldstico o(x) obtenida de un ensayo uniaxial.
F(I,0,6) = 2 jTZ cosd - G(k) = 0 (D.65)

Este criterio depende sélo de dos inavriantes, J2 y Ja’ y representa un
prisma de base hexagonal con eje coincidente con el eje hidrostdtico en el

espacio de tensiones principales. Ver Fig. D.5.

% Ao
. &:;F/E) P(:.\/’Zﬁ G(K)
MERID. DE TR.

o.T/6 Gy

MERID. DE COM,

Fig.D.5 Criterio de fluencia de Tresca



-344- Apéndice D

D.3.8.3. Criterio de Von Mises

De acuerdo a este criterio un material alcanza la fluencia pldstica

cuando la funcién de endurecimiento K (k) alcanza el valor de la mdxima
. o

max

tensionde corte octaédrica t \
oc

F(o,K) = (16)(0,-0)+(0,0)"+(0,0 7] - K(x) = 0 (D.66)
6 .
J, - K*(x) = 0 (D.67)
Donde;
T = j(2/3)12‘ = 42/3 K(¥) (D.68)
B - 6 =0 (D.69)

Este criterio depende de un solo invariante (]2) y representa un
cilindro circular cuyo eje coincide con el eje hidrostitico en el espacio de

tensiones principales. Ver Fig.D.6.

P
©--T/6 2B &
MERID.DE TR
©-T/6
MERID, DE COM . B
VR G

Fig.D.6 Criterio de Fluencia de Von Mises
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Fig.D.7 Criterio de Mohr-Coulomb. Envolvente de falla.

Este criterio puede representarse también como :

[— 0'1—- (')'3 01+ (')'3
F(Gij’c"’ = —2—] + [—2_] T = 0 (D73)
0
I _ _
o, - 2 )-
AP

p-2cvBeos. ¢
t (3+sen ¢)

P': 2¢ Vi cos. ¢

C (3_sen g)

Fig.D.8 Criterio de Fluencia de Mohr-Coulomb
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Este criterio depende de los tres invariantes de tension Ix’ Iyl e
ignora la influencia de la tensién principal intermedia. Representa una
pirdmide de base hexagonal distorsionada y con eje coincidente con el eje
hidrostdtico en el espacio de tensiones principales. Ver Fig.D.8. Es un
modelo apropiado para materiales friccionales porque incorpora la dependencia
de la presién hidrostdtica, sin embargo, su uso como criterio de fluencia

pléstica para hormigén presenta los siguientes inconvenientes :

e No tiene en cuenta la influencia de la tensién principal intermedia,
lo cual significa, por ejemplo, que la ‘méxima tensién en compresion
uniaxial es igual a la mdxima tensién en compresién biaxial. En
hormigén, por ejemplo, estd demostrado experimentalmente que esto no

es cierto,

e Los meridianos de traccion y compresiéon son rectos lo  cual
constituye  una  aproximaciéon muy pobre para altas  presiones
hidrostaticas, donde los meridianos deben ser aproximadamente

paralelos.

e Las secciones sobre planos octaédricos son similares con relaciones
p /p, constantes , dependientes solamente del dngulo de rozamiento
c i

interno ¢.

e La superficic no es suave sino que tiene aristas que dificultan el

andlisis numérico.
D.3.8.5. Criterio de Drucker - Prager

Este criterio es una versién suavizada del criterio de Mohr-Coulomb que
evita las aristas que constituyen un problema numérico cuando se trabaja con
plasticidad asociada. Se obtiene como una modificacién del criterio de Von-

Mises :

FULI00) = a1+ [17- K@ =0 (D.75)
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donde & y K son constantes positivas que permiten ajustar este modelo al

de Mohr Coulomb. Si & = 0 se tiene el criterio de Von Mises.

Este criterio depende de los invariantes I] y 12 y representa un cono
circular con eje coincidente con el eje hidrostitico en el espacio de

tensiones principales. Ver Fig.D.9.
Existen distintas maneras de encontrar las constantes de ajuste o y K :
e Exigiendo que el criterio de Drucker Prager coincida con el de Mohr

Coulomb en los meridianos de traccién mdaxima , resulta un cono

inscripto en la pirdmide de Mohr Coulomb, para el cual :

= 6 c cos ¢ (D.76)
3" (3 + seng)
& = — 2 send (D.77)

13" (3 + seng)

e Exigiendo que el criterio de Drucker Prager coincida con el de Mohr
Coulomb en los meridianos de compresiéon mixima, resulta un cono que

circunscribe a la pirdmide y para el cual:

K = 6 ¢ cos ¢ (D.78)
373 - seng) '

- 2 send
o = (D.79)
3" (3 - sen¢)
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Fig.D.9 Criterio de Fluencia de Drucker-Prager
Entre los principales inconvenientes que presenta la aplicacion de este
criterio como criterio de fluencia pldstica para hormigén y geomateriales en
general se mencionan :
¢ Los meridianos de tracciény compresion méxima son lineas rectas.

e No depende del tercer invariante J3 (secciones octaédricas circulares)

e La relacion entre las resistencias uniaxiales a traccion compresién

sélo depende del angulo de friccién interna.
D.3.8.6. Combinacion de Criterios de Fluencia

Para salvar algunos de los inconvenientes que presenta la aplicacién
de los criterios de fluencia pldstica clésicos al hormigén y a los
geomateriales se suele usar una combinacién de dos 6 mds criterios en

distintas zonas del espacio de tensiones principales.

Un ejemplo tipico de combinacién de criterios es el empleo del criterio

de Rankine como barrera tensional en traccién combinado con los criterios de
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Mohr Coulomb o Drucker Prager.
D.3.9. La Regla del Flujo en Puntos Singulares

La aplicacién de la regla del flujo en puntos singulares de la funcién
de potencial plastico G, es decir en puntos donde las derivadas de G no son

continuas presenta algunos problemas.

Koiter propuso una generalizacién de la regla del flujo para el caso de

tener n superficies de potencial pldstico que concurran a un punto singular :

. )
p_ 1,040 G
e, = ZP A a0, (D.80)
i=1
donde p(i)es un - factor de peso del flujo pldstico correspondiente al
potencial G®, que varfa entre 0 y 1 y sirve para ajustar la regla del flujo

. .
tantc COMOD sea necesario.

Otra forma de lograr un flujo dnico en puntos singulares de la
superficie de potencial pléstico es mediante el método de redondeo de aristas
propuesto por Nayak y Zienkiewicz [1972]. Si el estado de tensiones
corresponde a una arista, entonces aF/ale 0 3(}‘/80kl se evaldan a ambos lados
de la singularidad y se toma un valor promedio. Esto equivale a un redondeo
de aristas. Como ejemplos, si se trabaja con el criterio de Tresca, la
direccién del flujo pldstico en las aristas estd dada por Ia normal al
cilindro de Von Mises que pasa por esa arista, cuando se usa el criterio de
Mohr-Coulomb se usa la direccién de la normal al cono de Drucker-Prager que

pasa por la arista en cuestion.
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APENDICE E
TRATAMIENTO NUMERICO DEL

MODELQ CONSTITUTIVO PROPUESTO

E.l. INTRODUCCION

En la mayoria de los casos, la aplicacion del modelo constitutivo
propuesto no puede hacerse a mano sino que requiere un método de cdlculo
adecuado. En esta Tesis se utiliza como método de cdlculo el mniérodo de

elementos finitos.

En lo que sigue se estudian algunos aspectos fundamentales del
tratamiento numérico de los modelos constitutivos y , en especial, su

implementacién mediante el método de elementos finitos.

Toda la presentacion del método de elementos finitos se hace en forma

matricial (como un conjunto ordenado de variables) que es la usual en este
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tipo de aplicaciones.

E.2. PRINCIPIO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES [Malvern 1969]

Los métodos variacionales se usan mucho en la mecdnica del continuo; y
conducen al principio de desplazamientos virtuales [Malvern 1969]. Este
principio difiere de los métodos energéticos en que el trabajo computado es
un trabajo ficticio con un conjunto de fuerzas y tensiones estdticamente
admisibles, supuestas constantes mientras realizan trabajo, sobre un conjunto
de desplazamientos virtuales  infinitesimales cinemdticamente admisibles. Las

tensiones y desplazamientos no deben necesariamente ser reales.

Se puede demostrar que en los medios deformables el principio de

desplazamientos virtuales es equivalente a las condiciones de equilibrio.

Un campo de tensiones estiticamente admisible es aquel que- satisface las
ecuaciones diferenciales de equilibrio (ecuacién de equilibrio de Cauchy) en
el interior del cuerpo y las condiciones de borde en aquellos lugares en que
estdn explicitadas en términos de tensiones. Ain cuando todas las condiciones
de borde estén dadas en términos de tensiones, la distribucion de tensiones
depende en general, de las propiedades del material. Generalmente, existen
varias configuraciones de equilibrio posibles. Cualquiera de ellas puede ser

usada en el principio de los despiazamientos virtuales.

Un campo de desplazamientos cinemdticamente admisible es aquel que
satisface las condiciones de borde prescriptas en términos de desplazamientos

y posee derivadas parciales primeras continuas en el interior del cuerpo.
E.2.1. DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES

Supdngase que a un cuerpo en equilibrio se le impone un conjunto de

desplazamientos virtuales du_ en cada punto del mismo. Estos desplazamientos
1

?Sui dependen de la posicién en el cuerpo, tienen derivadas parciales primeras

continuas y valen Bui——-O donde los desplazamientos estdn prescriptos.

El  trabajo realizado por las fuerzas externas sobre  estos
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desplazamientos virtuales vale :

SW = j o, n 8u, dS + j £ Su dV (E.1)

ext
S \Y%

Donde;

= o, n, fuerzas de superficie .y,
P; i pe Constantes durante la aplicacitn

fi — fuerzas de volumen de los desplazamientos virtuales

Transformando la integral de superficie en integral de volumen resulta:

a(Bui) acsj:
\
i S
=0
por cquilibrio
8(8u)

= Sn 3 (E 1)
ax. 5Cij + Sﬂlij it )

]

58;} y 50)ij son las deformaciones y rotaciones virtuales asociadas con
el desplazamiento virtual infinitesimal. En este trabajo las deformaciones y
rotaciones virtuales son infinitesimales, pero no hay ninguna restriccion
sobre ellos, de manera que este principio puede ser usado en problemas con

deformaciones y rotaciones finitas.
Como @ es un tensor antimétrico; se puede reescribir 1a ec.(E.2) como:
1]

SW = j o 8¢ dV (E.4)
ij ij

ext
v

Esta ecuacién da lugar al enunciado del principio de desplazamientos

virtuales,
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E.2.2., EMN INCIADO DEL PRINCIPIO DE DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES
[Malvern 1969]

Si un  campo de tensiones es estdticamente admisible, el trabajo
realizado por las fuerzas exteriores sobre un campo de desplazamientos
virtuales infinitesimales cinemdticamente admisible es igual al dado por la
ec.(E.4).

El inverso dice que si el trabajo virtual realizado por las fuerzas
exteriores sobre un conjunto de desplazamientos virtuales cinemdticamente
admisibles es el dado por la ec.(E.4), entonces el campo de tensiones es

estdticamente admisible.

E.3. CRITERIOS ENERGETICOS PARA FORMULAR
LA ESTABILIDAD Y LLA UNICIDAD DE LA SOLUCION [Oller 1988]

E.3.1. ESTABILIDAD DE LA SOLUCION

Partiendo de una configuraciéon de equilibrio  denominada configuracién
inic’* en c T T o o 1 ’ ’
desplazamientos u, el tensor de tensione ,  tensor de deformaciones

i ]

€., las fuerzas de superficie f 'y las fuerzas de volumen fv’ se le
1) s

i i
aplica desplazamientos virtuales du y se obtiene una nueva configuracién en
i

donde las varial :s valen :

u o= o+ 5ui (E.5)

G.=0_+ o0, (E.6)
ij i) ij

£ =g +0e (E.7)
ij ij ij

y las fuerzas de superficie y de volumen permanecen inalteradas.

La energia potencial en la nueva configuracién puede aproximarse

mediante un desarrollo ¢n serie de Taylor de la siguiente manera :
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0 =11 + 81T + 12! 81 + 1/3! 811 + ... (E.8)

Donde Il es la energfa potencial en la configuracion inicial vy 811

representa la i-ésima variaciénde la energfa potencial.

Despreciando las variaciones de orden superior a dos, el incremento de

la energfa potencial puede aproximarse como sigue :

Al = 11" - I = 8I1 + 172 &1 (E.9)
Donde :
oIl = jgij Beij dv - fv 5ui dVv - [ fs’ ou ds (E.10)
, v v s it
81 = jﬁo‘ij Beij dv - 5fv 5ui dv - ‘[ of du, dS (E.1D
v Jv i s !

Pero  como 6ui representa  desplazamientos  virtuales  sobre  ia

configuracién inicial, en equilibrio, entonces oIl = 0.
Resulta entonces :
All = 12 &1 (E.12)

Como of y of son ambas nulas, la dltima ecuacién puede escribirse
vi 5

como :
All = 1/2 [50},j 581,1_ dv (E.13)

La condicién de estabilidad de la configuracién original en la vecindad
de un punto de equilibrio puede decidirse a través de la variacién de la

energia potencial total. Esto es :
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>0 la configuracion inicial es estable
Si AT para cualquier desplazamiento virtual (E.14)

<(} la configuracion original es inestable
para algun desplazamiento virtual

Esta condicién aplicada a materiales con ablandamiento, permite definir
el tamafio de la zona con localizacién de deformaciones pldsticas, donde se
produce un incremento de deformacién positivo, que junto con el el incremento
de deformacién negativo que se produce en al zona no plastificada, da lugar a
una variacién de segundo orden positiva y mdxima del trabajo interno sobre

todo el volumen del sdlido.

Debe observarse 1la diferencia que existe entre la condiciébn de
estabilidad global dada por (E.13) y (E.14) y la condiciéon de estabilidad
local establecida por Drucker. Es posible que un punto del sélido viole la
condicién de estabilidad local de Drucker sin que la respuesta global sea
inestable {Oller 1988]

E.3.2. UNICIDAD DE LA SOLUCION
[Valanis 1985, De Borst 1987a, Oller 1988]

Si, a partit de la configuracibn de origen, se aplican dos
desplazamientos virtuales arbitrarios, y cinemdticamente admisibles, Sul y
i

8112 , la diferencia de energia potencial entre  las dos nuevas
i

configuraciones puede  evaluarse aplicando un desplazamiento virtual

Adu) = 6u2 - 6ul, que produce la variacién de deformaciones A(Se,j)
i l i ]

y la variacién de tensiones A(do,).
ij

La variacién del trabajo de segundo orden estd dada por :

AT = J Ao AGe) dV (E.15)

v

De esto se deduce que, si la solucién no es dnica, o sea, si se tienen

dos estados con igual tensién (A(Scij)r—O) para dos desplazamientos distintos
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(5u1¢5u2_), resulta A(STT) = 0. 0, Io que es lo mismo, la condicién:

AGTD = 0 (E.16)

es una condicién necesaria para la bifurcacién de la respuesta, o

alternativamente, la condicidn :
AT > 0. (E.17)
es una condicién suficiente para la unicidad de la solucién.

E.4. EQUILIBRIO DEL SOLIDO DISCRETO.
FORMULACION MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS
[Bathe 1982, Zienkiewicz 1980] o

En el método de elementos finitos, el medio continuo se divide mediante
lineas o superficies en dominios mds pequefios denominados en elementos.
Dentio del- dominic V° de un elemento, los desplazamientos ue(xl,xz,x3) de

cualquier punto se aproximan como :

~
jes!
[,
o
N’

H] e p h A ~ € o v €
u (xl,xz,xa) = N (Al,xz,Aa) U

Donde :

N° es un vector fila formado funciones de forma que interpolan los
desplazamientos de ciertos puntos nodales del elemento contenidos en el

vector U°.

Una vez conocidos los desplazamientos, se pueden evaluar las

deformaciones en un punto cualquiera del sélido como :

e(x ,X_,X

XXy = LU ul X x) = Bxx,x,) U (E.19)

1’72’73

Donde L° es un operador diferencial y
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B (xl,xz,x3) = I° N (xl,xz,x3) (E.20)

La condicién de equilibrio del volumen discreto V° puede obtenerse

mediante el principio de trabajos virtuales de la siguiente manera :

T T T
{ J B° o°dV - J N° fv dv - J N° fS dS } dU° =0 (E.21)
vc - [

{
A S

Para que esta igualdad se cumpla para cualquier desplazamiento virtual
8U°, debe ser :

T T T
R® = f B° o° dV -J N° fv dV-J‘Ne fS dS =90 (E.22)
e - e {
v S

. .
R® = J B ¢ dV-F =0 (E.23)

Donde :

R”: Vector de fuerzas residuales del elc znto

e ,

F: Fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de volumen y fuerzas de

superficie externas.

Si se ensamblan . ecuacion ! ili .o de los n elementos
definidos en el sélido, se obtiene la ecuacién de equilibrio global del

mismo:

n . T
IR=IA[JB6 o°dvV | -F=0 (E.24)

e=1

e
A

Donde el simbolo A indica ensamblaje y s vectores de fuerzas
residuales R y de fuerzas externas F se obtienen ensamblando las

correspondientes contribuciones elementales.

La ec.(E.20) es vidlida cualquiera sea la ley constitutiva del material.
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E.5.1. INTEGRACION NUMERICA [Zienkiewicz 1980, Bathe 1982]

Para encontar numéricamente el valor de una integral se pueden seguir

bdsicamente dos tipos de procedimientos:
e Cuadratura de Newton Cotes

En primer lugar se determina el niimero de puntos en los que se precisa
el valor de la funcién (generalmente espaciados a intervalos iguales), se
hace pasar un polinomio por los valores de la funcién en esos puntos y se

integra exactamente ese polinomio.

Como n valores de la funcién definen un polinomio de grado n-1, el error
serd del orden de O(A"), donde A es la separacién entre puntos. Esto conduce
a la conocida férmula de Newron Cotes. Para n=2 se obtiene la regla del

trapecio y para n=3 se obtiene la regla de Simpson.
e Cuadratura de Gauss

Si en lugar de especificar a priori la posicién de los puntos en los que
precisa el valor de la funcién, estos se encuentran de manera que se alcance
la mayor precision posible para un numerc de puntos dados, pueden conseguirse

resultados mds exactos.

Por ejemplo para una funcién de una variable la integral se escribe:

1

1= [f® de =] H fE) (E27)

_-1 i=1

Para n puntos se tienen 2n incégnitas (Hi y E_‘i) y, por lo tanto, se
puede formar un polinomio de grado 2n-1 y obtener su integral exacta. El

L 2
error seria asi de orden O(A™).

La solucién puede obtenerse explicitamente en funcién de polinomios de

Legendre por eso este método particular suele ser conocido como cuadratura de



Tratamiento Numérico del Modelo Constitutivo Propuesto 361-

Gauss Legendre.

Cuando se opta por una integracién numérica se debe decidir qué tipo de

procedimiento de integracién utilizar y de qué orden.

Como en elementos finitos el ndmero de evaluaciones de la funcién
incrementa directamente el costo del andlisis, el uso de las reglas de
cuadratura de Gauss es atractivo. Sin embargo, las férmulas de Newton Cotes
pueden ser mds eficientes en problemas de no linealidad geométrica en donde

se produce distorsiénde los elementos.

E.5.1.1. Orden de Integracion Necesario!
[Bathe 1982, Zienkiewicz 1980]

La eleccién del orden de integracién es muy importante porque, en primer
lugar, el costo del analisis se incrementa cuando se util 1 - inte _ 1cién
de alto orden y, en segundo lugar, utilizar un orden de integracién bajo
puede afectar los resultad. .

Al elegir un orden de integracion se debe observar que, utilizando un
ol n s atemente alto, t * 3 las matrices se /i an ente. 1
otro extremo, si se utiliza un orden de integrac’”1 demasiado bajo, las
matrices pueden ser evaluadas muy imprecisamante y, de hecho, puede ocurrir
que la solucién del problema sea imposible. En general, el orden de
integracion |+, o depen  de la matriz estd integrando y del
elemento finito considerado. Por ejemplo, se puede demostrar que para
integrar exactamente la matriz de rigidez de un elemento isoparamétrico de

cuatro nodos es suficiente con tomar 2x2 puntos de Gauss de integracion.

En algunos casos no muy frecuentes de no linealidad geométrica, debe
usarse una regla de integracién de orden mayor que la que se utilizarfa en un
andlisis lineal. En los problemas con no line: dad fisica, a veces también

es conveniente trabajar con integraciones de orden mayor _ rque de esta

In orden de integracién  se define como el nimero  de puntos de integracion
necesarios en cada direccion local del elemento. Una cuadratura de Gauss de

orden n integra exadlamente un polinomio de grado n en una dircccién.
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manera se puede captar mejor el comienzo y la distribucién de la no
linealidad. Como lés no linealidades del material se evalian sélo en los
puntos de integracién, el uso de una integracién de orden demasiado bajo
podria significar que la distribucion de la no linealidad no esté bien

representada.

Suponiendo que se asegura la convergencia, la formulacién basada en
desplazamientos del método de elementos finitos, provee un [imite inferior
para el valor exacto de la energfa de deformacién del sistema [Bathe 1982],
o, dicho de otra forma, una formulacién basada en desplazamientos sobreestima
la rigidez del sistema. Entonces, si no se evalda las matrices de rigidez
exactamente en la integracién numérica, puede lograrse resultados mejores
siempre que el error en la integracién numérica compense aadecuadamente Ia
sobreestimacién de la rigidez estructural debida a la discretizacién en
elementos finitos. En otras palabras, la reduccion del orden de integracion
por debajo del que se requiere para integrar exactamente la matriz de rigidez
puede conducir, en muchos casos, a mejores resultados. Adicionalmente, a
veces es mds conveniente utilizar a integracion selectiva, es decir,
integrar los diferentes términos de deformacién con diferentes o6rdenes de
il “ Por > ' "), existen algunos problemas, que se detallan en el
punto siguiente, que hacen necesario el empleo de algunos de estos tipos de

integracion.
5 I « o v ‘bilidad

Los elementos fiuiiv. estdndares tienen el problema de que bloquean

cuando el material se vuelve incompresible.

Se han hecho muchos intentos para desarrollar formulaciones : elementos
finitos  satisfactorias para medios incompresibles o casi incompresibles
[Hughes 1980, 1987]. Las dos técnicas mds conocidas para tratar el problema
son : la técnica de integracién reducidalselectiva [Hughes 1979, Malkus 1978]
y la formulacién de la dilatacion media [Nategaal 1974). Ambas técnicas han
probado ser satisfactorias en una variedad de problemas y pueden ser usadas

efectivamente con elementos de bajo orden.
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INTEGRACION REDUCIDA/SELECTIVA

El primer ejemplo de integracion reducida de un elemento fue el elemento
de placa/cascara presentado por Zienkiewicz et al [Zienkiewicz 1971]. Se
empleaba una regla de cuadratura de 2x2 en un elemento serendipity de 8 nodos
en el que se notaba una considerable mejora sobre la regla de cuadratura de
Gauss de 3x3. El mismo concepto fue usado por por Naylor [Naylor 1974] y
Zienkiewicz y Godbole [Zienkiewicz 1975] en problemas de incompresibilidad.

El concepto de integracion selectiva fue usado por primera vez por
Doherty et al [Doherty 1969] para mejorar el comportamiento a flexién de
elementos eldsticos de 4 nodos. Se usaba un punto de Gauss para el término de
deformaciones por corte y cuadratura de 2x2 para los restantes términos.
Aunque en algunas configuraciones se notaba una mejor;a en el comportamiento,

la falta de invarianza hizo que este enfoque se abandonara.

Estudios llevados a cabo por Fried |Fried 1974], Nagtegaal et al
[Nagiegaal 1974] y Argyris et al [Argyris 1974] revelaron por qué el método
de los desplazamientos fallaba en problemas incompresibies. Fue Fried [1974]
el primero en sugerir una integracién reducida/selectiva como una posible
solucién. Desde entonces se ha avanzado considerablemente tanto tedrica como
pricticamente en el tema. Malkus [Malkus 1976a y b] aplicé la iécnica de
integracién reducida/selectiva a problemas de reologfa. Hughes y otros
coautores aplicaron el concepto a problemas de elasticidad lineal y no

lineal, ecuaciones de Navier-Stokes y flexiénde placas [Malkus 1978].

La técnicas de integracién reducida/selectiva pueden emplearse con éxito
en problemas en los que las ecuaciones matriciales pueden separarse en una
parte volumétrica y otra desviadora. La parte volumétrica es tratada con
cuadratura reducida, aliviando el bloqueo de la malla. En los términos
restantes, en cambio, se usa cuadratura completa para mantener el rango de
las matrices elementales. En problemas anisétropos y/o no lineales , no es
tan fdcil separar las ecuaciones matriciales en una parte volumétrica y otra
desviadora. En principio, siempre se puede separar la matriz de rigidez en
una parte volumétrica, otra desviadora y otra de términos acoplados

volumétrico-desviadores. Pero esto tiene dos problemas fundamentales: no se



-364- Apéndice E

sabe c¢O6mo tratar los términos acoplados y la implementacién elemental es
bastante dificil. Es por esto que esta técnica no se ha difundido en los
programas de elementos finitos no lineales. La alternativa que se usa en
estas situaciones es emplear una integracién reducida unificada que tiene el
problema de engendrar deficiencias de rango, o usar elementos de alto orden
(tipicamente cibicos) que, aunque no son especialmente exactos en problemas
de incompresibilidad, convergen y son seguros. Por supuesto, el costo
inherente de adoptar elementos tan complejos hace que sean inutilizables en

problemas précticos.
FORMULACION DE LA DILATACION MEDIA [Nagtegaal 1974]

Se encuentra frecuentemente que las soluciones de matriz tangente de
problemas de elementos finitos para materiales elasto-pldsticos exhiben una
respuesta demasiado rigida en el rango pldstico. Esto es mds notable en el
caso de materiales perfectamente pldsticos. En esos casos las soluciones de
elementos finitos exceden considerablemente la carga limite o directamente no
p ntan carga limite. Se puede demostrar que la causa de e . inexactitud
es que los campos incrementales de deformacién de elementos finitos de dos y

{ il TR : i1 s en cerca de nite.

requerin nto absolt ara la existencia de la carga Ifmite es que

el incremento de deformacién voluméirica &, se anule. Se ha demostrado que
s6lo algunos pocos elementos convencionales son adecuados o pueden adaptarse
para que sean adecuados para analizar problemas con estas restricciones. Es
entonces deseable lograr elementos finitos diferentes en los cuales se
necesite menos restricciones por elemento para satisfacer las condiciones de
incompresibilidad. Esto se puede lograr teniendo el cuidado de que la
dilatacién volumétrica esté gobernada por menos pardmetros que en los
elementos convencionales. Claramente este procedimiento sélo puede ser
aplicado a elementos de alto orden para los cuales el nimero de condiciones

de restriccion por elemento excede la unidad.

Una forma alternativa de resolver el problema es la propuesta por
Nagtegaal [Nagtegaal 1974] que consiste en crear un principio variacional en

el cual el incremento de deformacién volumétrica y los incrementos de
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desplazamientos estdn presentes como variables independientes. Se tiene
entonces completa libertad para caracterizar la deformacién volumétrica por

tan pocos pardmetros como se elija.

El funcional se puede expresar completamente en términos de los
desplazamientos nodales por lo que no se debe usar variables adicionales. El
funcional resultante es idéntico al usual con excepcién de la relacién entre
incrementos de deformaciones e incrementos de desplazamientos. Esto hace que
sea extremadamente simple adaptar programas de elementos finitos ya
existentes. S6lo hace falta modificar la matriz que convierte los

desplazamientos nodales en deformaciones.

A modo de ejemplo, para un elemento cuadrilitero de 4 nodos, la

deformacién se define como :

£ defis 11 emento " deformacion
e. : Inc ento d rmaciéndesv  ra

b  Incremento de deformacion volumétrica (variable independiente)

definida para elemento o como :

bo = Vo' | e dV (E.29)
Yo

Donde :

U, : Incremento de desplazamiento

Vi, : Volumen del elemento o
Es claro que en este caso ¢ representa la dilatacién media del elemento.

El incremento de deformacién se puede expresar entonces como :
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=~ 1, . i ] : .
By = - (g + 0 ) + - 8 (Vg f Uy AV, - Uy ) (E.30)

Vo

En la presentacién original de la formulacién de la dilatacién media se
dio una posible generalizacién a elementos de alto orden. Sin embargo, las
aplicaciones que se han presentado hasta ahora han estado limitadas a
elementos cuadrildteros de 4 nodos o ladrillos de 8 nodos. En problemas
rectilineos es idéntica a la técnica de integracion selectiva pero en el caso
de problemas axilsimétricos es diferente y presenta algunas ventajas [Hughes
1979]

METODO B-BAR
Hughes [Hughes 1980} presenta un nuevo precedimiento que generaliza las
técnicas de integracidén selectiva y de la dilatacién media y que puede

implementarse simplemente en problemas anisétropos y/o no lineales.

Si se considera un elemento finito tipico, la matriz de rigidez y las

fuerzas internas pueden calcularse respectivamente de la siguiente manera:

K® = B' C' B 4O E.31
| B, B (E31)
. )
= E.32
F IQ B's dQ (E.32)

La matriz deformacién-desplazamiento se puede expresar en términos de

las submatrices nodales como sigue :
B=[B B, ..B] (E.33)
donde n es el ndmerode nodos del elemento.

En un andlisis tridimensional una matriz tipica B,, con I<a<n, tiene Ia

forma :
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B, 0 0

0 B, 0

0 0 B
B, - B, B, 0 (E.34)

0 B, B,

| B, 0 B

Donde :

B, = aN,/ax, 113 (E.35)

N,: Funcién de forma asociada con el nodo a

X, : 1-ésima coordenada cartesiana

Las expresiones anteriores son estdndar pero deben ser modificadas para

porder aplicarse con éxito en materiales incompresibles.

La parte volumétrica de la matriz B, puede escribirse como :

| B, B, B,

B, B, Bj

| B, B, B,
B - —%— 00 o (E.36)

0 0 O

0 0 0 |

y la parte desviadora como :

B* = B, - B (E.37)

Para lograr una formulacién efectiva para problemas de incompresibilidad

il . . . :
B" debe ser reemplazada por una contribucién dilatacional "mejorada",

a

, - dil
denominada B":
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1
By B, By
B, B, B,
B - o | B By By (E.38)
0 0 0
0 0 O
0 0 0 |
En lugar de B, se emplea ahora :
B, = B 4+ M (E.39)

Es claro que todo este enfoque se reduce a definir apropiadamente los

==

Supéngase que la regla de cuadratura para integrar la matriz de rigidez
y el wvector de fuerzas nodales estd especificada (regla normal de
cuadratura). Se define ahora ofra regla de cuadratura que se considera una
regla "reducida". Para esta regla fl,( y &. denotan el nimero de puntos y su
in a
ubicacién respectivamente. Se define un conjunto especial de funciones N- con
£ it .
puntos nodales en los &-. La forma general de B]" estd dada por:
a
n
int

B = TN.E) B, (E40)

a=1

Donde & representa la coordenada natural del elemento y los BI;i se
define en los préximos ejemplos [Hughes 1987].

Ejemplo 1 : Generalizacionde la integracion selectiva [Hughes 1987]

A modo de ejemplo, considérese un cuadrilitero de cuatro nodos bilineal.

La regla normal de integracién es una regla de Gauss de 2x2 puntos. Supéngase
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como regla reducida una regla de Gauss de un punto, de modo que ﬁi ’=1, N =1
n

Iy F,l-:() (centro del elemento). Entonces la ec.(E.40) se reduce a :

B.() = B,(0) (E.41)

Es decir que se utiliza el centro del elemento para computar la

contribucioén dilatacional.

Ejemplo 2 . Generalizacion de la formulacion de la dilatancia media
[Hughes 1987]

Un enfoque que generaliza la formulacién de la dilatancia media

[Nagtegaal 1974 es el siguiente:

n,
mt

-1 _
B. = Jm. J N.(¢) B, dQ (E.42)
a=l Q°
Donde:
m. = f N-(E) NE) dQ (B.43)
QG

Para el caso del elemento de cuatro nodos del ejemplo anterior, la

ecuacion (E.42) se reduce a :

fBi 4Q

QU — (B.44)

j dQ
Qe

Es decir que se utiliza el valor medio de B, para computar la
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confribucion dilatacional lo cual es una generalizacién de la ec.(E.29).

Para un elemento cuadrilitero de 4 nodos, Ortiz [Ortiz 1987] propone la
siguiente forma para I_la:

B,(&) = B,"(E) + & BJ(®) + (1-8) B'(E) (E.45)

Donde el dltimo término estd evaluado en el centro del elemento , Eo, y

O es un pequefio factor de estabilizacion incluido para suprimir modos de

presién espureos.

. e e dil ..
Las definiciones de B y B no son triviales en problemas de grandes
a a

deformaciones.

E.6. DISCRETIZACION TEMPORAL

Ademds de las integrales espaciales sobre las que se traté en el
apartado anterior la solucién de un problema con no linealidad fisica,
requiere en la mayorfa de los casos, una integracién temporal de la ecuacién
constitutiva. Si el modelo constitutivo del material estd escrito en forma
diferencial como es el caso del modelo presentado en esta Tesis, es necesario
integrar dichas ecuaciones dentro de un intervalo finito de tiempo. Esto es
lo que se denomina integracion de la ecuacion constitutiva. Como el tema es
de especial importancia para la exactitud general del andlisis, se lo

desarrolla en un apéndice aparte (Apéndice F).

E.7. SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES (E.24) [Crisfield 1991]

Cuando la respuesta del sélido es no lineal, el sistema de ecuaciones
(E.24) es un sistema de ecuaciones no lineales, cuya solucién puede hacerse

fundamentalmente con dos tipos de métodos: aquellos que ajustan la ecuacién R

= 0 y aquellos que procuran ajustar,dentro de cierta tolerancia, R = 0.

En general, los métodos del primer grupo son iterativos y dentro de

ellos se pueden citar:
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o Método de la rigidez variable o rigidez secante en el que se usa la

matriz secante actualizada en la iteracién anterior

e Método de Newton Raphson en el que se utiliza rigidez tangente
actualizada y las fuerzas residuales para calcular la correccién del vector

de desplazamientos. Tiene convergencia cuadritica

©  Método de Newton Raphson modificado utiliza siempre la rigidez
tangente en el origen y, de esta forma, evita la construccibn y
triangularizacién de la matriz de rigidez en cada iteracién a expensas de la

pérdida de velocidad de convergencia.

e Newton conjugado que mejora la bisqueda de la solucién exigiendo que

la correcciénde los desplazamientos siga una determinada direccién.
e Quasi-Newton que intentan recuperar las ventajas del método de Newton
Raphson a menor costo computacional, calculando el jacobiano a partir de los

valores de las fuerzas residuales, en lugar de sus derivadas.

¢ Newton secante que puede ser visto como otra versién de los métodos

quasi-Newton
e Minimizacion directa de las ecuaciones de potencial

Dentro del segundo grupo se encuentran los métodos incrementales y de

perturbacion estdtica. Si bien estos métodos no requieren iteraciones, tienen
el problema de que se van apartando de la solucidn, presentanto el denominado
"drifting".

Con frecuencia suele utilizarse una combinacién de estos dos tipos de
métodos que disminuye el ndmero de iteraciones y evita el “drifting". El
procedimiento consiste en dividir la historia de carga en etapas, dentro de
las cuales se usa el procedimiento iterativo, generalmente Newton modificado
con la matriz tangente evaluada al comienzo de cada incremento o después de

la primera iteracion de cada incremento.
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De todos estos métodos, los que se utilizan con mds frecuencia en la
implementacién de modelo constitutivo propuesto en esta tesis son el método
de Newton Raphson, el método de Newton Raphson modificado y la combinacion
incremental-Newton Raphson modificado. En el punto siguiente se describe el

método de Newton Raphson.

El método de Newton Raphson no es eficiente cuando se tiene respuestas
con ablandamiento ya que no puede sobrepasarse el punto de rigidez nula
(punto critico) donde se produce un cambio de problema eliptico a parabdlico.
A medida que la matriz de rigidez se va aproximando a la singularidad, el
nimero de iteraciones aumenta, aunque las etapas de carga sean reducidas vy,

finalmente, la solucién diverge.

En las dltimas décadas se han propuesto numerosos métodos que permiten
salvar puntos criticos y otros problemas como snap through y snap back que
aparecen cuando se considera la no linealidad geométrica. Estos métodos se

denominan, en general, métodos de control de respuesta y se tratan a

continuacién del método de Newton Raphson.

En el Anexo El se esquematiza un programa de elementos finitos para

problemas con no linealidad fisica.
E.7.1. METODO DE NEWTON RAPHSON |[Crisfield 1991, Hinton y Owen 1980]

El método de Newton Raphson es un método cldsico para la solucién de

ecuaciones no lineales. En el caso de una ecuacién de una tnica variable:
fx) =0 (E.46)
La soluciénde la misma se obtiene como:
X = x4 AX (E.47)

Donde:
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, i1
Ad = - fx0) (E.48)
af
i-1

En la figurta E.1 se ha representado esquemdticamente el proceso de
busqueda de la solucion.

{(x)l

> \

Fig.E.1 Soluciénde la ecuaciénno lineal f(x)=0

med ite el método de Newton Raphson

a pos il enco t <

depende de una buena eleccién del valor inicial de x (x°).
El método de Newton Raphson tiene convergencia de segundo orden porque
ajusta la funcién y su derivada primera. Cuando se puede aplicar, es un

método muy eficiente.

Extendiendo la idea a un espacio n dimensional, se trata de resolver un

sistema de ecuaciones no lineales del tipo:
f l X
1 1
f(x) =0 f=4. X = (E.49)

A partir de un punto x° se hace un desarrollo en serie de Taylor:
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00 = F+AX) = (&) + J° (xX) + oy . (E.50)
Donde J° es la matriz Jacobiana del sistema.

o afi
re s E51)

Tomando sélo el término lineal de la serie y haciendo el desarrollo

1

alrededor de x'~, se obtiene:

() = f(x+Ax) = £ + J7 (xx') (E.52)

X = x [ Ji-l]'l £ 1y (E.53)

A S

En el problema que se trata la ecuaciénno lineal a resolver es:

n T
RU) = A [J B° o° dVv -F=0 (E.54)
e=f
ve
L . ]
Fuerzas internas
Por lo que la solucién se obtiene como:
U=y . |2R b - Ut Nk R (E.55)
- L K' '

Donde la matriz tangente K' se calcula segun la ec.(E.26).

En la fig.E.2 se ha esquematizado el proceso de solucién para un sistema

de un solo grado de libertad.

Este método requiere un gran trabajo computacional debido a que se debe
calcular las fuerzas internas y la matriz de rigidez en cada iteracién ademads

de resolver el sistema completo (triangularizacién y retrosustitucién). Para



Tratamiento Numérico del Modelo Constitutivo Propuesto -375-

disminuir el trabajo computacional se puede utilizar siempre la matriz
tangente en el origen con lo cual en cada iteracién sélo deben calcularse las
fuerzas internas y realizarse la retrosustitucién. Se logra asi el método de
Newton Raphson Modificado en el que se pierde la tasa de convergencia

cuadrdtica. La ecuacién general de este método es :
. i1 -1
U =uU" - [KLO] R (E.56)

y en la fig.E.3 se ha esquematizado el proceso de solucién para un

sistema de un grado de libertad.

t1
.1_

f
!
!
l

= |

AU‘ U1 AU), U 2

Fig.E.Z Método de Newton Raphson

(sistema de un grado de libertad)

Fig.E.3. Método de Newton Raphson modificado
(sistema de un grado de libertad)
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Fig.E.4. Método mixto incremental-iterativo

(Sistema de un grado de libertad)

Otra alternativa es trabajar con un método mixto: dividir la carga en
etapas dentro de las cuales se ftrabaja con el método de Newton Raphson,
actualizando la rigidez sélo en la primera o segunda iteracién de cada etapa
de carga. En la figE4 se ha esquematizado este procedimiento para un

sistema de un grado de libertad.

E.7.2. METODO GENERAL DE CONTROL DE RESPUESTA
[Oller 1988, Crisfield 1991]

Para un cierto incremento de carga m, Ia ecuacién de equilibrio global

de un s6lido discreto se puede escribir como:

“p F=0 (E.57)

e

n T
RU p ) = m“ B° o° dV
m’' m e=1

v

Donde Um es el vector desplazamientos nodales en la etapa de carga m vy

o el factor de carga correspondiente a dicha etapa.

El método estd formulado para carga proporcional, en cada etapa de carga
m la carga total estd dada por F =4 F Sin embargo, con muy pequeiios
m

cambios puede extenderse a carga no proporcional.
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El factor L es una variable adicional que se ajusta automdticamente a
m

través de una ecuacionde restriccion del tipo:
AU ) =20 (E.58)
m m
Entonces, la solucién del problema es la que cumple simultineamente con

RU ) =0
(E.59)
hU ) =0

La solucion simultdnea de estas N+1 ecuaciones con N+1 incégnitas, donde
N es el namero de grados de libertad del sistema, destruye las
caracteristicas de simetrfa y banda de las ecuaciones de equilibrio del
sistema. Para evitar este problema, se utiliza la siguiente aproximacién: se
desarrolla en serie el vector de fuerzas residuales y se conserva sélo los

términos de primer orden:

)+ gg SUm'i+ g—g Sum‘i

m,i-1 m,i-1

I

m,i-1" m,i-1

lR(Um i—1+8Um i'um i-1+8um i) = IR(U

(E.00)

Donde oU . y &p son respectivamente los  incrementos de
m,i

m,i
desplazamientos y del factor de carga correspondientes a la iteracién i del

incremento de carga m.

Ademads:
= K y R ¢ (E.61)

Donde K' es la matriz de rigidez tangente global de la estructura.
Entonces la ec.(E.60) puede escribirse como:

RU p K@U )80 -Fd =0 (E.62)

L
mi-1" m, m,i
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De donde se puede escribir:

8U =8U +8 U (E.63)
Donde:
- -1
8Um.i =T [K((Um,i—l)} [R(Um,id’um,i-l) (E64)
-1
Uml = [Kt(Um,i-l)] F (E65)

Entonces el incremento de desplazamientos correspondiente al incremento

de carga m, depués de la iteraciéni queda como:

AU =AU .+ 38U (E.66)

m,i m,i-1 m,i

y el desplazamiento:

U = + AU (E.67)

Sustituyendo en la ecuacién de restriccion (E.58) se obtiene el
incremento del factor de carga Sumi y ei factor de carga correspondicnte:
Boo=p o+ 8 (E.68)

m,i m,i-1 m,i

El procedimiento puede resumirse en los siguientes pasos:

a) Obtencién del incremento de desplazamientos Sijmi para el nivel actual de

fuerzas residuales.
b) Obtenciéndel desplazamiento total UmI para el nivel de carga total

¢) Obtenciéndel factor de carga Op 2 partir de la ecuacién de restriccién
m,
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d) Actualizaciénde los desplazamientos y del nivel de carga.

Este  procedimiento se repite en forma iterativa hasta lograr

convergencia.

A continuacién se presentan dos de las formas de control de respuesta

mas utilizadas.
I£.7.2.1. Control de Desplazamientos [Ramm 1981]

Este método consiste en intercambiar las variables dependientes e
independientes del problema. Se prescribe una de las componentes de
desplazamiento, elegida como pardmetro de control, y el correspondiente nivel

de carga es tomado como una incégnita.

Por simplicidad, supdngase que la ec.(E.62) es reordenada de modo que el

desplazamiento prescripto 8U2 es ei ditimo en el vector de desplazamientos
’ m,i

SUmi. La ec(E.62) puede ser descompuesta entonces en dos partes como sigue:

r T (s 3 3
t t ol R (Y
K} 1 KlZ lm,x m,i-1 [Fl
= - + o (E.69)
6U R m,i F
K K 2 2, 2
l 21 ._2-I l. m,i L m,i-] )

t ) sU R i
Ky & i "t Klz
= . - 5U2 (E.70)
t 5 R m,i t §-
K21 T, Ll""-i 2l py)

La pérdida de simetria y banda de la matriz de rigidez es un gran
inconveniente, Para evitarlo, la solucién de esta ecuacién puede formarse por

dos partes de la siguiente manera:
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3U, =& duUl) + sulY (B.71)
m,i ’ m,i m,i
Donde:
tm I _
K" E)Ulmi = F, (E.72)

Il

K" 5U§”> -® - K780, (E.73)

m,i m,i-1 m,i

El pardmetro de carga se calcula entonces, a partir de la ec.(E.70),

como:

‘R + K™ sul™ ¢ K'™ sU
2 20 O01 22 OV
m,i-1 m,i B _mii ' (E 74)
m,i F - Klm SU(I)
27 oy Y

m,1

Como el desplazamiento U2 se mantiene constante durante las
m

iteraciones, los términos subrayados deben ser omitidos en las préximas

iteraciones.

Una simplificacién valiosa de este método consiste en trabajar con toda

la matriz de rigidez completa y reemplazar las ecuaciones (E.72) y (E.73)

por:
K" U0 = F (E.75)
m,
K™"su™=-R | (E.76)
m,i m,i-1 v
Nuevamente se suma las dos soluciones para obtener el vector de
desplazamientos:

U =8y sULY + 8U :;’ (E.77)

m,
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Este vector incluye también la componente prescripta:

_ (1 an _
ESU2 = Sumyi éSU2 I éSU2 = 5U2 (E.78)

m,i m,i nt,i m

La ec(E.78) es usada comoc ccuacién de restriccibn en la  primera
iteracién de cada etapa de carga y permite determinar el incremento del

factor de carga:

su, - 5u}"™

m,o

Para todas las iteraciones siguientes U2 no cambia entonces:

sutth
2

Sum,i = - ———-—SU(I)’ (E.80)
2

m,i

Si se aplica el método de Newton Raphson modificado, Ia ec.(E.75) solo
debe resolverse una vez cuando Se actualiza la matriz de rigidez.
La iteracidn se continua hasta que se ajustan las otras componentes de

desplazamiento y se encuentra la nueva posicién de equilibrio.

Este método se utiliza para mejorar la convergencia en toda la historia
de carga y sobrepasar puntos limite pero falla cuando se presenta "snap
back”.

Una modificacién obvia de este método es incluir todos los
desplazamientos en lugar de uno solo y eso da lugar a los métodos que se

discuten a continuacién.
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E.7.2.2. Metodo de Longitud de Arco
[Crisfield 1981, 1982, 1983, 1986, 1991, Ramm 1981, Bellini 1987,
Oller 1988]

El método original de la longitud de arco fue presentado por Riks [1972]
quien propuso un procedimiento que permitfa mejorar la convergencia 'y
sobrepasar puntos Iimite. Con ese fin, afiadié a las ecuaciones de equlibrio
estdndar una ecuacién de restriccion que fija la longitud del incremento de
carga en el espacio carga-desplazamiento. El nivel de carga aplicado se

convierte entonces en una variable adicional,

La restriccién propuesta por Riks [Riks 1972], que se aflade a las N

ecuaciones de equilibrio, es la siguiente:

T 2 ) 2
AU AU .+ b Ap  F'F = Al (E.81)

1

Donde:

Ap o=poo-p (E.82)
: factor de carga de la etapa m-1 obtenido después de n iteraciones.

b : pardmetro de escala de la carga
Al ; Longitud del incremento de carga en el espacio N+1 dimensional.
m ]
Para b=1 se obtiene el método del camino esférico originalmente propuesto
por Crisfield [Crisfield 1981] y Ramm [Ramm 1981]. La ecuacién de restriccion

toma la siguiente forma:

T 2 T 2
AU AU+ Ap - F'F = Al (E.83)

1
Para b=0 se obtiene la forma mds simple, también propuesta por Crisfield
[Crisfield 1981] en base a la experiencia. La ecuacién de restriccién tiene

la forma:
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2

T
AUmi AUrni = Al |

m,i

OBTENCION DEL INCREMENTO DEL FACTOR DE CARGA

Desarrollando la ecuacién de restriccién en el caso b=0, se obtiene:

(AU

m,i-1

- . _ 2
* 6Ulni + Sumi Urfl),I(AUm i-1 + 6Umi + Sumi U:fn) = Alm'

1

Que puede escribirse como:

2
C, Bum’i +C, Bum‘i +C =0

Donde:

r

T L |
Cl - Um Um

I

m

A
i

20U+ Ei&IQTU

2

C, = (AU +8U ) (AU +80 )- Al

1
i, i-1

(E.84)

(E.85)

(E.86)

La ec.(E.86) tiene dos raices reales segin que el arco corte al camino
de equilibrio en A o en B, ver fig.E.5. Se debe elegir el valor de Sumi para

la cual el coseno del dngulo entre AUmi y AU . sea positivo. En el caso

en que ambas soluciones den cosenos positivos, la solucién mds adecuada es la

que se acerca mds a la solucién lineal.

Una vez obtenido 8 , se obtiene la variacién de desplazamiento a
m,i

través de la ec.(E.63)
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F -1 0 1 oA
Camino Esférico
CAMINO PLANO
Riks emper ‘risfield 8. basaron su trabajo en una linealizacién
de la ecuacién de restriccién de la forma:
T 2 T 2
5Umi AUmi_l + b SumiApmi_l FF = Almi (E.88)

Es posible proponer otras variantes como las de Ramm [Ramm 1981] y
Crisfield [Crisfield 1983]. En particular 5Um’i y Sum,i pueden ser obligados
a ser tangentes a la solucién tangente original. Este procedimiento pertenece
a los denominados métodos de control de respuesta a través de un camino plano

y de llama método del plano tangente fijo.
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F
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/
/
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m-
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U m-4 Um, ym,2 U
—=
du mz2

Fig.E.6 Método de la longitud de arco
Camino plano

. . T . ., .
Si, en particular, b F'F = 1, la ecuacién de restriccién es del tipo:

. |
SU AU 481 Ap =0 (E.89)

m,i

Este procedimiento de solucion estd ilustrado en la fig.E.6.

Oller [Oller 1988] utiliza una variante simple que da buenos resultados
para distintos problemas presentados en su tesis. El  procedimiento
corresponde a los denominados métodos del plano normal actualizado. Soélo
permite encontrar la respuesta en procesos con endurecimiento o ablandamiento
en los que hay crecimiento de desplazamientos y no puede hacerlo si hay
retroceso de los desplazamientos. La ecuacién de restriccion controla los

desplazamientos de la siguiente forma:



-386- Apéndice E

2

.
AU AU = Al (E.90)

m,1
Desarrollando la ecuacién de restriccion se obtiene:

2

C +C +C 8 =Al (E.91)
Donde:
)
T
Cl = AIJm i-1 AUmll
1¢c =80 AU (E.92)
IT
c,=U" AU

La ec.(E.91) tiene una unica raiz:

. Al
6um,n _ _mi i 2 (E.93)

De donde se deduce que el plano normal corta al camino de equilibrio en
un solo punto. En la primera iteracién de cada incremento de carga AUm’O =0
y, como consecuencia, el método presenta una indefinicién. En la primera
iteracién, entonces, se procede con cualquier ‘método de control de

desplazamientos y en las subsiguientes con el métedo descripto.
DETERMINACION DE LA LONGITUD DE ARCO

Crisfield [Crisfield 1981] propone estimar el incremento Auoo para la
primera iteracién del primer incremento de carga y, a particr de alli

calcular:
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Al =Ap (U (E.94)

Esta longitud de arco se mantiene constante durante el incremento de
carga pero es ajustada en los siguientes incrementos para lograr un ntmero
ideal, practicamente constante de iteraciones, para establecer el equilibrio
de cada incremento. Con ese fin Crisfield hace distintas propuestas:

1Al =Al 11 [Crisfield 1981}

m- m-1

(E.95)

2) Al = Al 1N [Crisfield 1933]

m-1 m-1

d , . . . ,
Donde I" es el nimero ideal de iteraciones e 1 , s el ndmero de

m-
iteraciones del incremento m-1. Para todos los escalones, excepto el primero,

el incremento inicial del factor de carga se calcula como sigue:

* Alm

Ap = =" (E.96)
u' u!

m m

El signo se escoge siguiendo el del incremento previo, salvo que el

determinante de la matriz tangente cambie de signo, en cuyo caso, Aum tiene
,0

el signo contrario al del incremento m-1 [Crisfield 1981]. En un trabajo

posterior Crisfield [Crisfield 1983] propone tomar el signo igual al signo de

(U;TK‘U;).

ALGORITMO DE CONTROL DE PLASTIFICACION
CALCULO AUTOMATICO DE Al [Oller 1988]

El método de la longitud de arco permite encontrar el equilibrio del
sélido bajo cargas o desplazamientos impuestos. Sin embargo, en problemas de
elastoplasticidad, resulta también importante logar que, en cada iteracién,

plastifique un solo punto de la estructura.

El control de plastificaciéon consiste en buscar, en cada instante del



-388- Apéndice E

proceso de carga, la distancia de todos los puntos a la superficie de
fluencia, elegir la menor de ellas y, en base a la misma, calcular la
longitud de arco. Si se utiliza dicha longitud de arco, durante la iteraci6n

s6lo plastificard el punto mds cercano a la superficie de fluencia.

Como en plasticidad la relacién entre deformaciones y desplazamientos,
como asi también la relacién entre incrementos de tensién e incrementos de
deformacién es lineal, se puede definir el factor de reduccién de

desplazamientos roa partir de la distancia del punto de tensién a la

superficie de fluencia. Con el desplazamiento reducido se calcula la longitud

de arco como :

Al = g(r ) (E.97)

Donde la forma de la funcién g depende del tipo de restriccion. Si se

usa la ecuacién de restriccién;

Alii = AUL AU (E.98)
Donde:
AUmi = AUmil + 5Umi (EL)L))
y
8U =t aiJmi (E.100)

Donde 8U . es el incremento de desplazamientos que resulta del
m,i A
incremento de carga impuesto y 8U , es el incremento de desplazamiento para
m,i

el cual plastifica un solo punto.

Reemplazando enla ecuacién de restriccién se obtiene la longitud de

arco:

m,i-1 m,i-1 m,i

. B -T 2
U1 AU +2 r/\[AUmi~1+6Urn0] ¥ r/\2 U -SUrn,i = Al . (E']Ol)
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El factor de reduccién de desplazamientos se puede calcular como Ila
distancia a la superficie de fluencia del punto méds cercano a la misma,

utilizando la expresion propuesta por Nayak [Nayak 1972]:

r =71 - (E.102)

Donde:

r = - (E.103)

Donde :
F ; Funcion de fluencia

C,, : Tensor de rigidez secante
pa

£ Y

[5& J : Tensor incremento de deformacién correspondiente a
P9 Im,i

incremento de desplazamientos Bﬁmi
E.7.2.3. Metodo de Control Indirecto de Desplazamientos
[De Borst 1987a]

El método de longitud de arco en el epacio N-dimensional, donde N es el
nimero total de grados de libertad, no es muy adecuado para controlar el
proceso de solucién en sélidos con ablandamiento [De Borst 1987a). De Borst
encontré que la ecuacién de restriccion global, que tiene en cuenta todos los
grados de libertad, no permite obtener una ecuacién convergente satisfactoria
cuando se analizan estructuras de hormigén [De Borst 1987a). Esto se debe a
que en problemas con ablandamiento la falla se localiza mucho. Sélo algunos

nodos contribuyen a la norma del vector incremento de desplazamientos y la
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falla no es sensible a la norma global. Entonces, en problemas de no
linealidad material con ablandamiento es mads eficiente usar sélo un grado de
libertad dominante, aplicar ciertos pesos a los distintos grados de libertad
u omitir algunos grados de libertad en la norma de los incrementos de
desplazamientos. Se tiene entonces lo que De Borst denomina método de control

indirecto de desplazamientos [De Borst 1987a].

La ecuacién de restriccién es del tipo:

~T ~
AU AU . = Al (E.104)

m,i

Donde Af]mi contiene sélo un muimero de grados de libertad limitado del

vector AU .
it

La desventaja mds importante de esta modificaciéon de la ecuacién de
restriccién, es que la misma se hace dependiente del problema particular que

se analiza y, como consecuencia, el método pierde generalidad.
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ANEXO El
ESQUEMA DE UN PROGRAMA DE ELEMENTOS FINITOS

PARA PROBLEMAS CON NO LINEALIDAD
EN LA ECUACION CONSTITUTIVA

Lectura de datos

Inicializacién de variables

Incremento de carga m=1

Iteracién i=1

l
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Definicién de las fuerzas nodales
F

l

(1
Aplicacién de una parte de las fuerzas nodales
como incremento de carga

A[Fm = “m [F

J

En la primera iteracion

R . = -AF
m

m, 1

)
Obtencidn del incremento de desplazamientos
correspondiente a la iteracioni

n -

oy T
Ko=) B C' B® Qv
A N ™

e=1 v =

-1
AU =-[K‘.}m,
m,i+1 m,i m,i

m,i

l
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Actualizacién de desplazamientos

:Um'

1

+ AUmi

m,i+1

+1

Obtencidén de deformaciones en puntos de Gauss

Ae = B° AU®
m,i+l m,i+1
m,i+l - mi _m,i+l

Integracién de la ecuacién constitutiva

_ t

Tt Tmyitl  _miitl
Actualizacién de tensiones

=g  + Ao
.m

Rl _m,i+l

l

Obtencion de fuerzas residuales

_m,i+]

R =i{[BGT dV]—F

m,i+l - I- J ve _m,i+l J m

l

Comprobacién de convergencia

e

IRyl 2 0

(i=i+1, vuelva a 2)) «— 2 0

A
I
]
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Salida de resultados

l

(m=m-+1, vuelva a (1)) «—— <

FIN
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APENDICE F

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTITVA

F.1. INTRODUCCION

El método de elementos finitos es uno de los métodos mds utilizados para
analizar la respuesta elasto-plastica de los sélidos. La capacidad de
prediccién del andlisis no lineal mediante el método de elementos finitos
depende considerablemente de wun nimero de factores tales como la
discretizacién  espacial, la  discretizacion  temporal, el  procedimiento
iterativo de solucién, los modelos constitutivos y la integracién en el
tiempo de estos modelos. Este dltimo aspecto ha recibido mucha atencién en
los ultimos aflos [Zienkiewicz 1969, Nayak 1972, De Borst 1984, Ortiz 19850,
Simo 1985, Ortiz 1986, Dodds 1987, De Borst 1987b, Mitchell 1988, Feenstra
1988, Oller 1988, Simo 1988, Crisfield 1991, Sloan 1992, Fuschi 1992, Loret
1992, Simo 1992]. Mientras la precisién en el célculo de la matriz de rigidez
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(), = () + @o) (F.3)
(o) = (o)  + Aoy - (F.4)
Donde:

(Acij)ﬂ = C:_]kl [(Aekl)n } (Aeil)n] (FS)

t+ At

- 8G

(A€l = L A - dt (F.6)

At
(Aa) = L A H(o o) dt (F.7)

(Aui)n : Incremento de desplazamiento entre los estados n-1 y n,

(Aeij)n: Incremento del tensor de deformaciones correspondiente a
(Au)

1 n

(Gij)ml: Tensor de tensiones en el estado n-1,

(oij)“ : Tensor de tensiones en el estado n,

(A(Tij)n : Incremento del tensor de tensiones entre los estados n-1 y n ,

C‘?jkl: Tensor de rigidez secante,

(Ae‘:j)n: Incrementc del tensor de deformaciones plésticas entre los
estados n-1 y n,

At : Incremento de tiempo entre los estados n-1 y n,

A : Parfmetro de consistencia plastica,
G : Funciénde potencial pléstico,

T : Pardmetro de medida del tiempo,
o Vector de variables internas,

Hi : Médulo pléstico.

El problema consiste en evaluar las integrales de las ecuaciones (F.6) y
(F.7) para actualizar las tensiones y las variables internas a un nuevo
estado n que satisfaga la condicién de fluencia y la condiciéon de

consistencia incremental :
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F = F((Gij)n,((li)n] =0 Y AF = F[(qu)n,(mi)n] =0 (F.8)

Un algoritmo eficiente para la integracién numérica de la ecuacién
constitutiva debe satisfacer ' tres requerimientos bdsicos [Ortiz y Popov
1985]:

a) Consistencia con las relaciones constitutivas a integrar o precisién
de primer orden. Esta condicién requiere que las variables actualizadas
calculadas mediante la integracién numérica ((¢.), (@) , ©.)) coincidan

ijn i'n ij’n

con sus valores exactos dentro de los términos de segundo orden de At.

b) Estabilidad numérica. La estabilidad numérica juega un papel central
debido a que junto con la condicién anterior constituyen condiciones
necesarias y suficientes para la convergencia cuando el intervalo de tiempo

iende a cero.

—*

c) Condicién de consistencia pldstica incremental.

Ademds una propiedad no necesaria pero si deseable es la precision de

segunde orden.

I.3. CLASIFICACION DE LOS METODOS DE
INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA

Ortiz y Popov [Ortiz 1985b] distinguen dos familias de algoritmos de
integracién de las ecuaciones constituivas que satisfacen potencialmente las
cuatro condiciones mencionadas : la regla del trapecio generalizada y la
regla del punto medio generalizada. A continuacién, se describen las

principales caracteristicas de las mismas.
F.3.1. REGLA DEL TRAPECIO GENERALIZADA

Estd dada por las ecuaciones :
(0, = () , + (Ao (F.9)
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e
O

n

(.d__E_ J PREDICTOR
d 044 ELASTICO

C5(4- )AL (j’é)m

G

n-1

DOMINIO ELASTICO

SUPERFICIE DE
FLUENCIA ACTUALIZADA

SUPERFICIE DE
FLUENCIA INICIAL

F1gF1Regla del Trapecio Generalizada

Para o=0 la integracién es explicita. Para o>0 el algoritmo es
implicito. Para «a=1/2 y el caso particular del criterio de Von Mises con
plasticidad asociada y perfecta, la regla del trapecio generalizada coincide
con el procedimiento denominado de la normal media. Para o=1 se tiene el
método de Euler-Backward. Para o=1 y plasticidad perfecta se obtiene el
algoritmo de proyeccion del puhto mds cercano que fue propuesto como una
generalizacién del llamado algoritmo de reforno vradial (en el plano
octaédrico) desarrollado para el modelo de Von Mises con endurecimiento

lineal,

La regla del frapecio generalizada es consistente con las relaciones
constitutivas elastopldsticas para cualquier valor de o y presenta precisién
de segundo orden para a=1/2, Para a<l1/2 el algoritmo es siempre
condicionalmente estable. Para o21/2 el  algoritmo puede ser
incondicionalmente estable dependiendo de la forma de la superficie de carga.
Para superficies de carga suaves como la de Von Mises, la regla del trapecio
generalizada es incondicionalmente estable para «a=21/2. Un fuerte grado de
distorsién de la superficie de carga reduce significativamente el rango de
estabilidad  incondicional. En particular, para superficies de carga con
aristas, el unico valor de o con el que se consigue estabilidad incondicional

es a=1.
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A continuacién se presentan como ejemplo dos algoritmos correspondientes

a a=( y o=1 respectivamente.
F.3.1.1. Integracion Explicita o Avance Directo

Cuando o0=0 la integracién es explicita y, en general, exige subdivisién
del incremento de desplazamientos correspondiente a la iteracién actual en
una cantidad de subincrementos para los cuales se calcula el subincremento de
deformacién. A partir de ellos y la matriz elastopldstica actualizada, se

calcula el incremento de tensiénen cada subincremento.

Ejemplos de este tipo de procedimientos son los utilizados por Nayak and
Zienkewicz {Nayak 1972], Hinton y Owen [Hinton 1982}, y lo que Dodds {Dodds
1987] denomina "método de rigidez tangente con corrector radial’. A
continuacién se presenta el procedimiento descripto por Nayak and Zienkiewicz
[Nayak 1972].

La tensiénen un punto de Gauss se calcula como:

(Gij)n = (Gij)n-l + (Aoij)“ (F.14)
— P

(Acij)n = Cijkl(AE}d)n - Cijld(AEkl)n (F15)
(Acy = (A5, - (b)), (F.16)

e f’—“ﬁ : q
(Ao, = . Ci 98y = B8, (F.17)

[ :
(AO‘:j)n = 0 Cijk] de = (1-1) [Cijkl]n‘l(Aekl)n (F.18)

Donde :
r(Aekl): parte de del incremento de deformacién para la cual se alcanza
n
la superficie de fluencia.

. o ¢ Tensor de rigidez pléstica.

1y
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Fig.F.2. Integracién explicita
Este procedimiento estd ilustrado en la Fig.F2 y puede explicarse como
sigue. Cargando desde C, el punto de tensién se mueve eldsticamente hasta
tocar la superficie de fluencia en B. Un comportamiento eldstico por sobre la
superficie de fluencia conducirfa al punto A. Sin embargo, para satisfacer el
criterio de fluencia, el punto no puede salir fuera de la superficie de

fluencia y debe ser traido nuevamente a la misma.

Se debe determinar entonces el valor de r tal que :
ij n-

F = F[( ) . +r (Ao‘i’j)n,((xi)n_] =0 (F.19)

Punto B de la Fig.F.2

Por interpolacién lineal se obtiene una primera aproximacion :

-F
_ 0

Donde :
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F0=pﬁqﬂﬂﬂwml (B21)
F = 1:[(0ij)n_1 +(A0‘:j)“,(ai)n_l] (F.22)

Debido a la no linealidad de la funcién F, en general :

Py =F [(%)n-x + r(AG?p;(“i)m] £0 (F.23)

Una aproximaci6n mejor se obtiene como :

R 2 (F.24)

Esta dltima ecuacién es también aproximada y conduce a un punto de
tensiéon que no se encuentra sobre la superficie de fluencia. Para conservar
Ja condicién de fluencia se corrige la tensién mediante una correcién normal
a la superficie de fluencia (trayectoria D-D’ de FigF2). La condicion
mencionada asegura el cumplimiento de la condicién de fluencia pero no

permite una buena aproximacion del flujo.

Para lograr una mejor aproximacién se divide el intervalo (1-r)Ag” en m
pequeiios subintervalos en los que se va actualizando el médulo pldstico. Este

procedimiento estd ilustrado en la Fig.F.3 para m=3.

Mientras la subincrementacién mejora notablemente la precisién, puede
ser necesario un ndmero inaceptable de subincrementos para asegurar la
estabilidad. Recalcular la rigidez tangente y actualizar las variables de
estado para demasiados subincrementos puede requerir un ticmpo computacional
excesivo. Ademas existen dos inconvenientes adicionales con este método. En
primer lugar, es necesario determinar la tensibn de contacto con la

superficie de fluencia para dividir el vector incremento de deformacién en
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una parte eldstica y ofra parte elastopldstica. En segundo lugar, al final de
cada subincremento, el vector tensién cae fuera de la superficie de fluencia
y para evitar un endurecimiento artificial debe ser escalado radialmente
hasta la superficie. Eso produce una modificacién adicional del flujo
pléstico que debiera ser incorporada en el vector de deformaciones
plasticas. Mads alld, cuando el médulo pldstico varfa, se produce una
inconsistencia en el radio de la superficie de fluencia actualizada debido a
la linealizacién de la curva tensién-deformacién durante cada subincremento.
Se necesitaria un escalamiento adicional del vector tensidn actualizado para

evitar este error.

On
S A
PREDICTOR
g, ELASTICO
DOMINIO ELASTICO
G‘l

SUPERFICIE DE FLUENCIA

Fig.F.3. Integracion explicita con subincrementacion
(m = 3)

F.3.1.2. Euler-Backward [Ortiz 1985b, Feenstra 1988, Mitchel and Owen 1988,
Simo and Hughes 1988, Crisfield 1991]

Este método se obtiene para o=1 (ver Fig.F.4) y consiste en actualizar

las variables del problema de la siguiente forma :

¢ AN C G E.25
(Gij)n = (Gij)n - i |90 (F.25)
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(@) =(a)  + Ak[Hi] (F.26)

n

Si se sustituye en la condiciénde fluencia :

F o= p{(cij)“,(ai)n] =0 (F.27)

se obtiene una ecuacién no lineal en AA de la forma :
f(AL) = 0 (F.28)

que puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de Newton-Raphson:

1

R Yom B (F.29)

En el Anexo F1 se presenta el algoritmo de integracién para el modelo de

daflo plastico presentado en el Capitulo 2.

TTT— PREDICTOR

\ ELASTICO

o

DOMINIO ELASTICO

Gy

SUPERFICIE DE FLUENCIA

Fig.F.4 Método de Euler Backward
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La mayor dificultad que presenta este método es la evaluacién de la
‘derivada de la funcién de fluencia respecto del incremento del pardmetro de
consistencia  pldstica (ec.(F.29)). La misma debe desarrollarse para cada
modelo elastopldstico. En el Anexo F2 se presenta el cdlculo de esta derivada

para el modelo de dafio pldstico modificado.
Una de las ventajas que presenta este modelo es que permite resolver
problemas de estado plano de tensiones con programas de elementos finitos en

2D en forma directa. En el Anexo F3 se presenta el algoritmo correspondiente

al método de Euler Backward para el caso del estado plano de tensiones.
F.3.2. REGLA DEL PUNTO MEDIO GENERALIZADA

Es una familia alternativa de algoritmos que tiene la siguiente forma:

(c) = (o)  + (Ao,) : (F.30)
in ij'n-1 ij'n
(AGU.)“ = C:jkl [(Aekl>n i (Aeil)n} (F.31)
(s )
(Ae) = AL F—a } (F.32)
ij
n-1+00
(@) = (o)  ~+ AL (H,} (F.33)
n-1+00
F =F {(Gij)n,(ai)n] =0 (F.34)
0fa<s1

Este es un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales a resolver en

las incégnitas (Gij)n’ (Ae?j)n, (o) y AL

En la Fig.F.5 se presenta una interpretacién geométrica del algoritmo.

Puede verse que éste es también un algoritmo de retorno mapeado en que la
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tensiéon predecida eldsticamente es proyectada sobre la superficie de fluencia

actualizada segn la direccién del flujo evaluado en un punto intermedio

(0 o@D o

ij n-1+QL n-1+Q0

Para el caso del criterio de Von Mises con plasticidad asociada vy
endurecimiento  lineal, las reglas del trapecio y del punto medio

generalizadas coinciden.

El algoritmo del punto medio generalizado es consisiente para todo valor
de o y presenta precision de segundo orden para o=1/2. Para a<l/2 la regla
del punto medio generalizada es sélo condicionalmente estable. A diferencia
de la regla del trapecio generalizada, para «>1/2 es incondicionalmente
estable independientemente de la eleccion de la superficie de carga [Ortiz y
Popov 1985].

PREDICTOR
ELASTICO

DOMINIO ELASTICO /, SUPERFICIE
DE FLUENCIA
FINAL
SUPERFICIE DE
FLUENGIA
SUPERFICIE DE INTERMEDIA

FLUENCIA INICIAL

Fig.F.5. Regla del punto medio generalizada

Ortiz y Popov [1985b] demostraron también que la eleccién éptima de o

depende de la naturaleza del problema en consideracién. Cuando son de preveer
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incrementos de deformacién grandes , o=l da probablemente el algoritmo
6ptimo. Por el contrario, en problemas con pequefios incrementos de

deformacién, a=1/2 puede mejorar la precisién.

F.3.3. OTRO PROCEDIMIENTO DE INTEGRACION ALTERNATIVO
[Simo y Ortiz 1986, Simo and Hughes 1988, Crisfield 1991]

Generalmente el método de Euler Backward ha sido utilizado en casos
simples como plasticidad con criterio de Von Mises, endurecimiento lineal vy
mdédulo eldstico isétropo y constante. Pero cuando se aplica a modelos de
plasticidad no triviales, a pesar de su generalidad, conduce a un sistema de
ecuaciones no lineales, cuya solucién mediante el método de Newton Raphson
requiere la evaluacién de Ios gradientes de Ia direccién del flujo pléstico,
de la normal a la superficie de fluencia, del médulo pldstico y del tensor de
elasticidad. Todo esto hace que la solucién mediante este método sea muy

laboriosa.

La gran ventaja del método que se describe a continuacién es que se
formula sélo en términos de la funcién de fluencia, la normal a la misma, la
direccién del flujo plastico y mddulo eldstico tangente, sin necesidad de
recurrir  a  sus gradientes y, a pesar de ello, presenta una tasa de

convergencia cuadritica.

Este método fue presentado por de Borst [De Borst 1986] vy deducido por
Ortiz y Simo [Ortiz 1986] a partir de una descomposicién aditiva de la
tensién en una parte eldstica y otra parte pldstica y difiere de los
algoritmos de retorno mapeado anteriormente descriptos, en la forma en que

las tensiones predecidas eldsticamente son relajadas.

En primer lugar se integra las ecuaciones eldsticas para obtener un
predictor eldstico que es tomado como condicién inicial para las ecuaciones
pldsticas. Estas ultimas definen un corrector plastico mediante el cual las
tensiones obtenidas eldsticamente son relajadas hasta una superficie de

fluencia adecuadamente actualizada en forma iterativa,

Es un algoritmo eficiente y capaz de trabajar con modelos muy generales.
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Para computar el camino de retorno se usa el siguiente
procedimiento: En cada iteracién se linealiza la funcién de fluencia

alrededor de los wvalores actuales de las variables de estado

(6, (@)

i'n-1
F ((Uij)n,((li)n) =F ((O'ij)n‘l,((li)n_l) + (F.35)
aF . oF .
+ {?96;}“'1 ((le)n (le)n-l] + {;3(—1;}“?1 {(ak)n (ak)n-l}
Ademds :
aG
(Gij)n = (O'?j)n - Akn C:jkl £ ] ‘ (F.36)

ki
Jn-l

((xi)n . ((xi)n-l + Ak

n

[HiJ (F.37)
l_ n-1

Reemplazando en la ecuacidn (F.35) y haciendo :

F o= F{(oij)“,(oci)n] =0 (F.38)
se obtiene :
p[(oij)n,(oc) ]
M, = (F.39)
oF . | 8G oF
80, i 190, aa (1,
Y n-1 kl n-1 n-1 "

Sustituyendo este valor de AA en las ecuaciones anteriores se obtienen
n

los valores de (o) y (o). Las condiciones iniciales para este
ij'n i'n

procedimiento son las dadas por el predictor eldstico. La iteracién se

realiza hasta lograr convergencia. En Fig.E.6 se ilustra el procedimiento
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para el caso de flujo asociado.

LINEALIZACIONES

"\ DE LA SUPERE
DE FLUENCIA

DOMINIO ELASTICO

SUPERFICIE DE FLUENCIA FINAL

Fig.F.6 Método de retorno mapeado

Esta formulacién es capaz de tatar criterios de fluencia complejos,
reglas de flujo y de endurecimiento o ablandamiento cualesquiera. El
algoritmo propuesto por Ortiz and Simo [1986] incluye la posibilidad de

trabajar con degradacién de rigidez.

En el Anexo F4 se presenta el algoritmo de célculo desarrollado para el

modelo de dafio pldstico modificado.

De todos Ilos algoritmos para la integracién de la ecuacién de Ia
ecuacién constitutiva, este es el mds adecuado para la aplicacién en cdédigos
implicitos. Es conceptualmente simple y provee gran precisién. Es
incondicionalmente estable y no necesita determinar la tensién de contacto ni
escalar el vector tensién actualizado. Ademds permite tener en cuenta

endurecimiento isétropoy cinemadtico.

Es interesante notar que, para el criterio de Von Mises, este método y
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el algoritmo de Euler Backward coinciden y, en consecuencia, dan los mismos
resultados. Esto es debido a la curvatura constante de esta superficie de

fluencia en el espacio de tensiones.

F.4. PROBLEMA DE TENSIONES PLANAS [Dodds 1987]

El problema de estado plano de tensiones complica significativamente el
procedimiento de integracion de la ecuacién constitutiva cuando se trabaja
con programas de elementos finitos 2D. Para satisfacer la condicién de estado

plano de tensiones, la tensién normal al plano, ¢, debe ser nuia.
Z

El problema esti en que se necesita conocer el valor de € para integrar
la ecuacidn constitutiva. Algunas veces se calcula € forzando (Sz=0 en la
matriz  elastopldstica tangente. Ese es un procedimiento aceptable en los
algoritmos de integracién explicita en los que se trabaja con pequefios
intervalos de deformacién, pero no lo es en los algoritmos de integracién

implicita.

Dodds [Dodds 1987] propone un algoritmo que consiste en ajustar
iterativamente , mediante un procedimiento de Newton-Raphson, el incremento
de deformacién (Aez)n hasta lograr que ©=0. La estimacion inicial (Aez)n
puede ser hecha con el es =ma eldstico o pldstico rmando la fila zz de °
0 Cip y obligando a que (A(SZ)n sea nula. Sin embargo, pareciera ser que la
tasa de con _encia no d | :nde demasiado del valor elegido para (Ae) y el

mismo pu¢  tomarse igual a ¢

En el Anexo F3 se propone la solucién directa del problema del estado

plano de tensiones utilizando el método de integracion de Euler Backward.
F.5. MA RIZ DE RIGIDEZ CONSISTENTE

Algunas publicaciones recientes [Simo and Taylor 1985, Dodds 1987,
Mitchell and 'wen 1988, Simo and Hug 1988, Crisfield 1991] seifialan la
ventaja de usar una matriz de rigidez consistente para resolver problemas
elastopldsticos. Se ha demostrado que la tasa de convergencia cuadrética del
método de Newton Raphson sélo puede asegurarse si €l mddulo tangente se
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deriva de un modo consistente con el algoritmo de integracién de la ecuacion
constitutiva. La consistencia implica que el incremento de tensién producido
por el operador tangente actuando sobre el incremento de deformacién debe
aproximarse al incremento de tensién predicho por el procedimiento de

integracién al menos en el primer orden.

Cuando se trabaja con el método de Newton Raphson se debe integrar la
ecuacién constitutiva en cada iteraciéon i de cada incremento de carga n. Se
puede utilizar dos incrementos de deformacién distintos para actualizar el

tensor de tensiones;

(4e). = &), - (Be)

kl'n,i kl"n-1
(F.40)

O~

PD
(Aekl)n - (ekl)n,i ) (Aekl)n,i-l

La primera forma conduce a un algoritmo independiente del camino y la

segunda a un algoritmo dependiente del camino [Crisfield 1991).

En el segundo caso se integra las ecuaciones constitutivas sobre la
correccion de deformaciones correspondiente a la iteracién i-1. Esto  tiene
dos grandes problemas. En primer lugar, el incremento de deformacién
predicho de  esta manera puede diferir marcadamente del camino de
deformacién real. La direccién del flujo pldstico varfa fuertemente de
iteracibn a  iteracién aunque la direccién real del  flujo  plastico
varfa  snavemente durante el intervalo. La integracién de esas variaciones
sobre las iteraciones puede no representar adecuadamente wuna direccién
promedio del flujo pldstico para el incremento. En segundo Iugar, las
abruptas wvariaciones en el vector de correccion de deformaciones generalmente

indican falsas descargas eldsticas.

El uso de una estrategia independiente del camino elimina la posibilidad
de falsas descargas. Sin embargo, las ecuaciones constitutivas deben ser
integradas sobre grandes incrementos de deformacién por lo que la precisién y
estabilidad de los algoritmos de integracion son factores determinantes en la

solucién. Adicionalmente, los operadores tangentes utilizados para la
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formacién de la matriz de rigidez requieren especial consideracion. En
efecto, el operador tangente continuo se aproxima mds al operador tangente
consistente con el algoritmo dependiente del camino y difiere mucho para el

algoritmo independiente del camino.

F.5.1. FORMA GENERAL DEL MODULO TANGENTE CONSISTENTE
I ¥TODO 'E EULER-BACKWARD

La forma del algoritmo de integraciénes la siguiente :
o e |28 F.41
(Gij)n B (Gij)n T2 T |90, (F.41)

Diferenciando esta ecuacién se obtiene:

8 3 é_(i 3 62G
(dcij)" B Ciik‘(dekl)" -, Cijkl 0 | A7”n Cijkl W’; (dopq)n
(F.42)
* bu

(o, = (Cijkl)n [(d%)n - dA L’% ] (F.43)

\. |

Donde :
-1
* S 62G [

e 3G 3G C ot (F.44)

Escribiendo la condiciénde consistencia pléstica, se obtiene :
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*

—BE: (Cijkl)n (dekl)n

dr = : (F.45)
PR - O
d c F.46
( Gij)n = ( ijkl)n (dekl)n (F.46)
N 3\
oy lee | e |
A ( iqu)n BO'pq 8()-“ ( rskl)n
_ * n Jn
Cida = Cigda - ( (E.47)
aF * aG
Ayt 56 | € |30
Pa rs

Para el caso de algoritmo de retorno mapeado descripto en el punto
F.3.3, el célculo del operador tangente consistente no es tan simple porque
se dispone del flujo en la ultima iteracién que no corresponde a la direccibn

de avance entre los estados n-1 y n.

F.6. MATERIALES CON DEGRADACION DE RIGIDEZ

En este punto se describen los algoritmos utilizados para la integracion

de la ecuacidn constitutiva del sélido elasto-plastico-degradable.

En el caso de trabajar con el modelo de dafio explicito, no es necesario
integrar la ecuacién constitutiva porque se puede obtener explicitamente la
variable de degradacién. Si el material presenta deformaciones permanentes,
se resuelve primero el problema de dafio y se integra luego la ecuacién
constitutiva elastopléstica con cualquiera de los métodos ya descriptos. En

el Anexo F5 se presenta el algoritmo correspondiente a este método.

Si se utiliza una forma implicita para considerar el dafio, se debe

integrar la ecuacién de dafio. En el caso en que se trabaje con un modelo
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desacoplado, se debe integrar primero la ecuacién de daiio y luego la ecuacién
elastopldstica. Para integrar la ecuaciéon de dafio se utiliza un algoritmo de
los del tipo retorno mapeado que se emplean en plasticidad. Se parte de una
linealizacion de la funcién de dafio y de la condiciéon de consistencia de
dafid:

e ol

Gd(cij+A0ij,d+Ad) =0 = éd(oij,d) + 55~ A0, + - Ad (F.48)
ij
al?  ao
3. = 70 | (F.49)
ij ij

Como se considera que los fenémenos de plasticidad y dafio no actdan

simultdneamente, el incremento de tensién se puede calcular como:

Ao, = -Ad o, (F.50)

1)

== Chg (F.51)

6o d)
Ad = i (F.52)
af -
e
K T

y actualizar la variable de dafio. Una vez resuelto el problema de dafio

se puede pasar a la integracién de la ecuacidn constitutiva elastopldstica.

El algoritmo de integracién correspondiente se ha esquematizado en el
Anexo Fo6.

Hin estos desarrollos se han suprimido los subindices n y n-1 por simplicidad
en la notacion. Se entiende que, en todosg los casos, se parte de una

configuracion n-1 y se llega a una n.
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Si se utiliza un modelo de dafio y plasticidad acoplado, se requiere una
integracion simultdnea de las ecuaciones de plasticidad y de dafio. En esta

tesis se desarrollaron, para ello, dos tipos de algoritmos.
o Algoritmo del tipo retorno mapeado

Este algoritmo es similar al que se usa en plasticidad. Se parte de una

linealizacién de la funcién de dafioy de la funciénde fluencia:

éd d 3&" aGd
(0, +Ac, d+Ad) = 0 = G (0, + 35~ 3 Ao, + —q- Ad (F.53)
aF aF
F((‘)’ +A0 oc+Aoc) =0 = F((‘)’ a) + o= Ao + o Aoc (E.54)

1] r
En este caso se puede calcular el incremento de tensidn como:

Ao, = -Ad O, - M) C,, %1 (F.55)
J

Reemplazando en las ecuaciones (F.53) y (F.54) queda un sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incégnitas : AA y Ad. De su resolucién se

obtiene:
F(G OL) h d + _a_g_ 0‘ - G (Gad) 80 le
d a0 u kl
K kI

AN =

oF ~s 8G oF of - oF _of| .~ G

+#— C - —H c 80 _o|l.|g=— O 80 “yng B

— = - —> klpqg 00
ackl kIpg acpq a(xk k . hkd+ 5 G S, acykl k| |3 G pq

(F.56)



Integracionde la Ecuacion Constitutiva 417-

aF s aG aF - e 3G
d —_ — - = H 80
CA} c.d - F(o ,o _OY “kipq 80
( i ) 60k1 klpq acpq a(xk k ( i r) ale Pq -

Ad =
OF ~ 9G _8F . ||ef 5 oF _oll o 90
86, kipq 80 8o, "k °d h o+ 5= ok‘l’ 186, k| |a5- kipg 30pq
M K ki k1
(F.57)

Siguiendo las ecuaciones (F.56) y (F.57) se puede calcular el pardmetro
de consistencia pldstica y la variable de degradacién. En el Anexo F7 se ha

esquematizado el algoritmo de integracién correspondiente.

e Algoritmo de tipo Euler-Backward

Este algoritmo consiste en obtener el pardmetro de consistencia pléstica
y el incremento de la variable de dafio d a través del siguiente sistema de
ecuaciones no lineales, correspondientes a las condiciones de fluencia y daiio

respectivamente :

[ o
HP(AMLAd) = F(G +AG 0, +A0) = 0
1 i T r

(F.58)
H(ANAd)

i

é\}d(csij+A0ij,d+Ad) =0

Este sistema puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de Newton

Raphson, de la siguiente manera :

- 1 -1
aH?  aHP
AN (A aAN  aAd HP(AN,Ad) (F 59)
Ad] T lad] d d o .
K K-l aH oH (A7\‘3Ad) k-1
8AN  8Ad
. Sk-1
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La mayor dificultad de este método reside en el célculo de las derivadas

que intervienen en la ecuacién (F.59). Sin embargo, con este método se puede

resolver en forma simple un problema de estado plano de tensiones con un

programa en 2D. En el Anexo F8 se esquematiza
correspondiente a este método y en el Anexo F9 se
intervinientes en la ec.(F.59).

Partiendo de la forma de

integracién correspondiente

el algoritmo de solucién

desarrollan las derivadas

a este udltimo

algoritmo se puede deducir una forma para la matriz de rigidez tangente

consistente. Derivando:

8G
= - 0 (P _ e F
(Gﬂ.)n (1 dn) Cijkl (Eij)n (Eij)n-l Akn 50, (F.60)
L n
Resulta:
do) = -dd C° o 2.
( GU')" T Tk (Eij)n'(eij)n-1 Bt O
{Csl ) dx[S\ [aG
* 1G] 8 “i| 199,
L Jn [ Jn L Jn
(F.61)
8°G
- AL |C (do )
n [ l.lld]n acklacpq pqn
Jn
Ordenando, se obtiene :
S “ ), 5o F.62
(dcij)n - (Cijkl)n (dskl)n— (Ci jkl)n d n 601(1 (F.62)

Donde :
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r \ 1
e* s 32G e
(Ci jkl)n = 6ip6jq + Axn Cijrs 56;86’; Cqul (F.63)
(
s* s 32G s
(Cijkl)n = 6ip6jq + A?\,n Cijrs 5—6;_56; Cpqld (F64)
\. J

Escribiendo la condicién de consistencia pldstica se obtiene el modulo

eldsto-pléstico-degradadotangente consistente:

\
o (aF (aF o
ijpq'n laopq [60’1_3 rskl’n
C.) =) - LASL (F.65)
Nk 0 ijk’n ( 3
JR Ll - ]
O T I J
n " n

F.7. MATERIALES ANISOTROPOS

Para soélidos anisétropos , si se utilizaa, por ejemplo, el criterio de
Hill [Hill 1967], la curvatura de la superficie de fluencia puede variar
fuertemente alrededor del contorno. En esos casos, Feenstra y de Borst
[Fenestra 1988} probaron que el método de Euler Backward se comporta mucho
mejor que los métodos de retorno mapeado. Mas tarde, Loret [Loret 1992]
demostré que esta conclusién no era general sino que dependia de que la
tensién predictora atraviese o no la superficie de fluencia. Kojic [Kojic
1992] desarrolld un método de integracién implicito para el criterio de Hill
[Hill 1967].

En realidad, el modelo de material anisétropo propuesto no requiere un

tratamiento especial en lo que hace a la integracién de la ecuacidn
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ANEXO FI

METODO DE EULER BACKWARD

ALGORITMO PARA EL MODELO DE
DANO PLASTICO MODIFICADO

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la

siguiente forma :

Célculo del incremento de deformacién
Ae) = (A
(8e), = (Bu, ),

y actualizacion de la deformacién

) = () +(4e)
ifn i'n

i)’n

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA
Inicializacidon

k=20
A= 0
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(a)

Actualizacién de la deformacién pléstica

k-1
aG
Py . (P k|
(eij>n - (eij)n-l + A7\ln 6O-ij
n

Actualizaciénde la tensidon

(oij) n o C:jkl r(Eij) n CH )k]

ij’n
\

Actualizacidon del resto de las variables internas

=

Verificacién de la condicién de fluencia

F((© (o)) : 0

l>0

Correccién del valor de AA

< 0 ——— (Vaya a (b))

(k=k+1 vaya a (a)) «
Axfj“ - Ax: . F(Ax:) / (aF/an):
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(b)

€) = ()
(©), = @)

ij’n

(ai)n = (ai)i

FIN
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ANEXO F2

DERIVADA DE LA FUNCION DE FLUENCIA

MODELQ DE DANO PLASTICO MODIFICADO

Para la funcidon de fluencia escrita en la forma:
F = F(Gii"(p) = f(O-Ust) - C(O-ijaKp)

La derivada tiene la siguiente forma:

oF _ aF 9% . 9F ax’
m"éﬁi}m 5@ OB

. ar
a) Cdlculo de a5

(AF2.1)

(AF2.2)

(AF2.3)
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af
genera]mente S€ CXpreésa como ¢

a0,
it

af _ 1 3

a, ~ C 5 +6 flij + G L (AF2.4)
Donde :

ti=s3 = 2 fi@ (AF2.5)
1 ij ij

I : Primer invariante del tensor de tensiones, ] Segundo invariante

del tensor desviador. de tensiones J3 : Tercer invariante del tensor desviador

de tensiones.

Cl, C2 y C3 dependen del criterio de fluencia y se calculan como:

C = af C = af _8f tan(30)
1 8!1 2 6(]2)”2 a6 (J2)1/2
_ef V3 1
C =" 86 Toos 30 373 (AF2.6)
A

Donde 6 es el dngulo de similaridad de Lode
La derivada de la cohesi6n respecto del vector tensién se calcula como:

ac 6r(crk
T = - p
56, [GT(KP) o (k )] 56,

D)
(AF2.7)
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3

ijf
ar(okl) k=1

3

ZARAD)

k=1

3

L

k=1

g
k

o
k 80

.

ZG
k

=1

k

5}
ij

80,
ij

(AF2.8)

Las derivadas de las tensiones principales o, se pueden calcular a

partir de :

)
1

18]
3

o, =~%—V J2 sen O

sen(0+21/3) 1
+ 11/3 1
sen(0+4m/3) 1

(AF2.9)

Teniendo en cuenta la forma de expresar la derivada presentada en

ecuacion (AF2.4), resulta, por ejemplo :

a0
=l =
30,

Y

e

3
2

80,
b) Cdlculo de EZ;‘JC

Ely
ELYS

J/Z

P N PN .
(173) £ + =~ (sen(0+2n/3)- tan(36) cos(9+2n/3)} £+

ij

%_ V1 cos(@+2m/3) £

i~ 188 + AL C
ik jl

s 32G 3
ijpq 80 A0
JPq pg K

-1
aG
kis 30

Is

(AF2.10)

(AF2.11)
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2
El gradiente del flujo —56@—%;6‘— se puede calcular a partir de la
pqg ki
expresion (AF2.4):
2c . 8C, o C, P aC, afl of® at‘?J
5636 —fuao + ij 30 + ij 30 +C ao +C260 +C o
(AF2.12)
¢) Cdlculo de
axP
oF _ of _ &c (AF2.13)
ak® ok ok’
de_(xP) de (xP) '
€ - ro) ——— + [la(o)] ———— (AF2.14)
dx? dk® de?
ax’
d) Cdlculo de SAK
ah
BKP 3 BG kl_] BG CoAA g 62G ack] /AT 15
san =M a6 A am, a0 T M N 369G, aAn (AF2.15)
Donde :
ahkij ahkij 5 o,
ELYS 3, 8AK (AF2.16)



Derivada de la Funcidnde Fluencia
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flox [r(o) . 1~r<o>]0
ij

3 2 p o p
Blo1] L& ¥ Ee _

r=1

f(cr)x[ Lo }0
T
r=3

(o) + 1-r(o)

gh R°

[rr——————

fo)x [

o,
:31'

-

ofie)

o .

G..
1] K

aoc

+

Gle

ar (o) +

80,

gg J Sik 6jl

(AF2.17)
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Método de Euler-Backward. Algoritmo 431-

ANEXO I3
METODO DE EULER BACKWARD
ALGORITMO PARA EL MODELO DE

DANO PLASTICO MODIFICADO
ESTADO PLANO DE TENSIONES

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la

siguiente forma :

Cilculo del incremento de deformacién
* - 1
(Ae}), = (Bu, ).

y actualizacién de la deformacién

), = (E:j)n-l * (AE:j)n

ij'n
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INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA

Inicializacién
k=0
A= 0
o (a) . .
Actualizacién de la deformacidn plédstica
_ oG k-1
&), = €, + 4% |55

ij
n

Célculo de la deformacidn transversal al plano
Deformacién eldstica:

€)= [(eﬂ)ﬁ @ e ) - @)

2z’ n n vy

Deformacion total

i
k ek p Nk
(Ezz)n - <(ezz)n£,+ (ezz)n

J

Construccién del tensor de deformaciones completo

\

kK k
(eij)n - (Eij)n + Sizsjz €,,)

zz n

Actualizacién de la tensién

_ 3 k
(Qij)n - Cijk] {(eij)n ) (eri’j)n]




Método de Euler-Backward. Algoriino 433.

Actualizacién del resto de las variables internas

Verificacién de la condicién de fluencia

F(@) (@) : 0

l>0

Correccién del valor de AA

<0 ——— (Vaya a (b))

(k=k+1 vaya a (a)) ¢
AN - AR - FANY (aF/aAM)"

(b)

ij’n

&), =€)

€), = &),

iy’n

(0), = ()

i)’ n

(ai)n = (ai):

FIN
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* 2 . L4
I' El tensor & sélo contiene las componenetes de deformacién en el
ij

*
plano: € =¢ ;€ =¢ ;€ =¢ ;€6 =¢ =¢ =10
XX XX yy vy xy Xy ZZ yz ZX

2 Esto se obtiene haciendo cumplir las condiciones de estado plano de
tensiones en la ecuacidn:

ij’n

(o) = C?jkl (5:1),, = C:jkl [(Ekl)n ) (Eil)n]

v es el coeficiente de Poisson



Método de retorno mapeado. Algoritmo -435.

ANEXO F4

METODO DE RETORNO MAPEADO

L PA L ELO
DANO PLASTICO MODIFICADC

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la

siguiente forma :

Célculo del incremento de deformacion

y actualizacién de la deformacién

(Aﬁij)n = (Aui, j)n

(€.)

ij'n

= (e)  + (Ae)
ijn-1

ij’n
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Predictor eldstico
k=0
(€)= (")

ij'n ij'n-1

€)= (), - @)

ij’n

(©), = Cy €

ijkl ~ij’n

(ai): - (ai):—l

l

Verificacion de la condicion de fluencia

F((e %@ 1 0

bo

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA

<0 — .(Vaya a (b))

=1

(a)
Cilculo de AL

k-l , kel
F [(G.) () ]
K ij’n i'n
AL =
n ~ - -
aF |¥! a6 <! oF |1 _
a0 . .. a0 - 150, .
ij ijkl kI k i
n n n n




Método de retorno mapeado. Algoritmo -437-

Actualizacién de la deformacidn pldstica
5 k-1
€)= €)'+ AN (5o

ij’n ij’n i
n

Actualizacién de la tension

.
k _ _ (eP k
(Gij)n - Cijkl L(eij)n (eij)n]

Actualizacion del resto de las variables internas

@) = @)+ axt [B)'

it fien A 1 rrnndioiAn As
Verificacion de la condici6n de

nuencia

F((© )h)) : 0

(k=k+1 vaya a (a)) «——>0

(b)
€) = ")
ij’n ij
k
(@), = @)
(@) = (o)
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FIN




Forma Explicita de Daiio. Algoritmo -439.

ANEXO F5
FORMA EXPLICITA DE DANO

ALGORITMO

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la

siguiente forma :

Célculo del incremento de deformacién

(Ae) = (Au )
y actualizacién de la deformacién

() = (Eij)m + (Aeij)n

ij'n

Cidlculo de 1a tensidonno dafada

(O(i)j)n = C(i)jkl [(Eij)n ) (E[i)j)n-l]

l
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Inicializacién
d =d
n n-1
f =1
cn cn-1

l

Cilculo de la tensién equivalente

6n=[1+r(n—1)] I o2

oin

#

Verificacidén de la condicidnde dafio

<0 —— (Vaya a (a))

Calculo de la variable de dafio

=}

I

1
Gy
PN
Q ]
N’
==
Qr

Actualizacién del umbral de dafio

)
il

Y

cn n

e



Forma Explicita de Daiio. Algoritmo 441

Calculo de la tensidén daiiada
predictora

(O.(i:j)n = (l_dll)(O?j)n

i

(a)

Integracién de la ecuacién elastopléstica
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Forma Implicita Desacoplada de Dario. Algoritmo -443.

ANEXO F6
FORMA IMPLICITA DESACOPLADA DE DANO

ALGORITMO

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la

siguiente forma :

Cilculo del incremento de deformacién

(Agij)n = (Aui, j)n

y actualizaciénde la deformacién

®), = ©€),, + (Ae),

l

Cilculo de la tension predictora no dafiada

(O-‘i)j)n = C(i)jkl [(Eij)n ) (E[i’j)ml]
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Inicializacién

k=0

cn cn-1

(c)° = (I-d)(c))
ij’n n ij’n

J

Evaluaciénde la funcién de dafio

& = 6[(%):] - £d) : 0

j>()

<0 —— (Vaya a (b))

INTEGRACION DE LA ECUACION DE DANO

k=1

l



Forma Implicita Desacoplada de Daiio. Algoritmo 445.

(a)
Célculo de Ad
W
d k-1 (k-1
k G {(Gij)n ’dn
Ad = 2
" af k1 ~Jwa
L ha+ {901 (o°)
aKd n K aoij :1 ( lj)l'l

J

Actualizacién de la variable de dafio

Actualizacién de la tension predictora

(©)" = (1-dc°)
yn n yn
r

!

Actualizacion del resto de las variables internas
de dafio
N . N O 0k
[AK) = ¥° Ad ;(K} =(K] +{AK)
n " n n n ) n
£ =f (de)
cn C n

l

Verificacién de la condiciénde dafio

@&%ﬂ:o
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(k=k+1 vaya a (a)) «—— >0

(c}), = ()

() = Y

(f) =)

l

INTEGRACION DE LA ECUACION ELASTOPLASTICA




Forma Implicita Acoplada Plasticidad + Dafio. Retorno Mapeado -447.

ANEXO F7
FORMA IMPLICITA ACOPLADA DE PLASTICIDAD + DANO

METODO DE RETORNO MAPEADO PARA
EL MODELO DE DANO PLASTICO MODIFICADO

Cialculo del incremento de deformacidn
(Ae) = (Au, )
ijn i, i'n
y actualizacién de la deformacién

(€.)

ij'n

=(e)  + (Ae)
ij n-1 ij'n

l

Cilculo de la tensiénno dafiada predictora

(O-(i)j)n = C?jkl [(eij)n ) (ESj)n-l]

l




-448- Anexo F7

Predictor

k=0

(), = (1-d)(0))

ij’n

(efj)i = (esj)n—l
(o), = @),

Verificacién de la condicigénde dafio

& - 5@ y] - £(d% : 0
C n

()

Verificacién de la condicién de fluencia

F (((Sij)z,(oci);‘) : 0

6< 0 —— (Vaya a (d)

y F< O

l@% 0 ‘
6 F> 0

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA
k=1




Forma Implicita Acoplada Plasticidad + Daiio. Retorno Mapeado 449.

(a)
F( ) @)™ 0

jﬁso

>0 —— (Vaya a (b))

oF o’
ol — 0
BO'kl k!
Vaya a (c)
(b)

&' = 6[(06):"} RGN

>0 —— (Vaya a (c))

j G' <0
r Y N\ k-1
-~ 8 as
40 kipg 80 = ()
Pq
ki
o
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(c)
Cédlculode AAL y Ad

8F s 8G _ oF . ||af - oF _ol| .~ G

C - H c 80 _o|.|57=C 80 410486

= —— KIPq
a0, klpqaopq 8oL,k 8thka+ woackl al 180, 5 P

1 ar - d aF o
AN = <F(c ,0)>|_=¢ 80 o |.<6%6. d)> a5 ©
[TT} ( " r) :3;5 hkd + aokl le ( i ) ackl ki

r

- aG
oF s 8G aF ] [ C ._,]
d C - ac
<G (Gi,,d)>{ag Ciped0 5a k| -<F(0,0.)> | == 430,
) ki Pq k )T K

Actualizacién de la deformacién pléstica

( k-1
G
k _ Pkl k
- (Bij)n * Akﬂ acii]

L e

(eP)

ij’n

Actualizacién de la variable de dafio




Forma Implicita Acoplada Plasticidad + Daiio. Retorno Mapeado 451

Actualizacién de la tensién

Tensién no dafiada

wﬁ=@.&a—@ﬂ
ijki ij'n ij'n

ij’n
Tension dafiada

@X=w®mﬁ

l

Actualizacién del resto de las variables internas

- 1)

ne k 4 gk nk <! ne
(AK] = W Ad ;[rc] = (¢ sy
1 n n n 1 n J n
ftn = fC(K:k)

Verificaciénde la condiciénde dafio

G = 6[(%,):] - fc(d:) 0
Verificacién de la condicién de fluencia

F((©) (@) 1 0

(k=k+1 vaya a (a)) G 0
§F>0

lé"s 0

y F< 0
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(c}), = (@),
CORENUON
(fc)n = (fc):
(€0) =€)
1i1n i)n

@), = o}

l

FIN




Forma Implicita Acoplada Plasticidad + Daiio. Euler-Backward 453.

ANEXO F8
FORMA IMPLICITA ACOPLADA DE PLASTICIDAD + DANO

I | I 1 1 7TWARD PARA
EL MODELO DE DANO PLASTICO MODIFICADO

A continn nse resen un quema d  algo ) T

este método.

Ciélculo del incremento de deformacién

n

(Ae) = (Au, )
ij'n i, j

y actualizacién de la deformacion

(eij)n = (eij)n-l + (Aeij)n

l
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INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA
Inicializacién

k=0

AR= 0

Ad= 0

J

(a)

Actualizacién de la deformacién pldstica

k-1
aG
D) = (), + Ak [‘a‘&*]

L)
l

Actualizacién de la variable de dafio

Actualizacion de la tensién

Tension no dafiada

ij’n

k _ ~o k
@), = Cijkl ((eij)n ) (E?j)n]

Tension dafiada

<cij>fj = (L-d)(}):

1




Forma Implicita Acoplada Plasticidad + Dario. Euler-Backward A455.

Actualizacion del resto de las variables internas

(O‘g): = (o), * A}LE [Hi]k

Verificacién de la condicién de dafio

&d = 6[(0{95] - fc(d:) =HH : 0

s

Verificacién de la condicién de fluencia
F((o)n@)) = (HY; : 0
H)y <0
y
H) <0
k

l,(H“),, >0
O
H >0

—3 (Vaya a (d))

HH 2 0

k

(H) > 0 ——> (Vaya a (b))

j (HP): <0

(8H"/8Ad)" = 0

Vaya a (¢)
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(b)
HY 2 0

HY > 0 —— (Vaya a (¢))
j/ (HY, <0

(aH“/an)‘n‘ =0

J

(©)
S <HP(ANX Ad)>(aH" [aAd) -<H (AN Ad")>/(aH"/8Ad)"
AN =A b v - —
. n " (8HP/aAN)(aH"/aAd) - (aH " 3AN)" (aH"/aAd)"
=k+1 « n n n n
vaya a(a)
o <HYAN AQYS(8HP [aAN) -<HP(ANK Ad)>/(aH AL
Ad + :Ad n n n n n n

" (8HF/aAN)(aH /aAd)"-(aH/aAN) (3H"/0Ad)*

e\ _ k
(), = @)
(<) = ()

(fc)n = (fc)ll:
_ k
&), = (€),

@), = @)
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FIN
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Derivadas de la Funciones de Fluencia y Daifo 459.

ANEXO I9
DERIVADA DE LAS FUNCIONES DE FLUENCIA Y DANO

MODELC DE DANO PLASTICO MODIFICADO

Para mayor simplicidad en Ia notacién se dejan de lado los fndices

correspondientes al ndmero de iteraciény al nimero de incremento de carga.

p
1) Cdlculo de SIZA
p

“g%x_ = a—agF)\; (Ver Anexo F2) AFoD

P
2) Cdleulo de 2R

all* _ oF 9% _ aF o
BAd = 55, aAd * 7 aAd (AF9.2)

1

a0
i _ 8 o
G—A—(J{ - 3Ad [(l-d) Cijkl (Skl'ef:l)} (AF9.3)
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5 1
o 2
i _ 3 a'G 0
aAd ~ Bik6jl+A}" Cijmn@O' ao Cklpq
mn ki
5 1
o 2
ij _ s G
aAd — Sik6j1+m” Cijmnac a0
) mn ki
8h
o _ Ao %8G T AL D 8'G
8Ad 8Ad acij KPij 8686,
j
8h 8h
Kpij _ Kpij 601(1
d3Ad  — 8o B8Ad
Kl
aH4

3) Cdlculo de —SAd

A A
oH! _ 8G* %% | 8G" ok’

A < A . A
3Ad avij 8Ad BKd aAd
A -
HGd aa ) afc
ac. 80, 80
i} ij ij
ot ar(c )
c _ K o d, d d, d
ij ij
A
o0* _ o5 %
d . d d

af 80 Fle)

= 1(0) — + [1-1(0)] —
oK IK ax

o

(=9

(AF9.4)

(AF9.5)

(AF9.6)

(AF9.7)

(AF9.8)

,_
=
oyl
5
o)

-

(AF9.10)

(AF9.11)

(AF9.12)



Derivadas de la Funciones de Fluencia y Daiio
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(o) I-r(o)
A d - ) +
¢ ]O-il g’(lj" Ro gg

v® Ad

a Kd 6‘ ['(0') + 1 (G) \VO

dAd ~ 2o |ed R gy

4) Cdiculo de %%d;

A A
aHd _ 8G"* agij aG" ax’

and — aag.. 3AA + 6Kd ELYY
ij

. _
K 1 | X0 ,11©) | ., a0
= — Tt Ad — -
LYY ol (e R gl v a0,
p (o) . la) | ., exlo]
) 2 g4 R F Ad g "
[Z]Gi]} Er 1% &1 ij
_ : ”
(8] oo o 3[((7) ij
+ STo T 71 v Ad AL T
Gl g[lj" Ro gr 8011 g
- - J
5 @ , L© | oy

i Gi g(ll Ro g(li" Ad oAk

a '0 _ d 1 o P
8AN ~ 8AN |2 cyij[EiJ' ’ Eij

(AF9.13)

(AF9.14)

(AF9.15)

(AF9.10)

(AF9.17)
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3 1 1 1 o 8G 1 o Kl
%X =33 j [Eu ) e‘i’j] -7 O, '8’6;_ - 5 AA o, ————~60ij60k] SAL (AFY.18)
8a’, , 9o,
? (AF9.19)



Materiales Ortdtropos. Algoritnio 463.

ANEXO I10
MATERIALES ORTOTROPOS

ALGORITMO DE CALCULO

A continuacién se presenta el algoritmo de célculo e integracion para el
caso de materiales ortdtropos. El mismo estd basado en un algoritmo de tipo
Newton Raphson para la solucién del problema no lineal y retorno mapeado para
la integracién de la ecuacién constitutiva, por la forma en que se actualizan
las variables internas. La idea puede usarse también con otros algoritmos de
integracién. Los subindices m-1 y m corresponden a dos incrementos sucesivos

de carga y n-1 y n dos iteraciones sucesivas dentro del incremento m.
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CALCULO DE LOS TENSORES DE TRANSFORMACION

f =R |
ij ikjl local
¢ =R _|C R
ijkl irjs 15pq {1ocal  KPIQ

5%

c. =A C
ijkl ijkl  klmn

l

Inicializacién

(a)
Lazo sobre el nimero de incrementos de carga

m=m +1

(b)

Lazo sobre el nimerode iteraciones

n=n+1




Materiales Ortotropos. Algoritmo 4065-

Célculo de la rigidez tangente

ct =A% "
PJH upq epqul
- nelem eT l m,n-1 )
(Kt] =) B [Cep} B dV
e=1 Ve

Cilculo del Incremento de Desplazamientos

-1

It

{AU)m'n {AU}M_I + (5U)m,n

|

Calculo del incremento de deformacion

Ae) = (AU )
(Ae.)

.
ij m,n i, j'mn

y actualizacién de la deformacién

(€.)

ij m,n

= (eij)m‘l + (Ae)

ij’ m,n
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Predictor eldstico

k=0
py° P
(Eij)m,n - (Eij)m,ml
e\® o P\ °
(Eij)m,n - (Eij)m,n (Eij) niLn

©) =@©) =C )

ij m,n i)'m,n ijkl " i m,n

i"m,n 1"m,n-1

Transformacion de las Tensiones Predictoras
al espacio ficticio isétropo

'e — AS OC
{Gij] ijki [ kl]
m,n m,n

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA

EN EL ESPACIO FICTICIO ISOTROPO

Verificacién de la condicién de fluencia

< 0 —— (Vaya a (d))



Materiales Ortétropos. Algoritmo -467.-

Proceso iterativo de integracién

k=1

l

()
Calculo de AA

F [(6,,)a(a,)]
Kk 1] 1
AN

m,n k-1

OF g o4 O
“m lu -

ao

turs 18

ao

{u
m,n

Actualizaciénde la deformacién pléstica

k k-1 k raG !

p — (pP\K- - $

(8ij)m,n - (eij)m,n + Akm,n {BU quij
m,n

Actualizacién de la tensién

BN 1
(Oij)m,n

s _ prk
- Cijkl [(Eij)m,n (Eij)m,n]

l
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(o)

it m

= e o 1)

m,n

Actualizacion del resto de las variables internas

l

F((©)) (@) ) 1 0

k
m,n

Verificacién de la condicién de fluencia

(k=k+1 vaya a (a)) «——>0

|
~~
S
3

Célculo del tensor constitutivo en el espacio isétropo

r

N

SO L
ijmn mn ac Pq
Pq
b - b = g*
) '3 hmR n oF Cs R
- tu tu - turs s
ao tele)

fu

m,n




Materiales Ortétropos. Algoritmo
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Obtencién de la tension real

-1 _

(c) =A (o)

ij’ m,n ijkl kl"m,n

Cilculo de las fuerzas residuales

T
= Z J Be Gmn dv ) [Fm

Conirol de convergencia

IR | : Tolerancia
m,n

I

Control de carga

m: m

max

FIN

S’
e

> —— (Vaya a (b

< ——> (Vaya a (a))
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Materiales Compuestos. Algoritmo A71.

ANEXO F11
MATERIALES COMPUESTOS

ALGORITMO DE INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA

A continuacién se presenta un esquema del algoritmo de trabajo para la

integracién de la ecuacién constitutiva de materiales compuestos.

Cdlculo del incremento de deformacién

L A L
y actualizacién de la deformacion

() =1() +(Ae)

ij’m,n ij'm-1 ij’ m,n

|
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1
eyl — s (P 1 J/ c\2
l(oij)m,n [Cijkl]m ol [(Eij)m,n (eij)m,n‘l] (Gij)m,n

Modelo Modelo
Const. Const.
(D) (2
(O-ij)rlll,n (Gij)z,n
p A p
(eij)m,n (eij)m,n
c' 1
Piix1
m,n

e ncomp
LO' )
ij’m,n

Modelo

Const.

(ncomp)

l

ncomp
(Gij)m N

P\ N comp
(ei j)m,n

. ncomp
C
€
Pkt
m,n

ncomp

(Gij)m,n = Z kc (G”)C
c=1

[c; | -y ele |

ep
"ijli Loc L ‘ijli
m,n m,n

Fin Integracién Ecuacién Constitutiva




Materiales Compuestos. Estado plano de Tensiones A73.

ANEXO F12

MATERIALES COMPUESTOS

ALGORITMO DE INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA
ESTADO PLANO DE TENSIONES

A continuacién se presenta un esquema del algoritmo de trabajo para la

integraciéon de la ecuacion constitutiva de materiales compuestos.

Calculo del incremento de deformacion

(Be) =AU )

i, jmn

y actualizacién de la deformaci6n

€ = €, + (Be))

ij m,n ij mn
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(G(i:j)nll n: [C

Modelo
Const,
(1)

4 compon.

J

i

(Gij)m,n
ey’

ij’m,n

t
C
ep,.
ijkl
m,n

(a)

Célculo de 1a deformacién transversal al plano
Deformacién eléstica:

ek _ 1 b K-l p \ k-1 2
(ezz)m,n“ I-V [(Exx)m,n (Exx)m,n+ (eyy)m,n (Eyy)m,n
Deformacidn total
k ek p k-1
(ezz)m,n - (ezz)m,n + (Ezz)m,n
Construccién del tensor de deformaciones completo
E 3
)" = () +83d (e )k
1 m,n iy mi,n iz jz Zz m,n
! 1 2 e\ ncont
1 (P & n P
ijkl]mml [(Eij)m,n (eij)m,n-l} (Gij)m,n (Gij)m,n
Modelo Modelo
Const Const.
@) (ncomp)
4 4 comp.
compon,
2 ncomp
(Gij)m,n ( ij’m,n
P2 p \ n comp
(eij)m,n (Eij)m,n
) 2 . ncomp
C C
Pina Pkt
m,n m,n
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«—Vaya a (a)
k=k+1

#0

ncomp

©)., = ) k ()7
c=1

ij ' m,n ij’m,n

Il
~1
—

ncomp c
t t
C C
€] [
Pt c | P
m,n c=1 m,

Verificacion de la tension o
Zz

G) :0

zz’ m,n

P

Fin Integracién Ecuacién Constitutiva
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* . .«
L' El tensor & sélo contiene las componenetes de deformacién en el
ij

W
plano: e =€ ;&€ =¢ ;& =€ ;€ =¢ =t =0
XX XX vy Yy Xy Xy 72 yz X

Z Esto se obtiene haciendo cumplir las condiciones de estado plano de
tensiones en la ecuacion:

)k - Cs (ee)k—l - Cs (E ) _ (Ep)k-l

ij m,n ijki * kl'm,n ijkl ki"m,n ki"m,n

(o



