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Resumen -iii-

RESUMEN 

En esta Tesis se presenta un modelo constitutivo para simular el 

comportamiento de materiales estructurales bajo cargas cuasiestáticas. El 

modelo está desarrollado para materiales friccionales no homogéneos y 

ortótropos, con degradación de rigidez, que sufren deformaciones permanentes, 

con endurecimiento o ablandamiento y es aplicable a un amplio rango de 

materiales desde los más simples como el acero hasta los más complejos como 

el hormigón, morteros, roca, suelos, ladrillos y mampostería. 

El modelo constitutivo está basado en la teoría de plasticidad y en la 

teoría de daño isótropo de Kachanov, en pequeñas deformaciones y permi le 

simular el comportamiento de materiales estructurales simples o compuestos 

mediante la utilización de la teoría de mezclas. El tratamiento propuesto 

para materiales anisótropos surge de una generalización de las teorías 

cl<ísicas de plasticidad y daño isótropo al caso de materiales an isótropos y 

ortótropos. Este enfoque supone que existe un espacio real anisótropo y otro 

espacio fictic io isótropo donde se resuelve el problema fictic io mapeado. 
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El modelo que se presenta contempla gran parte de los aspectos más 

importantes que caracterizan el comportamiento inelástico de los 

geomateriales, tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de 

tensión-deformación multiaxial, la combinación de fenómenos de fisuración con 

aplastamiento a través de un tratamiento unificado, el control de la 

dilatancia mediante una superficie de potencial plástico adecuada y el 

acoplamiento entre los fenómenos de degradación de rigidez y deformaciones 

permanentes. 



Abstract -V-

AUSTRACT 

A constitutive model for structural materials under quasistatic loads is 

presented. The model is developed for non homogeneus, orthotropic, frictional 

matcrials, that suffer stiffness degradation and permanent deformations with 

strain hardening or strain softening and it is suitable for a great range of 

materials from the most simple ones, like steel, to the more complex ones, 

like concrete, mortar, rock, soils, bricks and masonry. 

The constitutive model 1s based on the theory of plasticity and on the 

theory of isotropic damage of Kachanov and can simulate the behaviour of 

simple or composite anisotropic structural materials. The model proposed for 

anisotropic materials is a generalization of plasticity and damage theories 

to the case of anisotropic and orthotropic materials. This approach asumes 

the existence of a real anisotropic space and other fictitious isotropic 

space where a mapped fictitious problem is solved. A generalized mixing 

theory ts applied to the numerical simulation of multiphase composite 

materials. 
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The model presented takes into account a great part of the most 

important features that characterize the inelastic behaviour of geomaterials 

like differenced responses to each multiaxial stress-strain process, the 

combination of cracking and crushing through a unified approach, the 

clihtancy control through an adequate potencial surface and the coupling of 

damage ancl plastic cleformations. 
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NOTACION 

a: Conjunto de variables internas plásticas o constantes 

adimensional que determina la forma de la superficie de fluencia 

o parámetro de la regla del trapecio generalizada 

a 111
: Variable interna plástica genérica 

a 111
: Variable interna plástica genérica en el espacio isótropo 

ficticio 

a: 
ij 

Contantes intervinientes en la ec.(3.9) que se determinan en base 

a las resistencias a tracción en las direcciones 

correspondientes. 

a : Parámetro de ajuste de la tensión principal 
R 

x: Factor de proporcionalidad entre cohesión y tensión 

P: Grupo de variables internas no plásticas o constante adimensional 

que determina la forma de la superficie de fluencia 

P: Escalar positivo característico de un cada material 

P .. : Tensor que define la dirección del movimiento 

pCi): Variables de daño 
kl 

B : Tensión de fluencia de la armadura no tesa 
S 

B : Tensión de fluencia de la armadura tesa 
p 

o: Factor de estabilización incluído para supnrmr modos de presión 

espúreos. 

8 : Delta de Kronecker 
ij 

o : Vector de desplazamientos generalizados , medido en coordenadas 
S 

locales de la lámina y sobre la superficie de referencia 
Ou.: Desplazamientos virtuales 

1 

ow : 
ex! 

Trabajo realizado por las fuerzas externas sobre estos 

desplazamientos virtuales 

OE.. Deformaciones virtuales asociadas con el desplazamiento virtual 
IJ 

infinitesimal 

oin: 1-ésima variación de la energía potencial. 
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kl 
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E oct 
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<j>: 

<j>cv: 
<D: 
<D 

mmrs 

y: 

Rotaciones virtuales asociadas con el desplazamiento virtual 

infinitesimal 

Matriz definida en ec.( 4.8) 

Matriz definida en ec.( 4.8) 

Longitud del incremento de carga en el espacio N+ 1 dimensional. 

Autovalores del tensor de deformaciones E .. 
IJ 

Deformación elástica en un ensayo uniaxial 

Tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy 

Tensor de deformaciones elásticas 

Tensor de deformaciones elásticas ficticio 

Tensor de deformaciones elásticas en el espacio isótropo ficticio 

no dañado. 

Deformación debida a las microfisuras 

Deformación en la dirección principal i 

Tensor de deformaciones inelásticas 

Deformación que ocurriría en ausencia de microfisuras 

Deformación plástica en un ensayo uniaxial 

Deformación plástica principal mayor 

Deformación plástica uniaxial de tracción 

Deformaciones plásticas uniaxiales de tracción y compresión 

respectivamente. 

Tensor de deformaciones plásticas 

Tensor de deformaciones plásticas ficticias definido en el 

espacio isótropo ficticio. 

Deformación uniaxial equivalente 

Deformación principal en la dirección j 

Deformación octaédrica de cambio de volumen 

Deformación volumétrica 

Deformación correspondiente a la "c-ésima" componente 

Angula de fricción interna entre las partículas del sólido 

Angula de rozamiento interno a volumen constante 

Función de daño 

Tensor de cuarto orden ligado a la fricción interna del material. 

Constante adimensional que determina la forma de la superficie de 
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fluencia 

Deformación octaédrica de cambio de forma 

TI: 

TI .. 
IJ 

\ji: 

Entropía específica o entropía por unidad de masa 

variable interna de endurecimiento plástico cinemática 

Dilatancia 

'1': 

'1': 
e 

\{'e: 

\}'o: 

Energía potencial libre 

Energía libre de la componente e 

Energía libre correspondiente al proceso elástico 

Energía potencial libre del material no dañado 

Energía libre correspondiente al proceso plástico 

Variable de endurecimiento plástico isotrópico 

Límite de daño 

Kd: Variable de daño por degradación 

Kd • Valor de la variable de daño por degradación de rigidez 
pie· 

correspondiente al pico de tensiones en un ensayo de compresión 

uniaxial 

0': Variable de daño plástico 

0'. : Valor de la variable de daño plástico conespondiente al pico de 
p1c 

tensiones en un ensayo de compresión uniaxial 

K: Función de endurecimiento plástico 

K : Función de endurecimiento 
() 

A: Constante de Lamé 

A: Parámetro de consistencia plástica 

Jl: Constante de Lamé 

Jl: Factor de consistencia de daño 

Jl : Factor ·de consistencia de degradación 
d 

Jlm: Factor de carga correspondiente a la etapa m de carga 

v: Módulo de Poisson 

v · Variables termodinámicas de subestado 
j" 

V , V , 
xy yx 

V , V , 
y7. ey 

V y V 
xz zx 

re: 

n: 
e: 

Módulos de Poison 

Plano desviador que pasa por el origen 

Energía potencial en la configuración inicial 

Medida de la temperatura o ángulo de similaridad de Lode u 
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p: 

pd: 
p· ¡' 

~: 
1 

cr: 
e 

cr 
Cb 

cr co 

cr: 
11 

cr: 
lt 

crP: 
e 

crP: 
T 

dnax; 
T 

cr.: 

cr: 
ij 

cre: 

J.: 
IJ 

cro. ... 
IJ 

crP.: 
lj 

a o 
ij 

cr oc! -cr: 

cr: 
i 

cr .. : 

(~¡J 
e 

"'C: 

"'(;' .• 
J ,¿nax: 

"'(; 
o el 

~laX: 
o el 

co .. : 
IJ 

Q: 

orientación de los ejes locales de anisotropía 

Distancia al eje hidrostático 

Porosidad 

Fuerzas de superficie 

Vector de tensión 

Tensión crítica para la extensión del daño 

Resistencia a compresión equibiaxial para el límite de 

discontinuidad inicial. 

Tensión media de rotura a compresión del hormigón, calculada 

sobre 15 ensayos de probetas cilíndricas 

Tensión normal 

Tensión normal 

Resistencia a la compresión 

Resistencia a la tracción del material 

Máxima resistencia a tracción uniaxial 

Tensión principal en las dirección i 

Tensor de tensiones de Cauchy 

Tensor de tensiones predictor 

Tensor de tensiones de fractura 

Tensor de tensiones efectivas 

Tensor de tensiones plásticas 

Tensión equivalente en el espacio no dañado 

Tensión normal octaédrica 

Tensión equivaiente 

Tensión principal en el espacio isótropo ficticio 

Tensor de tensiones en el espacio ficticio isótropo 

Tensor de tensiones correspondiente a la "c-ésima" componente 

Tiempo 

Tensiones termodinámicas 

Máxima tensión de corte puro 

Tensión de corte octaédrica 

Máxima tensión de corte octaédrica 

Tensor de rotación 

Complemento de la función energía de deformación 
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Tensor de spin 

Tiempo intrínseco o posición del plano octaédrico 

Ubicación de los puntos de integración en el método de B-bar 

Disipación local por unidad de masa o producción interna de 

entropía por unidad de masa 

Disipación mecánica 

Disipación mecánica debida a la degradación de rigidez 

Disipación mecánica debida al proceso plástico 

Disipación mecánica no plástica 

Angulo que hace la banda con el eje de referencia global 

Angulo que hay entre la deformación específica principal mayor y 

lado positivo del eje material x
1 

Rotaciones medidas en la superficie de referencia 

Términos de alto orden de las rotaciones obtenidos también sobre 

la superficie de referencia mediante un desarrollo en serie de 

Taylor 

~: Medida del tiempo 

a: Constante que depende del material 

a : Tamaño del grano 
d 

a : Transformación ortogonal 
ij 

a : Tensor que contiene constantes del material 
ijkl 

A: Parámetro de endurecimiento plástico 

A : Tensor de cuarto orden, denominado tensor de transformación de 
ijkl 

A e: 

espacios o de mapeo de tensiones, que contiene toda la 

información sobre la anisotropía del material y define una 

transformación entre dos espacios 

Area del elemento finito donde se localiza la zona dañada 

A e Tensor material de cuarto orden denominado tensor de 
ijkl 

transformación de espacios de deformación o de mapeo de 

deformaciones. 

Ar: Area de fractura o discontinuidad 

As : Tensor material de cuarto orden que se denomina tensor de 
ijkl 

transformación de espacios de tensión 

fA: Símbolo que indica ensamblaje 

b: Constante que depende del material o parámetro de escala de la 
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pdil, 
'a . 

iJdil, 
a • 

Bdcv, 
a • 

e: 

e : e 

e 
mm 

e· 
d' 

e : 
T 

carga 

Fuerzas de volumen 

Tensor de deformaciones de Cauchy 

Matriz que relaciona deformaciones con desplazamientos nodales 

. del elemento 

Parte volumétrica de la matriz Ba 
-

Parte volumétrica de la matriz Ba 

Parte desviadora de la matriz Ba 

Cohesión o constante que depende del material 

Evolución de la cohesión durante un ensayo experimental uniaxial 

de compresión simple 

Término debido a la cohesión 

Tamaño de la micro fisura 

Evolución de la cohesión durante un ensayo experimental uniaxial 

de tracción simple 

C : Tensor de deformaciones de Oreen 
km 

C~jkt: Tensor simétrico de rango 4 

Co : Tensor de rigidez inicial del material virgen . 
rskl 

es : Tensor de rigidez secante afectado por la evolución de las 
ijkl 

cr : 
ijkl 

el : 
~kl 

e : 
ep • 

ijkl 

é_o* : 
ijkl 

variables internas no plásticas 

Tensor de rigidez plástica. 

Tensor de rigidez Tangente 

Tensor de rigidez elastoplástico tangente 

Tensor de rigidez elástica secante en el espaciO isótropo 

ficticio no dañado. 

es Tensor constitutivo elástico secante para el sólido isótropo 
ijrs 

ficticio 

é_s* · Tensor constitutivo elástico secante para el sólido isótropo 
ijrs' 

ficticio (modelo condensado) 

Tensor elastoplástico tangente en el espacio ficticio isótropo 

Tensor de rigidez tangente consistente 

Matriz de rigidez tangente 

Forma matricial del tensor elastoplastico tangente. 
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Variable de daño o constante que depende del material 

Autovectores de E .. 
lJ 

Desplazamiento irrecuperable como 

Dimensión inicial del punto en la dirección t'}E 

Tensor velocidad de deformación 

Tensor de daño activo anisótropo de cuarto orden 

Tensor desviador de deformación 

Vector unitario correspondiente a la i-ésima componente del 

sistema de referencia local. 

Módulo de elasticidad longitudinal 

Módulo elástico secante del hormigón correspondiente al 40% de la 

tensión media de rotura. 

E": Módulo de elasticidad inicial no dañado 

E : Módulo elástico inicial de la armadura tesa 
pl 

E : Módulo elástico final ele la armadura tesa 
p2 

E : Módulo elástico inicial ele la armadura no tesa 
S J 

E : Módulo elástico final de la armadura no tesa 
s2 

E ,E ,E : . Módulos de elasticidad en la tres direcciones principales de 
X y Z 

f: 
e 

f: 
i 

f.. <B): 
IJfS 

f : 

~: 
j 1 

f 
ik 

(1 : 
ik 

f 
111111 

f : 

ortotropía 

Módulos de Young tangentes en las direcciones 1, 2 y 3 

respectivamente 

Umbral de degradación en compresión uniaxial 

Fuerza por unidad de volumen 

Función tensorial de transformación de un espac1o real a uno no 

degradado equivalente 

Tensor de resistencia a fluencia correspondiente al sólido real 

Tensor de tensiones umbrales de daño correspondientes al sólido 

real 

Tensor de resistencia a fluencia correspondiente al sólido 

ficticio 

Tensor de tensiones umbrales de daño correspondiente al sólido 

ficticio 

Término dependiente de la tensión normal 

Fuerzas de superficie 
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f: Umbral de degradación en tracción uniaxial 
l 

f : Fuerzas de volumen 
V¡ 

F: Parámetro carcaterístico del material y de su anisotropía 

F : Tensor de flexibilidad 
ijkl 

F" : Tensor de flexibilidad adicional debida a la microfisuras activas 
ijkl 

F" : Tensor de flexibilidad no fisurada 
ijkl 

F : Gradiente de deformacion 
km 

/(a): Función de fluencia 

F: Función de fluencia del material anisótropo real 

F: Función isótropa de las componentes del tensor de tensiones en el 

espacio ficticio isótropo 

':f: Entropía total 

':f : Entropía introducida 
in 

lf: Fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de volumen y fuerzas 

g: 

g: 
e 
d g: 
e 

de superficie externas 

Fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de volumen y fuerzas 

de superficie externas del elemento 

Entalpía libre o función de Gibbs 

Energía específica disipada en el proceso de compresión uniaxial 

Energía específica disipada por daño en procesos de compresión 

uniaxial 

g~*: Energía específica a tracción ponderada de acuerdo al estado 

g: 
~ g: 
f 

tensional 

Valor de la energía específica de fractura 

Energía específicas disipada por daño en procesos de tracción 

uniaxial 

gr: Energía específica inelástica 

gro: Energía específica inelástica 

gP1
: Energía específica consumida durante el proceso de localización 

p•, gT . Energía específica a compresión ponderada de acuerdo al estado 

tensional 

G: Módulo elástico transversal 
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G : Densidad de energía por unidad de área disipada en el proceso de 
e 

compresión uniaxial 

Gc: Energía de aplastamiento para un proceso de compresión simple 
r 

G : Energía de fractura por unidad de área 

G : Valor inicial del módulo desviador 
o 

or1
: Energía por unidad de área dañada 

G : Módulo Secante Desviador 
S 

G 
12

,G
23

,G
31

: Módulos de corte en planos paralelos a los planos coordenados 1-

2, 2-3 y 3-1, respectivamente 

G: 

G: 

6: 
-
6: 
h: 
h: 

i 

Función de potencial plástico 

Función de potencial en el espacio isótropo ficticio 

Función de daño 

Función de daño en el espacio isótropo ficticio 

Entalpía o contenido de calor 

Función vectorial de endurecimiento 

Funciones tensoriales a ser determinadas según las aplicaciones 

del modelo plástico isótropo. 

hK : ·tensor de segundo orden 

H: Parámetros carcaterfsticos del material y de su anisotropfa 

H : Función de est~do escalar 
e 

H : Módulo plástico. 
i 

HEr: Función de estado tensorial que depende de la función de 
ij 

potencial plástico 

H· 
K' 

Función de estado escalar que depende del tensor hK (cr ,lf,c) y 
11111 

ij 

del flujo. 

H(i): Función de potencial correspondiente a la variable de daño i 

Id : Número ideal de iteraciones 

1 Número de iteraciones del incremento m-1 
m-1 

1 : Primer invariante del tensor de tensiones 
1 

1 : Segundo invariante del tensor de tensiones 
2 

I : Tercer invariante del tensor de tensiones 
J 

1 : Primer invariante del tensor de deformaciones 
1 

1 : Segundo invariante del tensor de deformaciones 
2 
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K: 

K: 

K: 
o 

K: 
S 

Tercer invariante del tensor de deformaciones 

Primer invariante del tensor desviador de tensiones 

Segundo invariante del tensor desviador de tensiones 

Tercer invariante del tensor desviador de tensiones 

Primer invariante del tensor desviador de deformaciones 

Segundo invariante del tensor desviador de deformaciones 

Tercer invariante del tensor desviador de deformaciones 

Matriz jacobiana del sistema. 

Participación de la fracción de volumen del "c-ésimo" componente 

dentro del volumen total. 

Módulo de dilatación volumétrica 

Potencia cinética 

Valor inicial del módulo volumétrico 

Módulo secante volumétrico 

K
1
,K

2
: Constantes del material 

K K K : Factores de intensidad de tensiones l, ll, 111 

K : Tenacidad del material a la fractura 
IC 

K1
: Matriz de rigidez tangente 

(Ka ) Tensores que tienen en cuenta la relación del volumen total 
i jkl 

e 

(KE ) . 
i jkl • 

c,q 

ocupada por la componente e y su disposición geométrica en el 

compuesto 

Tensores que tienen en cuenta la relación de volumen y la 

disposición geométrica. 

Tensor que relaciona el tensor de tensiones de la componente e 

con el de la componente q 

Tensor que relaciona el tensor de deformaciones de la componente 

e con el de la componente q 

Longitud característica del dominio fracturado 

Magnitud del daño equivalente al de una fisura real para un punto 

del espacio discreto 

Parámetro carcaterístico del material y de su anisotropía 

Gradiente espacial de velocidad 

Longitud característica que debe ser una medida del ancho de la 
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zona dañada o banda de localización. 

Lpc: Longitud característica de un elemento finito 

Le: Operador diferencial 

m: Densidad del material en la configuración material 

M: Masa del sólido o parámetro carcaterístico del material y de su 

anisotropía 

M : Tensor de cuarto orden que caracteriza el estado de daño en un 
ijkl 

punto del sólido 

n: Factor de forma 

nk: Vector normal al plano 

nint: Número de puntos 

N: Parámetro carcaterístico del material y de su anisotropía 

Na: Función de forma asociada con el nodo a 

Ne: Vector fila formado funciones de forma que interpolan los 

desplazamientos de ciertos puntos nodales del elemento 

~ 

OP: Vector que representa el estado de tensión de un punto 

~ 

OQ: Vector que representa la parte hidrostática del estado de tensión 

p: Parámetro del material 
i 

p : Vector unitario en la dirección de la deformación principal i 
k, 

p(l): Factor de peso del flujo plástico correspondiente al potencial 

~ 

P: 

P· 
o' 

p : 
in! 

IPII: 
ij 

IP+: 
ij 

IP+ : 
ijkl 

(IP+ e) .. : 

q: 

q.: 
1 

~ 

QP: 

Qprop 

IJ 

di) 

Conjunto de variables internas de la componente e 

Vector de fuerza actuante 

Potencia deformativa 

Potencia mecánica introducida al sistema 

Tensor proyección espectral regular 

Tensor proyección espectral positiva 

Tensor proyección positiva de cuarto orden 

Proyección positiva de e .. 
IJ 

Parámetro del material 

Flujo de calor 

Vector que representa la parte desviadora del estado de tensión 

Cantidad de calor propio existente en el sólido 
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r: 

r : 
ij 

r : 
o 

r: 
t 

r : 
1\ 

R: 

Fuente distribuida de calor por unidad de masa denominada 

radiación o relación de resistencias o relación entre la 

deformación transversal y la normal al plano. 

Cosenos directores 

Umbral de daño inicial 

Umbral de Degradación 

Factor de reducción de desplazamientos 

Tensión de fluencia en corte respecto a un plano de anisotropía. 

R · Tensor de rotación 
ijki" 

R
0

: Relación inicial que hay entre la resistencia uniaxial a 

compresión y tracción. 

R/ o),R/ cr): Funciones de respuesta del material que indican la dirección 

R: 
~1 

R· ¡j' -. 
R: 

ij 

IR: 

S: 

T: 

(T<J ) : 
1 JfS q 

U . 
·' 
1 

en la que tiene lugar el daño 

Tensor que representa el flujo en el espacio isótropo ficticio 

Tensor que representa el flujo en el espacio aniisótropo real 

Tensor definido en ec.(3.70) 

Vector de fuerzas residuales 

Vector de fuerzas residuales del elemento 

Superficie o tensión de fluencia en corte respecto a un plano de 

anisotropía. 

Espaciamiento entre inclusiones, fibras o agregados 

Tiempo 

Fuerzas de superficie 

Tensión de fluencia en corte respecto a un plano de anisotropía 

Tensor que relaciona el tensor de tensiones de la componente q en 

la teoría de mezclas modificada con el correspondiente a la 

teoría de mezcas clásica 

Tensor que relaciona el tensor de deformaciones de la componente 

q en la teoría de mezclas modificada con el correspondiente a la 

teoría de mezclas clásica 

Campo de desplazamientos o desplazamientos medidos en la 

superficie de referencia 
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Y: 

Z: 

Notación -xix-

Términos de alto orden de los desplazamientos obtenidos también 

sobre la superficie de referencia mediante un desarrollo en sene 

de Taylor 

Vector de desplazamientos de cualquier punto de elemento 

Vector de desplazamientos de ciertos puntos noclales del elemento 

Campo de velocidades 

Volumen 

Volumen del elemento finito 

Volumen de la zona dañada 

Energía interna 

Disipación por daño a lo largo del proceso de tracción uniaxial 

Función energía de deformación 

Energía disipada en todo el sólido, desde el momento en que se 

inicia la localización hasta el final del proceso de carga. 

Coordenadas espaciales que dan la posición en el tiempo t. 

Posición ocupada por la párticula X en el tiempo t 

Partícula o tensión de fluencia en las dirección principal x 

Coordenadas materiales de la partícula o coordenadas de su 

· posición en la configuración de referencia 

Tensión de fluencia en las dirección principal y 

Tensión de fluencia en las dirección principal 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

INTRODUCCION 

Desde hace muchos años la mecánica teórica se ha encargado de resolver 

problemas estructurales. La necesidad de realizar los cálculos a mano, hacía 

que todo el esfuerzo estuviera orientado a lograr esquemas simplificados del 

comportamiento estructural. Para ello se recurría a una serie de hipótesis 

simplificativas basadas en resultados experimentales. Esto traía aparejado la 

necesidad de realizar numerosos ensayos experimentales y limitaba la 

aplicación de las teorías a cada caso particular de material o tipo de 

estructuras para las cuales había sido desarrollada. 

En la actualidad, con el auge de las computadoras, han surgido numerosas 

técnicas numéricas de aproximación funcional como el método de elementos 

finitos, el método de diferencias finitas y el método de elementos de 

contorno. Si bien estos métodos no aportan demasiados elementos nuevos en el 
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caso de estructuras simples como barras, vigas o columnas, se hacen 

indispensables para poder resolver adecuadamente estructuras más complejas 

como contenedores nucleares, plataformas offshore, etc. Los modelos 

constitutivos juegan un rol fundamental en la obtención de resultados 

confiables de cualquier procedimiento de solución de estas estructuras. Su 

importancia se incrementó significativamente con el gran desarrollo y vasta 

aplicación de las técnicas computacionales ya mencionadas, como el método de 

elementos finitos. 

La toma de conciencia al respecto, ha impulsado a un creciente interés 

en la formulación teórica de leyes constitutivas y en la determinación de los 

parámetros que intervienen en las mismas. Lo primero implica el uso de 

conceptos de la Mecánica de los Medios Continuos [Malvern 1969] y lo segundo 

requiere una adecuada identificación y determinación experimental de los 

parámetros que definen la ley constitutiva. El segundo aspecto está todavía 

menos desarrollado que el primero. 

En esta Tesis, se enfoca el problema de la formulación de modelos 

constitutivos para materiales de uso corriente en la. ingeniería estructural 

como son los geomateriales : hormigón, mortero, roca, suelos, ladrillos, y 

los metales, principalmente el acero. El estudio se restringe a "la 

formulación matemática" e "identificación de los parámetros fundamentales" 

que definen el comportamiento, reconociendo la importancia de disponer de 

resultados experimentales confiables para asignar valores a dichos 

parámetros. 

1.2. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DEL COMPORTAMIENTO 

DE LOS MATERIALES ESTRUCTURALES MAS FRECUENTES 

Entre los materiales estructurales más utilizados en la práctica se 

encuentran el acero, el hormigón y la mampostería que es un material 

compuesto por ladrillos o bloques que pueden ser de distintos materiales y 

juntas de mortero. Tanto el hormigón como la mampostería se utilizan, con 

frecuencia, combinados con barras de acero dando lugar al hormigón armado y a 

la mampostería armada o al hormigón pretensado y mampostería pretensada en el 

caso en que estas barras de acero sean pretensadas. 
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El acero suele presentar un comportamiento elástico lineal hasta la 

tensión de fluencia. A partir de allí, presenta deformaciones plásticas. Las 

curvas tensión-deformación son prácticamente iguales para tracción que para 

compresión, dependendiendo la forma de las mismas del tipo de tratamiento 

térmico y mecánico previo del material [Chen 1982]. 

Por otro lado, los hormigones y morteros presentan microfisuras, 

especialmente en la interfase pasta-agregado, aún antes de ser sometidos a 

cargas [Chen 1982]. Esta propiedad es decisiva en el comportamiento mecánico 

de este tipo de materiales. La propagación de estas microfisuras durante la 

carga contribuye al comportamiento no lineal para bajos niveles de tensión y 

produce la expansión volumétrica cerca de la falla [Chen 1982]. Existe 

evidencia experimental de dos fenómenos que se producen en el hormigón e 

interactúan entre sí, dando lugar a todas las características más salientes 

del comportamiento del mismo. Ellos son: el crecimiento de microjisuras y el 

deslizamiento entre 'las partículas. El crecimiento de microfisuras juega un 

papel fundamentál en el comportamiento del hormigón, ya que da como resultado 

una degradación de las propiedades elásticas e interactúa con el 

deslizamiento plástico dando lugar a lo que normalmente se conoce como 

acoplamiento elastoplástico [Ortiz 1985a]. 

Por otro lado, como la pasta de cemento tiene una resistencia a la 

tracción mucho menor que el agregado, da lugar a un vínculo débil en el 

sistema compuesto y esto trae como consecuencia una resistencia a tracción 

mucho menor que a compresión. 

En el caso del hormigón armado o pretensado y de la mampostería se trata 

de materiales compuestos en los que el comportamiento del conjunto depende 

del comportamiento de cada una de sus materiales componentes que a su vez 

interactúan entre sí. El comportamiento mecánico de este tipo de materiales 

está altamente influenciado por la disposición geométrica de sus componenetes 

y suele presentar un comportamiento inicialmente anisótropo. 



Capftulo 1 

1.3. MODELOS CONSTITUTIVOS 

1.3.1. DEFINICION DE MODELOS CONSTITUTIVOS 

Una ley constitutiva o modelo constitutivo es un modelo mecánico

matemático que describe una idea del comportamiento tenso-deformacional del 

material [Desai 1984]. En otras palabras, una ley constitutiva simula 

matemáticamente una idealización del comportamiento físico. Por ello, la 

validez de un modelo constitutivo depende del grado con que ha sido entendido 

el modelo físico y de la aproximación mecánico-numérica con la que se 

representa su simulación. 

No es simple formular una ley constitutiva que sirva para reproducir el 

comportamiento de cualquier material. Más aún, en general, es bastante 

difícil encontrar una ley consititutiva que cubra todos los rangos y modos 

posibles de excitación y comportamiento de un material en particular. En 

general se debe restringir los modelos a los rangos de interés específico. En 

el caso de esta Tesis, se particulariza a los materiales estructurales bajo 

cargas cuasiestáticas de corta duración, pequeñas deformaciones y 

desplazamientos y variación de la temperatura nula. 

CLASIFICACION DE MODELOS CONSTITUTIVOS 

El problema de la modelización constitutiva ha sido desarrollado por 

varias subdisciplinas de la mecánica como la Teorfa de la Elasticidad [Fung 

1965, Malvern 1969], Teorfa de la Plasticidad [Hill 1967, Malvern 1969, Chen 

1982] y Mecánica de Fractura [Elices 1985, ASCE 1982, Rilem 1989]. Como 

resultado, se han propuesto diferentes leyes constitutivas, basadas en 

diferentes conceptos. En general, cada modelo es válido dentro de un cierto 

rango o para algunos materiales bajo determinadas condiciones. No se ha 

desarrollado hasta ahora ningún modelo que sea válido para todos los 

materiales bajo todas las condiciones posibles. Por otro lado, como el 

fenómeno descripto es el mismo; hay muchos puntos en común entre los 

distintos modelos constitutivos. 

A continuación se presenta una clasificación general de los distintos 
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tipos de modelos constitutivos existentes para simular el comportamiento de 

los materiales. Esta clasificación es muy simplificada y sólo pretende ubicar 

y poder seguir el desarrollo del modelo que se presenta en esta Tesis. Por 

ello se pone enfásis en la clasificación de los modelos de la Mecánica del 

Sólido Local [Malvern 1969]. Se utilizan corno pautas de clasificación : el 

tipo de teorías en las que están basados y las características de los 

materiales a los cuales son aplicables. 

CLASIFICACION DE LOS MODELOS CONSTITUTIVOS 

• Modelos basados en la Mecánica de Fractura 

• Modelos basados en la Mecánica del Sólido No Local 

e Modelos basados en la Mecánica del Sólido Local 

• Modelos para Materiales Simples 

• Materiales Isótropos 

• Modelos Elásticos (Basados en la Teoría de Elasticidad) 

• Modelos Inelásticos 
• Basados en la Teoría de Dailo 
• Basados en la Teoría de la Plasticidad 
• Basados en la Teoría de la Viscoelasticidad 
e Basados en la Teoría de la Viscoplasticidad 
• Basados en la Teoría de Fractura Difusa 
• Combinación de las Teorías Mencionadas 

• Materiales Anisótropos 

• Modelos Elásticos (Basados en la Teoría de Elasticidad) 

• Modelos Inelásticos 
• Basados en la Teoría de Daño 
• Basados en la Teoría de la Plasticidad 
• Basados en la Teoría de la Viscoelasticidad 
• Basados en la Teoría de la Viscoplasticidad 
e Basados en la Teoría de Fractura Difusa 
• Combinación de las Teorías Mencionadas 

• Modelos para Materiales compuestos 

• Teoría de Mezclas 

• Teorías de Homogeneización 

• Otros 

• Modelos Estructurales simulando cada parte estructural con modelos 

mecánicos antes mencionados. 
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1.4. OBJETIVOS DE LA TESIS 

El objetivo fundamental de esta Tesis es desarrollar un modelo 

constitutivo para materiales friccionales no homogéneos y ortótropos, con 

degradación de rigidez, que sufren deformaciones permanentes, con 

endurecimiento o ablandamiento, que pueda utilizarse para modelar el 

comportamiento de materiales estructurales bajo cargas cuasiestáticas. Dicho 

modelo debe ser aplicable a un amplio rango de materiales desde los más 

simples como el acero hasta los más complejos como el hormigón y la 

mampostería. 

Para ello, se debe cumplir los siguientes objetivos parciales: 

• Formular un modelo constitutivo que cumpla con los postulados de la 

Mecánica de los Medios Continuos y que, a su vez, sepa captar los fenómenos 

más importantes que caracterizan el comportamiento de los geomateriales y de 

los aceros dentro de las exigencias de las estructuras civiles. 

• Desarrollar una herramienta numérica a través de un programa de 

computación que permita implementar el modelo propuesto y verificar su 

validez mediante la solución de problemas concretos y comparación de los 

resultados con los obtenidos experimentalmente. 

1.5. CONTENIDO DE LA TESIS 

En esta Tesis se presenta un modelo constitutivo basado en la teoría 

de plasticidad [Hill 1967, Malvern 1969] y en la teoría de daño isótropo de 

Kachanov [Kachanov 1958], en pequeñas deformaciones, que permite simular el 

comportamiento de materiales estructurales simples o compuestos mediante la 

utilización de la teoría de mezclas y el desarrollo de una herramienta 

numérica apropiada para su implementación. 

Para mayor claridad, la presentación del modelo se hace en forma 

secuencial, desde su forma más sencilla hasta su forma completa final que 

permite simular todos los fenómenos mencionados simultáneamente. 

La organización de la tesis es la siguiente: 
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En el Capítulo 2 se presenta el modelo constitutivo propuesto para 

materiales simples e isótropos. En primer lugar el modelo plástico, luego el 

modelo de daño y finalmente el modelo que acopla las deformaciones 

permanentes con el fenómeno de degradación de rigidez. 

En el Capítulo 3 se presenta el modelo constitutivo propuesto para 

materiales simples ortótropos. 

En el Capítulo 4 se presenta el modelo utilizado para la simulación de 

materiales compuestos por materiales otótropos. 

En estos tres capítulos se presentan también una revisión previa sobre 

los antecedentes más notorios en el tema y, además, ejemplos de aplicación en 

problemas estructurales, que perrr;¡tcn verificar la validez del modelo 

propuesto. 

Finalmente, en el Capítulo 5 se presentan las conclusiones de la Tesis 

y sugerenciás para nuevos trabajos de investigación. 

La Tesis se completa además con una serie de Apéndices en los que se 

desarrollan algunos aspectos que no hacen al contenido fundamental de la 

Tesis pero que ayudan a un mejor entendimiento del modelo propuesto y de su 

implementación numérica. 

En los Apéndices A y B se resumen definiciones de deformaciones y 

tensiones y sus correspondientes invariantes que se utilizan en el desarrollo 

de la Tesis. 

En el Apéndice C se presentan las bases termodinámicas del modelo 

propuesto. 

En el Apéndice D se resumen los fundamentos principales de los modelos 

elastoplásticos basados en la Teorfa de la Elasticidad y Plasticidad Clásica. 

En el Apéndice E se presentan los aspectos fundamentales del 
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tratamiento numérico del modelo constitutivo. 

Por último, en el Apéndice F se desarrolla en detalle el problema de 

integración de la ecuación constitutiva. 

Se presenta además una sene de Anexos en los que se desarrollan 

algunos problemas puntuales. 
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CAPITULO 2 

MODELO CONSTITUTIVO PARA MATERIALES SIMPLES E ISOTROPOS. 

PEQUEÑAS DEFORMACIONES Y DESPLAZAMIENTOS 

CARGAS CUASIESTATICAS DE CORTA DURACION 

PROBLEMAS TERMICAMENTE ESTABLES 

GEOMATERIALES, ACERO,, 

2.1. INTRODUCCION 

Algunos materiales estructurales como el acero y los geomateriales en 

general: hormigón, mortero rocas, suelos, pueden ser tratados como materiales 

simples e isótropos para la mayoría de los problemas que se plantean en la 

práctica. 

A continuación se describen las características fundamentales del 

comportamiento de estos materiales. 
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2.1.1. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DEL 

COMPORTAMIENTO DE LOS GEOMATERIALES 

[Desai 1984, Chen 1982, Oller 1988] 

Dentro de los llamados geomateriales se pueden mencionar los hormigones, 

morteros, suelos, rocas y ladrillos cerámicos. Los comportamientos de estos 

materiales no son idénticos, pero todos presentan ciertas propiedades comunes 

que permiten tratarlos con un modelo constitutivo único, variando los valores 

de los parámetros intervinientes en forma adecuada. 

Tanto la descripción del comportamiento como los modelos que se 

presentan están principalmente orientados a hormigones y morteros pero pueden 

ser extendidos a otros geomateriales. Los suelos en particular, presentan 

algunas características distintas a las de los hormigones, motivo que hace 

que lo desarrollado en esta Tesis sea aplicable a suelos sólo bajo 

determinadas condiciones. 

Los ensayos experimentales de geomateriales pon~n en evidencia la 

presencia de dos fenómenos que interactúan entre sí y definen el 

comportamiento mecánico de los mismos [Ortiz 1985a]. Ellos son: 

~~~ Crecimiento de microfisuras 

~ Deslizamiento entre las partfculas 

Generalmente, los geomateriales presentan microfisuras aún antes de ser 

sometidos a cargas. En los hormigones y morteros estas microfisuras aparecen 

especialmente en la interfase pasta-agregado y son causadas principalmente 

por retracción de fraguado, segregación, fluencia lenta o expansión térmica. 

Esta propiedad es decisiva en el comportamiento mecánico de este tipo de 

materiales. La propagación de estas microfisuras durante la carga contribuye 

al comportamiento no lineal con degradación de rigidez para bajos niveles de 

tensión y produce la expansión volumétrica cerca de la falla. 

El deslizamiento plástico ocurre cuando se vence la fricción interna del 

material y produce deformaciones permanentes. Por otro lado, este concepto 

interactúa con el crecimiento de las microfisuras dando lugar a lo que 
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normalmente se conoce como acoplamiento elastoplástico [Ortiz 1985a]. 

En general, los geomateriales presentan una resistencia a tracción mucho 

menor que a compresión ya que el vínculo entre las partículas suele ser 

débi l. Por ejemplo, en el caso del hormigón, la pasta de cemento tiene una 

resistencia a tracción mucho menor que el agregado y da lugar entonces a una 

zona débil. 

Bajo cargas uniaxiales los geomateriales presentan un comportamiento 

prácticamente elástico lineal al comienzo, luego la curva tensión deformació1 

se curva hasta alcanzar un pico a partir del cual comienza a descender, ver 

Fig.2.1. La representación de la deformación volumétrica de la Fig.2.1 

permite ver que ésta es lineal al comienzo pero luego la deformación 

volumétrica cambia de signo proouciendo una expansión volumétrica cerca de la 

fall a. 

u: P/A 

ALARGAMIENTO A CORTA M 1 E N T O 

Fig.2.1 Curvas de deformación de un geomaterial bajo compresión uniaxial 
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z 
o 
Ü) 
z 
w ..... 

OEFORHACION 

E t >E Oj 

U¡ > Uiit 

Lazo de histe'res'ts 

Fig.2.2 Respuesta de un geomaterial bajo compresión cíclica 

En la fig.2.2 puede verse un esquema del comportamiento de los 

geomateriales bajo cargas cíclicas de compresión. El comportamiento se 

caracteriza por la pérdida de la resistencia ( cr.>cr. ) y la degradación de la 
1 t+l 

rigidez (E >E ) bajo los sucesivos ciclos de carga y descarga y la 
t t+l 

formación de pequeños lazos de histéresis. 

curva de respuesta en tracción uniaxial es 

pero con una resistencia de pico mucho menor ( cr~ 

resistencias a tracción y compresión depende del 

hormigón, varía entre 0,05 y O, l. 

similar a la de compresión 

« crP). La relación entre las e 
material. En el caso del 

La máxima resistencia a compresión es mayor en los ensayos de compresión 

biaxial. En general, el máximo se produce para relaciones de resistencias 

distintas de cr
1
/cr

22
=1/1. Bajo compresión-tracción, en general la resistencia 

decrece casi linealmente con el aumento de la tracción. Bajo tracción 

biaxial, la resistencia es prácticamente la misma que para compresión. 

Bajo estados triaxiales el comportamiento está altamente influenciado 

por el valor de la presión de confinamiento, pudiendo ser frágil, 

elastoplástico con ablandamiento o elastoplástico con endurecimiento. Bajo 

presiones de confinamiento altas la resistencia aumenta notablemente. 
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2.1 .2. CARACTERISTICAS FUNDAMENTALES DEL 

COMPORTAMIENTO DEL ACERO 

lChen 1982] 

-13-

En la Fig.2.3 pueden verse algunas curvas típicas de comportamiento de 

los aceros usados para hormigón armado y pretensado. Los aceros laminados en 

caliente presentan una zona elástica lineal hasta la tensión de fluencia, :a 

partir de la cual se tiene un comportamiento perfectamente plástico seguido 

de una zona de endurecimiento hasta la resistencia pico y la posterior falla. 

_____ __..,. CT P 

ACEROS ESTIRADOS 

EN FRIO 

ACERO PARA H'A' 

Fig.2.3 Curvas tensión-deformación típicas de los aceros 

Para aceros de aleaciones y aceros estirados en frío como los que se 

usan en pretensado, la tensión de fluencia no aparece tan marcada y debe ser 

definida convencionalmente. Además el comportamiento es mucho más frágil. 

Generalmente se supone que las curvas tensión deformación para el 

acero son idénticas en tracción y en compresión [<:;hen 1982]. 

Un aspecto importante del comportamiento del acero bajo carg~s 

cíclicas es la presencia del llamado efecto Baushinger, por el cual un 

aumento de la tensión de fluencia en carga es seguido de una disminusión de 

la tensión de fluencia cuando el sentido de la tensión es invertido. 
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2:2. BREVE ESTADO DEL ARTE 

2.2.1. MODELOS CONSTITUTIVOS PARA GEOMATERIALES 

En los últimos tiempos se han desarrollado gran cantidad de modelos 

constitutivos para simular el comportamiento de los geomateriales y del 

hormigón en particular. En general, estos modelos están basados en distintos 

tipos de teorías y tienen ventajas y desventajas dependiendo de la aplicación 

particular para la que se los use. Existen muchos autores que han clasificado 

y estudiado críticamente los modelos desarrollados [Bazant y Kim 1979, Chen y 

Ting 1980, Chen 1982]. En lo que sigue, sólo se pretende dar un pantallaso 

general de cuales son las posibilidades con que se cuenta para el tratamiento 

de este tipo de materiales que ponga en evidencia la necesidad de desarrollar 

un modelo unificado de comportamiento. 

Siguiendo la clasificación dada en el Capítulo 1, los modelos 

constitutivos para geomateriales se pueden clasificar en modelos elásticos 

lineales y no lineales, modelos basados en la teor(a de plasticidad, modelos 

basados en la teorfa endocrónica de la plasticidad, modelos basados en la 

teor{a de fractura disfusa, · modelos de daño y modelos que surgen de la 

combinación entre estos modelos. 

2.2.1.1. Modelos Elásticos 

MODELOS ELASTICOS LINEALES 

Una de las características más importantes del comportamiento de los 

geomateriales es su reducida resistencia a tracción en relación a su 

resistencia a compresión. La fisuración es una de las causas más importantes 

de la no linealidad en el comportamiento. Los modelos elásticos lineales 

suelen utilizarse para predecir la fisuración con bastante aproximación. 

Generalmente se trata de modelos elásticos lineales con fractura [Ngo and 

Scordelis 1967, Philips and Zienkiewicz 1976]. Las relaciones tensión

deformación son aquellas de la teoría de la elasticidad en las que 

intervienen el módulo elástico y el módulo de Poisson. La superficie que 

marca el límite elástico en el espacio de tensiones, generalmente coincide 
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con la superficie de fractura. Para el material fisurado las relaciones 

tensión-deformación son todavía elásticas y lineales pero la matriz de 

rigidez tangente es modificada para tener en cuenta que las tensiones en la 

dirección normal a la fisura son nulas. Esto hace que el material se comporte 

como un material elástico-lineal ortótropo. 

MODELOS ELASTICOS NO LINEALES 

Una mejor aproximación al comportamiento de los geomateriales puede 

obtenerse a través de modelos elásticos no lineales. Los modelos elásticos no 

lineales, 

lineales, 

elásticos 

que contienen como caso particular a los modelos elásticos 

pueden clasificarse en tres tipos diferentes (a) Modelos 

de Cauchy, (b) Modelos hiperelásticos o de Creen y (e) Modelos 

hipoelásticos. 

(a) Modelos de Cauchy [Chen 1982, Desai 1 984] 

En los modelos de Cauchy se supone que el estado actual de tensiones 

depende únicamente del estado actual de deformación. El comportamiento 

descripto es reversible e independiente del camino. Este tipo de modelos se 

usa bastante en hormigones y suelos. 

Es común obtener este tipo de modelos como modificación de los modelos 

elásticos lineales, definiendo los módulos secantes volumétrico K y 

desviador G como funciones del estado de deformación [Cedolín et al 1977, 
S 

Kupfer and Gerstle 1973, Kotsovos and Newman 1978] 

En principio, cualquier función escalar puede ser usada para los módulos 

secantes K y G . Obviamente en los modelos constitutivos formulados de este 
S S 

modo el estado de tensión queda determinado únicamente por el estado de 

deformación y viceversa, independientemente de la historia de carga. Sin 

embargo, ello no asegura que la función de energía W calculada a partir de 

esas relaciones sea independiente del camino de carga. Hay que imponer 

ciertas restricciones en las formas de K y G para que esto ocurra y de paso 
S S 

queden satisfechas las leyes de la termodinámica. Se puede demostrar que esas 

condiciones son [Chen 1982]: 
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' K = K (I) ó K = K (e ) 
S S 1 S S OC[ 

(2.1) , 
G = G (J) ó G = G (y ) 

S S 2 s s oc! 

Donde I y J son el pnmer y segundo invariante del tensor de 
1 2 

deformaciones y su desviador respectivamente; y e y 
}oct' 

las 
oc! 

deformaciones octaédricas de cambio de volumen y cambio de forma 

respectivamente. 

Un ejemplo de este tipo de modelos es el propuesto por Cedolin et al 

[Cedolin 1977] para hormigón. Es una formulación secante desacoplada : 

{

a =3K e 
oct S oct 

't - G 
oct - S "(ocl 

con módulos tangentes dados por: 

K /K = a b-eocr/c + d 
S o 

G /G = -"(oct/r - S "( + t 
S o pq oct 

(2.2) 

(2.3) 

donde a, b, e, d, p, q, r , s y t son constantes que dependen del 

material y K y G son los valores iniciales de los módulos volumétricos y 
o o 

desviadores respectivamente. 

A diferencia de éste, el modelo de Kotsovos y Newman [Kotsovos 1978] 

incorpora en las ecuaciones constitutivas la dependencia entre la deformación 

normal y la tensión desviadora. 

b) Modelos Hiperelásticos o de Oreen [Chen 1982, Desai 1984] 

Estos modelos se basan en la existencia de una función energía de 

deformación (W) y su complementaria (Q) (asegurada por los principios de la 
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termodinámica) tales que el estado de tensión y deformación resultan de: 

a .. = aW/BE .. 
lj IJ 

y E .. = aQ/aa .. 
IJ IJ 

(2.4) 

De esta manera se asegura que no se puede generar energía en forma 

espontánea en los ciclos de carga y que las leyes de la termodinámica 

IMalvern 1969] se cumplen siempre. 

Para un material inicialmente isótropo W y Q se expresan en términos de 

tres invariantes independientes de los tensores a.. o de E... Si se utiliza 
lJ IJ 

una expansión polinómica de grado n en los invariantes, se obtiene un modelo 

hiperelástico de grado n-1. 

A diferencia de los modelos elásticos lineales, los modelos elásticos no 

lineales obtenidos de esta forma producen acoplamiento entre las componentes 

esférica y desviadora, presentando, por ejemplo, incrementos de volumen bajo 

tensiones tangenciales puras. Este fenómeno es importante en la modelación 

del suelo y del hormigón. 

Los modelos hiperelásticos conducen a ecuaciones constitutivas 

reversibles que no pueden describir la dependencia de la historia de carga. 

Modelos hiperlásticos de segundo y tercer grado han sido usados para 

reproducir el comportamiento de las arenas [Desai 1984, Chen 1982] 

e) Modelos Hipoelásticos 

Este tipo de formulación se usa para describir el comportamiento de 

materiales en los que el estado de tensión depende de la deformación actual 

pero también de la historia de tensión. 

Las relaciones incrementales tienen la forma : 

a=F(ea) .. .. kl' IJ tJ mn 
(2.5) 
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Un caso particular sería una expresión equivalente que resulta de la 

utilización de un tensor constitutivo tangente c;jkt y que permite escribir 

la variación temporal del tensor de tensiones cr .. como: 
IJ 

(2.6) 

Esto describe una relación infinitesimal reversible y de ahí el nombre 

de hipoelásticos que se les asigna a estos modelos. Los modelos 

hipoelásticos, de la forma descripta por la ec (2.6) presentan anisotropfa 

inducida1 y rigidez tangente idéntica para carga y descarga. 

Recientemente apareció otro tipo de relación tensión-deformación 

incremental, denominada modelo de módulo variable [Chen 1982], en el que las 

funciones tensoriales c;jkl son funciones de los invariantes del tensor de 

tensiones y no de sus componentes. Son generalmente irreversibles y presentan 

formas distintas para carga, descarga y recarga. 

La mayoría de los primeros análisis con elementos finitos fueron 

realizados con modelos hipoelásticos simplificados [Chen 1982]. La forma más 

simple consiste en proyectar las tensiones y deformaciones en funciones 

escalares como las tensiones octaédricas dando lugar a módulos de elasticidad 

dependientes de las deformaciones o tensiones [Popovic 1970, Duncan 1970]. Un 

análisis más sofisticado consiste en desacoplar los efectos desviadores y 

volumétricos y suponer módulos volumétricos y de corte variables en función 

de, por ejemplo, las tensiones octaédricas [Kupfer 1969, 1973]. Otra forma 

consiste en crear modelos hipoelásticos ajustando resultados de ensayos 

biaxiales [Liu 1972] o axilsimétricos [Darwin 1977] suponiendo ortotropía y 

haciendo coincidir las direcciones principales de tensión con los ejes de 

ortotropía. La aplicación de estos modelos debe restringirse a cargas 

monótonas y situaciones similares a las de los ensayos a partir de los cuales 

se ajustaron los módulos. 

tensor c;jkl no conseiVa la forma correspondiente a un material isótrnpo 

(dependiente de dos constantes independientes). 
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Para extender el rango de aplicabilidad de los modelos ortotrópicos para 

representar el comportamiento del hormigón tanto bajo carga cíclica como 

monotónica, se introdujo el concepto de deformación equivalente [Darwin 1977, 

Saenz 1964]. Los efectos del estado triaxial de tensión en el daño interno 

son tenidos en cuenta mediante curvas tensión-deformación equivalentes para 

cada una de las direcciones principales. Este tipo de modelo ha sido 

utilizado para resolver una gran variedad de problemas de hormigón armado 

mediante el método de los elementos finitos [Chen 1982]. Un ejemplo de este 

tipo de modelos es el de Buyukozturk and Shareef [1985] para hormigón. Este 

es un modelo ortótropo en el que los módulos elásticos tangentes se 

establecen por separado para cada una de · las direcciones principales, como 

funciones del estado de tensión y deformación en las direcciones principales. 

La ley constitutiva tiene la forma descripta en ec.(2.6) en donde el tensor 

de rigidez tangente c;jkl escrito en forma · matricial tiene la siguiente 

forma: 

(1-Vz)EI v(l+v)jEA V(l+v)JE
1
E

3
' o 

1 2 

(1-v2)E
2 

v(l+v)M 
2 3 

ct = (1!~) 
(1-l)E

3 (2.7) 

Simet. ~ 0
12 

~ 0
23 

~ 0
31 

Donde E
1
, E

2 
y E

3 
son los módulos de Young tangentes en las direcciones 

1, 2 y 3 respectivamente, ~ = 1 -3i - 2v3
, v es el módulo de Poisson y O 

12
, 

0
23 

y 0
31 

los módulos de corte en planos paralelos a los planos coordenados 

1-2, 2-3 y 3-1, respectivamente. Los módulos de corte en las direcciones 

principales se definen como: 

G
12 

= a jE
1
E

2
' , G

23 
= a jE

2
E

3
' , G

31 
= a jE3~; (2.8) 
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Donde a es un parámetro que vale : a=~ 1 +V) para hormigón sin fisurar y 

varía entre O y 0,2 para hormigón fisurado. 

La deformación uniaxial equivalente escrita en forma de matriz columna 

E. está dada por la siguiente relación: 
IU 

E. 
E =---~-

iu a +a. 
1- V _k_J 

a. 
1 

(2.9) 

Donde E. es la deformación principal en la dirección j y a., a. y ak las 
J 1 j 

tensiones principales en las direcciones i, j y k respectivamente. 

La relación tensión-deformación está dada por: 

a. n E. 
1 IU --------

0ic n - 1 + (c. /E. t 8
ic 

lU IC 

(2.10) 

Donde n es un factor. de forma. 

Los módulos tangentes para la construcción de la matriz de rigidez 

tangente pueden obtenerse derivando la ec.(2.10). 

Este modelo puede extenderse también para carga cíclica [Buyukozturk and 

Shareef 1985] 

2.2.1.2. Modelos Uasados en la Teoría de Plasticidad 

La teoría de plasticidad se aplica con muy buenos resultados a 

geomateriales cuando estos trabajan a compresión. Para el hormigón, por 

ejemplo, son muy comunes los modelos que suponen un comportamiento elástico 

perfectamente plástico en compresión y elástico fracturable en tracción. 

Dentro de los modelos basados en la teoría de la plasticidad se pueden 

distinguir los modelos perfectamente plásticos y los modelos plásticos con 
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endurecimiento o ablandamiento. Por otra parte aparecen los modelos que 

combinan la plasticidad con el daño, modelos que se tratarán más adelante. 

MODELOS ELASTO-PERFECTAMENTE PLASTICOS 

Algunos materiales friccionales como el hormigón fluyen plásticamente 

bajo compresión triaxial. Para describir este comportamiento puede utilizarse 

un modelo elástico-perfectamente plástico combinado con algún criterio de 

falla o de aplastamiento que marque un · límite al flujo plástico. Este 

criterio puede estar definido en el espacio de deformaciones. 

Para definir el límite de fluencia se suele utilizar como criterios 

Mohr-Coulomb, Drucker-Prager, Willam-Warnke [Chen 1982]. Para describir la 

ley tensión-deformación en régimen plástico se emplea normalmente flujo 

asociado lo cual conduce a un aumento excesivo de volumen por efecto de la 

presión. La dilatancia2 cerca de la falla es justamente uno de los fenómenos 

característicos en algunos geomateriales como el hormigón, rocas y suelos 

bajo determinadas condiciones. 

MODELOS ELASTO-PLASTICOS 

CON ENDURECIMIENTO O ABLANDAMIENTO 

Este tipo de modelos es más atractivo que los anteriores debido a que 

normalmente los geomateriales presentan un comportamiento elastoplástico con 

endurecimiento. 

Un ejemplo de este tipo de modelo es el de Chen [Chen y Chen 1975, Chen 

y Ting 1980, Chen 1982] para hormigón. En este modelo se supone que 

inicialmente el material es elástico hasta que alcanza la superficie de 

fluencia. A partir de allí tiene un comportamiento elastoplástico con 

endurecimiento. La superficie inicial de fluencia va evolucionando de manera 

que se trata de una superficie de carga que marca el umbral de comportamiento 

elástico en el espaciO de tensiones. Se define además una supetficie de 

2NOTA: La dilatancia es el fenómeno de cambio de volumen asociado a In 

distorsión angular que provocan las tensiones tangenciales en un punto del 

sólido. 
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fractura que marca la rotura por aplastamiento o fisuración. Cuando el 

material alcanza este límite su resistencia cae a cero y es incapaz de 

resistir tensión alguna. En la fig.2.4 se han representado las superficies 

descriptas en el plano de tensiones principales (a -a ) 
1 2 

SUPEr<F. DE 

ROTURA 

SUPERF. DE 
DISCONTINUIDAD INICIAL 

SUPE11F. DE 
CARGA S U3SIGUIENTES 

Fig.2.4 Funciones de fluencia y carga [Chen y Chen 1975] 

En la zona elastoplástica se trabaja con flujo asociado 8~· , por lo que 
kl 

el incremento temporal de la deformación plástica se puede calcular como 

[Chen and Chen 1975]: 

_a¡_ á 
aak1 ki 

é _ 1 --;====:; a¡ 
ij -A aa .. 

a¡ a¡ '1 

(2.11) 

aa ~ 
mn mn 

Donde el módulo de endurecimiento se define como: 

dF 
A = --;:::==:::::; (2.12) 
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Siendo dF el cambio de volumen que sufre la superficie de carga cuando 

se pasa de un estado termodinámico a otro. 

La ley constitutiva incremental para este modelo se obtiene sumando la 

deformación elástica a la plástica dada en ec.(2.11). 

Si bien el modelo reproduce razonablemente los resultados experimentales 

tiene algunos problemas como son el uso de flujo asociado con lo cual no 

logra un adecuado control de la dilatancia, la definición de una superficie 

de fluencia cerrada que está inmersa en el modelo y la definición de un 

límite brusco de rotura que no coincide con el comportamiento observado 

experimentalmente. 

2.2. LJ. Modelos Basados en la Teoria Endocrónica de la Plasticidad 

[Bazant 1978b, Chen 1980] 

Recientemente se han hecho muchos esfuerzos para desarrollar un modelo 

continuo que no incluya la existencia de un criterio de fluencia y la 

definición de una regla de endurecimiento. Así se originó la teoría 

endocrónica de la plasticidad para la descripción del comportamiento de los 

metales. Valanis mostró que, para describir el comportamiento de metales 

empleando una pseudo-escala de tiempo, el tiempo intrínseco se podía 

derivar de una ecuación constitutiva que incluyera endurecimiento, descarga, 

recarga, endurecimiento cruzado y deformación bajo carga cíclica. Más tarde, 

Bazant y sus colaboradores extendieron la teoría para describir el 

comportamiento 

está todavía 

potenciales. 

de rocas, arenas, hormigón y hormigón armado. Esta teoría 

en desarrollo pero tiene muchas aplicaciones prácticas 

El concepto básico de la teoría endocrónica se ongma en la similitud 

que existe entre la curva tensión-deformación uniaxial de un material elasto

plástico y la curva de deformación diferida para materiales viscoelásticos 

bajo carga constante. De hecho, la teoría endocrónica puede ser considerada 

una generalización de la viscoelasticidad clásica que incluye, no sólo la 

dependencia explícita del tiempo, sino también la historia de deformación 
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permanente. 

Para un material viscoelástico lineal : 

t 

(Jij = J cijkl (t-~) (aek/8~) d~ 
o 

(2.13) 

Para un comportamiento que incluye deformaciones plásticas, la ecuación 

constitutiva debe depender de la historia de deformación. Por ello la teoría 

endocrónica introduce una pseudo-escala de tiempo, el tiempo intrínseco ~ 

definido como : 

- f~ d~ ~- rrcr 
o 

(2.14) 

en donde f(~)>O y d~>O, f(~) es una función que depende de la historia y 

d~ es también una medida del tiempo definida por : 

(2.15) 

Donde aijkl es un tensor que contiene constantes del material. 

Para materiales isótropos, la ec.(2.15) queda : 

d~2 = K de .. de .. + K de .. de .. + b (dt)
2 

(2.16) 
1 u n 2 g D 

K
1
, K

2 
y b son constantes del material. Las ecs. (2.15) y (2.16) son, 

de hecho, arbitrarias. Bazant propuso formas algo distintas para hormigón. 

Usando la pseudo escala de tiempo, la ec.(2.13) queda : 

(2.17) 

En principio, cuando se aplica la teoría endocrónica para la 

caracterización del comportamiento de un material, se puede elegir libremente 

las constantes K¡, Kz' b, f(~) y 
cijki' 

Esta libertad en las formas 

.• 
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func ionales permite incluir gran variedad de comportamientos complejos en 

la ecuación constitutiva. Sin embargo, se ha demostrado que, en algunos 

casos de carga y descarga, los modelos pueden generar energía espontánea 

violando los principios básicos de la termodinámica. Por lo tanto, la 

elección de las funciones materiales tiene algunas restricciones que deben 

ser estudiadas y clarificadas. 

2.2.1.4. Modelos de Fractura [Chen 1982, Oller 1988] 

Generalmente se usa este tipo de modelos para describir el 

comportamiento de materiales en los que el comportamiento no lineal se debe 

fundamentalmente al fenómeno de fisuración. En el análisis mediante el método 

ele elementos finitos se usan tres tipos de enfoques para modelar la 

fisuración : 1) modelos de fisuras distribuidas, 2) modelos de fisuras 

discretas y 3) modelos de mecánica de fractura . 

La elección de uno u otro tipo de modelo depende fundamentalmente del 

propósito del análisis. Si sólo se desea el comportamiento general, por 

ejemplo carga-deformación, son más apropiados los modelos de fisuras 

distribuidas. Si, por el contrario, se desea conocer los cuadros de 

fisuración y las distribución local de fisuras, resultan más apropiados los 

modelos de fisuras discretas. 

MODELOS DE FISURAS DISTRIBUIDAS [Rots 1989] 

Estos modelos suponen que el material, cuando se fisura, se transforma 

en un material ortótropo o transversalmente isótropo. Esta formulación 

permite tener en cuenta una pérdida gradual o brusca de la resistencia en la 

dirección perpendicular a las fisuras además de la resistencia al corte 

remanente en el plano de las fisuras debida al efecto de entrelazado del 

agregado. Esta resistencia al corte · hace que las fisuras secundarias no 

siempre se produzcan en la dirección perpendicular a las primeras fisuras. 

En los modelos de fisuras distribuidas, las fisuras no son discretas, 

smo que se supone un número infinito de fisuras paralelas a través de esa 

parte del elemento finito . Ver Fig.2.5. 
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ó 

/ 

a) Fisura real b) Fisuras distribuidas 

Fig.2.5 Representación de la fisura real por medio 

del concepto de fisuras distribuidas 

Generalmente estos tipos de modelos se utilizan en combinación con 

modelos lineales elásticos. Se admite que el material tiene un comportamiento 

lineal elástico hasta que se alcanza una superficie límite definida en el 

espacio de tensiones y se produce la fisuración. Una vez que se produce la 

fisuración, se debe modificar la matriz de rigidez tangente. Por ejemplo, 

para un estado plano de tensiones queda expresada como [Rots 1985]: 

(2.18) 

Donde los subíndices n y t indican las direcciones normales y 

transversales a la fisura (ver fig.2.5) y la matriz de rigidez tangente C
1 

está definida por: 
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(2.19) 

y la deformación perpendicular al plano vale : 

LlE = - (v/E) ilcr 
z t 

(2.20) 

En la nueva matriz de rigidez tangente el módulo de elasticidad E en la 

dirección normal a las fisuras se reduce a O y y el módulo de corte se reduce 

a PG donde o::::;p:s;l. En cargas posteriores, las fisuras pueden cerrarse y 

transmitir tensiones de compresión . Normalmente se supone que las fisuras se 

cierran cuando la tensión a través de las mismas es de compresión. 

Para calcular la matriz de rigidez de todo el sólido es necesario rotar 

la matriz C1 al sistema de coordenadas globales e integrarla con la de los 

restantes puntos. 

Las relaciones tensión-deformación incrementales para el material 

fisurado pueden resumirse de la siguiente manera 

. Para material fisurado en más de una dirección se supone que la 

rigidez es nula y que las tensiones se relajan completamente. 

. Para material fisurado, en el que sólo se formó un conjunto de 

fisuras, las relaciones tensión deformación están dadas por la ec. (2.18) 

. Cuando todos los conjuntos de fisuras están cerrados se supone que el 

material se comporta como un material lineal elástico tal cual lo era antes 

de fisurarse. 

Un ejemplo de este tipo de modelos es el de Rots et al [1985] para 

hormigones. 
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MODELOS DE FISURAS DISCRETAS [Chen 1982] 

Consisten en introducir fisuras discretas. Normalmente esto se logra 

desconectando los desplazamientos en los nodos de los elementos adyacentes. 

Ver Fig.2.6. Esto exige conocer de antemano la ubicación de las fisuras para 

elegir adecuadamente la malla de elementos finitos o redefinir nodos y 

elementos, lo cual resulta complejo y lleva mucho tiempo. La tendencia actual 

en elementos finitos es utilizar elementos de orden superior. Este tipo de 

elementos, en particular los isoparamétricos, llevan a una mala definición de 

las tensiones en las esquinas lo cual no condice con la fisuración en los 

bordes de los elementos asociada al modelo. Por otro lado, el cambio de 

topología destruye la banda angosta de la matriz de rigidez. Para algunos 

problemas particulares con una dirección dominante de fisuración y pocas 

fisuras el modelo anda bien. 

a) Inicio del 

fenómeno de fisuración 

..., 

b) Caso en que se formen 

fisuras transversales 

Fig.2.6 Separación nodal en el modelo de fisuras discretas 
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MODELOS DE MECANICA DE FRACTURA [Oller 1988] 

Si se acepta que el material es muy frágil, es decir que es sensible a 

las fracturas, el uso de un criterio de tensiones puede ser peligrosamente no 

conservativo y la teoría de mecánica de fractura puede proveer una 

herramienta más racional para el análisis. 

Los parámetros que gobiernan la iniciación y propagación de las fisuras 

en la mecánica de fractura elástica lineal son los factores de intensidad de 

tensiones K
1
, KII y Km y la tenacidad del material a la fractura K

1
c. Se 

supone que el tamaño de la zona fracturada es despreciable frente a su 

longitud y de esta forma se se pueden calcular las tensiones en el fondo de 

una fisura a partir de los factores de intensidad de tensiones. La tenacidad 

del material es una propiedad del mismo que permite estudiar la estabilidad 

de una fisura. Si el factor de intensidad de tensiones alcanza un valor 

crítico, la fisura se propaga en forma inestable. 

2.2.1.5. Modelos de Daño [Simo 1987, Ju 1989] 

La mecánica de daño continuo local fue introducida y usada ampliamente 

para simular la degradación progresiva de las propiedades mecánicas de los 

materiales antes de la iniciación de la macrofisuración. Kachanov [1958] fue 

el primero en introducir el concepto de tensión efectiva para modelar la 

ruptura por fluencia lenta. Más tarde la mecánica de daño continuo fue 

extendida para modelar fatiga, creep, interacción creep-fatiga y daño dúctil

plástico. Recientemente fue aplicada a materiales frágiles como el hormigón y 

las rocas. 

Las teorías de daño continuo están basadas en la termodinámica de los 

procesos irreversibles y la teoría de las variables internas de estado. Para 

modelar el daño isótropo es suficiente considerar una variable de daño 

escalar mientras que para considerar la anisotropía del daño se necesitan 

variables de daño tensoriales. Las formulaciones isótropas se usan mucho ya 

que son simples, eficientes y adecuadas para muchas aplicaciones prácticas. 

Si se llama M al tensor de cuarto orden que caracteriza el estado de 
ijkl 
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daño en un punto del sólido, entonces la tensión efectiva a~. se puede 
IJ 

obtener, a partir de la tensión real akl , como sigue (ver también [Betten 

1983]): 

ao = M-1 a 
ij ijkl k! 

(2.21) 

Para el caso de daño isótropo el comportamiento mecánico es 

independiente de la orientación del daño y depende entonces solamente de una 

variable escalar "d". 

a~. = a.J(l-d) 
lj IJ 

(2.22) 

M .. = o .. (1-d) 
lj IJ 

(2.23) 

Donde d E [O,d ) es el parámetro de daño y el factor (1-d) es un factor 
e 

asociado con la cantidad de daño que fue introducido por Kachanov [1958]. 

d = O para el estado no dañado de un punto 

d = d para la ruptura total del punto 
e 

ESPACIO REAl 
DA NADO 

, ... 1 . 1 

ESPACIO FICTICIO 
NO DANADO 

Fig.2.7 Representación esquemática de la hipótesis de 

deformación equivalente 

"d" puede ser interpretado físicamente como la relación entre la 
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superficie dañada y la superficie total (nominal) 

Adicionalmente, Lemaitre [Lemaitre 1971, 1978] 

hipótesis de deformación equivalente : 

en un punto 

introdujo la 

material. 

siguiente 

"La deformación asociada con un estado dañado bajo la tensión aplicada 

es equivalente a la deformación asociada con el estado no dañado bajo la 

tensión efectiva". Ver Fig.2.7. 

A continuación se describen algunos modelos de degradación encontrados 

en la bibliografía. Algunos de ellos combinan las teorías de elasticidad no 

lineal y la plasticidad con el daño. 

MODELOS DE FRACTURA PROGRESIVA 

[Dougil 1975, Bazant y Kim 1979, Han y Chen 1986] 

Estos modelos permiten tener en cuenta la degradación de rigidez que 

ocurre como consecuencia de la fractura progresiva del sólido. 

Supone una supe1jicie de fractura definida en ei espacio de 

deformaciones 

<l>(E .. ,Hk) = ~(E..) - H(Wf) = 0 , 
IJ IJ 

(2.24) 

que encterra todos los puntos de deformación que pueden ser alcanzados 

stn que la fractura progrese. Durante la fractura progresiva la superficie de 

fractura se expande de manera de poder tener en cuenta los estados de tensión 

adicionales que pueden ser alcanzados con comportamiento elástico lineal. 

Este modelo supone que el material fracturado es elástico, esto es, una vez 

quitada la carga, las dimensiones originales se recuperan totalmente. 

Entonces la tensión se relaciona con la deformación mediante la ley de Hooke: 

(J = es t 
ij ijkl k! 

dae .. - C8 de 
IJ - ijk! k! 

dd = dC
8 

t 
- ij ijkl k! 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 
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Ver Fig.2.8a 

Por otro lado, el postulado de Il 'yushin [Lubliner 1972] requiere que el 

trabajo realizado durante la aplicación y remoción de de sea no negativo (ver 

Fig.2.8b) : 

dWr = (1/2) ddJ. de .. ~ O 
1 IJ 

(2.28) 

De ahí se obtiene la regla del flujo 

da.: = d~d a<P/ae .. 
y y 

(2.29) 

Donde d~ es el factor de consistencia de degradación que se obtiene a 
d 

partir de la condición de consistencia de degradación: 

d<P .. = (a<P/ae..) de .. + (aH/aWr)dWr = O 
lj lj lj 

(2.30) 

o 
: duf 

.· ·rlll:·· · 
.. ·].1.1· . : 

A . .: fcf I . · : du f 

.·::.: .. · du 
~; .. 8 
e 

14 df: ... ~8~ 

fE dE:f ~ 

a) Incrementos de tensión 

y deformación 

'1 J . • 
. (. 1 .. 

b) Trabajo de fractura 

Fig.2.8 Teoría de Fractura Progresiva 
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Para materiales del tipo de las rocas y el hormigón se producen 

simultáneamente fractura y deslizamiento en la interface mortero-agregado 

dando lugar a degradación de rigidez y deformaciones irrecuperables 

respectivamente. Para modelar este comportamiento, Bazant y Kim l1979J 

propusieron la descomposición del incremento de tensión en tres componentes : 

dcr .. = dcr~. - dcr~. - dcr~. 
IJ IJ IJ IJ 

(2.31) 

En este modelo los incrementos de tensión plástico dcr~. y de fractura 
IJ 

dcrr se determinan mediante reglas de flujo basadas en los postulados de 
ij 

Drucker [Hill 1967, Malvern 1969, Chen 1982, Desai 1984] e ll'yushin 

[Lubliner 1972] respectivamente. Su teoría define una superficie de carga en 

el espacio de tensiones y otra en el espacio de deformaciones, lo que da 

lugar a criterios de carga un poco confusos. 

En un trabajo posterior, Han y Chen [Han and Chen 1986] proponen una 

única superficie de carga en el espacio de deformaciones. 

MODELO DE ORTIZ [1985a] 

Ortiz [Ortiz 1985a] presenta un modelo de daño distribuido para mortero 

y la aplicación de la teoría de mezclas para tener en cuenta la naturaleza 

compuesta del hormigón. 

De la segunda ley de la termodinámica y siguiendo la deducción de 

Coleman, las relaciones tensión-deformaciónestán dadas por: 

e = ag/acr = F cr .. .. "kl k! IJ IJ lj 
(2.32) 

Donde g es el potencial de Gibbs y Fijkl el tensor de flexibilidad. 

Diferenciando esta relación se obtiene lo siguiente: 

e = F . cr + F cr = ~e + ~¡ 
ij ijkl kl ijkl k1 ij ij 

(2.33) 
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Donde : 

E~. : incremento de deformación elástica 
IJ 

~¡ : incremento de deformación inelástica 
ij 

Los valores mismos de Fijkl son tomados como una caracterización del 

daño. En particular, se supone una estructura aditiva para la matriz de 

flexibilidad : 

Donde : 
pe . 

ijkl • 
pe 

ijkl 

Tensor de flexibilidad no fisurada 

Tensor de flexibilidad adicional 

(2.34) 

debida a la microfisuras 

activas, esto es las fisuras que soportan tensiones de tracción y que se 

encuentran en proceso de apertura. 

Donde E~. es la deformación que ocurriría en ausencia de microfisuras y 
lj 

ef es la deformación debida a las microfisuras. 
ij 

Puede ocurrir que algunas fisuras soporten, en determinado instante, 

tensiones de compresión y permanezcan cerradas, no contribuyendo a F~jkt' La 

condición de apertura puede ser vista como una condición unilateral que 

requiere que los autovalores de e .. sean positivos . Si se escribe: 
IJ 

donde los e(a) y los d~a) son los autovalores y autovectores de e .. 
1 IJ 

respectivamente, entonces la proyección positiva de E .. será : 
IJ 
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3 (2.37) 

y la ecuación (2.35) puede escribirse más exactamente como 

(2.38) 

Las condiciones antes discutidas suponen una noción intuitiva de que las 

fisuras son perfectamente planas y sólo pueden abrirse bajo una tracción 

normal al plano de las m1smas. Sin embargo, esta es una idealización 

demasiado simplista para algunos materiales como el hormigón en los que las 

fisuras siguen carrunos bastante erráticos. Surge, en esos casos la 

posibilidad de que las fisuras se abran bajo fuerzas de compresión contenidas 

en el plano medio de las fisuras. Este efecto se denomina nonnalmente efecto 

cruzado. Entonces, en resumen, las rnicrofisuras pueden activarse de dos 

formas distintas : 

• Modo 1 o modo de partición (Fig.2.9a) 

• Modo 11 o modo de compresión (Fig.2.9b) 

a) Modo I o modo de partición b) Modo 11 o modo de compresión 

Fig.2.9 Modos de activación de microfisuras 

3NOTA : El operador IP+ da la proyección ortogonal del espacio de 

dcfonnación en el cono pos itivo e+. Este operador asigna a cada estado de 

+ 
dcfom1ación c .. su punto más cercano (IP c . .) en el cono pos itivo del espacio 

IJ IJ 

de defonnaciones. 
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El efecto cruzado puede ser incorporado en la fórmula postulando una 

descomposición aditiva de la flexibilidad adicional. 

(2.39) 

El modelo de daño se construye guiándose en los pnnc1p10s de la 

termodinámica. Se postula una regla de daño del tipo : 

-e . 
F = Jl R (a) 

I d I 

-e . 
F - 11 R (a) 

11 ~""d 1I 
(2.40) 

Donde R
1
(a) y Rn(a) son funciones de respuesta del material que 

indican la dirección en la que tiene lugar el daño y ~d es un parámetro 

escalar que puede ser visto como una medida acumulativa del daño. 

~d> O ~ el daño progresa 

~d = O ~ el comportamiento es elástico 

Como criterio de daño se usa la siguiente función de daño: 

<P (a,Jl) = $(a) - (1/2) a (Jl2
) :::; 0 

d e d 
(2.41) 

Donde : 

<P : Función de daño 

a : Tensión crítica para la extensión del daño. 
e 

Si la última desigualdad se satisface el comportamiento es elástico 

(~d =0). Si no se satisface, el daño progresa. 

La formulación propuesta define un marco fenomenológico general dentro 

del cual el modelo de daño queda completamente definido cuando se especifican 

las direcciones de daño R (a) y R (a) y la ley de ablandamiento a (Jl ) que 
I 1I e d 

da la dependencia de la tensión crítica del daño acumulado. 
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El caso más simple consiste en tomar una regla de flujo asociada en la 

2 

a~ ~ 
Rl = ----

aa+ aa+ 

2 

a ~ 1 1 
R =----

11 a a - a a 
(2.42) 

La ley de ablandamiento queda completamente determinada por el ensayo de 

compresión uniaxial. 

MODELO DE JU [Simo y Ju 1987, Ju 1989] 

En este modelo se supone que el daño del material está ligado a la 

historia de las variables de estado tanto elásticas como plásticas, o sea que 

el material presenta lo que suele denominarse acoplamiento elastoplástico . 

Justamente uno de los problemas fundamentales de la formulación de daño 

dúctil de Lemaitre [1985] es que desacopla la plasticidad y el proceso de 

daño, contradiciendo la evidencia experimental de que las variables plásticas 

también contribuyen a la iniciación y crecimiento de microfisuras. 

Se supone una descomposición aditiva de las deformaciones en una parte 

e lástica dañada Ee y una parte plástica dañada e,P: 

E = Ee + EP 
ij ij ij 

(2.43) 

Para considerar los mecanismos de plasticidad y daño se introduce la 

siguiente función de energía libre homogénea : 

Donde : 

\fl : Energía potencial libre 

\fl0
: Energía potencial libre del material no dañado 

a : Conjunto de variables internas plásticas 

d : Variable de daño 

(2.44) 
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Para una teoría puramente mecánica la desigualdad de Clasius-Duhem toma 

la forma : 

-'I' + a .. E .. ?:: O (2.45) 
IJ IJ 

Diferenciando y teniendo en cuenta que las descargas de daño y plástica 

son elásticas, se obtiene : 

a .. = a':I'/BE~. = (1-d) a':I'
0

/8e~. 
IJ IJ IJ 

(2.46) 

y las desigualdades disipativas : 

8'1'0/BE~. E~. - 8'1'0 /Ba. a. ?:: O 
IJ IJ 1 1 

(2.47) 

De la igualdad (2.47a) surge que '1'0 es la fuerza termodinámica conjugada 

de la variable de daño y es por ello que se la propone para caracterizar las 

condiciones de carga y descarga. Si se define S = 'I'0
(Ee,a) el estado de daño 

queda caracterizado por el siguiente criterio de daño: 

<l>(S ,r) = ~ - r :::; O 
t t t t + 

(2.48) tE IR 

Donde r es el umbral de degradación correspondiente al tiempo t. Según 
t 

esta condición, la degradación se inicia cuando la tasa de liberación de 

energía supera el umbral de daño inicial r . Este criterio energético está 
o 

ligado a la historia de las deformaciones elásticas y plásticas. 

Para describir el crecimiento de microfisuras y expansión de las 

superficies de daño es necesario especificar las ecuaciones de evolución de d 

y r. Este trabajo propone una descripción fenomenológica ya que no se dispone 

de una derivación micromecánica para el caso de elastoplasticidad no lineal 

acoplada con microfisuras interactuantes. 

Para el caso de daño isótropo se define : 

. . 
dt = lldH(st,dt,s d'ad,cd,p d) (2.49) 
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r = !.1 (2.50) 
t d 

Donde : 

S d: espaciamiento entre inclusiones, fibras o agregados 

ad: tamaño del grano 

e d: tamaño de la microfisura 

p d: porosidad 

!id es el parámetro de consistencia de daño que define las condiciones de 

carga-descarga de acuerdo al criterio de Kuhn-Tucker [Simo 1987]: 

!.12::0 
d 

<!>(~ ,r) ::; O 
t t 

!.t<I>(e,r) =O 
d t t 

(2.51) 

En el caso !.1 d>O <1>=0 y !.1 d se determina por la condición de consistencia 

de daño: 

<!>(~ ,r) = <!>(~ ,r) = O => 
t t ! t 

de modo que r está dado por : 
t 

. . 
11 = ~ d 

r = max { r , m a x ~ } 
t O S 

S E ( -OO,t) 

(2.52) 

(2.53) 

Diferenciando la ec.(2.46) junto con la regla de daño y la condición de 

consistencia de daño, en ausencia de flujo plástico (a=O), se obtiene : 

(2.54) 

(2.55) 

Donde C~. es un tensor simétrico de rango 4 y cr~.= cr.J(l-d) 
tjk) IJ IJ 
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Una vez que se producen las microfisuras las tensiones se distribuyen en 

el material no dañado. De acuerdo a esto, parece lógico establecer que el 

flujo plástico ocurre sólo en el material no dañado por medio de cantidades 

efectivas. Es por ello que la caracterización de la respuesta plástica se 

hace mediante tensiones efectivas, de la siguiente forma: 

Regla del flujo: 

(2.56) 

Regla de endurecimiento plástico: 

a. = A h(<J
0 

,a) 
1 mn 

(2.57) 

Condición de fluencia: 

F(a 0 ,a) ::;; O (2.58) 
mn 

Donde A es el · parámetro de consistencia plástica y h la función 

vectorial de endurecimiento 

Aunque se use la regla del flujo asociado en el espacio de tensiones 

efectivas cr~., el flujo plástico se aparta de la normal a la superficie de 
IJ 

fluencia en el espacio de tensiones cr.. en el caso de daño anisótropo. 
IJ 

Las condiciones de carga-descarga se establecen mediante las condiciones 

de Kuhn Tucker [Sima 1987]. Mediante la condición de consistencia plástica se 

llega al módulo tangente elastoplástico dañado. Este tensor es un tensor de 

rango 4, generalmente no simétrico, sin embargo en el caso en que el tensor 
2 

c;;k1=a'V' jae~iae:1 es constante y se usa la condición de fluencia de Van 

Mises, resulta simétrico. 
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Aunque estos modelos son isótropos pueden tener en cuenta el efecto de 

apertura y cerrado de microfisuras para el modo I. Si se parte de una 

descomposición espectral del tensor de deformaciones: 

€ = 
kl 

1=1 

(2.59) 

Donde c.¡ deformación en la dirección principal i y p~ un vector unitario 

en la dirección de la deformación principal i. 

Los tensores proyección espectral regular y positiva 

respectivamente, se definen como sigue : 

3 3 

IP" = \ pk¡ P¡i 
íj L 

IP + = \ <€¡> pki P¡¡ 
íj L 

1=1 1=1 

y el tensor proyecci6n positiva de cuarto orden 

de modo que 

Con esta notación se puede reescribir la ec.(2.46) como sigue: 

IP" 
ij 

y IP+ 
ij 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

donde [) = d IP+ IP+ es el tensor de daño activo anisótropo ele 
actijkl ijmn mnk1 

cuarto orden. Si todas las deformaciones principales son ele tracción 

IP+ =O o 
ijkl ik ji y [) =do o , el daño es 

actijkl ik jl 
isótropo. Si todas las 

deformaciones principales son de compresión y [) =0. las 
nc\kl 

rnicrofisuras locales están enteramente cerradas (pasivas) bajo el estado 
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actual de deformación. Otras combinaciones de deformaciones dan lugar a 

apertura o cerrado de microfisuras. 

La tasa de liberación de energía de daño ~ = 
la sigu iente manera para incluir daño dúctil y frágil: 

G
0(E~ .,a) D oct i l 

~ = IJ 
0(E~~ , a) Fragil 

IJ 

'1' puede ser modificada de 
o 

Puede verse que en este caso la definición de IP+ es más precisa que en 

el trabajo de Ortiz [1985a]. IP+ es un operador no lineal, no constante, 

asociado con el estado de deformación. Otra diferencia fundamental con el 

trabajo de Ortiz [1985a] es que en este trabajo se describe el proceso de 

daño mediante un tensor de daño [) mientras que Ortiz lo hace mediante una 
nct 

flexibilidad adicional. 

El modelo propuesto en este trabajo puede ser extendido también al caso 

de daño anisótropo. 

2.2.2. MODELOS CONSTITUTIVOS PARA ACEROS [Chen 1982] 

El comportamiento de los aceros en pequeñas deformaciones es mucho más 

simple que el de los geomateriales. Normalmente, para las barras de acero que 

se usan en hormigón armado o pretensado es suficiente considerar modelos 

uniaxiales elastico-perfectamente plásticos o elasto-plásticos con 

endurecimiento según el tipo de acero de que se trate. Cuando es necesario 

trabajar con elementos de acero tridimensionales se puede utilizar con muy 

buena aproximación modelos elastoplásticos, con o sin endurecimiento. 

Generalmente se utiliza el criterio de fluencia de Von Mises que es adecuado 

para aceros y flujo asociado. 
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2.3. MODELO CONSTITUTIVO PROPUESTO PARA 

MATERIALES SIMPLES ISOTROPOS 

2.3.1. INTRODUCCION 

El fenómeno de fisuración en los geomateriales, en general, tiene lugar 

para valores bajos de tensión. A nivel microscópico, la microfisuración puede 

ser considerada como un fenómeno adireccional, sm embargo, a nivel 

macroscópico, se puede observar una dirección dominante que viene marcada por 

el lugar geométrico de los puntos isotrópicamente dañados [Oller 1988]. A 

este concepto se lo conoce como "anisotropía inducida" por el proceso 

mecánico de carga. 

El uso de una formulación plástica-degradable localmente isótropa, 

combinada con el concepto de localización del daño, da lugar a un 

comportamiento globalmente anisótropo [Oller 1988]. En este sentido, el 

modelo propuesto considera la direccionalidad del daño macroscópico a 

través del lugar geométrico de los puntos isotrópicamente dañados. 

De esta forma se evita trabajar con formulaciones ortótropas. 

En este punto se presenta el modelo constitutivo elasto-plástico

degradable denominado "modelo de daíío plástico modificado" que difiere de su 

versión original , el "modelo de daño plástico original" [Oller 1988a, b y e, 

1990a y b ], en la forma en que se define la variable de endurecimiento 

plástico isótropo y en la ley de evolución de la cohesión, por un lado y en 

la forma de considerar y acoplar el daño con la plasticidad por otro. 

El modelo que se presenta permite simular el comportamiento multiaxial 

del hormigón y de los geomateriales inicialmente isótropos, en general. Surge 

de la extensión y reinterpretación de las variables fundamnetales de la 

teoría de plasticidad clásica y de la teoría de daño de Kachanov [Kachanov 

195R 1 para poder reproducir el comportamiento de materiales friccionales. 

Para mayor claridad en la presentación, se desarrolla primero la parte 

del modelo basada en la teoría de la plasticidad, luego la correspondiente al 

daño y finalmente se presenta la forma de acoplar estas dos formulaciones 
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2.3.2. MODELO DE DAÑO PLASTICO MODIFICADO

MODELO PROPUESTO 

2.3.2.1. Introducción 

El fenómeno de fisuración en geomateriales se produce por la pérdida de 

cohesión entre partículas, que ha sufrido el material por efecto de la 

microfisuración. Este fenómeno de microfisuración es el principal responsable 

del comportamiento inelástico. 

Si se admite, como hipótesis, que la microfisuración se produce por 

deslizamiento entre las partículas de un material friccional, a costa de una 

pérdida de cohesión entre ellas (fenómeno isótropo), es posible relacionar el 

comportamiento del material con un fenómeno elastoplástico. En ese caso, se 

puede considerar la energía disipada como una medida del daño en el punto 

(daño plástico) [Oller 1988]. 

El modelo plástico que se presenta contempla gran parte de los aspectos 

más importantes que caracterizan el comportamiento inelástico del hormigón, 

tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de tensión-deformación 

multiaxial, la combinación de fenómenos de fisuración con aplastamiento a 

través de un tratamiento unificado y el control de la dilatancia mediante una 

superficie de potencial plástico adecuada. Por otro lado, el modelo presenta 

objetividad de la respuesta respecto al tamaño de la zona de localización del 

daño. 

2.3.2.2. Descripción General del Modelo 

A continuación se presentan las ecuaciones fundamentales que gobiernan 

el problema. 

• Un criterio de jluencia plástica definido por una expresión del tipo: 

F = F(a .. ,c) = f(a..) - e = O 
IJ IJ 

(2.64) 
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Donde e es la cohesión 

• Una descomposición del tensor de deformación total e.. en una parte 
IJ 

elástica E~. y en una parte plástica E~.: 
~ ~ 

-1 
e = e~ G + Ep = Ee + EP 

ij ijk1 kl ij ij . ij 

-1 

Donde e~. es la inversa del tensor de rigidez elástica secante 
ljkl 

(2.65) 

• Una regla de flujo plástica no asociada que proporciona la evolución 

de la deformación plástica mediante la siguiente ecuación : 

. . . [aG(a ,e)] 
e~j = A He:.<crkl,a) == A aa~ 

IJ lJ 

' 

(2.66) 

Donde: 

A : Parámetro de consistencia plástica 

1\p: Función de estado tensorial que depende de la función de 
ij 

potencial plástico 

a : Vector de variables internas 

G( crk1,c) : Función de potencial plástico 

• Una función de evolución de la variable de daño plástico, que 

reemplaza la variable de endurecimiento plástico isótropo de la 

teoría de plásticidad clásica : 

(2.67) 

Donde : 

¡¿': Variable de daño plástico 

HIC: Función de estado escalar que depende del tensor hiC .. (Gmn'¡¿',c) y 
IJ 



-46- Capftulo 2 

del flujo. 

~ U na ecuación de evolución de la cohesión, definida como 

. . 
e = h (a,~,c) ~ (2.68) 

e 

Donde H es una función de estado escalar que depende de la función 
e 

hc(<J rs'~.c), del tensor hK.(<J mn'~'c) y del flujo plástico. 
IJ 

Finalmente, de las 5 ecuactones (2.64 a 2.68) anteriores y de la 

' 
condición de consistencia plástica de Prager (F = 0), se obtiene. la relación 

constitutiva incremental tangente para problemas sin degradación de rigidez : 

(2.69) 

Donde ct es el tensor de rigidez elastoplástico tangente, que 
epijkl 

resulta: 

A 

(2.70) 

Donde A es el parámetro de endurecimiento plástico 
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2.3.2.3. Variables Fundamentales del Modelo de 

Daño PJastico Modificado 

VARIABLE DE DAÑO PLASTICO 

Los materiales cohesivo-friccionales como el hormigón presentan de 

deformaciones últimas muy distintas según el tipo de proceso mecamco a que 

son sometidos. Por ejemplo, para el hormigón la deformación última bajo un 

estado de compresión uniaxial es 10 a 15 veces mayor que bajo un estado de 

tracción uniaxial [Chen 1982]. Además estos materiales disipan distinta 

energía según el proceso de carga a que son sometidos. A modo de ejemplo, el 

hormigón disipa entre 100 y 150 veces más energía en un proceso de compresión 

uniaxial que en un proceso de tración uniaxial. 

De lo expuesto, se deduce que para tratar este tipo de materiales 

mediante la teoría de la plasticidad es necesario formular una nueva variable 

de endurecimiento plástico isótropo que esté relacionada con la energía 

disipada y con el tipo de carga. Dicha variable se denomina variabie de daño 

plástico en el presente modelo 

Definición de la Variable de Daño Plástico 

para Estados Uniaxiales de Tensión 

A partir de ensayos de tracción y compresión uniaxial se pueden definir 

diagramas cr-t? que encierran bajo los mismos las áreas g,~. y g~ 

respectivamente. Ver fig.2.10. 

J
oo (J é 

gP = T T 
T t =0 

(2.71) 

Donde : 

crT y crc Tensiones uniaxiales de tracción y compresión respectivamente. 
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E~ y E~ : Deformaciones plásticas uniaxiales de tracción y compresión 

respectivamente. 

g~. y g~ : Energías por unidad de volumen máximas disipadas en procesos 

de tracción y compresión uniaxial respectivamente. 

ü 

UPIC 
e 

() p¡c 
t 

TRACe. 

DE COMP. 

A 

ü 

CURVA DE TRACC. 

~"ry-----------~~~*-----~~ 

Fig.2.10 Curvas de resistencia para procesos de carga-descarga uniaxil 

A partir de estas energías específicas se puede definir la variable de 

daño para procesos cuasi-estáticos de tracción y compresión uniaxial como 

sigue : 

1 J. . KP = -- <J EP dt 
T T 

gP t=O 
T 

para tracción uniaxial 

(2.72) 
t 

KP = - 1- J (J ~p dt 
P e e 

g t=O e 

para compresión uniaxial 

De estas dos ecuaciones puede observarse que la variable de daño 

plástico ~ es el valor relativo entre la energía disipada en el instante t 

y la máxima a disipar al final del proceso de carga, tomando siempre 

valores entre O y 1 (0::=:~::=:1). Resulta así una variable objetiva respecto a 

los dos procesos desarrollados ya que en ambos casos K"=O cuando no hay daño 
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y KP= 1 cuando el daño es total aunque las energías disipadas sean distintas. 

Como Kr es una variable independiente, se pueden transformar las 

funciones cr-c.P en otras del tipo cr-Ié', ver Fig.2.10. Esto es: 

O' = O' (ICÍ') 
T T 

Definición de la Variable de Daño Plástico 

para Estados de TensiónMultiaxial 

(2.73) 

Para procesos de carga genéricos, la variable de daño plástico puede 

definirse mediante una ecuación de la forma : 

. . 
Kp = hK (G,ICÍ',c) E~. 

. . IJ 
(2.74) 

lJ 

donde hK __ (cr,lé',c) es un tensor que, en el caso más simple podría ser 
lj 

igual al tensor de tensiones. 

Para el caso multiaxial la definición de la variable de daño plástico 

debe incluir los casos uniaxiales como casos particulares y además debe 

cumplir con las condiciones : 

• lé' = O para t=O (no hay daño) 

• J ~ dt = 1 (daño total) (para la mayoría de los casos de carga) 

t=O 

(2.75) 

En esta tesis se propone la siguiente definición que representa una 
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contribución original ya que difiere de la correspondiente al modelo de datío 

plástico original. 

~r = { r(0) -
1 ~- + [1-r(0)] --

1*-} 0 .. é. 
p ~ p IJ IJ 

gT ge 
(2.76) 

Donde: 

(2.77) 

<±x> = + ( X ± 1 X 1 ) Función rampa (2.78) 

Donde 0¡ son las tensiones principales y g~* 
específicas a tracción y compresión respectivamente, 

con el estado tensional del punto: 

y gP* son 1as energías e 
ponderadas de acuerdo 

3 ¿ 10.1 ¡ 

p* - p gT- gT -----
f(0) X 

gp* = gP _i =_1 __ _ 
e e j(0) X 

(2.79) 

f( 0) : función de fluencia 

x: Factor de proporcionalidad entre cohesión y tensión para un proceso 

de compresión uniaxial: 

Ro 
e (K~ =-X 0 (té') T .T 

(2.80) 

R0
: Relación inicial que hay entre la resistencia uniaxial a compresión 

y tracción. 

(2.81) 
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ensayo experimental 

respectiva mente. 

COHESION 

representan la evolución de la 

uniaxial de compresión 

cohesión durante un 

y tracción simple 

La ecuación de evolución de la cohesión debe ser tal que, para un 

proceso cualquiera se cumpla que: 

{ 

e = c0 para K = O 

e = O para KP = 1 

(2.82) 

En forma general se puede definir la cohesión a través de la ecuación de 

evolución: 

. . 
e = h (G,K,c) K (2.83) 

e 

Esta ecuación indica que la cohesión es una variable interna dependiente 

del proceso plástico. h (cr,K,c) es una función escalar del estado actual que 
e 

define la pendiente de la curva e - K, de tal manera que esta curva estará 

comprendida entre dos funciones explícitas extremas, que resultan de ensayos 

uniaxiales a tracción y compresión simple respectivamente. Ver fig.2.11. 

En esta tesis se propone una forma original de definir la cohesión, como 

función explícita de la variable de daño plástico pero dependiente del estado 

termodinámico en cada instante: 

(2.84) 
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pie 
e 

J(pu:. 1 

Fig.2.11 Función de Cohesión 

ANGULO DE ROZAMIENTO INTERNO 

A medida que se aumenta la carga de un sólido cohesivo-fricciona!, en 

su interior se produce un deslizamiento entre sus partículas que 

conduce a una pérdida de cohesión intergranular. Esta pérdida de 

cohesión implica una 

comportamiento más 

fuerza de rozamiento 

ganancia de fricción interna, provocando un 

dúctil a compresión, debido al incremento de la 

entre partículas, y una disminución de la resistencia 

a tracción por la disminución de las fuerzas cohesivas. 

Si bien el modelo de .daño plástico permite formular a la fricción 

interna como una variable interna del problema, resultados experimentales 

[Borst and Vermeer 1984] han demostrado que, para el hormigón, la evolución 

del ángulo de fricción interna· puede definirse como una función directa del 

daño plástico ¡¿, Basándose en los resultados experimentales se define 

entonces la fricción interna a través de la siguiente función explícita : 

(2.85) 
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Donde KL es el límite de daño para el cual la cohesión se anula y el 

rozamiento imterno se mantiene constante e igual a su valor máximo, por lo 

tanto KL= l. Ver fig. 2.12. 

SIN 4:! max 

o 1 

f<L 

Fig. 2.12 Evolución del ángulo de fricción interna 

en función de la variable de daño plástico 

En materiales frágiles con alta cohesión inicial, como el hormigón, es 

posible trabajar con fricción interna constante e igual a su valor máximo 

durante todo el proceso plástico, sin que esto introduzca errores 

considerables, al menos en la solución de problemas biaxiales. 

DILAT ANClA INTERNA 

Debido a que los sólidos friccionales presentan una dilatancia interna 

variable durante el proceso elasto-plástico, es necesario formular una ley de 

evolución para dicha variable. Al igual que en el caso de la fricción 

interna, es sufici~nte definir la dilatancia corno una función explícita de la 

variable de daño plástico. Esto es : 

(2.86) 
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El modelo de daño plástico utiliza una modificación de la ecuación de 

Rowe [Rowe 1972] propuesta por De Borst y Vermeer [De Borst 19841 que se . 
adapta muy bien al comportamiento de los hormigones , ver Fig. 2.13: 

o 

1f1(0') = 

V <j>(0') > <!> 

Donde: 

<j> : Angula de rozamiento interno a volumen constante 
.cv 

[ 

,¡..max max ] 
sen<j> = sen'!' - sen y 

cv l ,¡..m a x ",m a x - sen'!' sen't' 

o 
l) l . ,¡..max ~= 35 ara wrm1gones '1' 

0~1/ 10cv 
/ / 

/ 
/ / 

// / 
/ 

/ 

max 

CV 

Fig. 2.13 Evolución del ángulo de dilatancia en función 
del ángulo de fricción interna 

(2.87) 

(2.88) 
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Una alternativa más sencilla que la definida en la ecuación (2.88) es 

establecer la siguiente relación lineal entre ~ y 'JI (ver fig.2.13): 

o 

Donde 

V ~(K") ::; ~' 
cv 

V ~(K") > ~· 
cv 

~' = ~max _ ~ax 
CV 

(2.89) 

(2.90) 

Las ecuaciOnes (2.88) y (2.89) dan resultados similares dentro del el 

período que interesa : ~ ::; ~ ::; ~max. 
cv 

2.3.2.4. Criterio de Fluencia Plástico 

CRITERIO DE FLUENCIA DE MOHR-COULOMB MODIFICADO 

La utilización del criterio de fluencia clásico de Mohr-Coulomb para 

materiales del tipo del hormigón, presenta el inconveniente de no cumplir con 

la relación entre resistencias uniaxiales a compresión y tracción R
0 = 1 (JdfJ~.I 

para ángulos de rozamiento interno comprendidos entre los valores obtenidos 
o o 

experimentalmente para el hormigón : 30 ::; ~ ::; 35 . Una alternativa es 

aumentar la fricción interna hasta obtener la relación de resistencias 

uniaxiales deseadas. Sin embargo, esto hace que el criterio de fluencia no 

pueda ser usado como criterio de potencial plástico porque presenta una 

excesiva dilatancia, obligando entonces al uso de plasticidad no asociada. 

Otra solución es limitar la resistencia del hormigón en la zona de tracción 

total mediante una barrera tensional del tipo del criterio de Rankine. No 

obstante, esta combinación de criterios presenta algunos inconvenientes 

lOller 1988]. 
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f 
' ' 

/ 

' / 

a) Según los meridianos de tracción y compresión máxima 

CRITERIO ESTANDARD 

CRITERIO MODIFICAOO 

- u-1 

DRUC KER-PRA GER 

-u:; 

b) Según plano octaédrico 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

l1.C. 

/ 

e) Según plano <J 
2 

= O 

Fig.2.14 Criterio de fluencia de Mohr-Coulomb modificado 

[Oller 1988] 

/ 
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Con el fin de poder trabajar con plasticidad asociada, Oller [Oller 

1 Y881 propone una modificación al criterio clásico de Mohr Coulomb (ver Fig. 

2.14) que consiste en afectar a la tensión principal mayor a
1 

de un 

coeficiente de ajuste aR para lograr la relación entre resistencias 

uniaxiales deseada sin modificar el ángulo de fricción interna. La función de 

fluencia resulta entonces : 

[ 
aRa 

12
- a 3 ] [ a a + a ] 

F( a,c,<j>,aR) = + R 1

2 

3 sen<j> - e cos<j> 

Donde: 
max =a 

Parámetro de ajuste de la tensión principal 

obtenerse trabajando algebraicamente y resulta : 

a = R0 1 R 
R Mohr 

R = tan
2 ('lt/4 + <j>/2) 

Mohr 

CRITERIO DE FLUENCIA LUBLINER-OLLER 

IOiler 1988a, b y e, 1990a y b] 

mayor 

(2.90) 

que puede 

(2.91) 

La modificación del criterio de Mohr-Coulomb presentada en el apartado 

anterior sólo soluciona un problema puntual del mismo sin mejorar la forma de 

la superficie de fluencia. 

La función de fluencia que se presenta a continuación intenta reproducir 

el comportamiento del hormigón dentro del dominio de trabajo al que 

normalmente se somete el mismo y tiene la siguiente forma 

F=F(a,c)= ~ (/3J + a I + p <a > -y <-CJ >] -e = O 
\ t - a} 2 1 max max 

(2.92) 

Donde: 

a, p y y son constantes adimensionales que determinan la forma de la 

superficie de fluencia 
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J 
2 

: Segundo invariante del tensor desviador de tensiones 

T
1 

: Primer invariante del tensor de tensiones 

El criterio de fluencia se ha representado en la fig.2.15. 

El parámetro a es el encargado de ajustar la función de discontinuidad 

inicial en la zona de compresión, regulando la relación entre la resistencia 

a compresión uniaxial a e y la resistencia equibiaxial a eb' ver Fig. 2.15a. 

Reemplazando en la función de fluencia, resulta : 

(2.93) 

Donde a eb representa la resistencia a compresión equibiaxial para el 

límite de discontinuidad inicial. 

Según los resultados de estudios experimentales, para el hormigón, 

a /a oscila entre 1,10 y 1, 16, para lo cual se obtienen valores de a 
eh e 

comprendidos entre 0.08 y 0.1212. 

El parámetro p es el encargado de regular la relación entre resistencias 

uniaxiales de compresión y de tracción cuando se alcanza el primer límite de 

discontinuidad y resulta : 

p = (l-a)R0 
- (l+a) (2.94) 

Según resultados experimentales del comportamiento del hormigón R
0 

vale 

en el orden de 10, lo cual, junto con a=0,1212, éonduce a valores de P del 

orden de 7 ,66. · 

El parámetro 'Y es el encargado de regular la relación de radios 

octaédricos máximos a tracción y compresión rmax, ver fig.2.15c. 
oct 
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3 (1-rmax) 
"(= oct (2.95) 

2 rmax - 1 
oct 

Según ensayos experimentales realizados en el hormigón 

prácticamente constante e igual a 0.65, para lo cual se obtiene "(=3.5. 

ü-=(J 
1 2. 

(J 1 () 
1 e 

a) Según el plano cr
2 

= O 

(T.M.) G oct 

b) Según los meridianos de tracción 

y compresión máximas 

o( == o. 1 2 1 2 

(CM) 

e) Según un plano octaédrico 

Fig.2.15 Criterio de Fluencia de Lubliner-Oller [Oller 19881 

max 
r 

oct 
es 
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2.3.2.5. Criterio de Potencial Plástico 

La definición de la función de potencial plástico establece 

indirectamente la magnitud de la dilatancia que se producirá en el sólido 

ideal que se modeliza. En el modelo de daño plástico se utiliza la superficie 

de fluencia de Mohr Coulomb modificada con un ángulo de fricción interna 

igual al de dilatancia. 

En la fig.2.16 se muestra el error cometido en el tratamiento de los 

hormigones al considerar un flujo asociado a la superficie de fluencia de 

Lubliner-Oller [Oller 1988] y la ventaja de usar como superficie de 

potencial la superficie de fluencia de Mohr Coulomb modificada. 

/ 
/ 

"gM 

/ 
/ 

FLUJO MOHR / N 

/ ~ COULOMB 
3
/
3 ~ FLUJO DEL ()3 

CRITERIO 

PROPUESTO 

Fig.2.16 Flujo plástico producido por el criterio de Lubliner-01ler 

[Oller 1988] y por el criterio de Mohr-Coulomb 
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2.3.2.6. f1:jemplos de aplicación 

A continuación se presentan algunos ejemplos de aplicación del modelo de 

daño plástico modificado descripto, sin degradación de rigidez. 

ENSAYOS DE KUPFER 

Descripción general de los ensayos 

Como verificación del modelo constitutivo propuesto se adoptaron los 

ensayos realizados por Kupfer, Hilsdorf y Rüsch [Kupfer 1969] debido a la 

amplia documentación existente y su característica de ensayo modelo ya que 

muchos investigadores lo han utilizado para verificar otros ensayos 

experimentales y numéricos. 

Este ensayo consiste en estudiar el comportamiento de una probeta de 

hormigón de 20,0x20,0x5,0 cm (ver fig. 2.17) sometida a diversos estados de 

carga, de los cuales se han verificado sólo los siguientes casos 

• Compresión uniaxial (cr
2
/a

11
=-l/0 y a

33
=0) 

• Compresión biaxial o compresión doble 

(J =0) 
33 

simétrica 

• Compresión biaxial asimétrica (a la =-11-0,52 y a =0) 
22 11 33 

e Tracción simple (a
2
/a

11
=1!0 y a

33
=0) 

• Tracción- Compresión (a la =0.0521-1 y a =0) 
22 11 33 

y 

Las características geométricas y mecánicas utilizadas para realizar 

el ensayo numérico se muestran en la Tabla 2.1. La mayoría de los datos del 

modelo de material utilizado surgieron de un análisis simple de las curvas 

de tracción y compresión uniaxial obtenidas experimentalmente. La 

relación de resistencias a la =1,16 se obtiene del ensayo de compresión 
eh e 

biaxial y el parámetro y se toma igual al valor promedio para hormigones 

y9f3,5. 
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/ / 
7 8 9 

20.0 e m 
3 4 

Xz.,V 4 5 6 

1 2 

V 

r 20.0 e rn ~r10cm 
2 3 

Fig. 2.17 Ensayos de compresión y/o tracción biaxial de Küpfer 

TABLA 2.1. Características mecánicas del hormigón 

E = 39500 MPa • Criterio de Fluencia: 
o 

V = 0,24 Lubliner-Oller 
o 

(J
0 = -22,9 MPa 
e 

arie= -32,8 MPa • Criterio de potencial: 
e 

a.; = 2,29 MPa • Lubliner 0/ler (flujo asociado) 
o 

a = 0,12 • Mohr-Coulomb (~='Jf=15 ) 

'Y = 3,0 

p = 1 ,O • Sin degradación de rigidez 

Gr= 0,16 N/mm 
pie 

Ge= 16,0 N/mm (Jé} = 0,38 

El dominio se discretizó con cuatro elementos finitos planos de 4 nodos 

(ver fig.2.17) . Se utilizó en cada elemento una integración numérica de 

Gauss-Legendre de · 2x2 puntos. También se hicieron pruebas con un solo 

elemento de 4 nodos y 2x2 puntos de integración obteniéndose los mismos 

resultados. 
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Los tipos de carga aplicados, se muestran en las figuras 2.18 a 2.23 

junto con las curvas de respuesta para cada caso particular. 

Para encontrar la respuesta en la zona de ablandamiento se recurrió al 

método de control de desplazamientos. En aquellos casos en los que no se 

conocía de antemano la relación de desplazamientos necesarios para mantener 

constante la relación de tensiones aplicada hubo que usar métodos de control 

de respuesta tipo arc-length. 

Como el uso de plasticidad no asociada conduce a una matriz de rigidez 

tangente no simétrica se prefirió trabajar con el método de Newton Raphson 

modificado con rigidez inicial K . 
o 

El método de Euler Backward (ver Apéndice F} para la integración de la 

ecuación constitutiva pennitió resolver en forma directa el problema de 

tensión plana mediante un programa de elementos finitos en 20. 

Análisis de los Resultados 

En general, las curvas de respuesta se aproximan bastante a las 

obtenidas experimentalmente, lográndose meJor ajuste que el obtenido 

numéricamente por otros investigadores y un ajuste similar al obtenido por 

Oller [Oller 1988] con el modelo de daño plástico pero con otro algoritmo de 

integración de la ecuación constitutiva, con la ventaja de que se lograron 

ajustar las curvas de respuesta en las tres direcciones. 

Compresión Uniaxial 

Como se observa en la fig . 2.18, se ha logrado una buena coincidencia de 

las curvas de respuesta cr
22

-E
22 

, cr
22

-E
11 

y cr
2
-E

3
3' Estas dos últimas curvas 

se ajustan mucho mejor con plasticidad no asociada (criterio de potencial 
o 

Mohr-Coulomb con 'Jf=l5 ) que con plastiCidad asociada, ya que en este último 

caso se obtiene uria excesiva dilatancia. 

El modelo predijo un estado de deformación y fisuración uniforme 

en todos los puntos de Gauss con fisuras verticales, normales a la 
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dirección de máxima deformación plástica. La 

sólido resultó igual al producto de Gc Ar, 

estricto de la segunda ley de la termodinámica. 

energía total disipada por el 

confirmándose el cumplimiento 

o o 
~ 

o 
o 
ci 
1') 

o 
o 
ci 

• - - ENSAYO DE KUPFER 
- MODELO PLASTICIDAD NO ASOCIADA 
·------ MODELO PLASTICIDAD ASOCIADA 

(J 
22 

-e 
11 

,-, 
' ' ' ' ' ' 

/ \ 1 
' ' ' ' / ' 

1 \ 
/ 
1 

/ 
1 

1 
1 

/ 

(J 
22 

-e 
22 

8~mmmTimmmTimmmTimm~mmmTimm~mmmmmmmm~ 
-3.J1iE-002 · -2.50E-002 -1.25E-002 -4.77E-018 1.25E-002 

DEFORMACION (-) 

Fig.2.18 Ensayo de Compresión Uniaxial 

Compresión Biaxial Simétrica 

En la Fig.2.19 se observa una buena aproximación entre los resultados 

numéricos y los experimentales, salvo una pequeña diferencia a partir del 

pico de tensiones, lográndose mejor ajuste con plasticidad no asociada. 

En este caso no se detectó, con el programa, fisuración en el plano del 

ensayo. 

Los resultados fueron obtenidos con un algoritmo de integración 

independiente del camino en este caso. 
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1 0'22 

---7 f- ll 22 D a =a 

T 

o o r¿ 

8 
g 

o 
o 
ci 

• ~ ~ ENSAYO DE KUPFER 
- MODELO PLAST. NO ASOCIADA 
·------ MODELO PLAST. ASOCIADA 

(J 
22 

-E: 
33 

, .... , 
' ' 

/ \ A ! 

í ' \ 
1 \ 
1 ' 

! \, 
1 
i 
1 

1 

/ 

l 
! 
i 
j 
1 

! 
1 

/ 
,../ 

(J 
22 

-E 
22 

~ ....... ,'' 
8~m==mn=mrmm=m=~=m=m=m=m~rmm~~mrm~ 

-1.00E-001 -7.50E-002 -5.00[-002 -2.50E-002 -3.47E-01B 2.50E-002 
DEFORMACION (-) 

Fig.2.19 Ensayo de compresión biaxial simétrica 

Compresión Bia.xial Asimétrica 

Los resultados obtenidos no son tan buenos como en los dos casos 

anteriores. Ver Fig. 2.20. El menor ajuste de los resultados numéricos y 

experimentales, para esta combinación de tensiones también se nota en la 

tesis de Oller [1988] y puede ser atribuible a la diferencia existente entre 

el criterio de fluencia utilizado (Lubliner-Oller [Oller 1988]) y la 

superficie de fluencia real obtenida experimentalmente por Kupfer [1969], en 

esta zona del espacio de tensiones. Ver Fig.2.21. 

En este caso, al igual que para compresión doble simétrica, no aparecen 

fisuras en el plano del ensayo, aunque es razonable intuir que pueden ocurrir 

en planos paralelos a éste. 
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1 (J2 2 

o o 

g •- ~ ENSAYO EXPERIMENTAL 

o 
o 

~ 

- MODELO PLAST. NO ASOCIADA 

J -E 
22 33 

J -E; 
22 11 

- f. 
22 

----7 f-- l 22 D <J
1 

=0.520' 

z o 
üio zo 
~o 

C'l 

T o o 
ci 

-1.60E-002 -B.OOE-003 6.51E-019 B.OOE-003 
DEFORMACION (-) 

Fig.2.20 Ensayo de compresión biaxial asimétrica 

ENVOLVENTE EXP. 
KUPFER 
LUBLINER-OLLER 

Fig.2.21 Comparación del criterio de fluencia de Lubliner-Oller 

[ Oller 1988] con la curva obtenida experimentalmente [Küpfer 1969] 
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Tracción Uniaxial 

Los resultados del ensayo [Kupfer 1969] son muy pocos para este estado 

de tensiones. Sólo se tiene una rama ascendente prácticamente recta. El 

modelo sigue bastante bien esta parte de la respuesta. Ver fig. 2.22. 

En este caso la fisuración es de tipo horizontal, normal a a la tensión 

principal mayor y la energía total disipada por el sólido, calculada con el 

programa, coincide exactamente con el producto OrAr. 

o 
1() 

n 
• ~- ENSAYO DE KUPFER 
- MODELO PLAST. NO ASOCIADA 

o o 
n 

(J -E; 
22 11 

(J -E 
22 22 

o 
1() 

c.J 

T (j22 o o a. o 
:::!;• 

D 
._.,C"l 

z 

º lila 

~~ 

1 o 
q 

Fig.2.22 Ensayo de tracción uniaxial 

Tracción- Compresión 

La fig. 2.23 muestra que las curvas de respuesta obtenidas numéricamente 

se apartan bastante de los resultados experimentales. En particular, es 

notable la diferencia entre el primer umbral de discontinuidad que predice el 

programa y el obtenido experimentalmente. Esto es atribuible también a la 

forma de la superficie de fluencia de Lubliner-Oller [Oller 1988], que se 
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aparta bastante de la obtenida experimentalmente, para esta combinación de 

tensiones. Ver fig.2.21 

T a22 

~ ~11 D a =-0.052 

1 

z 
o 
üi 

o o 
d 
1'1 

~o 
o 
ci 

a 
\ i 22 

' 1 
\ 1 

a -E \1 
22 11 H 

1 
1 

• ~ ~ ENSAYO DE KUPFER 
- MODELO PlAST. NO ASOCIADA 

-E 
33 / 

1 
1 

a 
22 

-E 
22 

g·4m======~============~===m=mrmm=mmrm~ 
-3.J!1iE-003 -2.50E-003 -1.25E-003 3.18E-019 1.25E-003 2.50E-003 

DEFORMACION (-) 

Fig.2.23 Ensayo de compresión-tracción 

VIGA DE HORMIGON PRETENSADO 

En este punto se presentan los resultados obtenidos con el modelo de 

daño plástico modificado para una viga de hormigón parcialmente pretensada 

ensayada a flexión en el Laboratorio de Estructuras de la Universidad 

Nacional de Tucumán [Barlek 1'990]. 

Descripción General del Ensayo [Barlek 1990] 

Dimensiones y Armadura 

La viga ensayada era de sección rectangular constante en toda su 

longitud. La fig.2.24 muestra las dimensiones generales de la pieza ensayada, 

las cuantías de armadura longitudinal tesa y no tesa y su ubicación en la 
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sección transversal. 

La armadura longitudinal estaba constituida por barras rectas de 

diámetro 7mm alojadas en vainas corrugadas que luego se inyectaron para 

asegurar una adecuada transferencia de los esfuerzos a la masa del hormigón. 

La armadura transversal consistió en estribos cerrados de diámetro 6mm 

dispuestos cada 5cm en la sección central y cada lOcm en el resto de la viga. 

p~ 
30 cm I ~~- ------

li 
105cm 150cm 105 Cn1 

APOYO FIJO ,..¡" ..; A POYO FIJO 

ARM. PASIVA 

~<'/JIO 
~ 1 2,5 

27,5 
SECCION TRANSV. 

ARM. ACTIVA · · · · · · · I9,5 
• • • 

30 cm 

15,5 crn ifJ 10 
""" )1114 

Fig.2.24 Dimensiones Generales y Armadura Longitudinal 

Materiales 

En la Tabla 2.2 se han resumido las principales parámetros que 

caracterizan a los materiales y que aparecen en la referencia mencionada. 
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TABLA 2.2. Parámetros que caracterizan a los materiales 

Material Parámetros V -1 

E [MPa] 5 2.2xl0 
ACERO S J 

NO E [ MPa] 4 5.5x10 
TESO s2 

p [ MPa] 500 
S 

E [MPa] 2.05x10 
pl 

ACERO E [ MPa] 
p2 

7. 8 xlO 

TESO p [MPa] 1580 

E [MPa] 33000 
HORMIGON b 

(J~ [MPa] 37,4 

Donde : 

E Módulo elástico 1nicial de la armadura no tesa 
si 

E Módulo elástico final de la armadura no tesa 
s2 

A : Tensión de fluencia de la armadura no tesa 1-'s 

E : Módulo elástico inicial de la armadura tesa 
pi 

E : Módulo elástico final de la armadura tesa 
p2 

p : Tensión de fluencia de la armadura tesa 
p 

4 

5 

Eh : Módulo elástico secante del hormigón correspondiente 

tensión media de rotura. 

al 40% de la 

a : Tensión media de rotura a compresión del hormigón, calculada sobre 
e o 

15 ensayos de probetas cilíndricas 

Tesado 

El tesado de las vigas se realizó hasta una tensión de aproximadamente 

85% de la tensión de fluencia de la armadura tesa. La Tabla 2.3 contiene los 

registros de deformación específica de las barras inmediatamente después de 

realizar el tesado y en el momento de iniciar el ensayo. 
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TABLA 2.3. Deformaciones iniciales y finales de los tensores 

Barra Inicial Final 
o 

n- Deformaci Ó1 
·1 en s 1m 

Deformaci á1 Ten s 1m 
[Mpa] [Mpa] 

1 5,91xl0- 3 1211 5,64x10 - 3 11 57 

2 5 ,95xl0- 3 12 20 5 ,67 xl0- 3 1163 

3 5 ,60xl0 -3 12 30 5 ,70x10- 3 1170 

Condiciones de Carga y Apoyo 

Las condiciones de apoyo y carga de la viga han sido representadas en la 

fig.2.24. La viga estaba simplemente apoyada, sobre almohadillas de neopreno 

en sus dos extremos y la carga consistió en dos fuerzas verticales actuando 

simultáneamente en la posición indicada en la fig.2.24. 

Análisis Numérico 

Discretización 

En la fig .2.25 se muestra la malla de elementos finitos utilizada 

para discretizar las viga y las condiciones de apoyo consideradas. Sólo 

se discretizó la mitad de la viga. 

Se combinaron elementos de hormigón con elementos de acero. Los 

elementos de hormigón eran elementos de tensión plana de 8 nodos y 3x3 

puntos de integración de Gauss. Los elementos de acero eran elementos de 

barras articuladas (sólo resisten esfuerzos axiales) de dos nodos y 2 puntos 

de integración, conectados a los elementos de hormigón en los nodos extremos, 

en los cuales se supuso adherencia perfecta una vez realizado el tesado y 

la transferencia de los esfuerzos de pretensado al hormigón. Se prefirió 

usar elementos de barra para el acero para reducir el número de nodos 

y, por ende de grados de libertad, de la estructura. Esto permitió una 

discretización más densa de la sección de hormigón. La consideración 

de las armaduras longitudinales como elementos de barras permitió tener 
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en cuenta el carácter ortótropo del comportamiento de las mismas en el 

conjunto hormigón-acero, carácter especialmente importante en la simulación 

del efecto de pretensado. El único problema que tiene la discretización de la 

armadura con elementos de barras es la superposición de material (hormigón y 

acero) a la altura de las armaduras que da como resultado una rigidez de 

conjunto algo mayor que la real. Las pruebas realizadas mostraron que este 

efecto prácticamente desaparece al fisurarse el hormigón en las fibras 

inferiores. 

ELEM. QUE RE PRESENTAN LA ARMAD. ~~S 
• . ... . ... . 

'f' . , ... . .. '!" .. . " • . • .. • • 
<1! .. lo .. ' ~ ~ 

. -~ . . ... -·• . •8 • ... ... • .¡- -·- -·· ..8_ - ·-
.......... . . . 

• • • • • • • • ·•· .... .... -·- -.... . .. . . . . -. . . - • . • . • - .. 
' • ~ ~ ~ t f 

"' 
A~ ELEM. QUE REPRESENTAN LA ARMAD. 

20cm 26 25 26,25 26,25 26,25 25cm 25cm 25cm 

1 1 

Fig.2.25 Malla de Elementos Finitos 

Materiales 

5 

6.5 

6.6 

ó.5 

5.5 

En las Tablas 2.4 a 2.6 se han resumido los valores dados a las 

constantes de cada uno de los materiales. Al respecto, debe notarse que 

algunos valores corno el módulo de elasticidad del hormigón fueron tomados 

distintos a los de la Tabla 4.2 por tratarse en este caso de un módulo 

secante, considerado constante hasta la tensión de fluencia. Otros valores, 

fueron tomados similares a los existentes en bibliografía para ese tipo de 

hormigones ya que no se contaba con los datos experimentales suficientes. 
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TABLA 2.4. Propiedades mecánicas del hormigón 

E = 22000 MPa 
o 

V = 0,20 
o 

a~ = 34,2 MP a 
pi e 

a e = 37 , 4 MPa 

a; = 3 , 42 M P a 

a= O, 12 

'Y = 3 

p = 1 

L =~ 
pe 

Flujo asociado al criterio de fluencia 
de Lubl i ne r O ller [Oller 1988] 

( Kp ) p i e = O , 3 8 

S in degr adac i ón 

Gr = 0,16 N/mm 

G = 37,8 N/mm 
e 

TABLA 2.5 Propiedades mecánicas de la armadura no tesa 

E = 22000 O MPa 
o 

V = 0,30 
o 

0'
0 = 500 MPa e 

a~ = 500 MPa 

G =G =O<) 

f e 

L =R 
pe 

Criterio de Fluencia: Van Mises 

Flujo asociado al Criterio de Fluencia 

Plasticidad perfecta 

TABLA 2.6. Propiedades mecánicas de la armadura tesa 

E = 205000 MPa 
o 

V = 0,30 
o 

<J
0 = 1580 MPa e 

a o = 1580 MP a 
T 

G = G = oo 
f e 

L =R 
pe 

Criterio de Fluenc i a : Van Mises 

Flujo asociado al Criterio de Fluencia 

Plasticidad perfecta 
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Para la integración de la ecuación constitutiva elastoplástica del 

hormigón se utilizó el método de Euler-Backward (ver Apéndice F), para poder 

reproducir adecuadamente el estado plano de tensión. Para los elementos de 

acero que usaban la función de fluencia de Von Mises y flujo asociado, se 

utilizó el método de retorno mapeado a la superficie de fluencia, que en este 

caso particular es idéntico al método de Euler-Backward. 

Aplicación de las Cargas y Control de la Respuesta 

En primer lugar se aplicó una deformación relativa inicial en las barras 

pretensadas, correspondiente al efecto de pretensado y se resolvió el 

problema. 

En segundo lugar se procedió a la etapa de carga misma de la viga. Para 

poder controlar la respuesta cerca de la carga máxima se utilizó control de 

desplazamientos. Se aplicaron incrementos de desplazamientos en el punto 

de aplicación de la carga y se calculó la misma como la reacción 

correspondiente. El tamaño de los incrementos de desplazamiento fue 

graduado de manera de lograr convergencia en los procesos iterativos 

de Newton Raphson e integración de la ecuación constitutiva elastoplástica. 

Se trabajó con rigidez· inicial hasta el final. 

Análisis de los Resultados 

En la fig.2.26 se ha representado la curva carga-flecha de la sección 

central. En general, la curva numérica muestra un comportamiento más rígido 

que el correspondiente a los resultados experimentales , aún cuando se 

trabaje con un módulo de elasticidad inicial del hormigón igual al módulo 

secante correspondiente a la tensión de fluencia. Esta mayor rigidez se 

debe,en parte, a la forma de discretización usada y, en parte, a que las 

curvas carga-flecha experimentales seguramente incluyen desplazamientos de 

apoyo ya que los mismos no eran rígidos. Los desplazamientos de apoyos no 

fueron medidos durante el ensayo por lo que no pudieron descontarse a las 

flechas registradas. 
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La respuesta numérica sigue bastante bien la curva experimental 

presentando dos quiebres marcados en el comportamiento que corresponden a la 

fisuración del hormigón en las fibras inferiores y a la entrada en fluencia 

de la armadura longitudinal tesa respectivamente. 

La pendiente de la última rama de la curva obtenida numéricamente 

resulta algo menor que la correspondiente a los resultados experimentales. 

Esto se debe a que se usó un modelo de plasticidad perfecta para las 

armaduras para que la convergencia fuera más rápida. 

o 
C? 
o 
ro 

o 
o 
ci 
(O 

o 
o 
ci 
N 

/ 
/ 

V 

/ 
/ 

--- ---

- - - RESULTADOS EXPERIMENTALES 
-- RESULTADOS NUMERICOS 

------ ---

g1,.,,.~no~rrnn""'n¡¡~¡o1TI>i<in¡tnl>i<i<l<l>lnl ¡n¡>i<ITITI>Int tnl>l<jTITI<Inl ¡n¡>l<l>ni ¡ 
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FLECHAS (cm) 

Fig.2.26 Curva carga-flecha en la sección central 

En la fig.2.27 se han representados las curvas carga-deformación 

específica del hormigón. Los resultados experimentales corresponden a las 

deformaciones medidas con un L.V.D.T. ("linear variable displacement 

transducer") entre los extremos de dos barras pasantes embebidas en el 
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hormigón situadas 10 cm a ambos lados de la sección central y a 3cm del borde 

superior de la viga. Los valores numéricos corresponden al punto de Gauss más 

cercano a esa medición. 

En la fig.2.27 se observa que la respuesta numérica da un comportamiento 

secante que corta a la respuesta experimental cerca de la deformación 

correspondiente a la primera fluencia del hormigón en esa zona de la viga. 

Esto se debe a que se esta trabajando sin degradación de rigidez con una 

respuesta lineal en la zona elástica y a que se definió como módulo de 

elasticidad del hormigón al correspondiente a la primera discontinuidad de 

fluencia del mismo. 

Al entrar la annadura tesa en fluencia y debido al modelo de plasticidad 

perfecta adoptado para las mismas, el hormigón también se sobrecarga y se 

deforma prácticamente sin incremento de carga. 
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Fig. 2.27 Curva carga-deformación específica del hormigón 



Modelo Constitutivo para Materiales Simples e Isótropos -77-

En la fig.2.28 se han representado las deformaciones específicas de la 

armadura no tesa medidas con extensómetros eléctricos sobre las mismas a 15cm 

de la sección central y las calculadas numéricamente para el punto de Gauss 

más cercano al punto de medición. 

La curva numérica muestra un quiebre bastante retrasado respecto a los 

resultados experimentales. Esto puede ser consecuencia de que esta curva da 

una deformación promedio considerando al material como continuo, mientras que 

los registros experimentales pueden corresponder a una fisura. 

La rama final de la curva experimental, de pendiente casi nula 

corresponde al modelo utilizado para el acero. En realidad, la armadura tesa 

entra primero en fluencia, pero eso hace que el eje neutro suba rápidamente, 

produciendo casi instantáneamente la fluencia de la armadura no tesa. 
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Fig. 2.28 Curva carga-deformación en la armadura no tesa 
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En la fig.2.29 se han representado el promedio de las deformaciones 

específicas de las armaduras tesas medidas con extensómetros elétricos 

adheridos a las barras y situados a 15 cm de la sección central y los valores 

de dicha deformación calculados numéricamente en el punto de Gauss más 

cercano al de medición. 

La curva numérica se aproxima a la experimental mostrando quiebres más 

marcados en el comportamiento y una pendiente en la rama final algo menor que 

la experimental. 

En conjunto, la respuesta numérica da una aproximación razonable al 

comportamiento experimental mediante tramos prácticamente rectos. Si se 

incluyera la degradación de rigidez en el modelo del hormigón podría 

obtenerse una respuesta con cambios más suaves. 
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En la fig.2.30 se ha esquematizado el cuadro de fisuración obtenido 

mediante el postproceso de los resultados al finalizar el proceso numérico. 

El mismo se aproxima bastante al observado al finalizar el ensayo. Pueden 

observarse las fisuras verticales por tracción del hormigón en la zona 

central de la viga, las fisuras inclinadas debidas al corte, más hacia los 

extremos y las fisuras horizontales en la parte superior de la zona central 

debidas a la gran fuerza de compresión que soporta el hormigón en esa 

dirección. 

Consideración de la armadura transversal 

Se hicieron algunas pruebas considerando la annadura transversal de la 

siguiente manera : 

@ Barras de acero verticales, con dos nodos uno en la parte superior y 

otro en la parte inferior de la viga, que simulan los estribos en el plano de 

análisis. Dichas barras se ubicaron en coincidencia con los nodos de la malla 

de elementos finitos ya definida para no aumentar el número de grados de 

libertad total de la estructura y se les asignó un área tal que se lograra la 

cuantía de armadura correspondiente. 

~ Una restricción a la deformación en la dirección transversal al plano 

de análisis. En lugar de trabajar con un problema de tensiones planas se 

impuso la condición de igual deformación de estribos y hormigón en la 

dirección transversal, que dió lugar a una tensión de confinamiento no nula 

en la dirección mencionada. Dicho artificio pudo ser introducido con 

facilidad en la integración de la ecuación constitutiva elastoplástica del 

hormigón mediante el método de Euler Backward. Para implementar el mismo se 

supuso que los estribos se comportaban elástica y linealmente y se tuvo en 

cuenta el promedio de su deformación total (extensión más flexión). De hecho, 

este efecto de confinamiento en la dirección transversal sólo aparecía cuando 

el hormigón tendía a dilatarse en dicha dirección. 

Pruebas realizadas en elementos sometidos a compresión uniaxial 

mostraron que el efecto de confinamiento así introducido daba lugar a una 

resistencia pico del hormigón bastante mayor que la obtenida 
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experimentalmente por otros investigadores [Park and Paulay 1975, 

Mander, Pristley and Park 1983]. Esto se debe a que la función de fluencia 

utilizada tiene meridianos rectos y 

en compresión triaxial. 

por tanto, sobreestima la resistencia 

Las pruebas realizadas en la viga estudiada dieron como resultado curvas 

de respuesta prácticamente coincidentes con las obtenidas sin tener en cuenta 

el confinamiento. Ello se debe en parte a que no se tuvo en cuenta el 

recubrimiento lateral de la viga y en parte a que se trataba de una viga 

subarmada en la que el comportamiento despues de fisuración estaba controlado 

casi exclusivamente por la armadura. 

VIGAS DE HORMIGON ARMADO 

Este ejemplo consiste en simular el comportamiento de 4 vigas de 

hormigón armado sin estribos ensayadas a flexión combinada con corte en el 

Laboratorio de Estructuras de la Universidad Nacional de Tucumán [Ramallo et 

al 1993]. 

Descripción General de los Ensayos 

La serie de vigas ensayadas es similar a la sene de ensayos D realizada 

por Leonhardt y Walter [Leonhardt 1965]. Se trata de una serie de cuatro 

v1gas de hormigón armado de sección rectangular cuyas dimensiones y 

características se indican en la fig.2.31 y Tabla 2.6 respectivamente. Las 

vigas guardaban semejanza geométrica con una relación de tamaños 1:2:3:4 y 

tenían la misma cuantía de armadura transversal. 

Las condiciones de carga y apoyo pueden verse también en la fig.2.31. 

Las vigas estaban simplemente apoyadas cerca de sus extremos. Se dispuso 

estribos en los extremos de las vigas, más allá de los puntos de apoyo, para 

evitar la formación de fisuras no deseadas. 
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TABLA 2.6 Características de las vigas ensayadas 

Viga L a h b Fe ll f p p 
V e f j S u 

[mm] [mm] [mm] [mm] [MPa] [KN] [KN] 

1 520 210 70 50 2<j>6 1,60 37,3 4,67 13,8 
2 1040 420 140 100 2<j>12 1,61 37,3 11,4 52,5 
3 1560 630 210 150 2<j>16 1,63 37,3 22,9 93,1 

1<j>20 
4 2080 840 280 200 3<j>20 1,68 37,3 38,0 147,5 

La carga se aplicó en dos puntos situados simétricamente a ambos lados 

de la sección central y se utilizó para ello placas de acero fijadas con 

rexina epoxi sobre la cara superior de la viga. Se realizaron 5 a 7 etapas de 

carga incremental con mantenimiento durante el mapeo del cuadro de 

fisuración. 

Se instrumentaron las secciones de apoyo, bajo las cargas y central 

realizando la adquisición de datos en forma automática mediante dispositivos 

electrónicos. 

VIGA 1 

VIGA 2 

VIGA 3 

VIGA 4 

Fig.2.31 Dimensiones generales de las vigas 
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Análisis Numérico 

Descripción General 

En la fig 2.32 se ha representado la malla de elementos finitos 

utilizada en la v1ga 1 (las correspondientes a las restantes vigas eran 

sünilares). Se emplearon elementos finitos planos, isoparámetricos de 8 nodos 

y 3x3 puntos de integración para el hormigón y elementos de barras 

articuladas para la armadura longitudinal. Las condiciones de apoyo se han 

representado en la misma figura. 

VIGA 
ELEMENTOS QUE REPRESENTAN 

-------~----~----L---~----~----L---~---L- -
1 i 1 1 1 1 1 1 

--- --------~----+----~---~----+----~---~---~--
1 1 1 1 1 1 1 1 --- --------,----T----r---,----T---- r ---,---r--

-- ---------~---- ~- ---L---~----~----L---~---L __ 
1 1 1 1 1 1 1 1 -- ---------,----T----r---,----T----r---,---r--

- ----------~----+----~---~----+----~---~---~--

t---to,oo-----
1

1-1 \ 3,so-L3,so-L3,50j_3,so-L3,so-L3.soJ2,5ol2,50 

f-------------36,00 crn--- ----------i 

Fig.2.32 Ma11a de elementos finitos 

TABLA 2.7 Características Mecánicas del Hormigón 

E = 20000 MPa 
o 

V = 0,2 
o 

<J
0 = 28 MPa e 

<Jpic = 37 MPa 
e 

a; = 2,8 MPa 

• Criterio de Fluencia 

de Lubliner-Oller 

• Flujo asociado 

G = 0,08 N/mm 
f 

G = 8,00 N/mm 
e 

Kpic = 0,38 
p 

--,-
~5 
~5 
425 

~25 
1,00 

-+ 
~00 
__h_OO 
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TABLA 2.8 Características Mecánicas del Acero 

E = 220000 MPa 
o 

V = 0,3 
o 

Viga 

1 
2 
3 
4 

o o 
(J =<J e T 

[MPa] 

400 
460 
484 
458 

4t Criterio de fluencia 

de Von Mises 

• Flujo asociado 

(Jpi e =<Jpic 
e T 

[MPa] 

720 
714 
705 
765 

En las Tablas 2.7 y 2.8 se han resumido las propiedades mecánicas de los 

materiales utilizadas. 

En todos los casos se trabajó con control de desplazamientos en el punto 

de aplicación de la carga y se utilizó el método de Euler-Backward (ver 

Apéndice F) para integrar la ecuación constitutiva. 

Análisis de los Resultados 

En las figuras 2.33 se han representado los diagramas carga-flecha en la 

sección central obtenidos para cada una de las cuatro vigas ensayadas. Puede 

verse que las curvas numéricas se aproximan bastante a las experimentales en 

el caso de las vigas 1 y 4. En el caso de las vigas 2 y 3 los resultados 

experimentales muestran deformaciones mayores que los numéricos esto puede 

atribuirse a ciertos efectos no coplanares detectados durante los ensayos 

(sobre todo en el caso de estas dos vigas) que no puden ser tenidos en cuenta 

en un análisis plano. 
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Fig.2.33 Diagramas carga-flecha en la sección central 
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Fig.2.34 Diagramas carga-deformación específica del hormigón 
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Debe notarse también que los resultados experimentales presentan 

escalones en los que la deformación crece sin aumento de carga. Los mismos 

corresponden a las detenciones de la carga para marcar el cuadro de 

fisuración. Luego, al empezar a cargar nuevamente, las vigas se comportaron 

como si fueran más rígidas. Este tipo de efecto no es tenido en cuenta por el 

modelo constitutivo presentado ya que ha sido desarrollado para cargas 

instantáneas. De todas formas la respuesta numérica tiende a coincidir con la 

envolvente experimental. 

En las figuras 2.34 se han representado las deformaciones específicas en 

el hormigón en función de la carga aplicada. Los resultados experimentales 

corresponden a deformaciones medidads con extensómetros eléctricos adheridos 

en la cara superior de la viga, en la sección central, en la dirección 

longitudinal y transversal. Los resultados numéricos corresponden al punto de 

Gauss más cercano. En todos los casos puede verse que, si bien la tendencia 

es la misma, la diferencia entre los resultados experimentales y numéricos es 

mayor que en el caso de las flechas. Esto puede deberse a muchas causas: en 

primer lugar, los puntos de medición no son coincidentes; en segundo lugar, 

el método de elementos finitos es una aproximación y por tanto los resultados 

corresponden al promedio de una zona y no a lo que pasa exactamente en el 

punto; y en tercer lugar, los resultados experimentales pueden estar 

influenciados por las placas de acero utilizadas para la transmisión de las 

cargas ya que los puntos de medición se encontraban muy próximos a ellas. 

En la fig.2.35 se han representado los cuadros de fisuración obtenidos 

para las cuatro vigas. Puede observarse que guardan cierta semejanza entre 

sí. Se distinguen las fisuras iniciales verticales ubicadas en la parte 

inferior de la sección central. Luego estas fisuras se extienden hacia los 

extremos y van formándose fisuras inclinadas. Recién en ese momento se nota 

la no linealidad en las curvas de respuesta de las figuras 2.33 y 2.34. 

Finalmente se forman fisuras horizontales en la parte supenor de la sección 

central debido a la fuerte compresión de esa zona. 
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VIGA 1 

VIGA 2 

VIGA 3 

------------~----i ____ L __ _ ~ ____ i ____ L---~---L--
1 1 1 1 1 1 1 1 

------------,----+----~---,----+----~---,---~--
1 1 1 1 1 1 1 1 ------------,----T----r---,----T----r---,---r--

------------l----t----r---l----t-- r- l~ ~ ------------,----T----r---,--- T- r- 1 ____________ , ____ +----~--{,-- +- - ~- , 

VIGA 4 

Fig.2.35 Cuadros de fisuración 
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En el caso de las vigas 2, 3 y 4 la rotura numérica es de tipo frágil 

debido a la rotura del hormigón. En el caso de la viga 1 los resultados 

numéricos muestran la entrada en fluencia de la armadura longitudinal con lo 

cual la viga se deforma sin incremento de carga mostrando un cierto 

ablandamiento. En todos los casos la carga máxima que puede alcanzarse 

numéricamente es muy cercana a la carga de rotura registrada 

experimentalmente. En la Tabla 2.9 se han resumido estos valores para su 

comparación. 

Tabla 2.9 Comparación de Cargas Ultimas Numéricas y Experimentales 

Viga pe xp pnum pnum¡pexp 
u u u u 

[KNJ [KN] 

1 13,8 14,0 1,01 

2 52,5 51,4 0,98 

3 93,1 99,7 1,08 
4 147,5 148,2 .1,00 
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2.3.3. MODELO DE DAÑO 

L Oliver et al 1990, Oller et al 1990b, Oller et al 1992] 

En este punto se presenta el modelo de daño desarrollado en esta Tesis. 

El mismo está basado en la teor(a de daño de Kachanov [Kachanov 1958]. 

2.3.3. 1. Características Fundamentales del Modelo 

ENERGJA LIBRE 

Este modelo está formulado para problemas térmicamente estables , con 

variación temporal de la temperatura nula. Se basa, además, en el concepto de 

elasticidad desacoplada [Oreen et al. 1964, Lubliner 1990]. Según esta 

hipótesis restricitva la energía libre total '1' puede suponerse compuesta por 

dos partes : una parte 'Pe correspondiente al proceso elástico y otra parte 'l'P 

correspondiente al proceso plástico, ambas independientes entre sí. 

En ei caso de pequeñas deformaciones se supone la siguiente forma para 

la energía libre : 

(2.96) 

Donde: 

e~. : es el tensor de deformación elástica que representa la variable 
!J 

libre del problema 

a Y p 
respectivamente 

grupo de variables internas plásticas y no plásticas 

(2.97) 

Donde p (i) son variables de daño, en general representables mediante 
kl 

tensores. 

La parte elástica de la energía libre se escribe como una función 

cuadrática de argumentos tensoriales [Oller 1990b]: 



-92- Capítulo 2 

\JJe _ 1 [ ce Cs (A) .,e ] 
T - Lm "'ij ijkl tJ "'kt 

(2.98) 

Donde : 

m : Densidad del material en la configuración material 

e (A)· Tensor de rigidez secante afectado por la evolución de ]as ijkl 1-' • 

variables internas no plásticas, que, en general puede 

escribirse como [Oller 1990b]: 

C.k!CP) = f. <P) co kt 
IJ IJfll rs 

C0 
: Tensor de rigidez inicial del material virgen 

rskl 

(2.99) 

f. (~): Función tensorial de transformación de un espacio real a uno 
IJfS 

no degradado equivalente 

La forma más simple para esta función es la coincidente con la teoría de 

daño isótropo de Kachanov [Kachanov 1958] 

f(P) = 1 - d 

p = d : variable de daño tal que 
d = O para el material virgen 
d = 1 para el material totalmente dañado 

La fig.2.36 ilustra la forma propuesta en 

plasticidad. 

(2.100) 

caso de ausencia de 

Para este caso particular, la parte elástica de la energía libre, 

definida en ecuación (2.98), puede reescribirse como : 

'Pe == (1-d) 'Po == (1-d) 2 ~ (2.10 l) 
o 

Donde 'P0 
representa la energía libre del material no dañado. 
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Fig.2.36 Esquema de un proceso de degradación de rigidez 

ENERGIA DISIPADA 

o 
La desigualdad de Clasius-Duhem [Malvern 1969] (2 Principio de la 

Termodinámica) puede escribirse en términos de la energía libre como: 

S= m ( 
· · 1 ae 

- 11 8)+0' E -r;a-~0 
• 1 ij ij o 'i ax. 

1 

Donde : 

11 : Entropía 

e : Medida de la temperatura 

~: flujo de calor 

(2.102) 

Reemplazando en esta ecuación la forma propuesta para la energía libre 

en ec. (2.96), se obtiene : 

[

a -m 8\I']~e ¡a\f ]· a é a\f · a\f · Ci) 1 ae > 
ij BE~j ij - m iffi+11 S + ij ij - m~¡ - m ap~:) pkl - ~ax¡ - O (2.103) 

La disipación mecánica puede escrirse como: 
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sP: disip. plástica sP: disip. por daño 
m m 

;:< a é a'P. ......, = ij . . - m 8"' a. m lJ v.,, 1 
l 

a'P Á(i) 
m--p 

apCi) ki 
kl 

2:: o (2.104) 

De modo que la disipación mecánica puede descomponerse en dos partes : 

debida al proceso plástico S P y otra debida a la degradación de 
m 

una 
. "d ~d ng1 ez :=. . 

m 

Para el caso. particular descripto por la ec.(2.100) la disipación debida 

al daño se puede escribir como : 

(2.105) 

2.3.3.2. Formas de Considerar el Daño 

Establecido el , fundamento termodinámico del modelo de degradación de 

rigidez existen muchas formas de definir la evolución del daño. A 

continuación se presentan dos de ellas. La primera es una forma explícita 

desarrollada por otros autores [Oliver et al 1990, Oller et al 1992] y la 

segunda una forma implícita que se propone en esta tesis. Se presenta la 

forma explícita porque, a pesar de sus limitaciones, tiene la ventaja de ser 

muy simple, lo cual agiliza mucho el cálculo cuando se trata de resolver 

grandes problemas. 

FORMA EXPLICITA [Oliver et al 1990, Oller et al 1992] 

Este modelo ha sido desarrollado en las referencias para el caso de daño 

isótropo y una sola variable de daño d, como la simplificación presentada en 

ec.(2.100). 
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Tensión Equivalente 

En primer lugar se adopta una función de tensión equivalente en el 

espacio no dañado a , cuya forma matemática es la siguiente [Oliver et al 
o .. 

IJ 

1990, Oller et al 1992] 

ó = ó(cr ) 
o·· IJ 

cr = cr./(1-d) 
Ojj IJ 

Esta tensión equivalente admite distintas formas en 

tensiones principales no dañadas cri. Se puede usar cualquier 
o 

(2.106) 

el espacio de 

función que sea 

homogénea de primer grado en las componentes de cr como Mohr Coulomb, Drucker 
o 

Prager, Lubliner-Oller [Oller 1988]. 

En las referencias mencionadas se eligió la siguiente forma para la 

tensión equivalente, que está relacionada con la energía libre del material 

no dañado: 

ir= ir(cr) = [1 + r (n-1)] /t (a;2
] ' (2.107) 

Donde : 

(2.108) 

y n es la relación entre los umbrales de discontinuidad por daño en 

compresión y tracción uniaxial respectivamente : 

n = f 1 f 
e t 

f : Umbral de degradación en compresión uniaxial 
e 

f : Umbral de degradación en tracción uniaxial 
t 

(2.109) 
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Esta función de tensión posee la propiedad de ser una función escalar 

homogénea de primer orden 

dañadas y además de 

satisfactorios en un amplio 

ilustra la misma. 

en las componentes del tensor . de tensiones no 

ser simple, ha permitido obtener resultados 

rango de problemas [Oller 1992]. La fig.2.37 

Fig.2.37 Tensión equivalente en el modelo de daño explícito 

Criterio de Daño 

El criterio umbral de degradación se define en el espacio de tensiones 

equivalentes de la siguiente manera [Simo 1987, Oliver et al 1990]: 

Donde: 

Ó( cr) : define la evolución del daño 

Ó(f ): define el umbral de daño 
e 

(2.110) 

b es una función escalar monotónica a ser determinada. En particular, se 

puede usar : 
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6(a) = a y 6(f) = f 
. e e 

(2.111) 

con lo que el criterio de daño resulta : 

a- f so (2.112) 
e 

La siguiente forma para la función de daño es adoptada por Oliver et al 

[Oliver 1990] y Oller et al [Oller 1992] : 

-
6< a) = 1 - 6< a )la (2.113) 

-
6( a) describe una función como la representada en la fig.2.38 de manera 

que da para a = a* la tensión de compresión inicial b * y para a ~ (X) la 
-

resistencia final 6 ~ O. De esta manera, recorriendo todo el camino, el punto 

habrá disipado una energía equivalente a la energía específica de fractura. 

'A~ G ----

Fig.2.38 Función de daño 

En los trabajos mencionados [Oliver 1990, Oller 1992] se adoptó para 
-
6( a) una forma exponencial: 
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- - -· b(a) =a* e A(l - CJ/(J ) (2.114) 

-Condiciones de Carga - Descarga 

Las condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Kuhn

Tucker formuladas para problemas con restricciones unilaterales: 

a) Jl ~ O 

b) t;D ::; 0 (2.115) 

' AD 
e) Jl u = O 

Regla de Evolución del Daño 

Se define una expresión general para la evolución de la variable interna 

de daño con la siguiente forma matemática [Oliver et al 1990, Oller et al 

1992]: 

Jl = f 
e 

(2.116) 

Donde Jl es el factor de consistencia de degradación que se obtiene a 

partir de la condición de Il'yushin [Lubliner 1986]. Al igual que en el caso 

de plasticidad hay una condición de consistencia de daño para el punto sujeto 

a degradación que puede escribirse como: 

( :~) -
(J - ( :~) f = o 

e 
(2.117) 

e 

"o 1\ - " G = O ~ G( cr) = G(f) 
e 

(2.118) 
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. aa . aa 
=> (j = fe = ~ = 80' O'o .. = 80' c ;jkl Ekl (2.119) 

o.. IJ o .. 
IJ IJ 

Sustituyendo en la ecuación (2.16) obtiene la siguiente ley de evolución 

para la variable de daño d : 

d = aa co ~ _ b 
80' ijkl kl -

(2.120) 
o .. 

IJ 

Integrando la ecuación (2.120) se obtiene en forma explícita la variable 

de daño : 

J
t . Jt 1\ 

d = o d dt = o be a) dt = ce a) (2.121 ) 

Energfa Disipada por Dmio 

Reemplazando la ec.(2.120) en la ec.(2.105) que da la parte de la 

disipación debida al daño, se tiene : 

~d \TJO 
~ =- T 

m ( :~ ) (2.122) 

Integrando esta ecuación en el tiempo se puede calcular la energfa total 

disipada a lo largo de un proceso de carga. Por ejemplo, para el caso de 

tracción uniaxial : 

a = na 
t 

E0 
: Módulo de elasticidad inicial no dañado 

(2.123) 

(2.124) 
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La disipación por daño a lo largo del proceso de tracción uniaxial 

estará dada por : 

00 

w = max f 
1 - * 

O' 

-2 
O' dG(a) 

cr
2 

dG(a) ]~* -J~. e( a) a da 
2n2Eo 2 2Eo cr cr n 

[ 1/2 + 1/A ] 

(2.125) 

(2.126) 

(2.127) 

Para el caso en que no se desarrollen deformaciones plásticas, igualando 

esta ecuación a la energía específica de fractura , se puede calcular el 

valor de A. 

wmax = g == a¡l 
t f e 

1 
A = ------- 2: O 

2 pO g n '-" 
f 1 

T 

(2.128) 

El valor de la energía específica de fractura gf es un dato del problema 

y se deriva de la mecánica de fractura, dividiendo la energía de fractura por 

unidad de área G , por una longitud característica 1 del dominio fracturado 
f · e 

(ver Anexo 2.1) 

Haciendo lo mismo para un proceso de compresión uniaxial, y postulando 

que el valor de A debe ser el mismo que en el caso anterior, se deduce que 

debe ser : 

2 g=G/l=ng 
e e e f 

(2.129) 

Donde g es energía específica disipada en el proceso de compresión 
e 

uniaxial y G es la densidad de energía por unidad de área disipada en el 
e 

mismo proceso. 
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Ley Constitutiva Secante Total 

La ley constitutiva secante total se obtiene a partir de la desigualdad 

de Clasius-Planck [Lubliner 1985, Malvern 1969]. De su cumplimiento se deduce 

que : 

cr =m 
ij o 

Ley Constitutiva Tangente 

8'1' (E e ; a; d) 

8Ee 
i j 

Tomando la variación temporal de la ecuación (2.131) se obtiene: 

cr es ~e - d cr 
ij = ijkl kl ---r=cr ij 

En ausencia de deformaciones plásticas, queda 

rT CsE- d cr 
V ij = jjk} kJ ---r=cr jj 

Reemplazando en la ec.(2.133) la ec (2.12), se obtiene: 

;.;=Cs ~ _1 
ij ijkl kl r-a ( :~) ~Co E 

crij acr mnkl kl 
o 

mn 

De donde: 

(2.130) 

(2.131) 

(2.132) 

(2.133) 

(2.134) 

(2.135) 
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ce == es - 1 
ijkl ijkl r-a ( :~) a ~Co 

ij aa mnkl 
o 
mn 

MODELO DE DAÑO PROPUESTO - FORMA IMPLICITA 

(2.136) 

Esta forma difiere de la anteriormente presentada en que en lugar de 

llegar a una ecuación de evolución explícita para la variable de daño, se 

debe hacer una integración de la ecuación de daño. Si bien esto complica un 

poco el algoritmo de solución, esta forma permite un tratamiento más general 

del problema de daño, muy similar al que se usa en plasticidad. 

Al igual que en el caso anterior, por ahora se trata solo el caso en que 

no se desarrollan deformaciones pem1anentes. 

Si bien el modelo se presenta en su forma mas general con la posibilidad 

de un tensor de daño para simular el daño anisótropo, sólo se ha implementado 

y probado el modelo de daño isótropo. 

Criterio de Dai1o 

Se utiliza en este caso una forma muy simple para definir el criterio de 

daño, inspirada en la forma que se utiliza en plasticidad: 

(2.137) 

-en · donde a es la tensión equivalente que puede calcularse usando las 

formas de los criterios de fluencia conocidos (Tresca, Van-Mises, Mohr

Coulomb, Drucker-Prager) o la forma utilizada en el planteo anterior, 

ecuación (2.107). En este modelo, la tensión equivalente es función de la 

componentes del tensor de tensiones dañado y la tensión de comparación f es 
e 

una función de la variable de daíio por degradación Kd 
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Variable de Daño por Degradación 

Para lograr que la energía disipada en el proceso de daño sea la 

correcta, se define una variable normalizada que se denomina variable de daño 

por degradación Kd tal que 

cuando no hay daño(d=O) 
(2.138) 

cuando el daño es total (d=l) 

La ley de evolución de esta variable se obtiene, de manera similar a la 

que se usa para definir la variable de daño plástico en 

elastoplástico, normalizando la energía disipada en el 

degradación. Para procesos uniaxiales está dada por : 

' 
- m a'P ~ Ci) 

apCi) kl 
• d kl 
lC = -----

t d 
gf 

a'P . Ci) - m-P 
ap<i) kl 

~d= ___ kl __ 
e d 

gc 

para tracción uniaxial 

para compresión uniaxial 

y para procesos multiaxiales puede definirse como : 

• d 
lC = -

Donde: 

3 

L ¡a¡ 1 n 
+ i =1 

g = -f 
(J 

d 
gf 

a'P ÁCi) 
m-- P 

ap<i) kl 
kl 

3 

L la.l 
• i = 1 

1 

g = -e 
(J 

d 
gc 

un proceso 

proceso de 

(2.139) 

(2.140) 

(2.141) 
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gd y gd son las energías específicas disipadas por daño en procesos de 
f e 

tracción y compresión uniaxial respectivamente. En el caso en que no exista 

plastificación, se calculan como (ver Anexo 2.1): 

d 
g = G 11 

f t'e 
y d 

g = G /1 
e e e 

(2.142) 

Debe observarse la similitud total entre estas ecuacwnes y las 

utilizadas para definir la variable de daño plástico en plasticidad. 

En el caso de daño isótropo en el que se utiliza una sola variable de 

daño se tiene: 

(2.143) 

Evolución del Umbral de Daño 

Para la tensión de comparación f , se adopta la siguiente ley de 
e 

variación explícita en función de la variable · de daño por degradación, 

similar a la utilizada para la cohesión en plasticidad: 

(2.144) 

donde cr (Kd) y cr (Kd) representan la evolución de la tensión en 
1 e 

procesos de tracción y compresión uniaxial respectivamente, en función de la 

variable de daño por degradación y pueden obtenerse a partir de las curvas 

cr -e y cr -e experimentales y de las definiciones para la variable de daño 
1 1 e e 

por degradación, ecuación (2.139). En particular, estas funciones pueden 

tener formas exponenciales o polinómicas como las usadas en plasticidad. 

Evolución del Daño 

En el caso general del daño ortótropo se puede definir una ley de 

evolución de las variables de daño del tipo: 
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• (i) · aH<i) 
Pki = ~ aa (2.145) 

kl 

Donde ~ es el factor de consistencia de daño y H(i) una función de 

potencial correspondiente a la variable de daño i que, en particular, puede 

tomarse igual a la función que define el umbral de daño, esto es: 

(2.146) 

El factor de consistencia de daño puede obtenerse de la condición de 

consistencia de daño. En el caso de una única variable de daño isótropa d no 

es necesario definir una regla de evolución del tipo de la (2.145), la misma 

se obtiene directamente de la condición de consistencia de daño. 

La condición de consistencia de daño se plantea de manera similar al 

caso de plasticidad: 

Derivando la ecuación (2.137) se obtiene : 

a- f =o 
e 

Por la ec.(2.99): 

y 

a .. = c~.kl(p) Ekl = f. (p) co kl Ekl = f.. <P) (Jo 
IJ IJ tJrs rs IJrs rs 

. . . 
a.. = f.. <P) ao + f.. <P) a o 

tJ tJrs rs IJrs rs 

. af . af . aH(k) 
f <P) = ~ p<k> = ~ ~ --
ijrs ap (k) mn ap (k) aa mn 

mn mn 

(2.147) 

(2.148) 

(2.149) 

(2.150) 

(2.151) 
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Resulta entonces la variación temporal de la tensión equivalente: 

- [ a f.. . a. rlk) • o l : - acr ~ Jl _tt_' (Jo + f.. (~) (J 
(J - aCJ ~ (k) a<J rs IJfS rs .. a rnn 

'J mn 

(2.152) 

Por otro lado 

(2.153) 

Reemplazando en la condición de consistencia de daño (2.148), se 

obtiene: 

[ 

af . H(k) · l aa ~ Jl ~ (Jo + f. (f3) (Jo 
a <J.. a~ (k) 8(J11Ul rs IJfS rs 

IJ mn 

De donde se puede obtener : 

- . 
acr f. (~) <Jo 
aa ljfS rs 

ij 
Jl = ---------------------------------

aa Bfijrs a JI'<) o a fe aKd . a JI'<) 
------<J +----Jl--

aa .. aA (k) 8<J rs aKd aA(k) 8<J .. 
lj 1-' 1IUl 1-'·. lj 

mn IJ 

En el caso de daño isótropo y una única variable de daño, se tiene: 

.: aa . 
a = aa a .. 

Teniendo en cuenta que : 

. .• IJ 
lj 

(2.154) 

(2.155) 

(2.156) 
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a .. = (1-d) a (2.157) 
IJ 0., 

IJ 

Resulta : 

y 

. . 
(j = -(J d +(1-d) (j = -(j d + (1-d) C0 É 

ij o.. o.. o.. ijkl kl 
IJ lj IJ 

:. aa 
(j =a a .. 

IJ [
-0

0 
.. d +(1-d) ~o .. ] 
IJ IJ 

Por otro lado : 

(2.158) 

(2.159) 

(2.160) 

Reemplazando en la condición de consistencia de daño (2.148), se 

obtiene : 

aiJ [ . . l - -a d +(1-d) a acr.. o.. o .. 
lj . IJ IJ 

af . 
___ c_hdd=O 

8Kd K 
(2.161) 

De donde se puede obtener : 

aa (1-d) ~ 
acr.. o .. 

IJ IJ 
d=-------- (2.162) 

Ley Constitutiva Secante Total 

La ley constitutiva secante total se obtiene, igual que en el modelo 

anterior, a partir de la desigualdad de Clasius-Planck l Lubliner 1985, 
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Malvern 1969]. De su cumplimiento se deduce que : 

a =m 
ij o 

a 'JI (e e; a; d) 

ae~. 
1 J 

a = C8 
ee = f (p) C0 

Ee 
ij ijkl kl ijrs rskl kl 

Ley Constitutiva Tangente 

Tomando la variación temporal de la ecuación (2.164) se obtiene: 

. . . 
a = f (p) C0 

Ee + f (p) C0 
ee 

ij ijrs rskl kl ijrs rskl kl 

En el caso que no se desarrollen deformaciones plásticas, se tiene: 

. . . 
a = f CP) C0 e + f (p) C0 

E 
ij ijrs rskl kl ijrs rskl kl 

Teniendo en cuenta la ec.(2.151), resulta: 

. . af . aH(k) 
a = f (p) Co e + __!i::_ -- Co e 

ij ijrs rskl k! ap (k) jl 80' mn rskl kl 

mn 

Reemplazando ¡.t, resulta: 

- . 
aa f (p) 0 o 

(2.163) 

(2.164) 

(2.165) 

(2.166) 

(2.167) 

af aa pqrs rs 
. . aH(k) 
O'= Cs e+~---- 0 o _____________ P_q __________________ __ 

ij ijkl kl 8p (k) 80' mn kl a a afpqrs aH(v) o a fe 8Kd . 81-l(v) 
mn _____ -- (J + ---- ---jl --

80' pq 8p(v) 8Gtu rs BK:d ap<v) 8Gtu 
tu tu 

(2.168) 



Modelo Constitutivo para Materiales Simples e lsótropos -109-

Donde: 

aa f (~) Co 
af (k) aa pqrs rskl 

ce =es +~~ (Jo _____________ r_q ____________________ _ 
ijkl ijkl a~ (k) aa mn xy - af ¡¡<v) af e aKd . aH(v) 

mn - aa pqrs _a- (Jo + -- -- 11 --
aa a~(v) aa rs aKd a~(v) aatu 

pq tu tu tu 

(2.170) 

En el caso de una sola variable de daño isótropo (fijk
1
=d) se tiene: 

(2.171) 

En ausencia de deformaciones plásticas, se tiene entonces: 

- es e d rT 

(jij - ijkl ""ki ~ r::G vij (2.172) 

Reemplazando d: 

a<J o • 
- (1-d) e E aa tukl kl 

tu 
a=C8 

E-
1 a 

ij ijkl k! r::a ij af -
__ c_hd+~cr 

d K aa o aK mn mn 

(2.173) 

Lo cual puede resumirse mediante la ec.(2.169) donde: 
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~e aa tukl 
1 tu 

c~jkl = c;jkl - r-a a u a f -
__ c_hd+~a 

a!Cd 1e aa o 
mn mn 

(2.174) 

2.3.3.3. Ejemplos de Aplicación 

A continuación se presentan ejemplos simples de aplicación de los 

modelos de daño presentados. Todos ellos corresponden al ensayo de compresión 

uniaxial de Küpfer [Küpfer 1969]. Se comparan los resultados del modelo 

plástico con los de los modelos de daño presentados. 

COMPARACION DEL MODELO ELASTO-PLASTICO 

CON EL MODELO DE DAÑO EXPLICITO 

En la fig.2.39 se presentan las curvas tensión-deformación obtenidas 

con el modelo de daño plástico modificado y la correspondiente al modelo de 

daño en el que la variable de daño se obtiene en forma explícita. Para 

poder comparar ambos procesos se utilizó en ambos casos la misma energía de 

fractura y además , en el modelo plástico se utilizó una variación 

exponencial para la tensión de comparación. 

En la fig.2.39 se puede ver que ambas curvas de respuesta coinciden 

en carga pero difieren ampliamente en las ramas de descarga, ya que 

el modelo de daño vuelve siempre al origen sin dejar deformaciones 

permanentes. Si bien la energía disipada al final de ambos procesos es 

la misma (se le dio el mismo dato a ambos problemas) la disipación a lo 

largo de la historia de carga no es la misma. 

Se debe hacer notar también que, por tratarse de una forma explícita, 

este algoritmo de daño es mucho más rápido que cualquiera de los algoritmos 

que involucren plasticidad. Como conclusión de esto y de lo expresado en el 

párrafo anterior, en aquellos problemas en los que se tiene seguridad de que 

no se producen descargas, convendría usar este algoritmo de daño. 
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OEFORMACION (-) 

Fig.2.39 Comparacíón de procesos elasto-piástico y 

elástico degradado (daño explícito) 

COMPARACION DEL MODELO ELASTO-PLASTICO 

CON EL MODELO DE DAÑO IMPLICITO 

Las fig.2.40 se muestra la curva de respuesta obtenida con el modelo de 

daño plástico modificado y el modelo de daño implícito para la misma función 

de endurecimiento, esto es f (KP) = f (Kd) y además coincidente con la dela 
e e 

fig.2.39. Las curvas tensión-deformación no coinciden en ningún caso porque 

la evolución de la energía disipada no es la misma en ambos casos. En la 

fig.2.40 puede verse dos puntos de igual tensión A y B sobre las curvas y las 

ramas de descarga para ese nivel de tensión correspondientes a ambas curvas. 

La energía disipada hasta ese nivel de tensión queda definida por el área 

encerrada por las curvas de carga y descarga en ambos casos. Puede verse que, 

a igualdad de tensión, la energía disipada es la misma. 
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Fig.2.40 Comparación de procesos elasto-plástico y 

elástico degradado (daño implícito) 

2.3.4. PLASTICIDAD Y DAÑO 

2.3.4.1. Introducción 

La mayoría de los materiales friccionales, como el hormigón, presentan 

un comportamiento marcadamente no lineal con deformaciones permanentes y 

degradación de rigidez [Chen 1982, Ortiz 1985]. 

Las deformaciones irrecuperables que ocurren en los geomateriales son 

causadas por la microfisuración. El daño o la degración del material está 

relacionada con la iniciación, crecimiento e interconexión de microfisuras y 

microporos. 

Los mecanismos físicos de interacción entre el daño y las deformaciones 

plásticas son de naturaleza complicada y no pueden ser modelados a través de 

un modelo constitutivo fenomenológico. Se sabe muy poco respecto de los 

efectos de la temperatura, velocidad de deformación, localización o 
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microestructura en estas interacciones. 

Existen distintas formas de acoplar los fenómenos de plasticidad y 

degradación de rigidez. En esta tesis se propone un modelo que acopla los 

fenómenos de deformaciones permanentes y degradación de rigidez. 

Se presenta primero un modelo que trata la plasticidad y el daño en 

forma desacoplada y luego el modelo propuesto que acopla ambos fenómenos. En 

ambos casos se utiliza el modelo de daño implícito. En la presentación se 

desarrolla sólo el caso de daño isótropo con una única variable de daño d por 

simplicidad en la notación. Para el caso general de daño se pueden encontrar 

las ecuaciones correspondientes siguiendo el procedimiento que se indica a 

continuación. 

2.3.4.2. Forma Desacoplada 

En este modelo se hace actuar independientemente primero el daño y luego 

la plasticidad. 

El criterio de daño y de evolución del daño se plantean como se 

describió en el modelo de daño implícito. plantear la condición de 

consistencia de daño se supone que no hay incremento de deformaciones 

inelásticas y se obtiene así el incremento de la variable de daño con las 

mismas ecuaciones (2.145) y (2.155) o (2.162). Finalmente se incrementa la 

variable de daño. 

A continuación se resuelve el problema plástico con la tensión ya 

degradada. Para ello se utiliza las mismas ecuaciones del modelo de daño 

plástico modificado, teniendo en cuenta que: 

G .. = (1-d) G 
lJ o .. 

(2.175) 
lJ 

y 

d =o (2.176) 

porque la variable de daño ya fue actualizada. 
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La ley constitutiva secante total se obtiene de la siguiente manera: 

a = Cs Ee = (1-d) C0 
[ E - EP l 

ij ijkl kl rskl kl kl 
(2.177) 

La ley constitutiva tangente se obtiene a partir de la variación 

temporal de la ecuación (2.177): 

a = es ~e - d a = es ~ - d a - es é 
ij ijkl kl r-o ij ijkl kl r-o ij ijkl kl 

· aG a = ce e es Ep - ce E es A 
ij ijkl kl - ijkl kl - ijkl kl - ijkl aakl 

(2.178) 

Donde: 

C E=Cs ~-dcr 
ijkl kl ijkl kl r-o íj 

(2.179) 

Reemplazando la ec.(2.162), se obtiene: 

aa o . 

~ (1-d) ctukl fkl 
1 tu 

Ce E = Cs E - O" ---------
ijkl kl ijkl ki r-o ij 8 f 

e aa --hd+--0" 
a d K acr o 

K mn mn 

(2.180) 

aa (1-d) co 
aa tukl 

ce = es 1 
ijkl ijkl - r-o aij 8 f _ 

__ c_hd+~a 
a d K aa o 

K mn mn 

tu 
(2.181) 

La ecuación (2.178) se puede escribir como 



Modelo Constitutivo para Materiales Simples e lsótropos -115-

~ = ct E (2.182) 
ij epijkl kl 

Donde ct es el tensor elastoplástico degradado tangente, que se 
epijkl 

obtiene de la condición de consistencia plástica, como sigue : 

F=O aF · => -(J + 
8<J.. ij 

IJ 

n 

aF · \'_a =O 
Laa. ¡ 

1 
i=l 

(2.183) 

Reemplazando el incremento de tensión por la ec.(2.178) y la deformación 

plástica por la regla del flujo de ec.(2.66), se obtiene: 

aF Ce ., _ aF es . aG . .P • .P • aG(crkt'c) 
a c. acr.. .. 'A acr = h (cr ,K.· ,e) h,.. (<J ,K· ,e) A acr <J.. ijkl kl Jjkl e rs "' m11 .• 

IJ IJ kl ij IJ 

(2.184) 

Despejando se puede calcular el parámetro de consistencia plástica como 

sigue : 

aF e 

aiT ci.kl Ekl . . J 
lj 

'A=------------------
aG(<J rs,c) aF S aG 

h (<J .~,e) h,.. (<J ,!C,c) 8<J + -8<J e 8<J 
e rs "' ~ m~ 

(2.185) 

lu tu mn rs 

Reemplazando 'A la ec. (2.178) se obtiene: 

CS aG aF Ce 
ijrs 8<J 8<J m11kl rs 11111 

aG(crrs,c) aF s aG 
h (<J ,~,e) h,.. (<J ,!C,c) B<J + -8<J C B<J e rs ,.... 11111 mnrs 

tu tu mn rs 

(2.186) 
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En la ec.(2.186) puede verse que el tensor tangente ct , en general, 
epijk 1 

no es simétrico. La condición para que este tensor sea simétrico es que: 

es aG oc aF Ce 
ijrs aa aa mnij 

(2.187) 
rs mn 

La teoría de plasticidad clásica, introduce el concepto de flujo 

plástico asociado a través de una regla de normalidad a la supetficie de 

fluencia la que está definida en el espacio de tensiones mediante las 

ecuaciones (0.32) y (0.33). La regla de flujo asociada definida en esta forma 

es equivalente al axioma de la máxima disipación plástica para el caso en que 

la rigidez se mantenga constante [Lubliner 1986]. Una definición más general, 

de regla de flujo asociada, válida para materiales con degradación de 

rigidez, está dada por la ec.(2.187) [Oller 1988, Lubliner 1989]. 

2.3.4.3. Forma Acoplada 

Este modelo es similar . al anterior, tanto en las formas de las 

ecuaciones de daño como las de plasticidad. La unica diferencia es que en 

este caso se deben cumplir simultáneamente las condiciones de consistencia de 

plasticidad y daño. Esto hace que las formas para la evolución de las 

variables de daño y plasticidad sean distintas que en el modelo anterior. Si 

bien esto complica un poco los desarrollos algebraicos, el modelo así 

planteado permite asegurar que la energía disipada a lo largo del proceso sea 

exactamente la que se tiene que disipar. 

EVOLUCION DEL DAÑO Y DE LAS DEFORMACIONES PLASTICAS 

La evolución de la variable de daño d y de las deformaciones plásticas 

puede obtenerse a partir del cumplimiento simultáneo de las condiciones de 

consistencia de daño y de plasticidad : 
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F=O 

La condición de consistencia de daño puede escribirse como: 

cr-f =o 
e 

donde 

: aá · 
(j' = - (j' acr.. ij 

IJ 

Teniendo en cuenta que : 

G = (1-d) C5 = (1-d) C0 
fe = (1-d) C0 ré -ep] 

ij o.. ijkl kl ijkl l kl kl 
IJ 

Resulta : 

0'.. = -(J d +(1-d) (J 
lj o.. o .. 

lJ lJ 

G = -(j' d + (1-d) eo é - (1-d) eo f_P 
ij o.. ijkl kl ijkl kl 

IJ 

y 

a = - -a d + (1-d) e e - (1-d) e "" -.: aá [ · o • o ~ aG ] 
acrij oij ijkl kl ijkl 80' kl 

Por otro lado : 

-117-

(2.188) 

(2.189) 

(2.190) 

(2.191) 

(2.192) 

(2.193) 

(2.194) 

(2.195) 
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Reemplazando en la condición de consistencia de daño (2.189), se 

obtiene : 

a~.. - o d+(l-d)C e - (1-d)C A - - -- h d d = O a [ · o • o • aG ] a fe • 

IJ oij ijkl kl ijkl aokl aKd K 

La condición de consistencia plástica se escribe : 

F=O aF · 
==> ao 0 r + .. J 

IJ 

n 

aF · \_a= O 
Laa. ¡ 

1 
i=l 

Reemplazando á .. y a, se obtiene : 
IJ 

r ~ 

:: .. l a d + (1-d)C~. e - (1-d)C~. Á:~ J + 
IJ oij tjkl kl !Jkl kl 

· aG(a ,e) 
-h (a ,¡¿,c)h.,. (o ,¡¿,c)A add = O 

crs n.. .. mn .. 
IJ IJ 

(2.196) 

(2.197) 

(2.198) 

De la resolución simultánea de las ecuaciones (2.198) y (2.196), se 
. . 

pueden obtener d y A : 

(2.199) 
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[~es aG] 
- B<J mnrs B<J 

mn rs 

. A 'A=+ 
2 

aF cr 
acr.. o .. 

IJ IJ 

LEY CONSTITUTIVA SECANTE TOTAL 

(2.200) 

(2.201) 

(2.202) 

(2.203) 

La ley constitutiva secante total se obtiene, igual que en el modelo 

anterior, a partir de la desigualdad de Clasius-Planck [Lubliner 1985, 

Malvern 1969]. De su cumplimiento se deduce que : 

(J = es te = ( 1-d) C0 
[ E. - E.p l 

ij ijkl kl rskl kl kl 
(2.204) 
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LEY CONSTITUTIVA TANGENTE 

Tomando la variación temporal de la ecuación (2.204) se obtiene: 

~ = es ~e - d (J 
ij i jkl kl r::a ij 

(2.205) 

<J Ce E - Cs Ep 
ij = ijkl k! ijkl kl 

(2.206) 

' S d ce E =<J =C e -,-;:r<J 
ijkl kl ij ijkl kl 1 -u ij 

(2.207) 

Reemplazando d por la ec.(2.197), se tiene: 

r 

Cijki = Cijk1-Aao .. aa hc(cr rn'~'c)hK (a rs'~,c) aa +icj--C mnrsaa + 
e S 1 lacr [ aG(afll,c) aF S aG] 

2 lJ tu mn mn mn rs 

(2.208) 

La ecuación (2.204) se puede escribir como : 

~ = C1 
E .. kl 

IJ epijkl 
(2.209) 

Donde C1 es el tensor elastoplástico degradado tangente, que se 
epijkl 

obtiene de la condición de consistencia plástica, de la misma forma que el 

modelo desacoplado y resulta: 
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e" aG aF Ce 
ijrs aa aa mnkl 

1 n ~ 

e = c~j.kl - --------------------
erijkl aG(<Jrs,c) aF S aG 

h (a ,lC',c) hK (a ,iC',c) aa + -aa e aa 
e rs mn mnrs 

tu tu mn 

2.3.4.4. Ejemplos de Aplicación 

COMPARACION ENTRE LOS MODELOS 

DESACOPLADO Y ACOPLADO 

n 

(2.210) 

Para comparar las formas desacopladas y acopladas presentadas en los 

apartados anteriores se desarrolló en pnmer lugar un ejemplo simple 

consistente en un ensayo de un prisma de hormigón a compresión uniaxial. Como 

datos del problema se dieron las mismas curvas de endurecimiento para daño 

que para plasticidad y una energía a disipar en cada uno de estos procesos. 

Se resolvió este problema en forma desacoplada y luego en forma acoplada. 

Las características mecánicas del hormigón utilizado se han resumido en 

la Tabla 2.10. 

TABLA 2.10 Características mecánicas del hormigón 

E = 30000 MPa Criterio de Fluencia : 
o 

V = 0,24 

<J
0 = 22,9 MPa 
e 

• <fic = 32,8 MPa 
e 

<J
0 = 2,29 MPa 
t 

¡¿' = Kd = Ü 20 . . ' pte p!C 

Lubliner-Oller (a=0,12; y=3,0, p=O,O) 

Función de potencial : 

Mohr Coulomb 'tf=l5 
o 

GP= 38N/mm ;Gd= 38N/mm 
e e 

GP=0,08N/mm; Gd=0,08N/mm 
f f 

En la fig.2.41 se han representado las curvas tensión-deformación 

obtenidas. Las ramas de descarga muestran la presencia de degradación de 

rigidez y deformaciones permanentes. La curva del algoritmo acoplado difiere 

ampliamente de la del algoritmo desacoplado, sobre todo en la rama 
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descendente. En el caso del algoritmo acoplado, la energía total disipada en 

el proceso es igual a la suma de las energías máximas a disipar por daño y 

por deformaciones permanentes. Esto no se verifica en el caso del algoritmo 

desacoplado. 

40.00 

30.00 

......... 
1 

'-"'20.00 
z o 
Vi 
¡;;:¡ 
1-

10.00 

' '\. 

' ' \ 

-- ELASTO-PLASTO-DEGRADADO (DESACOPLADO) 
. __ ELASTO-PLASTO-DEGRADAOO (ACOPLADO) 

0.00 -l-rrornrrrrTTnT1TfTTTTTIIT1ii'Tlllfrl ITIITTIITTI !T111'Tliifri m1 ( jTfrl ITTIITTiiTTi ITll ITll ITltlrrltfnll 

O.OOE+OOO 4.00E-003 B.OOE-003 1.20E-·002 
DEFORMACION (-) 

Fig.2.41 Comparación de los modelo de plasticidad+daño 

acoplado y desacoplado 

ENSAYO DE COMPRESION BIAXIAL [Kupfer 1969] 

Este ejemplo consiste en el estudio del comportamiento de una probeta de 

hormigón de 20,0x20,0x5,0 cm bajo compresión biaxial simétrica [Kupfer 1969j. 

En la Tabla 2.11 se ha resumido las características mecánicas del hormigón. 
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TABLA 2.11. Características mecánicas del hormigón 

"' 

E = 30000 MPa Criterio de Fluencia : 
o 

v = 0,24 Lubliner-Oller (a=0,12; )'=3,0, p=O,O) 

(J
0 = 22,9 MPa 
e 

crpie = 32,8 MPa 
e 

(J
0 = 2,29 MPa 
t 

Jél = Kd. = 0,38 
pie p1e 

40.00 

Función de potencial : 

Mohr Coulomb 'Jf=l5 
o 

G =16N/mm (GP=8N/mm;Gd=8N/mm) 
e e e 

Gr=0,16N/mm (G~=0,08N/mm; G~=0,08N/mm) 

\ 

1 

!1. 30.00 
::::?! /!\ ...__.. 

z 
o 
fG 
IX 

(J - [. 
22 33 

(J 
22 

[. 
22 

~ 20.00 
o 
u 
z 
o 
Uí 
z 
lt.l 
1- 10.00 ... ._.,_. RESULTADOS EXPERIMENTALES 

-- PLASTICIDAD 
- - DANO 

+-+-+--+-+ PLASTICIDAD + DANO 

o .00 --h~~~~~~~~~.-+-,.--,-,-,---.,.,-,.--,-.,.,-,.--,-
-0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0.000 0.002 0.004 

DEFORMACION (-) 

Fig.2.42. Ensayo de compresion biaxial, Kupfer [1969] 

En la fig.2.42 se han representado las curvas tensión-deformación en el 

plano de la carga y en la dirección normal a dicho plano obtenidas 

experimentalmente y mediante el modelo acoplado propuesto. Se han 

representado tres cmvas numéricas. La primera de ellas corresponde a la 

solución del problema como si toda la energía se disipara en forma de 

deformaciones permanentes (plasticidad), la segunda de ellas corresponde al 
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caso en que toda la energía es disipada por degradación de rigidez, la 

tercera corresponde a un caso intermedio, más real, en que parte de la 

energía se disipa por daño y parte por deformaciones inelásticas. Como era de 

esperar, puede verse que la tercera curva cae entre las dos primeras y se 

aproxtma notablemente a los resultados experimentales obtenidos por Kupfer 

[1969]. 

ENSAYO DE COMPRESION CICLICA [Sinha 1964] 

Este ejemplo fue utilizado para verificar la capacidad del modelo de 

daño + plasticidad acoplados para reproducir el comportamiento del hormigón 

bajo compresión uniaxial cíclica. 

2.12. 

Las características mecánicas del hormigón se han resumido en la Tabla 

TABLA 2.12. Características mecánicas del hormigón 

E = 19324,4 MPa Criterio de Fluencia : 
o 

V = 0,24 

0"
0 = 22,0 MPa 
e 

crpic = 26,5 MPa 
e 

0"
0 

= 2 20 MPa 
t ' 

¡¿' = 1Cd = o 12 . . ' p!C p1e 

Lubliner-Oller (a=0,12; y--=3,0, p=O,O) 

Flujo asociado 

G =40N/mm (GP=30N/mm;Gd=lON/mm) 
e e e 

G =0,16N/mm (G'=0,08N/mm; Gd=0,08N/mm) 
f f f 

En la fig. 2.43 se han representado las curvas obtenidas 

experimentalmente y la correspondiente al modelo de plasticidad y daño 

acoplados. Puede observarse que el modelo logra reproducir ajustadamente los 

resultados experimentales. Las ramas de descarga tienen aproximadamente la 

mtsma inclinación promedio. Obviamente, el modelo formulado descarga 

elásticamente, con un módulo degradado y vuelve a cargar por la misma rama 

hasta el punto de la descarga no permitiendo lograr las lazos de histéresis 

obtenidos experimentalmente. 
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25.00 

20.00 
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MODELO NUMERICO 
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Fig. 2.43 Ensayo de compresión ciclíca [Sinha 1964] 
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--- RESULTADOS EXPERIMENTALES 
-- MODELO NUMERICO 

~ 15.00 
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10.00 

5.00 

O. 00 .::J--.-m,..,-rrrrrrr+m,J,--rnrr--f,.,Jl¡-,-,-,-,L,-,-rnr+rnorrn 
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 

VARIABLE DE DANO d 

Fig. 2.44 Evolución de la variable de daño en 

el ensayo de compresión cíclica [Sinha 1964] 
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En la la figura 2.44 se han representado la curva tensión-variable de 

daño d resultante de los ensayos y la obtenida con el modelo. Se puede ver 

que ambas curvas son bastante coincidentes, lo cual ya se intuía al ver la 

coincidencia de pendiente promedio en las ramas de descarga de la fig.2.43. 

2.4. CONSIDERACIONES "FINALES 

El modelo presentado contempla gran parte 

importantes que caracterizan el comportamiento 

de los aspectos 

inelástico de 

más 

los 

geomateriales, tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de 

tensión-deformación multiaxial y la combinación de fenómenos de fisuración 

con aplastamiento a través de un tratamiento unificado. El uso de una 

formulación plástica localmente isótropa, combinada con el concepto de 

localización del daño, da lugar a un comportamiento globalmente 

anisótropo. 

El modelo propuesto resuelve simultáneamente el problema de evolución de 

las deformaciones permanentes y de degradación de rigidez, permitiendo 

cumplir en cada paso de carga con las condiciones de consistencia plástica y 

de daño. De esta forma se puede controlar y asegurar que la energía disipada 

en el proceso sea la correcta. 

La estructura del modelo acoplado es simple, presentando una analogía 

prácticamente total con otros modelos elastoplásticos usados para describir 

el comportamiento de materiales friccionales. 

Los ejemplos desarrollados permiten ver que el modelo presentado es 

capaz de reproducir el comportamiento del hormigón baja carga creciente y 

bajo carga cíclica, logrando reproducir adecuadamente el desarrollo de 

deformaciones permanentes y la degradación de la rigidez. 
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ANEXO 2.1 

OBJETIVIDAD DE LA RESPUESTA 

A2.1.1. INTRODUCCION 

Cuando un sólido se ha deformado suficientemente dentro del rango 

plástico, superando el pico de tensiones, se produce una concentración de 

deformaciones inelásticas en una zona reducida del mismo. Este fenómeno, que 

se denomina localización de deformaciones, ocurre tanto en los materiales 

dúctiles como en los frágiles y suele conducir a la rotura del material. 

En el hormigón y en los materiales geológicos en general, la falla 

ocurre por un daño progresivo que se manifiesta por fenómenos como la 

microfisuración y la formación de vacíos, formando bandas de gran 

deformación. Los materiales dúctiles, en cambio, tienden a fallar por corte, 

a medida que bandas muy finas experimentan deformaciones considerables. 

Para muchos autores, la localización está asociada con la pérdida de 
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estabilidad del material. La bifurcación resultante está asociada con la 

pérdida de elipticidad de las ecuaciones de equilibrio incrementales. 

Consideran que la bifurcación de la respuesta no sólo debe ser analizada a 

través de los valores propios de e' sino también a través de las condiciones 
ep 

críticas de propagación de ondas de aceleración y para ello proponen estudiar 

los valores propios del tensor acústico : 

Q = n C
1 

ni 
Tij k epkijl 

(A2.1.1) 

donde nk es el vector normal al plano de discontinuidad que se forma por 

efecto de la localización de deformaciones y ' C1 es el tensor 
epkijl 

elastoplástico tangente. 

En la mayoría de las estructuras reales, la escala de dichos fenómenos 

es mucho menor que la de las mallas de elementos finitos y sus efectos deben 

ser incorporados en el análisis numérico mediante un modelo homogéneo que 

presenta ablandamiento. 

Existen numerosos trabajos que tratan el problema de · ablandamiento y 

localización de deformaciones desde distintos puntos de · vistas y las 

dificultades que presentan en su simulación numérica :[Willam 1984a y 1984b, 

Ottosen 1986, Belytschko et al 1986, Ortiz et al [1987, De Borst 1987a, 

Bazant et al 1976 y 1978b, Oller 1988, Oliver 1988, Belytschko et al 1988, 

Pijaudier-Cabot 1988, Simo 1989, Ju 1989, Oller et al 1990b]. 

Los obstáculos más difíciles de salvar en la simulación numérica del 

problema de localización de deformaciones son los siguientes [Oller 1990b]: 

• Falta de objetividad en la respuesta respecto a la malla de elementos 

finitos considerada ya que la solución no converge a un valor correcto cuando 

se refina la malla. Más allá, el uso de una teoría del continuo local es 

inapropiada porque hace que la disipación de energía en la zona de 

ablandamiento tienda a cero cuando la malla se refina. 

• Incapacidad aparente de los elementos finitos usuales para captar el 

., 



Objetividad de la Respuesta -129-

fenómeno de localización en su dominio. Esto se debe a que los elementos 

finitos aproximan en forma continua el campo de deformaciones siendo 

incapaces de simular los grandes gradientes de desplazamiento producidos por 

la localización de deformaciones. 

~ La incompresibilidad que presenta el material durante algunos procesos 

de carga en el punto en que comienza la localización de deformaciones. En ese 

momento se produce un cambio en el signo de la deformación volumétrica total 

[Oller 1988] dando lugar a un coeficiente de Poisson que se acerca a 0,5. 

Esto produce un efecto de incompresibilidad que se traduce en un bloqueo o 

sobrerigidización de los elementos finitos. Esta situación se produce 

independientemente de la función de fluencia adoptada. 

• Para materiales elásticos y elastoplásticos las ecuaciones del 

problema pierden elipticidad y eso impide la propagación de ondas (el tensor 

acústico tiene valores propios imaginarios). 

A2.1.2. PROBLEMA DE OBJETIVIDAD DE LA RESPUESTA 

Los sólidos friccionales sometidos a procesos de carga cuasi-estáticos, 

tienden a localizar (concentrar) la deformación en un volumen infinitesimal 

(plano de fractura), donde se disipa cas1 la totalidad de la energía 

entregada al sólido. Ver Fig A2.1.1 

p 

PPIC 
PUNTO JE LOCALIZACION 

p p 

PLANO DE FRACTURA 

Fig. A2.1.1 Fenómeno de fractura real 
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El problema de la objetividad de la respuesta de los modelos basados en 

formulaciones locales, que consideran el ablandamiento como una propiedad del 

material en el punto de análisis no está totalmente aclarado habiendo 

opiniones muy divididas. A continuación se describe la forma en que se trata 

el problema en esta tesis [011er 1988, Willam et al 1988a y 1988b] 

Este procedimiento parte de la hipótesis de que la localización define 

una zona de daño donde se disipa una energía plástica limitada al tamaño de 

esa zona, mientras en el resto del sólido se produce una descarga elástica. 

Para simular este comportamiento discontinuo por medio de la mecánica 

del sólido continuo, el modelo de daño plástico formula un comportamiento 

inelástico con ablandamiento que produce la localización del daño en una zona 

de volumen finito (zona dañada) que estará formada por el lugar geométrico de 

los puntos isotrópicamente dañados (ver fig.A2.1.2). En esta zona dañada se 

admite una fuerte variación del campo de desplazamientos, con una 

discontinuidad entre el campo de deformaciones de la zona dañada y no dañada. 

Vp 
(ZONA DAÑADA) 

p 

Fig. A2.1.2. Idealización de la fractura en el modelo 

de daño plástico 
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Esta formulación, con ablandamiento y disipación, conduce a que el 

sólido disipe casi la totalidad de la energía a través del volumen dañado y 

por lo tanto la energía disipada depende del tamaño de la zona dañada. Como 

se trata de simular un proceso discontinuo a través de un modelo continuo es 

necesario exigir que la energía disipada sea independiente de las dimensiones 

de la zona dañada (objetividad) y que, además, sea igual a la energía 

disipada en el proceso discontinuo real (exactitud de la respuesta). 

Con el propósito de objetivizar la respuesta y disipar la energía 

correcta, el modelo que se presenta necesita considerar en su ley tensión

deformación una medida que depende de la relación que hay entre el volumen de 

la zona daíiada vr y el área de fractura o discontinuidad AP. Para ello, se 

admite como hipótesis que la energía específica inelástica gP no sólo depende 

de la energía por unidad de área dañada GP1 (considerada por hipótesis como 

una propiedad del material e igual a la energía de fractura Gr para un 

proceso de tracción simple y a la energía de aplastamiento Oc para un proceso 

de compresión simple), sino que también depende de una propiedad geométrica, 

que en este caso se ia define como la relación: 

(A2.1.2) 

Siguiendo esta hipótesis, se define la energía específica inelástica 

como: 

(A2.1.3) 

Donde gpo es la energfa espec(fica inelástica consumida durante un 

proceso de microfisuración previo a la localización del daño, que puede 

calcularse a partir de las curvas a -eP y G -eP obtenidas experimentalmente, 
T T e e 

y gP1 la energía específica consumida durante el proceso de localización (ver 

fig.A2.1.3): 

Donde wrt es la energía disipada en todo el sólido, desde el momento 

en que se inicia la localización hasta el final del proceso de carga. 
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LP puede ser considerada como una longitud característica que debe ser 

una medida del ancho de la zona dañada o banda de localización. 

p¡c o-

PUNTO DE LOCALIZAC ION 

Fig.A2.1.3. Energía disipada en un proceso uniaxial 

Distintos investigadores han propuesto formas muy diversas para 

calcular la longitud característica. Actualmente sigue siendo un tema 

abierto de discusión, no habiéndose encontrado en ningún caso una 

solución satisfactoria y compatible con la rigurosidad con que se tratan 

los restantes problemas que intervienen en las formulaciones 

constitutitvas. 

En este trabajo se utiliza para LP una expresión propuesta por Bazant 

[Bazant 1983], que da resultados satisfactorios cuando se trabaja con 

elementos finitos con geometría regular : 

(A2.1.5) 

Donde A e es el área del elemento finito donde se localiza la zona dañada 

y t} el ángulo que hace la banda con el eje de referencia global. Ver 

fig.A2.1.4. 
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ZONA OANADA 

* * 

Fig.A2.1.4. Estimación de la longitud característica 

de un elemento finito 
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ANEXO 2.2 

DIRECCIONALIDAD DEL DANO 

A2.2.l. INTRODUCCION 

El daño local , en cada punto del sólido, puede considerarse como un 

fenómeno adireccional. La dirección macroscópica (fractura) del daño queda 

definida por el lugar geométrico de los puntos isotrópicamente dañados. Si 

bien en el espacio de tensiones cada punto del sólido exhibe un 

comportamiento isótropo, en el espacio de deformaciones plásticas puede 

interpretarse cierta direccionalidad del daño, relacionada con la deformación 

plástica. Así, se admite como hipótesis que la magnitud y dirección del daño 

local resultan de un análisis del tensor de deformaciones plásticas e~.: 
IJ 

eP = Jt i aG dt 
¡· aa 
J l=Ü ij 

(A2.2.1) 
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Observando esta ecuación, se puede interpretar al parámetro de 

consistencia plástica 'A como la magnitud del incremento del daño en un punto 

y al flujo plástico aGJaa.. como la orientación del daño en el espacio de 
IJ 

tensiones principales. Como el modelo de daño plástico no requiere ni ]a 

dirección, ni la magnitud del daño, esto no necesita formar parte del cálculo 

sino que puede utilizarse en el postproceso de los resultados para obtener 

información acerca de la magnitud y dirección del daño en ciertos puntos, por 

ejemplo los puntos de integración, en el método de los elementos finitos. La 

interpretación de los resultados, obtenidos de esta forma, coincide muy bien 

con los estudios experimentales y también con los obtenidos con otros modelos 

ortótropos , que sí necesitan determinar la dirección del daño durante el 

proceso de cálculo [Oller 1988]. 

La magnitud, dirección y demás información sobre el estado de daño en un 

punto del sólido discreto, se obtiene a posteriori de un proceso de cálculo, 

una vez que se ha logrado la convergencia de los resultados hacia un estado 

de equilibrio. 

A2.2.2. DIRECCION DEL DAÑJ PLASTICO 

Se considera que el daño en un punto del espacio discreto comienza 

cuando K" > O. A partir de ese momento se considera que hay daño (fisuración) 

y que su dirección local queda definida por la componente normal a la 

dirección principal mayor del tensor de deformación plástica. Ver 

fig.A2.2.1a: 

(A2.2.2) 

Donde E~. es la deformación plástica definida según un sistema de 
IJ 

referencia global y t} E el ángulo que hay entre la deformación específica 

principal mayor y lado positivo del eje material xt' 

Analizando el signo de las componentes principales del tensor de 

deformación plástica se tiene aplastamiento si la de mayor valor absoluto es 

negativa y fisuración si la de mayor valor absoluto es positiva. 
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~
/p 

8 p 
11 

a) Dirección local de fisuración 

b) Fisura real y fisura distribuida equivalente a la real 

Fig. A2.2.1 Direccionalidad del daño plástico en un punto 

A2.2.3. MAGNITUD DEL DAÑJ PLASTICO 

El modelo considera al daño como una deformación localizada . en una 

cierta zona de dimensiones finitas que se ha denonúnado zona de daño 

plástico. En virtud de esto, se puede considerar que una fisura real es 

la acumulación en una zona de dimensiones infinitesimales, de todo el 

daño distribuido en la zona de daño plástico. De esta manera, 

mediante el pos-proceso de los resultados, se obtiene una magnitud de 
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daño equivalente al de una fisura. Ver fig.A2.2.1 b. Para cada punto del 

sólido se puede calcular el desplazamiento irrecuperable como 

(A2.2.3) 

Donde ci es la deformación plástica principal mayor dl~ la dimensión 

inicial del punto en la dirección 1'}€. 

A partir de esta última ecuación se puede obtener la magnitud del daño 

equivalente al de una fisura real, para un punto del espacio discreto, como: 

(A2.2.4) 

Donde Lpe es la longitud característica de un elemento finito 
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CAPITULO 3 

MODELO CONSTITUTIVO PARA MATERIALES SIMPLES ANISOTROPOS. 

PEQUEÑAS DEFORMACIONES Y DESPLAZAMIENTOS 

CARGAS CUASI ESTATICAS DE CORTA DURACION 

PROBLEMAS TERMICAMENTE EST AIJLES 

3.1. INTRODUCCION 

3.1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA DE ANISOTROPIA 

En general, se dice que un material es anisótropo cuando sus propiedades 

mecánicas varían según la dirección considerada. Son muchas las propiedades 

mecánicas de los materiales que sólo pueden ser definidas o medidas haciendo 

referencia a una dirección en el espacio. Cuando alguna propiedad física del 

material depende de la orientación, se debe decir que el material es 

anisótropo respecto de esa propiedad porque no necesariamente presenta el 

mismo grado de anisotropía respecto de todas sus propiedades mecánicas. Por 

ejemplo, el tungsteno es un material anisótropo respecto a sus tensiones de 

fluencia no así en lo que hace a sus propiedades elásticas, respecto de las 
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cuales es prácticamente isótropo [Van Houte 1992]. 

Como ejemplo de anisotropía elástica se puede tomar un prisma de madera 

como el de la fig.3.1. Si se realiza un ensayo de tracción en la dirección de 

la fibra se obtiene que la tensión es proporcional a la deformación a través 

de un módulo de elasticidad E . Si se realiza ahora el ensayo en la dirección 
" transversal se obtiene una respuesta similar pero con un módulo elástico E 

y 

distinto. El módulo elástico varía con la dirección considerada. Se dice 

entonces que la madera es un material anisótropo respecto de sus propiedades 

elásticas. 

y y 

X 

E 

Fig.3.1. Anisotropía en el módulode Young [Benedetti 1982] 

La descripción matemática del comportamiento de este tipo de materiales 

es muy compleja. Afortunadamente, la mayoría de los materiales de interés en 

la ingeniería estructural presenta ciertas particularidades de simetría que 

simplifican el análisis. Por ejemplo, la madera es un material ortótropo 

polar porque es posible individualizar tres direcciones mutuamente 

ortogonales de simetrfa de sus propiedades mecánicas: axial, radial y 

circunferencial. 

La rocas sedimentarias y metamórficas presentan, en la mayoría de los 

casos, isotrop{a polar, o dicho de otra forma son transversalmente isótropas 

[Benedetti 1982]. Es posible individualizar en ellas un eje de simetría 

material. Las características mecánicas no varían con la dirección en un 

plano ortogonal a ese eje, pero son distintas de las propiedades en la 
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dirección del eje mencionado. 

Si se considera un bloque de mampostería como el de la fig.3.2a se tiene 

un caso típico de isotropfa polar en el que el eJe de isotropía es 

perpendicular al plano del mortero. Distinto es el caso de un panel de 

mampostería que debe ser considerado ortótropo con tres ejes de simetría 

material como se indica en la fig.3.2.b. 

z 
·z EJE DE SI M E T. 

POLAR 

X 

y 

a) Bloque de mampostería b) Panel de mampostería 

Fig.3.2 Ejes de simetría material en la mampostería [Benedetti 1982] 

3.1.2. DESCRIPCION DEL COMPORTAMIENTO 

DE ALGUNOS MATERIALES ANISOTROPOS 

3.2.2.1. Mampostería de Ladrillos [Page 1979, 1981] 

La mampostería es un material compuesto por bloques o ladrillos unidos 

por juntas de mortero. Las propiedades del conjunto dependen de las 

propiedades de los ladrillos, de las propiedades del mortero y de la 

disposición de los ladrillos y las juntas (topología estructural). Esto 

último h8ce que su comportamiento no dependa exclusivamente de su respuesta 

constitutiva. 

Los ladrillos pueden ser cerámicos o de hormigón (bloques). Las 
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propiedades del ladrillo cerámico varían considerablemente aún para ladrillos 

de una misma cortada. Esta variación es inherente al proceso de fabricación y 

contribuye a la dispersión de los resultados obtenidos en ensayos de 

mampostería. Normalmente los ladrillos pueden ser considerados como 

materiales elásticos frágiles con un cierto grado de anisotropía que varía 

según el tipo de ladrillo. 

Los morteros · usados para mampostería están compuestos por distintas 

combinaciones de arena, cal, cemento y agua. Normalmente se utiliza morteros 

de baja resistencia. No es tan importante la resistencia del mortero como el 

alcanzar una adecuada adherencia con los ladrillos. Las propiedades 

mecánicas de los morteros son similares a las de un hormigón pobre. Presentan 

un comportamiento marcadamente no lineal, desarrollando deformaciones 

permanentes que son las principales responsables del comportamiento 

ínelástico de la mampostería [Page 1981]. 

La mampostería transmite fuerzas de compresión en forma muy efectiva. Su 

capacidad de absorción de fuerzas de compresión está gobernada, entre otras 

cosas, por la resistencia a tracción de los ladrillo::; l Page 1981]. El fallo 

de estos ocurre por tracción debido a la tensión transversal provocada por la 

diferente expansión lateral de los ladrillos (más rígidos), respecto del 

mortero (más flexible) [Page 1981]. La resistencia a tracción de la 

mampostería es extremadamente baja debido a la baja adherencia entre el 

mortero y los ladrillos bajo tensiones de tracción. Para tracción normal a la 

junta se obtiene la mínima resistencia [Page 1981]. 

El comportamiento de la mampostería sujeta a estados complejos de 

tensión está muy influenciado por la orientación de las juntas de mortero 

respecto de las cargas. La mampostería presenta un comportamiento 

marcadamente direccional justamente debido a la influencia de las juntas de 

mortero que actúan como planos de debilidad. Su falla no puede ser definida 

entonces a través de un criterio en términos de tensiones principales en un 

punto. Se debe tener en cuenta también la orientación de las tensiones 

principales respecto de las juntas de mortero. Dependiendo de dicha 

orientación, la falla puede ocurrir sólo en la junta o en un mecanismo 

combinado de rotura de juntas y ladrillos [Page 1981]. 
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En un panel de mampostería sujeto a cargas en el plano, se pueden 

dis tinguir dos modos de falla dependiendo de la orientación de las tensiones 

principales. Ejemplos típicos de estos modos de falla se muestran en la 

fig3.3. 

¡CARGA ¡ CARGA l CARGA 

t- 1 1 1 
,__ >--- 1 1 

,. 1 l 
t- - 1 1 

'l 1 

t e= o· t e • 5o• 

a) Compresión uniaxial 

b) Compresión biaxial 

Fig.3.3 Modos de falla para ensayos de compresión biaxial en mampostería 

[Page 1981] 

Para compresión uniaxial la falla ocurre en planos normales al del 

panel. Dependiendo de la orientación de las juntas de mortero respecto de la 

carga aplicada, la falla ocurre por fisuración y deslizamiento en la cabeza o 

pie de los paneles o de una forma combinada de fisuración de juntas y 

ladrillos [Page 1981]. Para compresión uniaxial paralela al plano del 

mortero, la falla ocurre inicialmente por expansión lateral de las juntas de 

mortero, Fig.3.3.a1 lPage 1981]. Las columnas de ladrillo resultantes son 

capaces de seguir soportando carga, pero la primera falla es tomada como 
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carga de colapso y corresponde al momento en que las deformaciones laterales 

del panel aumentan bruscamente [Page 1981]. 

En el caso de compresión biaxial, esos modos de falla son impedidos por 

la presencia de una segunda tensión principal de compresión <J . Para la 
2 

mayoría de las relaciones <J/<J
2
, la falla ocurre en planos paralelos al del 

panel, independientemente de la orientación de la junta de mortero [Page 

1981]. 

La transición entre los dos modos de falla de la fig.3.3 se produce para 

valores altos de la relación cr /cr y dependiendo de la orientación de la 
1 2 

junta. 

Las envolventes de falla promedio obtenidas para cada orientación de las 

juntas han sido representadas en la fig.3.4. 

Las propiedades elásticas de la mampostería varían con la inclinación de 

la junta de mortero respecto de la carga aplicada. Sin embargo dicha 

variación es bastante moderada en relación a la diferencia que existe en los 

modos de falla y en la resistencia cuando varía la inclinación de la junta. 

Se ha demostrado experimentalmente que el grado de ortotropfa disminuye 

notablemente en la mampostería armada que puede ser considerada isótropa con 

bastante aproximación [Page 1981]. 

Ensayos de compresión cíclica en paneles de mampostería [Naraine 1991, 

Bernardini 1978, 1979] han dado como resultado curvas similares a las 

obtenidas para el hormigón. En las figs.3.5a y b se han representado dichas 

curvas para compresión normal y paralela a la junta de mortero. En las mismas 

se pone en evidencia la presencia de deformaciones pennanentes y degradación 

de rigidez bajo carga a la vez que un comportamiento diferenciado según la 

orientación de la junta. 
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Fig.3.4 Falla de paneles de mampostería bajo compresión biaxial [Page 1981] 
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DEFORMACION DEFORMACION 

a) Carga normal a la junta b) Carga paralela a la junta 

Fig.3.5 Comportamiento de la mampostería bajo compresión cíclica 

[Naraine 1991] 

3.2.2.2. Otros Materiales 

La anisotropía en los suelos es un fenómeno que está siendo tenido en 

cuenta en los últimos tiempos. Existe considerable evidencia experimental 

sobre la ocurrencia de estructuras de suelos anisótropas en depósitos 

naturales o removidos de suelos cohesivos [Baker 1970]. Normalmente se acepta 

que las partículas de arcilla tienen formas no simétricas. Resulta entonces 

lógico pensar que esta forma no simétrica hace que las mismas se comporten 

en forma sensitiva respecto de la dirección tanto en el proceso de formación 

de la estructura del suelo como en las posteriores deformaciones del mismo. 

Esto produce en la estructura del suelo una anisotropía que se ve reflejada 

en la variación de las propiedades físicas del mismo. 

Otros ejemplos de anisotropía aparacen en metales laminados [Van Houte 

1992]. Supóngase que de una plancha de acero laminada del tipo de las que se 

utiliza para la fabricación de piezas de automóviles se extrae una muestra de 

prueba como la de la fig 3.6 donde x es la dirección de laminado, x la 
1 2 

dirección transversal y x la normal a la plancha laminada. a es el ángulo 
~ 

entre la dirección de laminado y el eje longitudinal de la pieza ex;) y x; es 

la dirección transversal de la pieza. Supóngase ahora que se realiza un 

ensayo de tracción y se lo detiene a una deformación de referencia, por 

ejemplo 10% de deformación plástica en la dirección longitudinal. Se define 
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como r l::t relación entre la deformación transversal y la normal al plano, 

esto es: 

r = E' / E' 
22 33 

(3.1) 

Si el material fuera isótropo r debería ser igual a uno. Sin embargo, en 

la práctica, r varía entre 1,4 y 2,5 para los aceros que se usan en partes de 

automóviles y, más aún, es una función del ángulo a como se muestra en la 

fig.3.7. 

O( DIRECCION DE 
+---------~~~~~~----L-------4-X1 LAMINADO 

Fig.3.6 Pieza de metal laminado sometida tracción [Van Houte 1992] 
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Fig.3.7 Variación de r con a para el estirado de una pieza de metal laminado 

[Van Houte 1992] 

El problema de anisotropía plástica aparece también en la embutición de 

laminas metálicas. Si se ajusta un lámina circular entre dos anillos y se la 

presiona con un punzón como se indica en la fig.3.8 se obtiene una pieza con 

bordes ondulados como la que se esquematiza en la fig.3.9. Estas ondulaciones 
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son causadas por la anisotropía plástica del material. 

/ 

PUNZON 

PIEZA CIRCULAR DE 

METAL LA MI NADO 

Fig.3.8. Sección transversal del proceso de embutación de láminas metálicas 

[Van Houte 1992] 

Fig.3.9 Pieza resultante de la embutición 

[Van Haute 1992] 

Un ejemplo extremo de comportamiento anisótropo lo representan las 

fibras que normalmente se usan en combinación con otros materiales (matrices) 

formando materiales compuestos. Las fibras tienen la propiedad de que tanto 

su resistencia como sus propiedades elásticas son mucho mayores en la 

dirección longitudinal que en la dirección transversal. 
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3.2. BREVE ESTADO DEL ARTE SOBRE MODELOS QUE ENTIENDEN 

EL PROBLEMA DE ANISOTROPIA INELASTICA 

3.2.1. MODELOS CONSITUTIVOS PARA 

MATERIALES ANISOTROPOS EN GENERAL 

La descripción del comportamiento elástico anisótropo no presenta 

dificultades. Se puede utilizar para ello las formas generales de la teoría 

de la elasticidad presentadas en el Apéndice D. 

La simulación del comportamiento inelástico anisótropo, como el 

presentado en los ejemplos del punto anterior, es mucho más compleja. En 

síntesis podría decirse que existen hasta ahora tres formas desarrolladas de 

encarar el problema, de las cuales se hace un breve estado del arte a 

continuación: 

l) Definición de superficies de fluencia, carga y rotura anisótropas, 

2) Utilización de funciones de fluencia y carga isótropas con 

propiedades del material variables según la orientación, 

3) Definición de una transformación de espacios que permite resolver el 

problema anisótropo como un problema isótropo. 

3.2.1.1. Definición Superficies de .Fiuencia 

y Carga Anisótropas. 

• Supe1jicie de Fluencia de Mises-Hill 

Supóngase un elemento con tres planos ortogonales de simetría y los ejes 

de referencia coincidentes con los ejes principales de anisotropía (x,y,z). 

El criterio de fluencia más simple y difundido para materiales metálicos 

isótropos es el de Von Mises. Así también, el criterio de fluencia más simple 

utilizado para materiales metálicos anisótropos es aquel que se reduce al de 

Von Mises cuando la anisotropía se hace despreciable. Este criterio, conocido 

como de Von Míses-Hill [Hill 1967] propone la siguiente forma cuadrática en 

las componentes del tensor de tensiones: 
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2 f(a..) = F(cr -a )2 + G(cr -a )2 + H(cr -a )2 + 2L~2 + 2M~2 + 2N~2 = 1 
IJ y z z x x y yz yz xy 

(3.2) 

Donde F, G, H, L, M y N son parámetros carcaterísticos del material y de 

su anisotropía. No aparecen términos lineales porque no tiene en cuenta el 

efecto Bauschinger, no aparecen términos cuadráticos lineales en las 

tensiones de corte debido a la simetría y sólo aparecen diferencias ele 

tensiones principales porque se supone que la presión hiclrostática no tiene 

influencia en la fluencia. 

Si X, Y , Z son las tensiones de fluencia en las direcciones principales 

x, y, z respectivamente, se puede demostrar que: 

r 
1 - = G + H 

x2 
1 1 1 

2F=-+---
y2 z2 x2 

1 1 1 1 
- = H + F 20=2+2-2 (3.3) y2 Z X Y 

1 1 1 1 - = F + G =-+---
z2 x2 y2 z2 

De aquí se deduce que sólo uno de los parámetros F, G o H puede ser 

negativo cuando las tensiones de fluencia difieren mucho entre sí y: 

F~G X~Y 

F~H x~z (3.4) 

G~H Y~Z 

Si R, S y T son las tensiones de fluencia en corte respecto a los planos 

de anisotropía, se tiene: 

1 2L =-
R2 

1 2M=-s2 
1 2N =-

T2 
(3.5) 
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=> L, M y N deben ser positivas 

Entonces para describir el estado completo de anisotropía de un elemento 

se necesita conocer la orientación de los ejes principales de anisotropía y 

los valores de las 6 tensiones de fluencia independientes: X, Y, Z, R, S y T. 

Si hay simetría rotacional respecto al eje z, la expresión (3.2) debe 

tener la misma forma para cualesquiera ejes de referencia x-y. Se puede 

demostrar que la condición necesaria y suficiente para que exista simetría 

polar es que: 

N = F + 2H = G + 2H L=M (3.6) 

Y hay simetría completa o isotropía cuando se cumple: 

L = M = N = 3F = 30 = 3H (3.7) 

De donde resulta que la condición de fluencia (3.2) se reduce al 

criterio clásico de Von Mises: 

1 2F =-
y2 

• Superficie de Fluencia de Hojfman 

(3.R) 

En 1967 Hoffman [Schellekens 1992] propuso el siguiente criterio de 

fluencia plástico para materiales anisótropos: 

a (a -a/ +a (a -a )2 +a (a -a )
2 
+a a +a a +a a+ 

yz y 7. ZX Z X xy X y XX X yy y ZZ 7. 

2 2 2 -
3a 1: +3a 1: +3cx 1: - a = 1 (3.9) 

44 yz 55 yz 66 xy 

Donde los valores de a se determinan en base a las resistencias a 

tracción en las direcciones correspondientes. 

Esta función de fluencia es más general que la de Hill porque presenta 

dependencia de la presión bidrostática. Además contiene como casos 
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particulares a los criterios de Hill y Von Mises. 

• Supetficie de Fluencia de Hill 

A partir de la función de fluencia de Hill se propusieron numerosas 

modificaciones con nuevas potencias en sus términos con el objeto de mejorar 

su comportamiento. Ninguna de estas funciones logra reproducir un 

comportamiento caracterizado por una relación unitaria entre las resistencias 

en las direcciones de laminado y tran,,versal y radios de deformación 

longitudinal a transversal muy distintos (ec.(3.1)). Hill [Hill 1993] propuso 

una nueva función de fluencia simple que permite tener en en cuenta este 

aspecto. La misma puede obtenerse agregando términos cúbicos a la forma 

original [Hill 1967]. Para el caso del estado plano de tensiones tiene la 

siguiente forma: 

r 
(pcr 1 + qo)1 

(p+q) - (J 

l b J 
(3.10) 

Donde: 

(ji y 

transversal. 

cr: 
2 

tensiones principales en las direcciones de laminado y 

o o 
0'

0 
y cr

90 
tensiones de fluencia bajo tracción uniaxial a O y 90 con la 

dirección de laminado respectivamente 

cr : tensión de fluencia de una lámina delgada bajo compresión biaxial 
b 

simétrica en el plano. 

p y q son dos parámetros no dimensionales que se calculan en función de 

Esto último produce una mezcla de espacios de tensión y deformación que 

requiere una revisión en la teoría de plasticidad e lásica. 

El uso del criterio de Hill que no contiene a las tensiones de corte 

está limitado al caso de isotropía polar en el que las tensiones principales 

coinciden con las direcciones de anisotropia. 
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• Supe1jicie de Fluencia de Barlat 

Un crietrio más general es el introducido por Barlat [Peric et al 19921, 

que en el caso del estado plano de tensiones tiene la siguiente forma: 

Donde: 

a +ha 
X yy y K = 

2 

(3.11) 

[
cr - h a ]

2 

x yy + p O'x~ (3.12) 

a, h, p y M son constantes del material. Para un dado valor de M se 

pueden calcular los valores a, h y p a partir de las relaciones de 

deformación r
0
, r

45 
y r

90 
obtenidas experimentalmente. La constante M regula 

la forma de la superficie de fluencia. Para el caso de isotropfa (a=h=p=l) y 

a = O, si se toma M=2 se tiene la función de Von Mises y para M -¿ oo se 
xy 

tiene el criterio de Tresca. En la fig.3.l0 se ha representado la forma de la 

superficie de fluencia para el caso de anisotropía en presencia de tensiones 

tangenciales. 

Se puede probar que la función de fluencia descripta en las ecuaciones 

(3.11) y (3.12) es convexa cuando las constantes a, h y p son positivas y 

M> l. 

El problema de este tipo de funciones de fluencia es que deben ser 

desarrolladas para cada material en particular y no siempre es fácil obtener 

superficies convexas que cumplan con las condiciones de invarianza impuestas 

por la simetría del material y además reproduzcan aproximadamente la fluencia 

del mismo. 
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Fig.3.10 Función de fluencia de Barlat isótropa y anisótropa 

[Peric 1992] (M=8, h=1,15, p=l,02 y <J =0,4<J) 
xy O 

3.2.1.2. Propiedades del Material Variables 

según la Orientación del Mismo 

Otra forma de resolver el problema anisótropo que aparece en la 

bibliografía, consiste en trabajar con funciones de fluencia isótropas pero 

con propiedades del material que varían según la orientación. Existen 

aplicaciones de estos conceptos a suelos [Baker 1970] y a mampostería 

[Benedetti 1982]. Este último modelo se describe con más detalles en el 

apartado 3.2.2. En ambos casos se trata de extensiones del criterio de Mohr 

Coulomb al caso de materiales anisótropos. Para ello se supone que tanto la 

cohesión como la fricción interna del material son funciones de la 

inclinación del 

generalmente 

isótropos. 

plano de falla respecto 

son modelos desarrollados 

al plano de isotropía ya que 

para materiales transversalmente 

La solución de un problema mediante el criterio de Mohr Coulomb para 

materiales anisótropos requiere, además de las funciones que definen la 
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variación de la cohesión y la fricción interna con la inclinación del plano 

de falla, el ángulo que forma el plano de falla con el plano de isotropfa. La 

solución evidentemente no es directa sino que requiere un procedimeitno 

iterativo. Por otro lado, las funciones que definen la evolución de la 

cohesión y de la fricción deben ser determinadas para cada material en 

particular. 

3.2.1.3. Tratamiento de la Anisotropía mediante la 

Transformación de Espacios [Betten 1981, 1983, 1988] 

Este tipo de tratamiento se basa en admitir la existencia de un espacio 

donde se encuentra el sólido real y otro espacio ficticio donde se encuentra 

un sólido isótropo. El problema es resuelto en el espacio isótropo ficticio y 

su resultado es transportado al espacio real. 

La transformación de espacios sienta las bases y fundamentos del modelo 

constitutivo para materiales anisótropos que se propone en esta tesis. El 

primero en introducir estas ideas fue J. Betten l Betten 1981, 1983, 1989] 

quien las propuso para modelar plasticidad y creep en materiales anisótropos 

pero no desarrolló ninguna aplicación de las mismas. 

Para un material isótropo la forma usual de la función de fluencia es 

F(cr .. ,a) = O (3.13) 
IJ 

donde la condición de invarianza exige que: 

F(a. a. a ,a) = F(a..) 
tp Jq pq IJ 

(3.14) 

bajo cualquier transformación ortogonal (a. a. =O..). 
tk Jk IJ 

De la teoría de funciones tensoriales isótropas, resulta evidente que 

para un medio isótropo la función escalar F debe poder expresarse como una 

función simplemente valuada a través ele los invariantes principales 

irreducibles del tensor de tensiones: 1
1
, 1

2 
e 1

3 
o de sus tensiones 
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principales cr
1
, cr

2 
y cr

3
, esto es: 

F = F[I
1
(cr..),I

2
(cr..),I

3
(cr..)] 

IJ IJ IJ 
(3.15) 

o en el caso de materiales con incompresibilidad: 

F = F[J
2
(cr..),J

3
(cr..)] 

IJ IJ 
(3.16) 

Para el caso de materiales anisótropos, la restricción dada en ecuación 

(3.14) es menos severa. La función F debe ser invariante bajo el grupo de 

transformaciones (s.ks.k = 8 . .) asociadas con las propiedades de simetría del 
1 J IJ 

material, donde s es un subgrupo del grupo ortogonal a. En otras palabras, 

las propiedades de simetría del material impone restricciones en la forma en 

que la función F depende de las componenetes del tensor de tensiones. 

En lugar de expresar la función de fluencia en términos de una base de 

integridad del subgrupo s, la misma puede ser expresada como : 

- -
F(cr .. ,a) = F(cr .. ,A..k1,a) = F(a .. ,a) 

lj lj IJ IJ 
(3.17) 

Donde Aijkl es un tensor de cuarto orden que contiene toda la 

información sobre la anisotropía del material y define una tramj(mnación 

entre dos espacios 

cr=A a 
ij ijkl kl 

(3.18) 

En donde <J.. y cr.. son los tensores de tensión en el espacio real 
IJ IJ 

anisótropo y en el espacio isótropo ficticio, respectivamente. 

La función F de la ecuación (3.17) debe ser invariante bajo cualquier 

transformación ortogonal. Una base irreducible de integridad debe contener 

invariantes de los tensores argumentos y del conjunto de invariantes 

simultáneos. Una simplificación consiste en tomar sólo los invariantes de 

<J... Se obtiene así una función de fluencia isótropa en <J... La idea de 
y y 
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sustitutir los invariantes del tensor de . tensiones por los invariantes del 
-

tensor mapeado cr .. se muestra esquemáticamente en la Fig.3.11. 
IJ 

/ 
/ 

ESP A CIO REAL 

u.. 
IJ 

?ii = A¡ikl vkL 

e:=::> 

/ 

/ 
/ 

/ 

ESPAC I O FICT ICIO 
( 1 SOTROPO) 

Fig.3,.11. Relación entre los espacios anisótropo real 

e isótropo ficticio 

/ 

():. 
IJ 

Los modelos basados en estos conceptos son más simples y genera les que 

los dos antes mencionados y no deben ser formulados para cada material en 

particular. 

3.2.2. MODELOS CONSTITUTIVOS PARA MAMPOSTERIA 

Existen numerosos estud ios experimentales sobre el comportamiento de la 

mampostería y mampostería armada bajo diversos estados de tensión [Drysdale 

1984, Hamid 1992, Khalaf 1992, Ganesan 1992, Abboud 1990, McNary 1985, Page 

1978, 1981, Naraine 1991 , Decanini 1982, 1983a, 1983b, · Astroza 1983, Parducci 

1982, Page 1986, Shing 1989, Cheema 1986, Bernardini 1978, 1979, Jurina 

1977]. 

Sin embargo, existen pocos modelos constitutivos para la mampostería que 

tienen en cuenta su carácter ortótropo. Entre los mismos merece destacarse el 

modelo de Nova y Sacchi [Benedetti 1982]. 
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Se supone que dentro del rango elástico la mampostería se comporta como 

un material ortótropo de acuerdo a las ecuaciones presentadas en el Apéndice 

D hasta que alcanza la rotura. 

La anisotropía no sólo altera la magnitud de los esfuerzos que producen 

la rotura sino también la forma en que la rotura se produce. Para definir el 

criterio de rotura se utiliza la función de Mohr-Coulomb con una limitación 

en el esfuerzo de tracción y de alguna manera se introduce en ellos la 

dependencia de la dirección. 

Se supone que la rotura por tracción se produce cuando la tensión según 

un plano a iguala a un valor límite t que depende de la orientación m. 
mm mm 

Ver Fig.3.12. 

() ~ t (3.19) 
mm mm 

cr puede expresarse como 
mm 

cr =aacr 
mm i k ik 

(3.20) 

Tomando como referencia las tensiones principales · (ver fig.3.12), 

resulta : 

(3.21) 

m 

Fig.3.12 Ejes de referencia [Benedetti 1982] 
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La hipótesis fundamental de este método es que t varía como la 
Jn1U 

componente normal de un tensor y que es posible definir un tensor tik tal 

que: 

t = a a t 
mm i k ik 

Siendo ti k un tensor de segundo orden, 

principales o direcciones de ortotropía , tales que 

tensor está referido a dichos ejes. Si se llama t 
pq 

direcciones de ortotropía r, s y t, se puede obtener: 

ax ax 

(3.22) 

existirán tres direcciones 

t =0 si i:;tk, cuando el 
ik 

al tensor referido a las 

t = t p q 
ik pq ax ax (i,k=l,2,3) · (p,q=r,s,t) (3.23) 

k 

Ver fig.3.13 

Fig.3.13 Direcciones de ortotropía [Benedetti 1982] 

Sustituyendo en la ec.(3.19) se obtiene: 

(cr - t ) a a 2 O 
ik ik i k 

(3.24) 

Para que se produzca el colapso es necesario que: 

1() -t 1=0 
ik ik 

(3.25) 
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La solución de esta ecuación permite obtener las curvas de rotura en el 

plano a -a para distintos valores del ángulo e que se han representado en la 
1 3 

fig.3.14. En la misma figura puede observarse que cuando a =a la tensión de 
1 3 

rotura es independiente de la dirección. 

L------~-2 

90 

Fig.3.14 Curvas de rotura por tracción para distintas orientaciones del 

mortero (t/t=2) [Benedetti 1982] 
r t 

Para otras combinaciones de tensiones, el colapso se produce cuando el 

esfuerzo de corte a sobre el plano de normal m alcanza un valor crítico 
mn 

dependiente de m que puede calcularse de la siguiente forma: 

a =e + f (3.26) 
mn mm mm 

Donde e es el término debido a la cohesión y es tal que: 
mnt 

e =e m m 
mm ik i k 

(3.27) 

y f es el término dependiente de la tensión normal: 
mm 

f =<l> a 
mm mrnrs rs 

(3.28) 

mrnrs 
es un tensor de cuarto orden ligado a la fricción interna donde <!> 

del material. 
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Estas ecuaciones son de gran complejidad analítica. El cálculo debe 

hacerse en forma iterativa. 

Combinando estas ecuaciones con las obtenidas para la falla por tracción 

se obtienen las curvas de rotura de la fig.3.15 para paneles cargados en el 

plano con distintas inclinaciones e. 

~ 

1 

u q 
) 

-(h,. o. {3-= 22.5. B-= 45" 

~ 
u, ()¡ 

~j 
-&= 57. s· uJ B-= go• 

/ 

Fig.3.1 :': Curvas de rotura para elementos de mampostería con 

simetría polar [Benedetti 1982] 

u;-

La influencia de la anisotropfa es sin duda notable, sobre todo para 

relaciones a /a muy distintas de uno. 
1 2 

Entre otros antecedentes de modelos constitutivos para mampostería se 

pueden citar los siguientes: 
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Yokel [Yokel 1976] presentó hipótesis de falla para paneles de 

mampostería bajo compresión en la dirección normal a la junta. Estas 

hipótesis son sólo aplicables a esa dirección de carga. 

- Page [Page 1978] estudió el problema de paneles de mampostería de 

ladrillos cerámicos bajo cargas en el plano. Presentó un método que tiene en 

cuenta el comportamiento no lineal de la mampostería. Consideró a la 

mampostería como un material compuesto por dos fases consistentes en 

ladrillos elásticos en una matriz de mortero inelástica. La falla ocurría en 

las juntas si se violaba un criterio de adherencia en tracción o corte. Estas 

características geométricas fueron incorporadas en un programa de elementos 

finitos que modelaba el comportamiento no lineal de las juntas y permitía que 

ocurriera la falla progresiva de las mismas. 

- Drysdale [Drysdale 1984] propuso un modelo para la ·resistencia a 

tracción de elementos de mampostería compuestos de bloques de hormigón llenos 

o no. Este criterio tenía en cuenta la naturaleza anisótropa de la 

mampostería como material compuesto. El material se suponía globalmente 

homogéneo y las propiedades de los materiales constituyentes intervenían sólo · 

en las propiedades promedio del material compuesto. La resistencia del 

conjunto podía ser calculada mediante una combinación lineal de las 

propiedades de los materiales constituyentes. 

- Mc.Nary [Me. Nary 1985] propuso un modelo para predecir el 

comportamiento de elementos de mampostería bajo compresión uniaxial normal a 

la junta de mortero que tiene en cuenta la interacción entre ladrillo y 

mortero. 

- Afsharis [ Afsharis 1989], usando propiedades físicas y geométricas de 

mortero y bloques de hormigón intentó reproducir el comportamiento y la 

rotura de bloques de mampostería. Para aplicar este modelo se debía conocer 

la variación de la presión de confinamiento en la junta en función de la 

tensión normal aplicada. Dicha función podía obtenerse en forma analítica. 

- Naraine [Naraine 1991] presentó un modelo para compresión' uniaxial 
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cíclica de elementos de mampostería. El modelo utilizaba las curvas tensión

deformación obtenidas experimentalmente. 

- Khalaf LKhalaf 1992] propuso una fórmula semienpírica para determinar 

el módulo de elasticidad de mampostería de bloque huecos y rellenos. La 

fórmula estaba basada en las propiedades elásticas de los materiales 

componenetes y no consideraba la anisotropía. 

- Pietruszczak [Pietruszczak 1992] presentó una formulación matemática 

para describir las propiedades mecánicas promedio de la mampostería 

estructural. Consideraba a la mampostería como un material compuesto 

consistente en una matriz de ladrillo interceptada por dos conjuntos de 

inclusiones. Las juntas horizontales representaban planos continuos de 

debilidad mientras que las juntas verticales eran consideradas com 

inclusiones débiles uniformemente dispersas. Este modelo se describe con más 

detalles en el capítulo correspondiente a materiales compuestos. 

3.3. MODELO PROPUESTO PARA TRATAR 

LA ANISOTROPIA INELASTICA 

MEDIANTE LA TRANSFORMACION DE ESPACIO 

3.3.1. INTRODUCCION 

El modelo que se propone para materiales anisótropos surge de una 

generalización de la teoría clásica de plasticidad isótropa al caso de 

materiales anisótropos y ortótropos. Este enfoque supone que existe un 

espacio real anisótropo y otro espacio ficticio isótropo donde se resuelve el 

problema ficticio mapeado. Ambos espacios están relacionados mediante 

tensores de transformación de cuarto orden que contienen toda la información 

sobre la anisotropfa del material. 

En un comienzo, Oller et al [Oller 1993c] trataron el problema del 

comportamiento de un sólido anisótropo por medio de un tensor de mapeo de 

tensiones. Como se demostraba en las referencias mencionadas, la deformación 

elástica era única para los espacios real y ficticio. Esta situación 

introducía una limitación en la teoría anisóttopa desarrollada ya que esta 
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hipótesis suponía un concepto de proporcionalidad entre la tensión de 

fluencia y el modulo elástico longitudinal en cada dirección de material. 

En un trabajo posterior Oller [1993d] presentó una generalización de esa 

teoría básica. Esta nueva presentación estaba basada en la definición de dos 

tensores mapeados: el tensor mapeado de tensiones ya definido y el tensor 

mapeado de deformaciones que resultaban de una doble transfomzación de 

espacios. Esta nueva teoría fue denominada teoría isótropa mapeada para 

materiales no proporcionales. 

En esta tesis se presenta una forma condensada original que, a través de 

una única transformación del tensor de tensiones, permite resolver problemas 

de anisotropía no proporcional, en el sentido antes descripto. 

Por claridad en la presentación, se describen primero las dos formas 

originales [Oller 1993c, d] y luego se desarrolla el modelo propuesto 

demostrando su equivalencia con la segunda de estas formas. 

3.3.2. FORMAS ORIGINALES 

[Oller 1993c] 

TENSOR DE TRANSFORMACION DE ESPACIOS 

En este modelo las propiedades del sólido anisótropo se definen en 

función de las propiedades de un sólido ficticio ideal. Esto se logra 

relacionando las tensiones entre los espacios real y ficticio a través de una 

transformación del tipo (ver fig.3.11) : 

a .. = A a 
IJ ijkl kl 

(3.29) 

donde a.. y a son los 
IJ kl 

tensores de tensión en los espacios ficticio y 

real respectivamente y A 
ijkl 

es un tensor de cuarto orden, denominado tensor 

de tramformación de espacios o de mapeo de tensiones que viene definido 
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como: 

-1 -1 

A = es e~ = f f 
ijkl ijrs rsk1 ik j 1 

(3.30) 

donde e;skl son los tensores constitutivos elásticos secantes 

para el sólido isótropo ficticio y el sólido real respectivamente. fik y fj
1 

son tensores de resistencia a fluencia correspondientes al sólido ficticio y 

real respectivamente. e y f. están expresados en un sistema global de rskl JI 

referencia. Los mismos se obtienen, a partir de sus formas en a los sistemas 

locales de referencia, de la siguiente manera: 

es = R [es J R ijkl irjs rspq local kplq 

f =R (f) 
ij ikjl Id local 

El teízsor de rotación R. .kl tiene en cuenta los 
IJ 

direcciones principales locales de anisotropía del 

correspondientes al sistema global de referencia: 

R = r r ijkl ik ji con r .. = cos( e. ,e. ) 
IJ 1Locnl Jgiobal 

(3.31) 

(3.32) 

ángulos entre las 

material y las 

(3.33) 

donde e. 
1locnl 

es el vector unitario correspondiente a la i-ésima 

componente del sistema de referencia local. 

La transformación de espacios definida en la ec(3.30) sólo puede 

aplicarse a materiales proporcionales, esto es, materiales para los cuales la 

relación entre las tensiones de fluencia y el módulo de Young para cada 

dirección del espaciO es constante: f
1 
/E

11 
= f

2
.jE

22
= = f

2
/E

23
. Más 

adelante se demostrará que esta hipótesis implica que el tensor de 

deformación elástica es el mismo en los espacios real y ficticio. 

El mapeo expresado en la ec.(3.29) altera la forma de la superficie de 
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fluencia como se esquematiza en la fig.3.11. En el Anexo 3.1 se muestra este 

efecto para distintas funciones de fluencia y distintas relaciones entre 

resistencias. 

RELACION CONSTITUTIVA SECANTE 

La relación constitutiva secante se obtiene aplicando el método de 

Coleman a la desigualdad de Clasius Planck: 

a\P(e~ .• a) 
a = m _ ___:!IJ_ 

ij ae~. 
(3.34) 

IJ 

Siendo ee la deformación elástica y variable libre del problema y a un 
ij 

conjunto de variables internas. 

Donde \f es la energía libre del material bajo el estado real de 

tensiones y se supone que tiene la siguiente forma: 

(3.35) 

Si se sustituye en esta ecuación la ecuación (3.30), se obtiene: 

(3.36) 

Reemplazando esta forma de la energía libre en la ec.(3.34), resulta: 

a = A-l és ee = A-l a 
ij ijmn mnkl kl ijkl kl 

(3.37) 

Es decir que si la tensión en el espacio isótropo ficticio se calcula 

como: 

a.. = é~ 'kl ekel 
IJ IJ 

(3.38) 
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con la misma deformación elástica que en el espacio real, se verifica la 

relación de partida (ec.(3.29)). 

REGLA DE FLUJO. 

EVOLUCION DE LAS VARIABLES INTERNAS 

Si se define la función de potencial como: 

-
G(cr .. ,a) = G(cr .. ,A..k1,a) = G(cr .. ,a) = K 

IJ IJ IJ IJ 
(3.39) 

La función de potencial de un material anisótropo se puede escribir 

entonces en función de los invariantes del tensor isótropo mapeado. 

A partir de esta función de potencial se puede expresar la regla del 

flujo como: 

(3.40) 

R .. 
lJ 

donde €Y es la deformación plástica ficticia definida en el espac10 
kl 

isótropo ficiticio. 

En el Anexo 3.2 se ilustra mediante un ejemplo numérico el significado 

de la ec.(3.40) en cuanto a la dirección del flujo plástico en un material 

anisótropo. 

La ley de evolución de una variable interna plástica genérica am se 

obtiene como: 
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(3.41) 

Donde h~. y h1~. son funciones tensoriales a ser determinadas según las 
IJ 1 J 

aplicaciones del modelo plástico isótropo. 

UNICIDAD DE LA DISIPACION. ENERGIA LIBRE 

Si se reemplaza en la expresión de la disipación mecánica la regla del 

flujo y las leyes de evolución de las variables internas, se obtiene: 

. . - - -
cr f_P ~ cr eP A ~ . cr eP • • 

" " a\fl ÍJ. kl klij' a\fl - m íj' kl a\fl - m .:::.. 
8 = ~ - - itm = - -- a = -- - -- a = t!. ¿ o 

mee m 8"'m m - m - mee 
~ aam aam 

(3.42) 

En la ec.(3.42) se pone en evidencia que la disipación es un invariante 

del proceso termodinámico y por lo tanto es independiente del espacio en que 

se calcula. 

La expresión de la energía libre en el espacio ficticio mapeado tiene la 

siguiente forma: 

(3.43) 

De esta ecuación se puede verificar que la ecuación (3.34) vale también 
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• Espacio real anisótropo: 

• Espacio ficticio isótropo: 

• Rigidez inicial local [csi'kll 
J local 

• Orientación de los ejes principales 
de anisotropía local 

• Función de fluencia: F(a .. ,am)=O 
IJ 

• Función de potencial: G(a .. ,am)=K 
IJ 

El tensor de rigidez en el espacio ficticio isótropo es un tensor 

isótropo de comparación que puede definirse en forma arbitraria. Con estos 

datos se puede desarrollar todos los calculos correspondientes a este modelo. 

3.3.2.2. Materiales no Proporcionales [Oller 1993d] 

TRANSFORMACIONES DE ESPACIOS 

Al igual que en el modelo descripto en el punto 3.3.3.1, este modelo 

define las propiedades del sólido anisótropo real en términos de un sólido 

isótropo ficticio. Esto se logra relacionando los tensores de tensiones a 

través de la siguiente transformación lineal: 

a .. = A~.kl 0 kt 
lj IJ 

(3.53) 

donde A;jkl es un tensor material de cuarto orden que se denomina tensor 

de transformación de espacios de tensión y se obtiene a través de relaciones 

de resistencia en los espacios real e isótropo ficticio, como sigue: 

-1 
As = f f 

ijkl ik ji 
(3.54) 

Para asegurar la no proporcionalidad entre módulos elásticos y 

resistencias, se define una segunda transformación que relaciona el tensor de 

deformaciones elásticas reales E~. con el tensor de deformaciones elásticas 
IJ 
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ficticio e~.: 
IJ 

ce = Ae e 
·· cki IJ ijkl 

(3.55) 

Donde A e es un tensor material de cuarto orden denominado tensor de 
ijkl 

transfomwción de espacios de deformación o de mapeo de deformaciones. 

La ecuación (3.55) muestra que en este modelo la deformación elástica no 

es única en ambos espacios. 

La expresión para la evaluación de A e puede ser obtenida partir de la 
ijkl 

ecuación (3.53) corno sigue: 

- -a = es ce = As a = As Cs ce 
ij ijkl kl ijkl kl ijkl klmn mn 

(3.56) 

De donde: 

(3.57) 

o 

(3.58) 

Comparando esta ecuación con la ec.(3.55) se obtiene: 

-1 
Ae = es As es 

ijpq ijkl klmn mnpq 
(3.59) 

o 
-1 

C~.kl = A~. 
IJ ljffill 

(3.60) 

Nótese que en el caso en que exista proporcionalidad entre módulos 
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elásticos y resistencias en las distintas direcciones, se recupera la 

ec.(3.30). Es decir: 

-1 

e~. es kl = f.k f l = A S 
tJrs rs 1 ji ijkl 

(3.61) 

o 

(3.62) 

Reemplazando esta expresión en la ec.(3.59), se obtiene: 

-l -l 
Ae = es As As es = 8 8 

ijpq ij rs rskl klrnn rnnpq ip jq 
(3.63) 

lo cual signfica que para materiales proporcionales el tensor de 

transformación de espacios de deformación es igual al tensor identidad o, lo 

que lo mismo, los tensores de deformación elástica son idénticos en los 

espacio anisótropo real y en el espacio isótropo ficticio. Esto demuestra que 

este modelo contiene como caso particular al modelo descripto en el punto 

3.2.2.1. 

RELACION CONSTITUTIVA SECANTE 

La relación constitutiva secante se obtiene aplicando el método de 

Coleman a la primera desigualdad de Clasius-Planck: 

a'l'(E~ .• a) 
cr = m ----"IJ_ 

ij BE~. 
(3.64) 

IJ 

Donde '1' es la energía libre del material bajo el estado real de 

tensiones y se supone que tiene la siguiente forma: 

(3.65) 
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Reemplazando en esta ecuación la ec.(3.60) resulta: 

(3.66) 

Sustituyendo esta expresión de la energía libre en la ec.(3.63), se 

obtiene: 

-1 -1 -1 

a .. =A~. es Ae Ee =A~. es E e =A~. (} (3.67) 
IJ tJmn mnpq pqkl kl tJmn mnpq pq 1Jffit1 mn 

lo cual verifica la transformación de espacios de tensiones de partida. 

REGLA DE FLUJO. 

EVOLUeiON DE LAS VARIABLES INTERNAS 

Con las transformaciones de espacws defindas en las ecuaciones (3.53) y 

(3.55) y una función de potencial escrita de la siguiente forma: 

G(cr .. ,a) = G(cr .. ,N.k
1
,a) = G(cr .. ,a) = K 

IJ IJ IJ IJ 
(3.68) 

se puede calcular el flujo plástico como sigue: 

-
Rkl 

n 
· P • aG · aG aakl • aG As · * 
E .. = A - = A - - = A - = Ep A S 

IJ acr.. acr.. klij kt klij 
'J acrkt •J acrki 

(3.69) 

La regla de transformación de las deformaciones elásticas se extiende 

también al caso de las deformaciones plásticas y se define: 
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-
ep = A e f:P = A Ae aG A S 

ij ijkl kl "kl - mnkl 
IJ acr 

mn 

- + 
R 

ij 

Las variables internas se calculan de la siguiente manera: 

acrkt 

L,...J 

UNICIDAD LA DISIPACION. 

ENERGIA UBRE EN EL ESPACIO FICTICIO ISOTROPO 

-175-

(3.70) 

(3.71) 

Si se reemplaza en la expresión de la disipación mecánica, la regla del 

flujo y las leyes de evolución de las variables internas, se obtiene: 

-1 - .: 
N cr EP As · cr EP • 

B = --'ij:_m_n_n_u_t _kl_k....::lij _ _ a_\11_ a:n = _i_j _kl _ _ a_\11_ ¡j_m = :§; 2 O 
mee m - m - mee aam aam 

(3.72) 

Al igual que en el modelo anterior se confirma que la disipación es un 

invariante del proceso termodinámico, independientemente del espacio en el 

que se la evalue. 

La energía libre en el espacio ficticio isótropo tiene la siguiente 

forma: 
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(3.73) 

y se cumple que: 

- a\TJ -S -! 
a .. = m _1._ = e e.e = As es Ae Ae e.e 

IJ - ijkl kl ijmn mnpq pqkl klrs rs 
ae.e. 

iJ 

(3.74) 

= As es ee = As a 
ijmn mnpq pq ijmn mn 

o sea que se vuelve a obtener la hipótesis de partida (ec.(3.53)). 

EeUAeiON eONSTITUTITV A TANGENTE 

La ecuación constitutitva tangente se obtiene realizando la derivada 

temporal de la ec.(3.67) que define la forma secante. 

mn 

a a acr .. a a a e. 
• ij • e lJ mn kl •e a =-E = -e 

ij BEe kl 
Be e 8Ee pq 

acr kl mn kl pq 

(3.75) 

Lv-J Lv-J L.-1 
-1 es A e 

A~. klpq 
ljntll mnkl 

-1 -1 
= As es Ae ee = As es ee 

ijmn mnkl klpq pq ijmn mnkl kl 

-1 -
=As a 

ijmn mn 

La ec.(3.75) puede ser interpretada como una transformación lineal de la 

siguiente ecuación incremental definida en el espacio ficticio isótropo: 
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· aa · a = _ij ~e = es €e es 
ij - kl ijkl kl = ijkl 

Be e 
kl 

[. ·] E Ep 
kl kl 

(3.76) 

Esta ecuación puede escribirse como: 

(3.77) 

Donde el tensor tangente e' puede obtenerse a partir de la 
epijkl 

condición de consistencia plástica y resulta: 

C. R" aF es 
IJmn mn - pqkl 

a a 
pq 

(3.78) 

- aF ¡;m R + aF es R* 
- t u tu - tu m rs 

aam 8<J 
tu 

Combinando ec.(3.77) con la ec.(3.75) se puede llegar a la forma 

incremental tangente para el sólido anisótropo real: 

-l - -1 - : -l 
<J .. = A5 

(J = A8 et E = N. et Ae E 
IJ ijmn mn ijmn ep k1 tJmn ep klpq pq 

DATOS DEL MODELO 

mnkl mnkl 

e' 
ep .. 

ljpq 

(3.79) 

El modelo presentado requtere los siguientes datos en cada uno de los 

espacios utilizados: 



-178- Capítulo 3 

e Rigidez inicial local [csijkll 
local 

• Espacio real anisótropo: • Tensiones d~ fluencia (fijki) 
local 

• Espacio ficticio isótropo: 

• Orientación de los ejes principales 
de anisotropía local 

• Función de fluencia: F( a .. ,am)=O 
IJ 

• Función de potencial: G( a ... am)=K 
IJ 

El tensor de rigidez en el espacio ficticio isótropo es un tensor 

isótropo de comparación cualquiera que puede definirse en forma arbitraria. 

Lo mismo ocurre con el tensor que define las tensiones de fluencia en el 

espacio isótropo ficiticio. Con estos datos se puede desarrollar todos los 

calculas correspondientes a este modelo. 

3.3.3. FORMA CONDENSADA MODEl,O NO 

PROPUESTO EN ESTA TESIS 

3.3.3.1. Introducción 

El modelo que se presenta a continuación es aplicable a materiales no 

proporcionales y utiliza una única transformación de espacios de tensión. 

En primer lugar se presenta la forma del modelo para un material 

elastoplástico y se lo compara con el modelo presentado en el punto 3.3.2.2. 

demostrando su equivalencia. Luego se presenta la extensión del modelo al 

caso en que exista daño. 

3.3.3.2. Transformación de Espacios 

Al igual que en los otros modelos descriptos, en éste se define las 
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propiedades del sólido anisótropo real en términos de un sólido isótropo 

ficticio. Esto se logra relacionando los tensores de tensiones a través de la 

siguiente transformación lineal: 

(3.80) 

donde A:jkl es un tensor material de cuarto orden que se denomina tensor 

de trans/01mación de espacios de tensión y se obtiene a través de relaciones 

de resistencia en los espacios real e isótropo ficticio, como sigue: 

(3.81) 

Es importante aclarar que, en este modelo, cuando se habla de un espacio 

isótropo ficticio se hace referencia a un espacio ficticio isótropo respecto 

de las tensiones de fluencia pero no necesariamente respecto de las 

propiedades elásticas. 

Por otro lado se supone que las deformaciones elásticas en los espacios 

isótropo ficticio y real anisótropo son idénticas: 

(3.82) 

La tensión en el espacio ficticio se calcula como: 

(3.83) 

Donde C~~ 
1 

es el tensor de rigidez elástica secante en el espacio 
ljk 

isótropo ficticio. Como se trata de un espacio isótropo ficticio en 

resistencias pero no en rigidez, la forma de este tensor no se conoce 

apnon, pero puede calcularse a partir de las ecuaciones (3.83) y (3.80) 

como sigue: 

(3.84) 
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Comparando el segundo y el cuatro miembro de la ec.(3.84) se deduce que: 

es* = As es 
ijkl ijkl klmn 

(3.85) 

La ec.(3.84) es idéntica a la ec.(3.56) del modelo que utiliza una doble 

transformación de espacios. 

Reemplazando la ec.(3.60) en la ec.(3.85) se obtiene la siguiente 

expresión que relaciona los modulas elásticos en los espacios ficticios de 

ambos modelos: 

-! es* = As As 
ijkl ijfll rsmn 

es Ae = es 
mnpq pqkl ijpq 

(3.86) 

material presenta - anisotropía 

es igual al tensor identidad 

En el caso particular en que el 

proporcional, se demostró ya que el tensor A e 
pqkl 

y, por lo tanto, resulta: 

(f' = C8 

ijkl ijkl 
(3.87) 

o sea que, en ese caso, el tensor de rigidez en el espacio ficticio 

isótropo en resistencia es igual al tensor de rigidez de un material 

isxptropo o, lo que es lo mismo, el espacio ficticio isótropo en resistencias 

es también isótropo en rigideces. 

3.3.3.3. Ecuación Constitutiva Secante 

La relación constitutiva secante se obtiene aplicando el método de 

eoleman a la primera desigualdad de elasius-Planck: 

a\f(e~.,a) 
a = m -----=1J~ 

ij aee 
ij 

(3.88) 
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Donde la energía libre del material bajo el estado real de tensiones y 

se supone que tiene la siguiente forma: 

(3.89) 

Reemplazando en esta ecuación la ec.(3.84) resulta: 

(3.90) 

Sustituyendo esta expresión de la energía libre en la ec.(3.88), se 

obtiene: 

-1 -1 
O" = A S é S+ e e = A S O" 

ij ijmn mnkl k1 ijmn mn 
(3.91) 

lo cual verifica la transformación de espacios de tensiones establecida 

de partida. 

Además, teniendo en cuenta la ec.(3.86), las ecuaciones (3.91) y (3.77) 

son idénticas. 

3.3.3.4. Regla de 

Evolución de las Variables Internas 

Con la transformación de espacios definda en la ecuación (3.80) y una 

función de potencial escrita de la siguiente forma: 

G(a .. ,a) = G(a .. ,A~.kl,a) = G(a .. ,a) = K 
IJ IJ IJ IJ 

(3.92) 

se puede calcular el flujo plástico como sigue: 
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· r = i_ aG = i_ aG aakt = i_ aG As 
c.ij aa.. aa.. klij 

IJ acrkt IJ acrkt 

l___...--J 
R 

ij 

= c.P As 
k! klij 

Las variables internas plásticas se calculan de la siguiente manera: 

aG :m =A. hm- =a 
ij 

a a 
kl 

Ly.J 

T 

(3.93) 

(3.94) 

Las ecuaciones (3.93) y (3.94) son idénticas a 

(3.71) del modelo descripto en el punto 3.3.2.2. 

ecuaciones (3.69) y 

3.3.3.5. Unicidad de la Disipación. 

Energía Libre en el Espado Ficticio Isótropo 

Si se reemplaza en la expresión de la disipación mecánica la regla del 

flujo y las leyes de evolución de las variables internas, se obtiene: 

(3.95) 

Al igual que en el modelo anterior se confirma que la disipación es un 

invariante del proceso termodinámico, independientemente del espacio en el 
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que se la evalue. 

La energía libre en el espacio ficticio isótropo tiene la siguiente 

forma: 

(3.96) 

y se cumple que: 

- a'l' e-s* e As es "'e __ As a a =m-= E= ._, 
ij 8Ee. ijkl kl ijmn mnrs rs ijmn mn 

iJ 

(3.97) 

o sea que se vuelve a obtener la hipótesis de partida (ec.(3.80)). 

3.3.3.6. Ecuación Constitutiva Tangente 

La ecuación constitutitva tangente se obtiene realizando la derivada 

temporal de la ec.(3.91) que define la forma secante. 

acr .. 
IJ 

acr 
mn 

-1 
As 

ijmn 

mn 

acr -I _ -t _ 
_ m_n ¿e = = As es* ¿e ~ ~ As cr 
aee kl ijmn mnkl kl ijmn mn 

kl 

es* 
mnkl 

(3.98) 

La ec.(3.98) puede ser interpretada como una transformación lineal de la 

siguiente ecuación incremental definida en el espacio ficticio isótropo: 

:. acr .. 
IJ 'e cr =-e 

ij aee kl 
kl 

- * es 
ijkl [. ·r] E - e 

kl kl 
(3.99) 
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Esta ecuación puede escribirse como: 

(3.100) 

Donde el tensor tangente et* puede obtenerse a partir de la 
epijkl 

condición de consistencia plástica y resulta: 

es* R aF es* 
íjmn mn aa pqkl 

et* = es* -_______ rq ___ _ 
iJ'kl epijkl -

- aF hm R + aF es* R 
1 u tu - turs rs 

aam aa 
tu 

(3.101) 

Combinando la ec.(3.100) con la ec.(3.98) se puede llegar a la forma 

incremental tangente para el sólido anisótropo real: 

-1 - -1 

G .. = As (J = A8 et* e,.¡ 
IJ ijmn mn ijmn ep " 

mnkl 

(3.102) 

Como comparación con el modelo resultante de una doble transformación de 

espacios (punto 3.3.2), se desarrolla el modulo tangente para el material 

anisótropo real obtenido con dicho modelo. Según la ec.(3.79): 

ct = kl ct Ae 
ep ÍJ. mn ep pqkl 

ijkl mnpq 

(3.103) 

- 1 
Reemplazando . C por la ec.(3.78), se obtiene: 

ep 
mnpq 
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es R_* 8F es 
rnnrs rs - tupq 

80' 
tu 

(3.104) 

es R_* 8F es 
rnnrs rs - tupq 

80' 
ct = Al es Ae -A-1 _______ tu ____ Ae 

epijkl ijrnn mnpq pqkl ijrnn _ pqkl 

- 8F ¡;rn R + 8F es R" 

(3.105) 

tu tu turs rs 
8arn 80' 

tu 

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.70) y (3.86), se obtiene: 

es* R 8F es* 
mnrs rs - tukl 

80' ct = kt es* -A¡ 
ep iJ'rnn mnkl iJ'mn 

ijkl 

tu 
(3.106) 

aF R + aF (f' R 
tu tu - turs rs 

a a 
tu 

Con lo que se llega a: 

ct = A-1 et* 
ep ij'mn ep 

ijkl mnkl 

(3.107) 

que es idéntico al resultado expresado en la ec.(3.102) 

Como conclusión de este estudio comparativo se puede decir que el modelo 

propuesto es totalmente equivalente al modelo para materiales anisótropos no 

proporcionales [Oller 1993d], con la ventaja, frente a este, que requiere una 

única transformación de espacios y por tanto reduce notablemente el número de 

operaciones de cálculo y datos a almacenar. 
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3.3.3.7. Datos del Modelo 

El modelo presentado requiere los siguientes datos en cada uno de los 

espacios utilizados: 

• Rigidez inicial local [csijkll 
local 

• Espacio real anisótropo: (f ) • Tensiones de fJuencia ijkl 
local 

• Espacio fictício isótropo: 

• Orientación de los ejes principales 
de anisotropía local 

• Función de fluencia: F(a .. ,am)=O 
lj 

• Función de potencial: G(a .. ,am)=K 
l ~ 

El tensor que define las tensiones de fluencia en el espacio ficticio 

isótropo es un tensor isótropo de comparación cualquiera que puede definirse 

en forma arbitraria. 

En el Anexo F.lO se resume la forma operativa de este modelo 

3.3.3.8. Consideración del Daño 

Para la consideración del daño se debe admitir la existencia de tres 

espacios: a) el espacio real anisótropo degradado, b) el espacio isótropo 

ficticio degradado y e) espacio ficticio isótropo no degradado. Ver fig.3.16. 

La siguiente transformación: 

(3.108) 

relaciona el tensor de tensión en un espacio ficticio isótropo degradado 
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con el correspondiente en el espacio real anisótropo degradado a través de un 

tensor de transformación que se calcula como: 

- -l - -! 
As = f f = f f 

ijkl ik ji ik jl 
(3.109) 

Donde fik y fj
1 

son tensores de tensiones de fluencia correspondientes 

f al sólido ficticio y real respectivamente y 

tensiones umbrales de daño correspondientes 

respectivamente. 

ik 
y ~1 son tensores de 

sólido ficticio y real 

a) Espacio real 
anisótropo degradado 

Cs Ee cr... "kt' ·· IJ IJ IJ 

-l 

O' = (1-d) As O' 
ij ijkl okl 

-1 

c'l:j.kl = (1-d) N. co*kl 
IJmn mn -o* e 

O' ' C. ·k¡' E .. 
o.. IJ IJ 

IJ 

o: o 
3 

al 

b) Espacio ficticio 
isótropo degrado 

- - s* e 
0' ... C. .kl' E .. 

IJ IJ IJ 

u, 

0' .. = (1-d) O' 
IJ O 

ij 

es* = (1-d) co* 
ijkl ijkl 

e) Espacio ficticio isótropo no degradado 

Fig.3.16 Relaciones entre los espacios real anisótropo degradado, 

ficticio isótropo degradado y ficticio isótropo no degradado 

La ec.(3.108) supone una hipótesis adicional que es la proporcionalidad 

entre las tensiones umbrales de fluencia y daño en cada una de las 

direcciones del material. Esto es una manera de decir que el espacio ficticio 

definido es isótropo en las tensiones de jluencia e isótropo en los umbrales 

de daíío. 
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Siguiendo esta hipótesis, la función de daño puede escribirse como: 

"o "'n "'n -G (cr .. ,p) = G (cr .. ,A.k
1
,p) = G (cr .. ,p) = O (3.110) 

ij ij ij ij 

La siguiente transformación define la relación entre los tensores de 

tensión correspondientes al espacio ficticio isótropo degradado y al espacio 

ficticio isótropo no degradado : 

á .. = (1-d) (J 
IJ o .. 

(3.111) 
IJ 

Donde <J es el tensor de tensiones en el espaciO isótropo ficticio no 
o .. 

IJ 

dañado y d la variable de daño. 

Por otro lado, se supone que las deformaciones elásticas en los espacios 

isótropo ficticio degradado y no degradado y real anisótropo d~gradado son 

idénticas: 

Donde c.e es el tensor de deformaciones elásticas en el 
o .. 

lj 

isótropo ficticio no dañado. 

La tensión en el espacio ficticio isótropo degradado se calcula como: 

-o"' e - s• e 
<J.. = ( 1-d) (J = ( 1-d) e e = = e e 

lj 0, ijkl kl ijk! kl 
IJ 

(3.112) 

espacio 

(3.113) 

Donde c;;kl es el tensor de rigidez elástica secante en el espacio 

isótropo ficticio degradado y c~~kl es el tensor de rigidez elástica secante 
IJ 

en el espacio isótropo ficticio no dañado. 

Teniendo en cuenta que: 
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- - * 
o = (1-d) C0 te ==As o =N CS te (3 114) 

ij i jkl kl ijkl Id ijkl khnn mn • 

donde C es el tensor de rigidez elástica secante en el espacio real 
klmn 

anisótropo dañado, se encuentra que: 

-o"' 1 As es e.. t = ---r-::r- . tjk 1-u ÍJmn mnkl 
(3.115) 

3.4. EJEMPLOS DE COMPROBACION DEL MODELO PROPUESTO 

3.4.1. EFECTO DE LA ORIENT ACION DE FIBRAS UNIDIMENSIONALES 

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un prisma de material 

compuesto por fibras de vidrio continuas unidimensionales sometido a tracción 

uniaxial. Ver fig.3.17. Las fibras se disponen formando un ángulo <p con la 
o 

dirección de tracción (O;::;<p<90 ) y se estudia como varía el comportamiento en 

función de ese ángulo <p. 

Las propiedades mecánicas del material se han resumido en la Tabla 3.1. 

Tabla 3.1 Propiedades mecánicas de las fibras 

E = 59199,98 MPa 
long 

Criterio de Fluencia: 
o 

Mohr-Coulomb, <l>='Jf=15 
E = 14061,73 Mpa 

lrnns Plasticidad Perfecta 

0° = 956,19 MPa 0° = 95,619 MPa 
e 1 
long long 

V= 0 

Flujo plastico de fibras (Jo = (Jo /14 (Jo = (Jo /14 
e e 1 1 
lrans long lrans long 

El prisma se discretizó con cuatro elementos de 4 nodos y 2x2 puntos de 

ntegración. 
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Fig.3.17 Variación del rnóludo elástico en función 

de la orientación de las fibras 

En la fig.3J 7 se ha representado la variación del módulo de Young en la 

dirección de la fuerza aplicada en función de la inclinación de las fibras 

respecto a esa dirección. En ese diagrama puede verse corno va disminuyendo el 

módulo elástico a medida que las fibras se van inclinando respecto de la 

dirección de tracción hasta alcanzar su valor mínimo cuando estas se unbican 

en dirección ortogonal a la fuerza aplicada. 

En la fig.3.18 se ha representado la variación de la 

tracción en función del ángulo de orientación de las fibras. 

resistencia a 

La máxima 
o 

resistencia se produce cuando las fibras están a1ineadas con la carga <p=O y 
o o o 

la mínima para <p=45 . La resistencia para <p=O es mayor que para <p=45 debido 

al efecto de restricción de la deformación transversal impuesto por la 

resistencia a compresión de las fibras. 

Si se compara las curvas de las fig.3.17 y 3.18 con resultados 
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experimentales para este tipo de materiales [Hull 1981] puede verse que sus 

tendencias son similares. Se podría lograr mejor aproximación con los 

resultados experimentales si se utilizara otro criterio de fluencia más 

adecuado para fibras. En este ejemplo sólo se intenta demostrar la capacidad 

del modelo para reproducir comportamientos altamente anisótropos como los de 

las fibras por lo que la elección de la superficie , de fluencia fue 

arbitraria. 

X 
o 
E 

1.00 

0.80 

g'0.60 
o 
<( 
2 
(.') 

Ui 
.......__0.40 
<( 
2 
(.') 

üi. 

0.20 

0.00 4,~~~~~~~~~~~~~~~~~.~~~ 
0.00 20.00° 40.00° 60.00" 80.00° 

ANGULO cp 

Fig.3.18 Variación de la resistencia tracción en fuención 

de la orientación de las fibras 

3.4.2. P ANI1:L DE MAMPOSTERIA 

Este ejemplo consiste en estudiar el comportamiento de un panel de 

mampostería ensayado por Page [Page 1978] bajo cargas de compresión con 

distintas orientaciones respecto de la junta de mortero. El panel estudiado 

se ha representado en la fig.3.19. Se trata de un panel a escala reducida. 
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Fig.3.19 Panel de mampostería 
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Fig.3.20 Malla de elementos finitos 
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En primer lugar, como verificación del modelo isótropo y como contraste 

de los resultados a obtener posteriormente, se resolvió el problema 

discretizando el panel en elementos de ladrillo y elementos de mortero. Para 

ello se utilizó la malla de elementos finitos de la fig 3.20, con elementos 

isoparamétricos de 4 nodos y 2x2 puntos de integración. 

Las propiedades mecánicas de los materiales se han resumido en Tablas 

3.2 y 3.3. En este primer paso sólo se tuvo en cuenta la anisotropía elástica 

de los ladrillos. 

Tabla 3.2. Propiedades mecánicas de los ladrillos 

E = 5920 MPa E = 7550 MPa Criterio de Fluencia : 
horiz vert 

o 
V = 0,167 Mohr Coulomb (~=15 ) 

<J
0 = 36,5 MPa 
e 

<J
0 

= 12,8 MPa 
1 

Plasticidad perfecta 

Flujo asociado 

Tabla 3.3. Propiedades mecánicas del mortero 

E = 1694,9 MPa 

V = 0,21 

<J
0 = 3,2 MPa 
e 

crric = 14,0 MPa 
e 

a; = 0,29 MPa 

Kd. = 0,3 
ptc 

Criterio de Fluencia : 
o 

Mohr Coulomb (~=30 ) 

Criterio de Potencial : 
o 

Mohr Coulomb ('Jf=l5 ) 

G =12N/mm (Gr=6N/mm;Gd=6N/mm) 
e e e 

G =0,26N/mm (Gr=O,lON/mm; Gd=0,16N/mm) 
f f f 

Curva de endurecimiento plástico lineal 
Curva de endurecimiento en daño exponencial con pico 
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(Tensión-deformación en la dirección de la carga)[Page 1978] 
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Fig.3.22 Ensayo de compresión normal a la junta 

(Tensión-deformación en la dirección perpendicular a la carga) 
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En la fig.3.21 se han representado las curvas tensión deformación 

vertical para la carga actuando en dirección vertical (normal a la junta de 

mortero). Puede verse que los resultados numéricos se aproximan bastante a 

los exeprimentales. Los ladrillos permanecen elásticos. El mortero en cambio, 

plastifica. Hay un diferencia notable de comportamiento entre la junta 

vertical y la horizontal. La junta vertical se comporta como si fuera 

perfectamente plástica mientras que las horizontales muestran un gran 

endurecimiento. 

En la fig.3.22 se han representado las curvas tensión-deformación 

horizontal correspondientes al mismo ensayo. Observando las mismas , se puede 

explicar la diferencia de comportamiento entre las juntas de mortero 

detectada en la fig.3.21. La junta horizontal resulta comprimida en al 

dirección horizontal debido a que su módulo de Poisson es más grande que el 

del ladrillo. Esto hace que la junta trabaje en compresión biaxial y aumente 

su resistencia mostrando un endurecimiento mayor que el que tendría si 

trabajara a compresión simple. La junta vertical, por el contrario, resulta 

traccionada en ia dirección horizontal, esto hace que su resistencia 

disminuya respecto a la que tendría en compresión uniaxial. 

Tanto en la fig.3.21 como en la fig.3.22 las curvas correspondientes a 

la de la mampostería caen entre las curvas de los ladrillos y la de la junta 

horizontaL 

En la fig.3.23 se han representado las curvas tensión-deformación 

horizontal para la carga actuando en dirección horizontal (paralela a la 

junta de mortero). Nuevamente se observa que los ladrillos permanecen 

elásticos mientras que las juntas de mortero muestran un comportamiento no 

lineal. Aparece también un comportamiento bien diferenciado de las juntas 

horizontales y verticales de mortero. 
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En la fig.3.24 se han representado las curvas tensión-deformación en la 

dirección vertical para el mismo ensayo. Puede verse que el mortero 

horizontal en un comienzo resulta traccionado verticalmente por lo que 

disminuye su resistencia y luego empieza a comprimirse aumentando la misma. 

El mortero vertical, en cambio, está comprimido verticalmente por la 

diferencia en el módulo de Poisson con los ladrillos. Es un comportamiento 

análogo al observado para el ensayo de compresión vertical sólo que con las 

direcciones intercambiadas. 

Como conclusión de este análisis debe notarse que el comportamiento de 

cada uno de los materiales dentro del conjunto de la mampostería no sólo 

depende de las características mecánicas propias del material componente smo 

que está altamente influenciado por su disposición geométrica. 

U na vez conocido el comportamiento de la mampostería a través de este 

ejemplo, se intentó resolver el mismo problema pero simulando a la 

mampostería como un único material ortótropo. Esto tiene la ventaja de que 

permite reducir notabiemente ei número de elementos necesarios para resolver 

el problema. En ese caso ya no hace falta discretizar ladrillo por ladrillo y 

junta por junta. Sin embargo, se trata sólo de una aproximación al 

comportamiento de la mamposterfa ya que el modelo de un único material 

ortótropo tiene a priori algunas limtaciones. Es conveniente resaltar que la 

mampostería no es un material compuesto propiamente dicho sino una estructura 

compuesta de distintos materiales. 

La consideración de la anisotropía a través de un tensor de 

transformación de espacios constante no permite lograr superficies de 

fl uencia o de rotura como las encontradas experimentalmente por Page [ 1981] 

en las que la relación entre la resistencia a tracción en la dirección normal 

y paralela a la junta no es igual a la relación de resistencias a compresión 

en las mtsmas direcciones. Para este caso haría falta definir una 

transformación que dependa del estado tensional. Por otro lado, en un modelo 

de material único sólo puede tenerse en cuenta en forma muy aproximada el 

efecto de la disposición geométrica y del tamaño de los mampuesto y de la 

junta de mortero. 
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Resistencia Tracción de la Mampostería 

En primer lugar, se presenta la aplicación del modelo ortótropo a la 

evaluación de la resistencia a tracción de la mampostería. Para ello se 

resolvió un elemento de mampostería con inclinaciones variables respecto del 

ejes principales de tensión, ver fig.3.25, y se encontró en cada caso la 

correspondiente resistencia. En la Tabla 3.4 se han resumido los datos 

utilizados. 

Tabla 3.4. Resistencia a tracción de la mampostería 

Criterio de rotura: 

Rankine 

e variable 

...,....X 
r 

Fig.3.25 Panel de mampostería sometido a tracción 

En el espacio isótropo ficticio se trabaja con el criterio de Rankine: 

(3.116) 

Donde cr
1 

es la tensión principal mayor en el espaciO ficticio isótropo 

que puede escribirse en función de las componentes del tensor de tensiones 

ficticias o de sus invariantes. Si además se reemplaza: 
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-1 
N = f f 

ijkl ik ji 
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(3.117) 

(3.118) 

y se recuerda que el tensor de resistencia f.. depende de la orientación 
IJ 

de los ejes locales de anisotropía e (ver ec.(3.32), se llega a una ecuación 

del tipo: 

!f( cr ,cr ,e) = 0"
0 

1 2 r 
(3.119) 

En la Fig.3.26 se han representado las curvas de rotura en el plano 

cr
1
-cr

2 
para distintas inclinaciones e. Las mtsmas son idénticas a las 

encontradas por [Beneddetti 1982]. 

SIGMA 1 /SIGMAto 

-2.50 -2.00 -1.50 -1.00 -0.50 0.00 , , , , , , , , , , l' , , , \ , , , , , , , 't, , , , ~ , 1 , , , , , , , , , , , , , , , , , , , L 0 . 00 
7,5 90" 

-0.25 

-0.50 

-0.75 

-1.75 

Fig.3.26 Variación de la resistencia tracción con la 

inclinación de la junta. 

(/) 
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Se podría seguir un procedimiento similar para modelar la rotura por 

compres ión con el criterio de Mohr Coulomb, por ejemplo [Benedetti 1982]. El 

problema está en que la relación entre resistencias compresión en las 

distintas direcciones es diferente de la correspondiente a tracción [Page 

1981]. Debido a ello, la superficie de rotura en el espacio real obtenida 

como se explicó, a través de una transformación que no depende del estado 

tensional, difiere de los resultados experimentales [Page 19811 

Modelo Simplificado 

En segundo lugar, se pasa ya al modelo simplificado para reproducir el 

comportamiento del panel ensayado por Page [1978], ver fig.3.19. 

Las características mecánicas del material utilizado para simular el 

comportamiento de la mampostería se han resumido en la Tabla 3.5. Las mismas 

fueron obtenidas en base a las siguientes hipótesis simplificativas que a su 

vez suponen un comportamiento elástico: 

• Deformaciones idénticas en las direcciones paralelas a la junta y 

tensión igual a la suma de tensiones por las relaciones de volúmenes: 

E = E = k E + k E (3 .120) 
x z m m 1 1 

V=V =k V +kV 
xz m m 1 1 

Donde: 

k : relación del volumen total 

k +k = 1 
m 1 

E : módulo de elasticidad longitudinal 

v : coeficiente de Poisson 

y los subíndices m y 1 indican mortero y ladrillo respectivamente 

(3 .121) 

(3.122) 

• Resistencia en direcciones paralelas a la junta igual a la tensión en 

el momento que el mortero alcanza su resistencia 
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(Jo = (Jo = (k (E /E ) + k ) (J
0 (3.1 23) 

x z l l lm m m 

• Deformación en dirección normal a la jun ta igual a suma de 

deformaciones y tensiones idénticas. 

1 E=---
y k k 

(3.124) 

l + m 
F p;-

¡ m 

• Resistencia en la dirección vertical igual a resistencia del mortero: 

(3.125) 

• Flujo en la dirección z, normal al plano del panel. 

Tabla 3.5. Propiedades mecánicas de la mampostería 

E =E= 5455,2 MPa, E =5471,0 MPa Criterio de Fluencia : 
X Z y 

o 
v = 0,172 Mohr Coulomb ($=30 ) 

(J
0 = 3,2 MPa 
e 

ari = 14 O MPa , 
e 

a~ = 0,29 MPa 

Kd. = 0,3 

Flujo de fibra en la dirección z 

QP=6N/mm;Gd=6N/mm 
e e 

r•c 

Curva de endurecimiento plática lineal G~=0,10N/mm; G~=0,16N/mm 

Curva de endurecimiento en daño 
exponencial con pico 

Para resolver este panel se utilizó la malla de elementos fin itos de la 

fig.3.27 con sólo seis elementos de 4 nodos y 2x2 puntos de integración. 
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Fig.3.27 Malla de Elementos Finitos 

En la fig.3.28 se ha representado la curva tensión deformación de la 

mampostería para carga vertical, normal a la junta. En la misma · puede verse 

que los resultados se aproximan bastante a los obtenidos experimentalmente. 
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Fig.3.28 Ensayo de compresión normal a la junta 

(Tensión-deformación en la dirección de la carga) 
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En la fig.3.29 se ha representado la curva de la mampostería bajo carga 

horizontal, paralela a la junta. En la misma puede verse que los resultados 

se aproximan bastante a los obtenidos como promedio en el mismo ejemplo 

resuelto con elementos de ladrillo y elementos de mortero. 
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Fig.3.29 Ensayo de compresión paralelo a la junta 

(Tensión-deformación en la dirección de la carga) 

X 

En la fig.3.30 se ha representado la curva tensión tangencial

deformación angular en la junta para ensayos de compresión con cierta 

inclinación respecto de la junta de mortero. Puede verse que los resultados 

del modelo aproximado no coinciden con los resultados experimentales pero 

tienen la misma tendencia. 
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Fig.3.30 Ensayo de compresión inclinado respecto a la junta 

(Tensión tangencial-deformación angular en la dirección de la junta) 

3.5. CONSIDERACIONES FINALES 

En este capítulo se ha presentado un modelo que permite reproducir el 

comportamiento de sólidos elásto-plásticos anisótropos no porporcionales 

mediante un modelo isótropo a través de una única transformación de espacios. 

La extensión del modelo al caso de daño debe ser estudiada con más 

profundidad. 

Como generalización de este modelo se propone formular una 

transformación de espacios que dependa del estado tensional para poder 

simular materiales donde la relación entre resistencias a compresión y 

tracción cambia con la dirección en que se la mida. 
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ANEXO 3.1 

FORMA DE LA SUPERFICIE DE FLUENCIA 

PARA MATERIALES ANISOTROPOS 

A3.LL INTRODUCCION 

En el Capítulo 3 se presentó un modelo que a través de una 

transformación de espacios permite resolver problemas de materiales 

anisótropos elastoplásticos y degradables utilizando funciones de fluencia y 

daño isótropas. Esto evita la definición particular de estas funciones para 

cada tipo de material anisótropo. 

En este anexo se obtienen y se grafican las formas de las superficies de 

fluencia que resultan en el espacio anisótropo real. 
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A3.3.2. FORMA DE LA SUPERFICIE DE FLUENCIA 

EN EL ESPACIO ANISOTROPO REAL 

La función de fluencia del material anisótropo real F puede escribirse 
-

como una función isótropa F de las componentes del tensor de tensiones en el 

espado ficticio isótropo. Esto es: 

- -
F(a .. ,a) = F(a .. ,N.kl,a) = F(a .. ,a) 

~ ~ ij ~ 
(A3.l.l) 

-
A la inversa, partiendo de las funciones isótropas F en el espacto de 

-
tensiones ficticias a .. y reemplazando: 

IJ 

o .. = A~.kl akl 
lj IJ 

(A3.1.2) 

se puede encontrar la forma de las funciones F en el espacio de 

tensiones reales a .. 
IJ 

En las figuras A3.1 se han representado las superficies de fluencia en 

el plano principal a. -o , para distintas relaciones de resistencias: 
1 3 

(A3.1.3) 

y para distintos criterios de fluencia o daño. 

De la observación de las figuras A3.1 se desprende que la transformación 

de espacios propuesta preserva la convexidad original de las superficie de 

fluencia y daño durante la transformación de espacios. 
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0.50 

0.00 

o 

1 /a1 

-0.50 

-1.00 

-1.50 
-1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1.50 

a) Tresca 

-1 . 50 --h-,--,.-,--.-r--.-.-r-,---,-.-..-..,.-l--,-r-r--.r...,..-,rror.-rl 
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b) Von Mises 

Fig.A3.1. Efecto del cambio de forma para distintas 

relaciones de resistencias r = a~/a; 
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e) Mohr-Coulomb 

o 
(J /CJ 

J 1 

- 1. 50 -h--rrrrrrTTTTTTTTT-rrT'TT'T'TT'T-,-,-,:-rJ-,rTT"rTT"f"T'T'rTTITT'ITT'n 
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d) Drucker-Prager 

Fig.A3.1. Efecto del cambio de forma para distintas 

relaciones de resistencias r = rl/rl (Continuación) 
1 3 
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e) Lubliner-Oller 

Fig.A3.1. Efecto del cambio de forma para distintas 

relaciones de resistencias r = cr;/cr~ (Continuación) 
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ANEXO 3.2 

FLUJO PLASTICO EN MATERIALES ANISOTROPOS 

A3.2.1. INTRODUCCION 

La anisótropía de un material e]astoplástico no sólo influye en su 

tensión de fluencia sino también en la orientación del flujo plástico. El 

material tiende a fluir en la dirección de menor resistencia. Este mismo 

efecto se logra al hacer la transformación de espacios propuesta en el 

Capítulo 3. 

A continuación se presenta un ejemplo numérico en el que se ilustra como 

se orienta el flujo plástico en un material ortótropo. 

Finalmente se trata el problema singular del flujo plástico en fibras 

unidimensionales. 
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A3.2.2. ORIENTACION DEL FLUJO PLASTICO EN UN MATERIAL OHTOTROPO. 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 

Supóngase un material con una relación de resistencias : 

que obedece al criterio de fluencia de Von Mises. 

En la Fig A3.2.1 se ha representado la superficie de fluencia en el 

espacio de tensiones reales F y la superficie de fluencia en el espacio 
- -

isótropo ficticio F, en el plano a = a = O. 
2 2 

- 1 .50 -h...-.....,--,rr-,..,.-r-r,....,-.,-+-ro-r-ro....,--,....,--,,.,-,..,-j 
-1.50 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 1 .50 

Fig.A3.2.1. Flujo plástico en un material ortótropo 

(r=4,5) 

Para el caso (a
1 

= -a
3
), utilizando la transformación de espacios se 

-
tiene: (a

1 
= a

1
) y (a

3 
= 4,5 a

3 
= -4,5 a

1
). Reemplazando estos valores en la 
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ecuación de la función de fluencia isótropa de Von Mises, se obtiene: 

(J /<J~ = -0,2 

Suponiendo que las direcciones principales de anisotropía coinciden con 

el sistema de referencia, el tensor de transformación de tensiones escrito en 

forma matricial resulta: 

Supóngase ahora el caso de flujo asociado, esto es G=F y G=F. En la 

fig.A3.2.1 se ha indicado la dirección del flujo en el espacio isótropo 

ficticio, normal a la superficie de potencial correspondiente. 

aG = J-0.5451 
aa l 0.838 J 

Para obtener el flujo en el espaeto anisótropo real se debe multiplicar 

este último por el tensor de transformación, lo que equivale multiplicar la 

componente en la dirección de menor resistencia por la relación de 

resistencias. De esta forma, el flujo se orienta en la dirección de menor 

resistencia. 

o 

4,5/1 l {-0.545} 
0.838 

El flujo plástico en el espacio real normalizado a la unidad resulta: 

aG = {-0.143} 
8~ 0.990 
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A3.2.3. FLUJO EN FIBRAS 

Las fibras constituyen un caso extremo de ortotropía en que el 

comportamiento es prácticamente unidimensional. Sin embargo, su 

comportamiento no se obtiene como una particularización del modelo antes 

presentado. 

Si bien una fibra tiene su mayor resistencia en la dirección axial, sólo 

puede fluir en esa dirección. De modo que el caso de fibras debe ser tratado 

como un caso especial en el que el flujo plástico tiene la dirección de la 

fibra. 

aG l cose sene] { 1 } { cose} 

-sene cose o - -sene a a 

Matriz de rotac. 

Donde e es el ángulo que forma la fibra con el eje 1 de referencia. 
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CAPITULO 4 

MODELO CONSTITUTIVO PARA MATERIALES 

COMPUESTOS ANISOTROPOS. 

PEQUEÑAS DEFORMACIONES Y DESPLAZAMIENTOS 

CARGAS CUASIESTATICAS DE CORTA DURACION 

PROBLEMAS TERMICAMENTE EST AH LES 

4.1. INTRODUCCION 

La mayoría de los materiales que se encuentran en la naturaleza debe sus 

propiedades a la combinación de dos o más componentes que se distinguen 

claramente si se lo examina con un microscopio óptico o electrónico [Hull 

19921. Un ejemplo de esto son la madera y el bambú. Un análisis microscópico 

de los mismos revela la presencia de una estructura fibrilar que se pone en 

evidencia al quebrar un trozo de ellos. 

La mayoría de los materiales que se usan en ingeniería son también 

combinación de dos ó más fases dispersas a una escala microscópica para 
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obtener propiedades óptimas. La resistencia y ductilidad de las aleaciones y 

plásticos que se usan en ingeniería se logra combinando fases de alta 

resistencia con fases de gran ductilidad. Un ejemplo de esto se encuentra en 

el acero común al carbono. Cuando este acero es enfriado lentamente desde 
o 

800 e su microestructura presenta láminas alternadas de una fase blanda y 
dúctil que es prácticamente hierro puro y otra fase dura y frágil (Fe C). 

3 

Los dos tipos de materiales mencionados son microcompuestos porque sus 

propiedades se logran de una dispersión muy fina de las fases. La estructura 

es usr.almente tan fina que se requiere un microscopio electrónico para 

individLalizar cada uno de los componentes. 

La idea de compuesto puede ser llevada también a la macroescala. Esto es 

particularmente importante en materiales estructurales en los que se puede 

combinar dos o más materiales de manera de lograr un comportamiento ele 

conjunto superior al de los materiales individuales. Un ejemplo de esto son 

el acero galvanizado que combina la resistencia mecánica del acero con la 

resistencia a ia corrosión del zinc. De manera similar el hormigón, que en sí 

ya puede ser considerado como un compuesto formado por agregados y pasta de 

cemento, normalmente se combina con barras de acero para aumentar su 

resistencia a tracción. Otros ejemplos de materiales compuestos son los 

hormigones con fibras, la mampostería y los plásticos reforzados con fibras. 

No existe una definición de material compuesto, pero en términos ele lo 

ya expuesto se puede decir que un material estructural compuesto ·reune las 

siguientes propiedades [Hull 1992]: 

• Está constituido por dos o más materiales físicamente distintos y 

mecánicamente separables. 

• Puede lograrse mezclando materiales de manera que la dispersión de un 

material en el otro pueda hacerse en forma controlada para lograr 

propiedades óptimas. 

• Las propiedades del material compuesto son superiores a las de los 

componentes. 

Desde el punto de vista constitutivo, los materiales compuestos pueden 
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clasificarse de la siguiente manera [Oñate 1991j: 

a) Materiales de matriz compuesta 

b) Materiales de matriz reforzada con fibras cortas 

e) Materiales de matriz reforzada con fibras largas 

d) Materiales de estructura compleja 

Los materiales de matriz compuesta suelen desarrollarse para mejorar las 

cualidades mecánicas del material base o de la fase principal, mediante el 

agregado ele otros materiales denominados fases secundarias. Ejemplos de este 

tipo de materiales compuestos son los materiales logrados por compactación de 

polvos cerámicos. 

Los materiales de matriz reforzados con fibras cortas tienen 

incorporadas pequeñas fibras en la matriz, distribuidas muy homogéneamente y 

de manera aleatoria, de modo que el comportamiento es prácticamente isótropo. 

Se logra así materiales muy dúctiles que se utilizan en la industria 

automotriz. 

Los materiales de matriz reforzada con fibras largas están constituidos 

por un material matriz de base sobre el que se orientan fibras orgánicas o 

inorgánicas formando estructuras entramadas o entretejidas. Tienen un 

comportamiento marcadamente direccional. En general son diseñados para evitar 

la falla del material, porque después que se rompe la matriz, queda 

resistiendo la fibra. Estos materiales se utilizan mucho en la industria 

aeronáutica por su clireccionalidad y ductilidad. 

Los materiales de estructura compuesta forman un amplio grupo. La 

estructura macroscópica ele estos materiales está compuesta por materiales 

puros o compuestos a su vez. El comportamiento ele estos materiales depende de 

las propiedades mecánicas de sus componentes pero además de la disposición 

geométrica de los mismos. Ejemplos de este tipo de materiales son el hormigón 

armado y la mampostería. 
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4.2. BREVE ESTADO DEL ARTE SOBRE 

MODELOS CONSTITUTIVOS PARA MATERIALES COMPUESTOS 

[Oñate 1991] 

Exiten gran cantidad de modelos para la simulación del comportamiento de 

materiales compuestos. 

En la mayoría de los modelos de cálculo actuales se analiza el 

comportamiento de materiales compuestos a través de un tratamiento a nivel de 

elementos finitos, con estrategias que permiten realizar una aproximación del 

campo de desplazamientos que permiten obtener la magnitud que actúa en cada 

componente del compuesto. 

Otra alternativa es plantear el problema a nivel ecuación constitutiva y 

utilizar elementos finitos estándar. De este tipo de modelos existen, a su 

vez, muchas variantes según el tipo de teoría en las que estén basados.· 

A continuación se hace una breve sintésis de algunos modelos 

constitutivos representativos de distintas teorías para el tratamiento 

constitutivo de materiales compuestos. 

4.2.1. MODELOS ELASTICOS ANISOTROPOS 

LVinson 1986, Dept. of Defense 1968J 

Estos modelos adoptan una ley constitutiva del tipo: 

cr = Co E 
ij ijkl kl 

(4.1) 

Donde el tensor constitutivo C0
.kl representa el comportamiento del 

IJ 

compuesto dentro de ciertos líimites. 

Este modelo considera la anisotropía inicial pero no puede tener en 

cuenta la anisotropía inducida porque se admite que las componentes del 

tensor Co 1 son las correspondientes al material virgen y se mantienen 
ijk 

constantes .durante todo el proceso de carga. 
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Otro problema que presenta la adopción de una ley como la de la ec.(4.1) 

es que no considera que los materiales compuestos tienen un marcado 

comportamiento inel<ístico. De aquí que al utilizar estos modelos surge la 

necesidad de hablar del fenómeno de crecimiento del módulo de Poisson, cuando 

en realidad se trata ele un crecimiento ficticio. Esto se debe al fenómeno de 

di!atancia inducido por el deslizamiento inelástico de las fibras respecto ele 

la matriz del material. 

Normalmente se combina esta ley con un criterio ele rotura, obteniéndose 

así una formulación elástica frágil. Per debido a que se considera el 

compuesto como un único material, entonces con solo variar la orientación de 

las fibras por ejemplo, cambia el comportamiento del material y se debe 

formular un nuevo tensor constitutivo y un nuevo criterio ele rotura. 

4.2.2. TEORIAS DE ALTO ORDEN PARA COMPUESTOS Y 

MATERIALES LAMINADOS EN LAMINAS CILINDRICAS 

CON ELEMENTOS TIPO Co [Kent 1989] 

Los compuestos laminares tienen gran aplicación industrial. 

Tradicionalmente para la resolución de estos problemas se utilizaban teorfas 

de primer orden, donde se supone que las tensiones tangenciales son 

constantes en el espesor necesitando una formulación que dependa del 

denominado coeficieflte corrector de corte [Timoshenko 1959]. La determinación 

de este coeficiente en materiales laminados es muy engorrosa y depende del 

tipo de material. Por otro lado, la teoría de primer orden considera que las 

deformaciones varían linealmente en el espesor, hipótesis que no es siempre 

válida, especialmente en compuestos tipo "sandwich", donde existe un alma 

débil entre dos láminas muy rígidas. 

De lo expuesto, Kent y Menan [Kent 1989] deducen la necesidad de 

disponer de una teoría que considere en forma más realista la variación de 

las tensiones tangenciales en el espesor como así también la variación no 

lineal de las deformaciones a través del espesor. Para ello se en la 

referencia mencionada, se presenta una formulación mediante elementos finitos 

tipo C\ basada en una aproximación de los desplazamientos de alto orden, 

como así también una ley constitutiva elástica ortótropa para simular el 
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comportamiento del compuesto. 

Esta teoría se basa en el siguiente modelo de desplazamiento (ver 

Fig.4.1): 

z{} 2 * z3 {}~ i=1,2 u =u + + z u. + j 1 1 

(4.2) 

u =u 
3 3 

donde las funciones U. están definidas en el espacio para cada valor 
1 

de z medido desde el plano medio o supe1jicie de referencia. Las funciones u 

y t't. son desplazamientos y rotaciones medidos en la superficie de referencia, 
1 

mientras que u~ y {}~ son los términos de alto orden de los desplazamientos y 
1 1 

rotaciones obtenidos también sobre la superficie de referencia mediante un 

desarrollo en serie de Taylor. De esta forma, la ec.( 4.2) contiene los 

términos que permiten incluir los efectos de deformación por corte 

transversal. Así el vector de desplazamientos generalizados o , medido en 
S 

coordenadas locales de la lámina y sobre la superficie de referencia se 

expresa como: 

(4.3) 

(2) 

Fig.4.1 Compuesto laminado y ejes de referencia local 1 Oñate 19911 
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A partir de esta expans10n de los desplazamientos, se desarrollan dos 

teorías de láminas: una teorfa de láminas delgadas y otra teorfa de láminas 

gruesas. 

Este tratamiento parece dar buenos resultados respecto a la forma 

tradicional de tratar el problema mediante la teoría de primer orden. Sin 

embargo, el modelo constitutivo es muy pobre para simular el comportamiento 

de un material compuesto, más aún si se quiere simular un compuesto fuera del 

campo de las láminas. 

4.2.3. MODELO DE JAYATILAKA PARA COMPUESTOS 

CON FIBRAS LARGAS O CORTAS [Jayatilaka 1979] 

Este modelo supone que las fibras están uniformemente distribuidas y 

que no hay desplazamientos relativos entre las fibras y la matriz. Trata en 

forma diferenciada los problemas de fibras largas y cortas, paralelas o 

dispuestas arbitrariamente. 

Para el caso de fibras largas paralelas supone que la tensión total es 

la suma de las tensiones en la matriz y las fibras multiplicadas cada una por 

las relación del volumen que ocupan cada una de ellas. La deformación en las 

fibras y en la matriz es única y las fibras se deforman en forma constante en 

toda su longitud. La teoría resultante es un caso particular de la teor{a de 

mezclas. 

En los compuestos con fibras cortas paralelas existe un mecanismo de 

transferencia de cargas desde la matriz a las fibras diferente. Esta 

transferencia es gradual a lo largo de la longitud. En los extremos de la 

fibra la transferencia es nula y la tensión de adherencia máxima. Se supone 

que tanto las fibras como la matriz tienen un comportamiento elástico y que 

las tensiones tangenciales desarrolladas por efecto de la adherencia dependen 

de los desplazamientos relativos entre fibras y matriz. El único efecto que 

no contempla esta hipótesis es el problema de concentración de tensiones en 

los extremos de las fibras. 

En el caso en que las fibras no sean paralelas a la carga aplicada se 
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debe transformar el estado tensional a los ejes materiales y resolver ah í e l 

problema. 

Este modelo, basado en hipótesis simples que han sido confirmadas en 

su mayoría experimentalmente, es un caso muy particular de la teoría de 

mezclas, pudiendo dar buenos resultados dentro del rango elástico. 

4.2.4. MODELO CONSTITUTIVO DE DAÑO PARA 

MATERIALES COMPUESTOS CON FIBRAS DISTRIBUIDAS 

EN FORMA PARALELA O ALEATORIA 

fPickett 1989, Rouvray 1989] 

La simulación del comportamiento de estos materiales se hace mediante 

una ley constitutiva bifase [Truedell 1960], donde la matriz constituye una 

de las fases cuyo comportamiento es no lineal' con pérdida de rigidez y 

resistencia debidas a la formación de poros e interconexión entre ellos. La 

otra fase está constituida por las fibras que se suponen con comportamiento 

elástico frágil. Para simular el comportamiento de la matriz se usa la teoría 

de daño de Kachanov [Kachanov 1958]. 

En el caso particular en que el compuesto esté constituido por fibras 

largas el modelo simula la ruptura del material, dejando sólo una resistencia 

residual debida a la existencia de fibras que no han roto. En este caso se 

produce el ablandamiento por deformación que provoca la localización de las 

deformaciones y aparece el inconveniente de que la solución de un problema se 

hace dependiente de la malla de elementos finitos. Las fibras se consideran 

continuas y unidireccionales con comportamiento elástico lineal hasta 

alcanzar un criterio de falla definido en el espacio de deformaciones. 

En el caso en que las fibras sean cortas se utiliza también un modelo 

bifase, sólo que se apJjca el modelo isótropo de degradación de rigidez a 

todos los componentes del material compuesto. Es decir que en estos 

materiales, cuando la variable de daño se hace igual a la unidad, el 

compuesto queda totalmente dañado. 

En resumen, este modelo es un caso particular de la teoría de mezclas. 
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Es capaz de simular la anisotropía natural pero no la anisotropía inducida 

durante el proceso de carga. Además tiene la limitación de que no puede 

simular el fenómeno de dilatancia. Presenta la ventaja, frente a los modelos 

clastoplásticos, de que es muy estable y rápido. 

4.2.5. MODELO CONSTITUTIVO PARA COMPUESTOS DE 

FIBRAS LARGAS POR CAPAS, 

CON RIGU>EZ DJEFRENCIADA A TRACCION Y COMPRESION 
[ Idelsohn 1982] 

Este modelo trata cada lámina compuesta (fibras y matriz) como un único 

material con un comportamiento antes de alcanzar el umbral de fallo y otro 

comportamiento distinto después de alcanzar dicho límite. 

Para el comportamiento previo a la rotura propone tres tipos de 

comportamiento: 

• Material elástico lineal 

• Material no lineal en donde las propiedades del material que definen 

la · matriz de rigidez son funciones de ciertas deformaciones 

equivalentes. 

• Material con rigidez diferenciada a tracción y compresión que trabaja 

con un tensor de rigidez cuyas componentes dependen del tipo de estado 

tensional. 

El criterio de rotura es de tipo ortótropo y actúa sólo como una barrera 

tensional que marca una diferencia en el comportamiento. 

Después de la rotura de la matriz, la rigidez transversal y de corte 

decrece a valores muy pequeños, reduciéndose sólamente a la rigidez 

transversal aportada por las fibras longitudinales. Asf la matriz de rigidez 

se reduce a una forma diagonal. 

El conjllnto del laminado (material compuesto) se considera dentro de la 

técnica de elementos finitos mediante un elemento especial para materiales 

laminados cuya integración se realiza por capas. De esa forma la rigidez se 

obtiene como suma de las contribuciones de cada capa, utilizando el mismo 
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campo de desplazamientos sobre todo el elemento. 

La obtención de los parámetros intervinientes en este modelo es difíc il. 

Los resultados obtenidos con el mismo tienen son compatibles con las 

hipótesis realizadas en su formulación. El modelo no tiene en cuenta la 

anisotropía inducida ni la evolución continua de la degradación de rigidez; 

no puede simular los fenómenos de dilatancia y decohesión. 

4.2.6. MODELO CONSTITUTIVO DE PUEDICCION DE DAÑO 

PAUA ESTRUCTURAS DE MATERIALES COMPUESTOS 

[Allix 1989] 

En este trabajo de Allix y Ladeveze [Allix 1989] se formula un modelo 

constitutivo para tratar el comportamiento no lineal de los compuestos 

laminados, teniendo en cuenta el fallo de cada material componente y el 

fenómeno de delaminación que se desarrolla en la interface erltre láminas. 

La teoría clásica de daño isótropo de Kachanov [Kachanov 19581 no es 

suficiente para simular el comportamiento de materiales compuestos, debido a 

la complejidad que induce la anisotropía de comportamiento. Por ejemplo, los 

materiales compuestos de fibras laminadas tienen un amplio rango de 

comportamiento que depende de la interacción entre fibra y matriz del 

material, pudiéndose tipificar en la siguiente forma: a) fractura progresiva 

de la matriz, b) fractura frágil de las fibras, e) desprendimiento de la 

interfaz entre matriz y fibra, d) desprendimiento de la capa adyacente o 

delaminción. 

Este modelo se reduce a modelizar dos componentes: una lámina 

compuesta y su interfase con la adyacente cuyo espesor es nulo. 

Para simular el comportamiento de cada lámina componente se utiliza un 

modelo que incluye deformaciones permanentes y daño anisótropo. Por medio de 

una técnica de homogeneización [Devries 1989] se incorpora esta información 

como parte del comportamiento del conjunto de láminas. 

La interfaz se considera como una superficie que garantiza la 
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transferencia de fuerzas y desplazamientos entre dos láminas adyacentes. La 

superfie de contacto se simula mediante un material inicialmente elástico que 

luego sufre una degradación de rigidez. El estado de delaminación se alcanza 

cuando la rigidez de la interfaz es nula y su resistencia de adherencioa 

tiende a cero. Sin embargo, la restricción que tiene este modelo se debe a la 

incapacidad que presenta para simular el pandeo de las láminas, que luego de 

la delaminación se comportan independientemente entre sí. 

En resumen, el modelo presentado se basa en la mecánica de daño, y a 

partir de un estudio experimenlal trata de ajustar la respuesta macroscópica 

de los fenómenos de pérdida de rigidez y delaminación. 

En la referencia mencionada lAllix 1989] no se presentan resultados 

que prueben la eficiencia del modelo. Por otro lado, este modelo se ajusta 

estrictamente a una tipología particular de los materiales compuestos, es 

decir los compuestos laminados, gracias a la teoría de homogeneización. 

4.2.7. MODELOS BASADO EN LA MECANICA DE FRACTURA 

[Yeh 1989] 

Existen muchos modelos para simular el comportamiento de materiales 

compuestos basados en la mecánica de fractura propiamente dicha. Por ejemplo, 

Yeh IYeh 1989] desarrolla un modelo para simular el comportamiento de un 

materiai compuesto por tres capas, tal que en dos de ellas las fib¡'as están 

orientadas en una dirección y la capa intermedia con las fibras orientadas en 

la dirección perpendicular. 

Este modelo trabaja dentro del ámbito de la mecánica de fractura lineal 

y por ello no tiene en cuenta los problemas determinantes del comportamiento 

de los materiales compuestos. 

4.2.8. TECNICAS DE HOMOGENEIZACION 

Se ha dedicado considerable esfuerzo a la obtención de un modelo 

constitutivo que asimile un compuesto laminado a un material único con 

propiedades homogéneas. 
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La mayor parte de las técnicas de homogeneización [Ladeveze l <JX6J 

desarrolladas se basan en lograr un elemento monocapa que proporcione la 

misma energía de deformación que el compuesto multicapa. Para encontrar los 

términos de la matriz de rigidez que relaciona tensiones y deformaciones 

suele desarrollarse en sene dichos términos en el espesor del elemento. Los 

coeficientes de dicha sene se obtienen minimizando la diferencia entre los 

coeficientes reales y los equivalentes en un conjunto de puntos 

seleccionados. 

Las técnicas de homogeneización están todavía en la fase de desarrollo y 

validación. Han sido utilizadas ya en el contexto de la predicción del daño y 

del inicio de la clelaminación en bordes de compuestos laminados con 

estructura periódica o cuasiperiódica, empleando técnicas basadas en 

desarrollos asimtóticos de los campos de desplazamientos, tensiones y 

deformaciones. 

Entre estas técnicas conviene mencionar un modelo presentado por 

Pietruszczak fPietruszczak 1992] para describir las propiedades mecánicas 

promedio de la mampostería. 

4.2.8.1. 

Se hace particular mención a este modelo porque se considera importante 

su aporte a la resolución de la mampostería. 

Este modelo considera que un panel ele mampostería, a nivel de 

macroescala, puede ser supuesto como un compuesto bifase consistente en 

unidades de ladrillos interceptadas por dos conjuntos ortogonales de juntas 

llenas con mortero. 

Para describir el comportamiento mecánico ele la mampostería se considera 

que la misma está formada por dos medios superpuestos, ver fig.4.2. 

El medio (1) está formado por la matriz de ladrillos con una familia de 

juntas de cabeza de ladrillos. Estas juntas pueden ser tratadas como 

inclusiones débiles alineadas y uniformemente dispersas en la matriz. Este 
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medio homogeneizado puede considerarse como un materia ortótropo, elástico

frágil. En ese caso las componentes de la matriz de rigidez se pueden 

calcular a partir de la solución de Eshelby [Pietruszczak 19921 para el 

problema de inclusiones elipsoidales combinada con la teoría del campo medio 

de Mori-Tanaka [Pietruszczak 1992]. 

a) Panel de mamostería 

b) Medio (1) 

e) Medio (1) interceptado 

por juntas horizontales 

JUNTAS DE CABEZA 

1 

¡\JUNTAS HORIZONTALES 

1 1 

-------------¡ 

JUI\fTAS HORIZOHTALES 

Fig.4.2 Panel de Mampostería [Pietruszczak l992J 

El panel de mampostería completo puede representarse como el medio 

homogéneo ( 1) estratificado con una familia de juntas (2) (ver fig.4.2c ). 

Estas juntas son continuas y atraviesan todo el panel creando vínculos 

debiles en la microestructura del panel. En particular estas juntas pueden 

tener un comportamiento elastoplástico. 

Suponiendo que ambos componentes, (1) y (2), existen simultáneamente y 

están perfectamente adheridos, la regla tensión deformación del conjunto 
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puede obtenerse a través de la siguiente regla de promedio [Hill 1963]: 

E .. =k É(l) + k É(2) 
IJ 1 ij 2 ij 

(4.4) 

a =k 0_{1) + k . (2) 
a .. 

ij 1 ij 2 IJ 
(4.5) 

donde k y k son las proporciones de volumen de cada uno ele los 
1 2 

componentes. 

La hipótesis de adherencia perfecta 

requerimientos ele equilibrio proveen dos 

entre los componentes y 

condiciones adicionales, 

cinemática y otra estática que, escritas en forma matricial, resultan: 

.:..(1) .:_(2) 
[oj u = [oJ u 

Donde: 

o o o o o o 1 o o o o 

ro*¡ = o o 1 o o o [o] = o o o o o 

o o o o 1 o o o o o o 

Las ecuaciones (4.4) a (4.7) junto con las leyes constitutivas de 

una de las fases : 

6.(1) = ct(l) e0 ) 
ij ijkl kl 

iJC2) = ct<2) €(2) 
ij ijkl kl 

penniten resolver el problema. 

los 

una 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

cada 

(4.9) 

La implementación de este modelo en un programa de elementos finitos no 

es directa. Por otro lado, la referencia mencionada 1 Pietruszczak 19921 no 

incluye comparaciOnes con resultados experimentales, sólo presenta un 
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análisis cualitativo del comportamiento de la mampostería. 

4.3. TEORIA PROPUESTA PARA COMBINAR 

LOS MODELOS CONSTITUTIVOS DE 

DAÑJ Y PLASTICIDAD ANISOTROPA 

4.3. l. INTRODUCCION 

En general los modelos constitutivos para materiales compuestos que se 

encuentran en la bibliografía presentan deficiencias a nivel formulación que 

impiden que los mismos sean aplicables a distintos materiales. Por otro lado, 

la mayoría de ellos no permite simular fenómenos que se desarrollan dentro 

del compuesto como degradación de la matriz y de las fibras componenetes, 

deformaciones permanentes, dilatancía, decohesión entre componenetes, etc. 

En esta Tesis se utiliza la teoría de interacción entre las sustancias 

componentes [Oller 1993a, b] y se la aplica dentro del marco de los modelos 

constitutivos de dfio y plasticidad anisótropa desarrollados en los capítulos 

2 y 3. Esta teoría tiene en cuenta la coparticipación de n sustancias 

componentes en cada punto, tal que cada sustancia puede ser independiente de 

las demás: isótropa, ortótropa o anisótropa y tener un modelo constitutivo 

distinto: elástico, frágil, de daño, plástico o la combinación de ellos, 

permitiendo así simular fenómenos de fisuración, fractura del material, 

clilatancia, pérdida de cohesión, cambios en el rozamiento interno y 

degradación de rigidez. Es decir que si este modelo se aplica a un punto de 

un compuesto se pueden tener en cuenta una amplia gama de comportamientos 

acoplados entre sí. 

La teoría de mezclas fue estudiada por Truesdell y Toupin [Truesdell 

19601 quienes dieron las bases para los trabajos de Ortiz y Popov [Ortiz 

1982bl realizados muchos años más tarde. Los resultados obtenidos por 

Truesdell dieron también lugar a sucesivas publicaciones, entre las que se 

encuentran la de Green-Naghdi [Oreen 1965] cuyo marco teórico fue utilizado 

por Ortiz y Popov [Ortiz 1982a] para la simulación del comportamiento del 

hormigón como un material bifase compuesto por mortero y agregado. En esta 

Tesis se combina este principio básico con el modelo consitutivo presentado 
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que permite simular el comportamiento elasto-plástico-degraclable de 

materiales anisótropos en general [Oller 1993a, 1993b]. 

En pnmer lugar se describe las hipótesis y principios fundamentales de 

la teoría de mezclas y luego se presenta su aplicación en el modelo 

propuesto. 

4.3.2. TEORIA DE MEZCLAS [Oñate 1991, 1993a, 1993b] 

La teoría de mezclas parte de las siguientes hipótesis: 

• Cada volumen infinitesimal de la mezcla está compuesto por un número finito 

de materiales componentes. 

• Cada componente participa en el comportamiento total del compuesto en la 

misma proporción de volumen total. 

• Todas las sustancias componentes experimentan las mismas deformaciones 

(compatibilidad de deformaciones). 

• El volumen ocupado por cada una de las sustancias componentes es menor que 

el volumen total del compuesto. 

La segunda hipótesis implica una distribución homogénea de todas las 

sustancias en una cierta región del compuesto. 

La interacción entre las distintas sustancias componentes, cada una con 

su propio modelo constitutivo, da como resultado un comportamiento de 

conjunto del compuesto que depende del volumen ocupado por cada componente y 

de su distribución en el compuesto. 

La tercera hipótesis supone que en ausencia de difusión atómica 

(temperaturas moderadas') entre las sustancias componentes del sólido, se 

cumple la siguiente ecuación de compatibilidad : 

1 Los fenómenos de difusión atómica se producen a temperaturas muy altas 
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= (E)=E ij n ij (4.1 O) 

Más aún, en materiales compuestos la energía libre puede ser escrita 

como ITruesdell y Toupin 1960]: 

m \l'(E~j,a,~) =m \l'(E¡/~j'a,~) =m Eke \}'e[(EijJe,(Pr)e] 
~ e=l 

( 4.11) 

pr 

Donde ~', [ [ eij t ~ l) es la energía libre correspondiente a cada 

componente de Jos "n" que intervienen en la mezcla, (pr) un conjunto de 
e 

dV 
variables internas para cada componente e y ke = aV la participación de la 

frücción de volumen "c-ésimo" componente dentro del volumen total. Es 

conveniente observar que estas relaciones de volumen deben cumplir con la 

condición: 

n 

\k = L e 

c=l 

4.3.3. APLICACION DE LA TEORIA DE MEZCLAS 

AL MODELO PROPUESTO 

4.3.3.1. Estado de Tensión 

(4.12) 

La tensión en el compuesto se calcula a partir de la energía libre de la 

misma forma que en el caso de materiales simples. Para problemas térmicamente 

estables: 

<J =m ij 

B\1'( ) 11 B\1' (E ,( ) ) 11 

Ekl'pr = m \ k e kl pr e = \ k 
BE.. L e BE.. L e 

IJ e=J IJ c=l 

(4.13) 
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Donde (e\) es la tensión correspondiente a la "c-ésima" componente. 
e 

4.3.3.2. Disipación Mecánica 

Siguiendo la desigualdad de Clasius Planck se puede obtener la expresión 

termodinámica para la disipación mecánica: 

a~(e ,p) n a~, [ (E,j]Jvl] 
.... kl r · ¿ k (p.) ~ o = p. = ......, 

a p. 8(p.) mee l e 1 e 
l 1 e 

(4.14) 

e=l 

4.3.3.3. Rigidez Tangente 

·-· ( r~ 1 r_ 1 1 
a\P(e ,p) n 8'Pelltíjj 'lPrJ J 11 

'- ,~e e 

(cijkt) e mn r ¿ k ¿ k =m =m = 
ijkl Belekt e 8€ 8€ e 

ij kl e 
e=l c=l 

(4.15) 

4.3.3.4. Deformación 

Teniendo en cuenta la compatibiiidad de deformaciones, la deformación en 

el compuesto puede escribirse como: 

e .. = (c.¡·) = (c.~.J + (c.~.J = [c-1
] (crkl) + (c.~.J 

lJ l J lj IJ . 'kJ l lj 
e e e IJ e e e 

(4.ló) 

Debe observarse que la compatibilidad de deformaciones implica la 

igualdad de deformaciones totales pero no necesariamente de deformaciones 

elásticas y plásticas. 

4.3.3.5. l~elación Constitutiva Secante 

La relación constitutiva secante se obtiene como: 
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n 11 

crij = I kc (crijt = I kc (c:jkl)Jc:l = c;jkl e:~ 
c=l c=l 

(4.17) 

4.3.3.6. Deformación plástica del compuesto 

Desarrollando la ecuación ( 4.17) se obtiene: 

n n 

'\ ~ L k, [c:i.,]:., - L k, [c;j,1]J:.j, 
c=l c=l 

(4.18) 

y por otro lado: 

(J = e t - es tr 
ij ijkl kl ijkl kl 

(4.19) 

Igualando las expresiones ( 4.18) y ( 4.19), se obtiene: 

11 
-1 

e:. = es ~ k 
IJ ijkl e 

(4.20) 

c=l 

En esta ecuación se ha tenido en cuenta que 

11 

es = \ k res ) 
ijkl L e l ijkl e 

e=l 

(4.21) 

lo cual surge de las ec.( 4.15) y ( 4.17) 

En realidad esta deformación permanente no tiene sentido físico ni 

interviene en el cálculo ya que se trabaja con cada modelo constitutivo a 

nivel componente a partir de una deformación del compuesto que es elato. 

En el Anexo F.ll se presenta la forma en que la teoría de mezclas puede 
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insertarse en un programa de elementos finitos. 

4.3.4. ESTADO PLANO DE TENSIONES EN MATERIALES COMPUESTOS 

Conviene observar que cuando se aplica la teoría de mezclas a un 

compuesto bajo estado plano de tensiones la tensión normal al plano debe 

cumplir con la restricción: 

JI 

a ='k [crJ =0 zz L e zz 

e=l e 

(4.22) 

lo cual no necesariamente implica que cada una de las componentes del 

compuesto esté bajo un estado plano. Todas las componentes tendrán la misma 

deformación transversal al plano, pero, en general tendrán tensiones no nulas 

en esa dirección. Dichas tensiones deberán equilibrarse entre todas las 

componentes de manera de cumplir con la ecuación ( 4.22). 

Esta observación tiene particular importancia en la solución de 

problemas de estado plano de tensiones mediante programas de elementos 

finitos en 20. En esos casos, debe tenerse en cuenta que, en general, cada 

componente no trabaja en estado plano de tensiones. 

En el Anexo F.12 se presenta la forma operativa de la teoría de mezclas 

para un problema de estado plano de tensiones resuelto mediante un programa 

de elementos finitos en dos dimensiones. 

4.4. EJEMPLOS DE COMPROBACION 

4.4.1. COMPUESTO .FORMADO POR LAMINAS 

CON FIBRAS UNIDIRECCIONALES [Hull 1992] 

En este ejcli.,il.u se resuelve el problema de una pieza de material 

compuesto formada por dos láminas adheridas entre sí. Cada una de las láminas 

está compuesta por una matriz con fibras unidireccionales. Las láminas se 
o 

disponen de manera que las fibras forman un ángulo de 90 entre sí. Ver fig. 
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1 
2 

OIRECCfON DE 
LAS FIBRAS 

LAS FIBRAS 

o 
Fig.4.3. Compuesto formado por láminas a 90 lHull 1992] 

Fig.4.4 Estado tensional 

(Tracción en la dirección de ías fibras de la lámina 1) 

TABLA 4.1. Propiedades elásticas de las láminas 

Módulo elástico en la dirección de las fibras: E
1 

Módulo elástico en la dirección transversal a las fibras: E 
1 

Relación de módulo elásticos : E /E = 1 O 
1 t 

Módulo de Poisson : v = 0,25 
lt 

V = V E /E = 0,025 
ti lt t 1 

Interesa conocer el estado tensional en cada una de las láminas cuando 

se somete el compuesto a una tensión en la dirección de las fibras l. Ver 
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Fig.4.4. 

Se supone que los materiales trabajan en régimen elástico por lo que 

sólo intervienen las propiedades elásticas. En la Tabla 4.1. se han resumido 

dichas propiedades. Se divide la pteza en cuatro elementos finitos de 4 nodos 

y 2x2 puntos de integración. 

En la fig.4.5. se ha representado el estado tensional obtenido para las 

láminas que coincide exactamente con el encontrado analíticamente por Hull 

[ 1992] haciendo hipótesis similares a las de la teoría de mezclas. 

2 
Út = 0.18 Cf 

b 
o 
o 
o 

Fig.4.5. Estado tensional en las láminas 

1 
CJ:1.82() 

11 

1 
().L; o. o 37 () 

4.4.2. COMPUESTO REFORZADO CON FIBRAS [Oller 1993d] 

En este punto se analiza el comportamiento de un prisma rectangular de 

material reforzado por fibras. La fig.4.6. muestra las dimensiones del mismo, 

las condiciones de carga y la malla de elementos finitos utilizada. 

El material esá compuesto por una matriz isótropa reforzada con fibras. 

En un primer paso las fibras se disponen en la dirección longitudinal, 

paralelas a la fuerza aplicada (fig.4.6.b). En un segundo paso las fibras se 

disponen transversalmente, perpendiculares a la fuerza aplicada (fig.4.6.c). 

Las propiedades mecánicas de la matriz y de las fibras se han resumido 
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en las tablas 4.2 y 4.3 respectivamente. 

p 

p 

11 

100mm 

a) Geometría y carga 

b) Carga paralela a las fibras 

11 

11 

e) Carga perpendicular a las fibras 

Fig.4.6 Especimen de material reforzado con fibras 

H 
1mm 
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TABLA 4.2 Propiedades mecánicas de la matriz (80% del volumen total) 

E= 72400 MPa 
V = 0,33 

G
0 = G

0 = 360 MPa 
e t 

Criterio de Fluencia de Von Mises 
Flujo asociado 
Plasticidad perfecta 

TABLA 4.3 Propiedades mecánicas de las fibras (20% del volumen total) 

E = 844000 MPa 
long 

E = 10000 MPa 
trnns 

V= Ü 

(J
0 

= (J
0 = 2283 MPa 

e 1 

Criterio de Fluencia de Von Mises 
Flujo de fibra 
Plasticidad perfecta 

En la fig.4.7 se han representado las curvas tensión deformación en la 

dirección longitudinal y transversal a la pieza correspondientes a la matriz, 

la fibra y el compuesto, para el caso en que las fibras se disponen paralelas 

a la carga aplicada (fig.4.6.b). En la misma puede verse que al estirar la 

pieza en la dirección de las fibras, la matriz tiende a contraerse por el 

efecto Poisson. Como la fibra tiene módulo de Poisson nulo y flujo plástico 

en la dirección longitudinal, no se contrae y por tanto resulta comprimida. 

Esto hace que la fibra trabaje en un estado combinado de tracción-compresión 

y por tanto no alcance la resistencia a tracción uniaxial sino una menor. A 

su vez la matriz resulta traccionada transversalmente por lo que trabaja en 

tracción biaxial y su resistencia aumenta. Al ir progresando las 

deformaciones plásticas esa componente de tensión transversal varía de manera 

que el conjunto no tiene un comportamiento perfectamente plástico como el que 

tendría si cada una de las componentes trabajara en compresión uniaxial. 
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TRANSV. LONGITUDINAL 

FIBRA 

2000.00 

2 1000.00 
COMPUESTO '-' 

z 
o 
ül 
z 
~ 

~ 

o 
a.. 
2 

z 

º VJ z 
w 
f--

MATRIZ 

MATRIZ 

FIBRA 

-1 000.00 --n...,.-,.,..,,....,.....,-,-f-,.,--,-,-..,..,.--r-r-r-T...,--r--r-1-,--,rr-rr1 
-5.00E-003 O.OOE+OOO 5.00E-003 1.00E-002 

DEFORMACION 

Fig.4.7 Curvas tensión-deformación para tracción 

TRANSV. 
100.000 

50.000 

MATRIZ 

0.000 

-50.000 

FIBRA 

en la diíección de las fibras 

LONGITUDINAL 

COMPUESTO 

- 1 00.000 -h-rrrlh-nrrn"TT"TTrTTTTTTTTTTm-rrrrrnrm"TT"TTTTTTTTTT,...,-, 

-1.00[ -004 2.00[-004 5.00[ -004- 8.00[-004 
DEFORMACION 

Fig.4.8 Curvas tensión-deformaciónpara tracción 

en la dirección perpendicular a la carga 
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En la fig.4.8 se han representado las curvas tensión deformación de la 

matriz, las fibras y el compuesto para el caso en que las fibras se disponen 

transversalmente a la d irección de la carga (fig.4.5 .c). 

En la fig.4 .8 puede verse que el módulo elástico y la resistencia del 

compuesto en la dirección longitudinal son menores que los de la matriz y 

esto se debe a que un 20% del compuesto está formado fibras transversales que 

no toman prácticamente nada de la carga debido a su reducido módulo elástico 

en esa dirección. Las curvas correspondientes a la dirección transversal de 

la pieza muestran como la matriz tiende a contraerse, lo cual da como 

resultado una compresión de las fibras que tienden a impedirlo, la tracción 

de la matriz lo cual aumenta su resistencia por sobre el valor 

correspondiente a tracción uniaxial y una tensión nula del compuesto. 

4.4.3. HORMIGON ARMADO COMO MATERIAL COMPUESTO 

l Oller 1993a, e] 

En este ejemplo se resuelve un prisma de hormigón armado como el de la 

fig.4.9 sometido a tracción uniaxial. El hormigón armado se idealiza como un 

material compuesto formado por una matriz de hormigón con fibras formadas por 

las barras de acero. Se utilizan 4 elementos finitos de 4 nodos y 2x2 puntos 

de integración. 

Se supone que un 10% del volumen total corresponde al acero y el resto 

al hormigón. Las barras de acero se disponen en la dirección de la carga 

aplicada. Las características mecánicas del hormigón y del acero se han 

resumido en las Tablas 4.4 y 4.5 respectivamente. 

En la fig.4. 1 O se han representado las curvas tensión deformación 

correspondientes al hormigón , al acero y al compuesto hormigón-armado. En la 

misma puede verse que la tensión en el hormigón no cae a cero como lo haría 

si el mismo trabajara a tracción uniaxial. Esto se debe a que el hormigón 

soporta una tensión de tracción en la dirección transversal debida a la 

diferencia de módulo de Poisson entre el hormigón y el acero. Esto produce a 

su vez una tensión de tracción transversal en el acero que aumenta su 

resistencia .sobre la correspondiente a tracción uniaxial mostrando un 
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aparente endurecimiento. 

TABLA 4.4 Características mecánicas del hormigón (90% del volumen total) 

Material isótropo 

E= 39500 MPa 
V = 0,24 

0"
0 = 22,9 MPa 
e 

crpie = 32,8 MPa 
e 

0"
0 = 2,29 MPa 
t 

Sin degradación de rigidez 

Criterio de Fluencia: 

Mohr-Coulomb ~=15 

Flujo asociado \jf=15 

Gf = 0,16 N/mm 

G = 16 N/mm 
e 

Kp = 0 38 
' 

o 

o 

TABLA 4.5 Características mecánicas del acero (10% del volumen total) 

E = 210000 MPa 
V= 0,3 

d) = 0"
0 = 1 20 MPa 

e 1 

Criterio de Fluencia de Von Mises 
Flujo asociado 

Plasticidad perfecta 

Fig.4.9 Prisma de hormigón armado. 

Geometrfa y condiciones de carga 
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160.00 

120.00 

z 80.00 o 
(f) 
z 
w 
f-

40.00 

ACERO 

HORMIGON ARMADO 

HORMIGON 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,-) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ¡ 1 ¡ 1 1 1 1 1 1 ! ! ! 1 
5.00E-004 1.00E-003 1.50E-003 2.00E-003 

DEFORMACION 

Fig.4.10 Curvas tensión-deformaciónde un prisma de 

hormigón armado sometido a tracción 

4.4.4. MAMPOSTERIA 

En este punto se estudia la aplicación de la teoría de mezcla, 

presentada en este capítulo al análisis de estructuras de mampostería. En 

primer lugar se describen algunas limitaciones que presenta la teoría de 

mezclas para su aplicación a la simulación del comportamiento de la 

mampostería tradicional y luego una aplicación a mampostería armada que 

presenta carcterísticas de comportamiento básicamente distintas. 
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4.4.4. J. Limitaciones de la Teoría de Mezclas 

La teoría de mezclas presentada tiene como hipótesis fundamental la 

compatibilidad de deformaciones de todos los componentes (ec.4.10). Esto es 

equivalente a una idealización del material como un sistema en paralelo en 

que todos los componentes sufren la misma deformación y la tensión se reparte 

entre ellos en forma proporcional a la relación del volumen total que ocupa 

cada una de ellas ( 4.13). 

Si ahora se observa, por ejemplo, el panel de mampostería de la 

fig.4. 11, se ve que la forma en que trabaja no es esta. En la dirección 

vertical (y), perpendicular a la junta, el comportamiento responde más bien a 

un modelo "serie", la deformación total es la suma de las deformaciones de 

los componentes y la tensión es la misma en todos los componentes. En la 

dirección horizontal (x), paralela a la junta, el comportamiento se parece 

más a un modelo paralelo que uno serie. En el punto 3.4.2 del se han 

presentado ecuaciones aproximadas correspondientes al comportamiento 

descripto en régimen elástico (ecs. (3.114) a (3.118)). Si además se pretende 

tener en cuenta las juntas de cabeza de los ladrillos el comportamiento es 

más complejo aún. 

y 

1 1 

l l 1 
1 1 

l 1 1 

1 1 

1 1 1 

X 

Fig.4.11 Panel de mampostería 

El comportamiento elástico de la mampostería podría simularse 

aproximadamente mediante la teoría de mezclas siguiendo las hipótesis de 

comportamiento antes presentadas. En el Anexo 4.1 se deriva una forma ele ele 

tratar elásticamente la mampostería mediante la teoría de mezclas. Esta forma 
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presenta cierta complejidad de cálculo y solo es aplicable al rango elástico. 

Es muy difícil simular cualquier discontinuidad en el comportamiento, 

plastificación o degradación de rigidez, a través de un criterio tensional. 

Por ejemplo, si se somete el panel de la fig.4.11 a una fuerza de tracción en 

la dirección vertical, el mismo fallará cuando se alcance la resistencia a 

tracción de la junta horizontal. En un modelo de mezclas esto no puede 

simularse porque la tensión se reparte entre los componentes y la falla del 

sistema se produce cuando falla la última componente. 

Por otro lado, analizando los resultados del ejemplo de mampostería 

resuelto en el Capítulo 3 discretizando cada elemento de mortero y 

mampostería, puede verse que hay muchos fenómenos que se clan a nivel local 

que no podrían tenerse en cuenta en modelo de material compuesto. 

Como conclusiones ele este breve análisis, la teoría de mezcla es apta 

para simular materiales compuestos en que las componentes están uniformemente 

distribuidas en el elemento de volumen pero no es adecuada para materiales 

con una disposición geométrica decisiva en el comportamiento como en el caso 

ele la mampostería. 

Resulta difícil encontrar un tipo de modelo constitutivo adecuado para 

tratar problemas de mampostería. Lo que ocurre, en realidad, es que se 

intenta trasladar un problema geométrico, como lo es el de la disposición de 

los ladrillos y de las juntas, a la modelización constitutiva. 

4.4.4.2. Mampostería Armada 

Como ya se mencionó la mampostería armada presenta algunas diferencias 

de comportamiento respecto de la mampostería tradicional. En el caso de la 

mampostería armada, la anisotropía de comportamiento es practicamente 

despreciable debido a la presencia de la armadura. Esto hace posible que la 

mampostería armada pueda ser considerada como un material isótropo en el que 

se dispone una armadura distribuida. Vista de esta forma puede resolverse el 

problema utilizando el modelo de material compuesto presentado en este 

capítulo. 
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En este punto se presenta la simulación del comportamiento de dos 

paneles de mampostería armada pertenecientes a una serie de paneles ensayadas 

por Shing [Shing 1989, Lofti 1991]. Los mismos corresponden a los especímenes 

5 y 12 de la serie. Las dimensiones y disposición de la armadura en los 

paneles pueden verse en la fig.4.12. 

1. 83 m 
0.23 m 

¡... "'1 H 
VIGA H·A~ 

0.20 m 
ARMADURA 
HORIZONTAL 

ARMADURA 1.83 m 

VERTICAL 

H•A'" 
0,14m 

0.30 m 

~ 2.23 []) ,.¡ fe 1.07m,.1 

Fig.4. I 2 Paneles de mampostería armada [Shing 1989 J 

TABLA 4.6. Características mecánicas de la mampostería, Panel 5 

Material isótropo 

E= 12000 MPa 

V = 0,16 

(J
0 = 10,0 
e 

(Jpic = 13,2 MPa 
e 

(J
0 = 0,67 MPa 
t 

Sin degradación de rigidez 

Criterio de Fluencia: 
o 

Mohr-Coulomb $=30 

Criterio de Potencial: 

Mohr-Coulomb \j/=15 

Gr = 0,17 N/mm 

G = 38 N/mm 
e 

O. 
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T A B 1 ,A 4. 7. Cracterísticas mecánicas ele la armadura, Panel 5 

Armadura vertical Armac!ma horizontal 
0,74% 0,14% 

E = 199955 MPa; E = 1 MPa E = 199955 MPa; E = 1 MPa 
long lransv lransv 

V= 0,3 V= 0,3 

ao = ao = 496 MPa 0"
0 = 0"

0 = 386 MPa 
e l e t 

Criterio ele Fluencia de Von Mises Criterio de Fluencia de Von Mises 
Flujo asociado Flujo asociado 

Plasticidad perfecta Plasticidad perfecta 

TABLA 4.8 Características mecánicas de la mampostería, Panel 12 

Material isótropo 

E == 12000 MPa 

v = 0,16 

0"
0 = 10,8 MPa 
e 

o-Pie = 14 3 MPa 
' e 

0"
0 = 0,72 MPa 
1 . 

Sin degradación de rigidez 

Criterio de Fluencia: 
o 

Mohr-Coulomb ~=15 

Criterio de Potencial 
o 

Mohr-Coulomb 'Jf=15 

G = 0,18 N/mm 
f 

G = 40 N/mm 
e 

TABLA 4.9. Cracterísticas mecánicas ele la armadura, Panel 12 

Armadura vertical Armadura horizontal 
0,38% 0,24% 

E = 199955 MPa E = 199955 MPa 
V= 0,3 V= 0,3 

0"
0 = 0"

0 = 441 MPa ao = 0"
0 

= 462 MPa 
e l e l 

Criterio de Fluencia de Von Mises Criterio de Fluencia de Von Mises 
Flujo asociado Flujo asociado 

Plasticidad perfecta Plasticidad perfecta 

En la Tablas 4.6 y 4.8 se han resumido las características mecánicas ele 

la mampostería de bloques de hormigón correspondiente a ambos paneles. En la 

Tabla 4.7 y 4.9 se han resumido los datos relativos a la armadura de ambos 
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paneles. 

Ambos paneles fueron sometidos a una presión vertical constante de 

0,6X96MPa y luego a una fuerza horizontal en su extremo superior. En la 

fig.4.13 se ha esquematizado el ensayo. 

VIGA DE CAR6A 

LOSA DE CARGA LOSA DE l-íA" 

Fig.4.13 Esquema del ensayo [Lofti 1991] 

El panel número 12 falló de forma dúctil, predominantemente flexional, 

con importante fluencia de la armadura vertical acompañada del aplastamiento 

clci ángulo inferior dei panel. El panel número 5 falló de manera frágil con 

predominio de fisuras diagonales por corte. 

En la fig.4.14 se ha esquematizado la malla de elementos finitos 

utilizada. Se emplearon elementos finitos de 4 nodos nodos y 2x2 puntos de 

integración. Los elementos de mampostería fueron considerados como formados 

por un material compuesto por una matriz de mampostería isótropa con las 

propiedades mecánicas indicadas en las Tablas 4.6 y 4.8 reforzada con dos 

conjuntos de fibras ortogonales correspondientes a la annaclura. 
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p 

F 

l_j 

í 
\ 1 /\ / / 

//////1//// lt / / / •' 1/1/ 1// 11 /f/li/ / /!/// 

Fig.4.14 Malla de elementos finitos 

En la fig.4.15 se han representado la curvas carga-desplazamiento del 

punto de aplicación de la carga correspondientes al panel número 5 obtenidas 

experimental y numéricamente. Puede verse que al igual que en el trabajo de 

Lofti [Lofti 1991] que utiliza un modelo de fisuras distribuidas para simular 

el comportamiento del panel, la curva numérica muestra una resistencia mayor 

que la registrada experimentalmente lo cual puede atribuirse al criterio de 

fh1encia utilizado que no se adapta al material para los estados tensionales 

(corte predominante) que se producen en el panel. No obstante la forma de la 

curva de respuesta es similar a la experimental. 

El cuadro de fisuración obtenido para este panel coincide con el 

encantado experimentalmente [Lofti 1991] con predominio de fisuras por corte. 
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Fig.4.15 Curva carga-despiazamiento panel 5 

400.00 

300.00 

, 

7 -::::.~---.._--:: ........._ 

/ ...... / - -........... 
/ / ~ 

/ /'/ 

;," 
¡1 
1 

1 

0 200.00 
0::: 
<{ 
o 

100.00 

• ...... _. RESULTADOS EXPERIMENTALES (Shing 1989) 
-- MODELO PROPUESTO 
· - - LOFTI ( 1991) 

o. 00 -t-Jc--r-..--,-,-,-,..-.,.-.,--,---,--,-..,.,.-,--,--,-,-,.,--,--,---,--,--¡--r--,-, 
O.OOE+OOO 1.00E+OOO 2.00E+OOO 3.00E+OOO 

DESPLAZAMIENTO LATERAL (cm) 

Fig.4.16 Curva carga-desplazamiento panel 12 
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En la fig.4.16 se han representado las curvas carga-desplazamiento del 

panel número 12. En la misma puede verse que la curva numérica reproduce 

mucho mejor el comportamiento experimental que en el caso del panel número 5. 

Debe observarse que en este caso el comportamiento es más dúctil con un falla 

predominantemente flexiona!. 

El cuadro de fisuración obtenido numéricamente, al igual que en el caso 

anterior, muestra similitud con el obtenido experimentalmente [Lofti 1991 ]. 

4.5. CONSIDERACIONES FINALES 

El modelo desarrollado en este capítulo que combina los pnnc1p10s ele la 

teoría de mezclas para materiales multifases con el modelo elasto-plástico

clegradable para materiales anisótropos desarrollado en los capítulos 

anteriores, provee una herramienta muy potente para la simulación del 

comportamiento de materiales compuestos en general. La posibilidad de 

combinar materiales de comportamientos diversos permite solucionar una gran 

cantidad de problemas ingenieriles. 

La teoría de mezclas parte de la hipótesis de compatibilidad de 

deformaciones por lo cual resulta apropiada para materiales compuestos en los 

que las componenetes están dispuestas en una estructura de tipo paralelo. Por 

esta misma razón no puede ser aplicada directamente a la simulación del 

comportamiento de la mampostería. Para este material parecería ser más 

apropiado el modelo simplificado de material único ortótropo presentado en el 

Capítulo 3. 

Se propone para nuevos trabajos y líneas futuras de investigación la 

formulación de una teoría para materiales compuestos, algo más general que la 

teoría de mezclas, que permita tratar materiales del tipo de la mampostería. 

La formulación de dicha teoría no es simple ya que se trata de trasladar un 

problema geométrico al modelo constitutivo. 
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ANEXO 4.1 

COMPORTAMIENTO ELASTICO DE LA MAMPOSTERIA 

A4.LL INTRODUCCION 

TEORIA TOPOLOGICA DE MEZCLAS 

PROPUESTA DE UNA INTRODUCCION 

En este anexo se desarrolla una generalización de la teoría de mezclas 

para la simulación del comportamiento elástico de la mampostería. El planteo 

es totalmente general y puede ser extendido a otros materiales compuestos en 

los que la disposición geométrica de sus componentes hace imposible su 

tratamiento directo mediante la teoría de mezclas. 

A4.1.2. ESQUEMA DE TRABAJO 

La ec.(4.13) del Capítulo 4: 

11 

<Jij = L k e ( <Jij t (A4.1.1) 

c=l 
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se puede reformular para el caso más general en que influye la topología 

de las sustancias participantes: 

(A4.1.2) 

Donde los tensores r~i'l tienen en cuenta la relación del volumen 

total ocupada por la componente e y su disposición geométrica en el 

compuesto. De modo que la ecuación (A4.1.2) representa de manera más real el 

comportamiento de un compuesto. 

Siguiendo un razonamiento similar, en un compuesto genérico, la 

deformación del conjunto puede escribirse como: 

(A4.1.3) 

Donde los tensores ( K~.kll tienen en cuenta la relación de volumen y la 
l IJ ) 

e 

disposición geométrica. 

En el caso particular de la teorfa de mezclas clásica, los tensores K se 

calculan de la siguiente forma: 

( 
e l 

K = 
ijk!J 

e 

(K~.J = k 8 8. 
1 Jkl e ik JI 

e 

(A4.1.4) 

()ik 8j
1 

para cualquier c=c * 

(A4.1.5) 

O ()ik 8j
1 

para todo cft * 

Por otro lado, en un compuesto real existen relaciones entre las 
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tensiones de las componentes y entre las deformaciones de las mismas que 

pueden expresarse como: 

y 

(<\) = ¡~a l (crk,) ¡ i jkl 
e e,q q 

(A4.1.6) 

y 

(cij) = (K~jkl) (Ekll 
e e,q q 

(A4.1.7) 

Donde normalmente no se conoce a pnon todos los términos de (KCJ ] 
i jkl 

c,q 

(K ~ikll . Combinando las ecuaciones ( A4.1. 2) y (A 4.1. 3) con las 
c,q 

ecuaciones constitutivas elásticas del material: 

(A4.1.8) 

es siempre posible llegar a las formas (A4.1.6) y (A4.1.7) 

En el caso particular de la teoría de mezclas: 

y los 

(A4.1.9) 

[
KCJ l pueden obtenerse si se utilizan las relaciones 

i jkl 
c,q 

constitutivas de los materiales componentes que, para el caso elástico, se 

escriben como: 

(A4.1.10) 

Como en la teoría de mezclas las deformaciones son idénticas en todas 

las componentes, se cumple que: 
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(A4.1.11) 

(A4.1.12) 

o sea que: 

(A4.1.13) 

A4.l.3. EQUIVALENCIA ENTRE LA TEORIA DE MEZCLAS MODIFICADA 

Y LA TEORIA DE MEZCLAS CLASICA 

El comportamiento de un material compuesto genérico, que responde a las 

ecuaciOnes (A4.1.2) y (A4.1.3), podría simularse mediante la teoría de 

mezclas clásica si se trabaja con componentes ficticias, distintas de las 

reales de manera de obtener el mismo resultado de conjunto. En lo que sigue 

se marca con un asterísco las tensiones, deformaciones y rigideces de las 

componentes en la teoría de mezclas clásicas ya que en la mayoría de los 

casos no coinciden con sus valores reales. 

Iguaiando las ecuaciones (A4.1.2) y (A4.1.3) con las cosrrespondientes a 

la teoría de mezclas clásica se tiene: 

L
n [ a l ( ) Ln [ O'* l [ * l Ln [ * l a= K a= K a= k88a 

ij i jkl kl i jkl kl e ik ji kl 

e=l e e e=l e e e=l e 

(A4.1.14) 

y 

(A4.1.15) 

A partir de estas ecuaciones y teniendo en cuenta las relaciones 
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(/\4.1.6) y (A4. 1 .7) se puede llegar a las siguientes ecuaciones que 

relacionan la tensión y la deformación real en una componente con las que 

tiene cuando se simula el comportamiento del compuesto con la teoría de 

mezclas clásica: 

(A4.1. 16) 

[•,;] ,~ [ [K~jkl],+ I r~jm"]JK.~"'l.,+,"~'' Hjm"]JK:.",l_r [<l 
(A4.1.17) 

Si estas ecuaciones se escriben como: 

(A4.1.18) 

y 

(A4.1.19) 

Reemplazando en la ec.(A4.1.8), resulta: 

[Tcr l [ •] = [es l [TE l [E* l 
i jrs q (jrs q ijkl '1 klrs q rs q 

(A4.1.20) 

De donde : 

cr * = Tcr es Te e* [ l [ J-I [ l [ l t l ij q i jrs q rskl q klmn q mn q 
(A4.1.21) 
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De lo que se deduce que: 

(A4.1.22) 

En esta ecuación [T~.J depende también ele 
1 Jrs 

q 

[es* l ijkt c. En general 

adoptando "n-1" de ellos se puede calcular el restante. 

La ecuación (A4.1.22) define la rigidez elástica que habría que astgnar 

a la componente q para que el compuesto resuelto según la teoría de mezclas 

clásica, ele el mismo estado de tensiones y deformaciones que los que ocurren 

en el compuesto real. 

A4.L4. APLICACION A UN PANEL DE MAMPOSTERIA 

En este punto se aplican los conceptos desarrollados en los puntos 

anteriores a la solución ele un panel. ele mampostería mediante la teoría de 

mezclas clásica. El panel y los sistemas de coordenadas se han esquematizado 

en la fig.A4.1.1. Se considera al panel como un compuesto formado por dos 

fases: (1) juntas horizontales y (2) ladrillos. Las juntas verticales no se 

tienen en cuenta. 

y 

JUNTAS HORIZONTALES 

( 1) 

/l 

' LADRILLOS 

1-------~~;;V:?""" ( 2) 

X 

Fig.A4.1.1 Esquema de un panel ele mampostería 
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Se supone que e l panel está sometido a un estado plano de tensiones y, 

para mayor claridad en la presentación, se reemplaza la notac ión vectori al 

del apartado anterior por la notación vectorial. 

El estado de tensión está dado entonces port: 

(J k lo o o (J k 2 o o o (J 
X X X 

(J o 1 o o (J o o o o (J 

(J= 
y 

= 
y + y (A4.l.23) 

't o o 1 o 't o o o o 't 
xy o o o k 

xy o o o k 
xy 

(J (J (J 
z 1 z 2 7. 

2 

K<J K<J 
1 2 

y el estado de deformación por: 

e 1 o o o e o o o o e 
X X X 

e o k 1 o o e o k o o e 
e y y + 2 y (A4.1.24) = = o o k o o o k o 

'Yxy 1 'Yxy 2 'Y.,.y 

E o o o 1 E o o o o E 
7. z z 2 

KE KE 
- 1 2 

Además se conoce las siguientes relaciones: 

(J a a a3 a (J 
X 1 2 4 X 

(J o 1 o o (J 
y = y (A4.1.25) 

t o o 1 o t 
xy xy 

(J a s a6 a a (J 
7. 

7 8 7. 

2 

K<J 
- 1 ,2 

¡La consideraciém de las tensiones tangencia les al igual que la de las 

de fonnaciones angulares es súlo aproximada. 
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r:, 1 o o o € 
X 

a a a a € 

lf:,r + 

9 10 11 12 y (A4.1.2ó) 
a a a a Yxy 13 14 15 16 

o o o € 
z 

2 

K€ 
- 1,2 

Donde las 16 constantes (a a a ) pueden obtenerse a partir de las 
. 1 16 

relaciones constitutivas elásticas: 

(A4.1.27) 

que conducen a la siguiente ecuación: 

(A4.1.2X) 

de la solución de la cual se pueden calcular las 1 ó constantes aún no 

conocidas. 

Planteando las ecuacwnes (A4.1.14) y (A4.1.15), para este caso 

particular, se tiene: 

Ka a Ka a =k * * + a + k2 a2 
- 1 -' - 2 _2 1 _1 

(A4.1.2Y) 

K€ e + Ke E * * =e = € = € 
- 1 _1 2 _2 -' _2 

(A4.1.30) 

De donde se puede obtener: 
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[ n J 
* -1 a a a-1 

(J = k I + k K a• K + K K a = 1 1 - 2 - 1 '2 - 1 - 2 - 1 ,2 - 1 

[k, n J 

-1 a a a-1 
I + k e'* es* K + K K (J 
- 2 2 1 - 1 - 2 - 1 ,2 1 

(A4.1.31) 

Ta 
1 

* e'· c·rra +Ka Ka l (J = [k 1 +k (J2 2 2 - 1 1 2 - 2 - 1 - 1,2 
(A4.1.32) 

T~ 

* rK' + K' K'"'] e = e 
_1 l- l - 2 - 1,2 _1 

(A4.1.33) 

E 
Tl 

(A4.1.34) 

La ec.(A4.1.22) se escribe en este caso cotno: 

(A4.1.35) 

Si se supone, por ejemplo, que: 
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s* 
Reemplazando en la segunda de las ec.(A4.1.35), se puede obtener C~ y 

luego las relaciones entre las tensiones ficticias de trabajo y las reales en 

cada componente (ec.(A4.1.31) a (A4.1.34)). 

A4.1.5 CONSIDERACIONES FINALES 

En resumen, el comportamiento elástico de un compuesto cualquiera puede 

simularse mediante la teoría de mezclas clásica si se calculan adecuadamente 

los tensores de rigidez de sus componentes y se tiene en cuenta que las 

tensiones y deformaciones con que estas componentes trabajan dentro de dicha 

teoría no son reales. 

Conviene destacar que los tensores de rigidez elástica que se obtienen 

no tienen un forma similar a la de los materiales simples originales lo cual 

complica la utilización de este algoritmo en un programa de elementos 

finitos. 

La solución completa del problema estaría en desarrollar un teoría de 

materiales compuestos que tenga en cuenta relaciones generales como las 

(A4.1.2) y (A4.1.3). 
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CAPITULO 5 

CONCLUSIONES 

5.1. CONCLUSIONES 

En esta tesis se presenta un modelo constitutivo que permite simular el 

comportamiento de materiales estructurales en general bajo cargas 

cuasiestáticas de corta duración y pequeñas deformaciones y desplazamientos. 

De la formulación del modelo se pueden sacar las siguientes 

conclusiones: 

• El modelo es termodinámicamente consistente. 

• El modelo para materiales inicialmente isótropos surge de una 

extensión y reinterpretación de las variables de la teoría de la plasticidad 

clásica y de la teoría de daño isótropo de Kachanov. 

• La estructura matemática resultante es totalmente análoga a la de los 
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modelos elastoplásticos clásicos. 

• El modelo presentado contempla gran parte de los aspectos más 

importantes que caracterizan el comportamiento inelástico de los 

geomateriales, tales como la respuesta diferenciada para cada proceso de 

tensión-deformación multiaxial y la combinación de fenómenos de fisuración 

con aplastamiento a través de un tratamiento unificado. 

• Las variables de endurecimiento plástico isótropo y de endurecimiento 

en daño han sido definidas para tener en cuenta el estado tensional y 

controlar la disipación de energía durante el proceso. Las mismas surgen de 

una generalización de las definiciones correspondientes a estados uniaxiales 

y permiten definir el endurecimiento a partir de los resultados 

experimentales de dichos ensayos. 

• El uso de una formulación plástica localmente isótropa, combinada 

con el concepto de localización del daño, da lugar a un comportamiento 

globalmente anisótropo, resultante del proceso. 

• El modelo propuesto resuelve simultáneamente el problema de evolución 

de las deformaciones permanentes y de degradación de rigidez, permitiendo 

cumplir en cada paso de carga con las condiciones de consistencia plástica y 

de daño. De esta forma se puede controlar y asegurar que la energía disipada 

en el proceso sea la correcta. 

• La extensión al tratamiento de materiales inicialmente anisótropos no 

proporcionales se logra a través de una única transformación de espacios. De 

esta forma se trabaja en un espacio ficticio isótropo, utilizando funciones 

de fluencia y potencial definidas para materiales inicialmente isótropos. 

• El tensor de transformación de espacios depende de la relación de 

resistencias en las distintas direcciones y se mantiene constante durante la 

historia de carga. 

• La estructura de trabajo es totalmente análoga a la del modelo para 

materiales inicialmente isótropos con algunas transformaciones de espacios 
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que se agregan. 

• Como resultado de estas transformaciones se logran superficies de 

fluencia y potencial anisótropas y convexas en el espacio real. El flujo 

plástico en el espacio real se orienta en la dirección de menor resistencia. 

• Combinando el modelo de material simple anisótropo con la teoría de 

mezclas se obtiene un modelo para materiales compuestos por materiales 

anisótropos elasto-plástico-degradables. 

• Este modelo provee una herramienta muy potente para la simulación del 

comportamiento de materiales compuestos en general. La posibilidad de 

combinar materiales de comportamientos diversos permite reproducir una amplia 

gama de materiales. 

• La teoría de mezclas parte de la hipótesis de compatibilidad de 

deformaciones por lo cual resulta apropiada sólo para materiales compuestos 

en los que las componenetes están dispuestas en una estructura de tipo 

paralelo. 

De la implementación numérica del modelo propuesto se pueden sacar las 

siguientes conclusiones: 

• La implementación del modelo constitutivo propuesto en un programa de 

elementos finitos es relativamente simple. 

• El método desarrollado para la integración de la ecuación constitutiva 

es particularmente apropiado para la solución de problemas de estado plano de 

tensiones de materiales simples en programas de elementos finitos 20. 

• La resolución de problemas de estado plano de tensiones en materiales 

compuestos, mediante programas de elementos finitos 20, exige de un algoritmo 

especial que integre la ecuación constitutiva de cada componente con tensión 

transversal al plano no nula y luego plantee la condición de estado plano en 

el compuesto a nivel ecuación constitutiva. 
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• El método desarrollado para la integración de la ecuación constitutiva 

en materiales compuestos bajo estado plano de tensión reproduce adecuadamente 

la interacción entre las distintas componentes en la dirección transversal al 

plano. 

• En general, la convergencia de los métodos de integración de la 

ecuación constitutiva desarrollados es muy buena. La integración 

independiente del camino exige mayor número de iteraciones pero permite 

obtener mejores resultados con pasos de carga más grandes. 

• La solución del problema no lineal se realizó en la mayoría de los 

casos con el método de Newton Raphson. La utilización del módulo tangente 

consistente con el algoritmo de integración permitió mantener la tasa de 

convergencia cuadrática de dicho método. 

De los ejemplos de aplicación desarrollados se desprende que: 

• El modelo logra reproducir el fenoméno de acoplamiento entre las 

deformaciones permanentes y la degradación de rigidez que aparece con 

frecuencia en los geomateriales dando lugar a un comportamiento elasto

plástico degradable. 

• El modelo presentado es capaz de reproducir el comportamiento del 

hormigón simple, armado y pretensado baja carga creciente y bajo carga 

cíclica, logrando reproducir adecuadamente el desarrollo de deformaciones 

permanentes y la degradación de la rigidez. 

• El modelo desarrollado para materiales anisótropos permite reproducir 

la direccionalidad del comportamiento de una amplia gama de materiales. Es 

posible desarrollar un modelo de material simple anisótropo que aproxime el 

comportamiento de la mampostería. 

• El modelo de materiales compuestos permite reproducir el 

comportamiento de materiales muy diversos, siendo de especial utilidad en 

materiales reforzados con fibras o incluso hormigón armado 
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@ El modelo de materiales compuestos basado en la teoría de mezclas no 

puede ser aplicado directamente a la simulación del comportamiento de la 

mampostería. 

5.2. LINEAS DE INVESTIGACION FUTURA 

Durante el desarrollo de este trabajo han surgido como propuestas nuevas 

líneas de investigación para profundizar, mejorar o generalizar algunos 

aspectos del modelo propuesto. Se destacan las siguientes: 

• Debería estudiarse más el fenómeno de localización de deformaciones 

que está ligado al problema de objetividad de la respuesta. Es un tema para 

el que no existe una solución definitiva probada. En la tesis se ha utilizado 

una de las tantas formas existentes para lograr objetividad que da mejores 

resultados. Pero se han detectado problemas con esta forma cuando no se 

produce localización de deformaciones por lo que sería conveniente 

profundizar más en el estudio de este tema. 

• Como el modelo presentado pretende ser un modelo de aplicación general 

no incorpora datos o relaciones entre datos correspondientes a ningún 

materiaL Durante desarrollo de los ejemplos de aplicación se detectó una 

falencia muy grande de resultados experimentales sobre el comportamiento de 

los materiales utilizados bajo estados uniaxiales de tensión. Es clara la 

necesidad de estudiar experimentalmente, con mayor profundidad, el 

comportamiento de los materiales para poder obtener los datos necesarios para 

la simulación numérica. En particular, hace falta disponer de los valores de 

la energía de fractura y de aplastamiento e incluso estudiar la determinación 

experimental de este último valor. Es claro también que para simular 

adecuadamente el comportamiento de un material elastoplástico degradable se 

debe disponer de alguna información sobre cómo se comporta el material bajo 

· cargas uniaxiales cíclicas. 

• Deben formularse superficies de fluencia, potencial y daño con 

meridianos curvos e intersección con el plano octaédrico variable. En 

particular para el hormigón, hace falta definir mejor la superficie de 

fluencia en la zonas de corte. 
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• El modelo para materiales inicialmente anisótropos sólo permite 

simular una relación de resistencias constante e independiente del tipo de 

estado tensional (compresión, tracción u otra combinación de tensiones). Como 

generalización de este modelo se propone formular una transformación de 

espacios que dependa del estado tensional para poder simular materiales en 

los que las relaciones de resistencias de tracción y de compresión en las 

distintas direcciones no son iguales como es el caso de la mampostería. 

• Se debe profundizar sobre el problema de daño anisótropo. 

• Se propone para nuevos trabajos la formulación de una teoría para 

materiales compuestos, algo más general que la teoría de mezclas, que permita 

tratar materiales en los que no existe compatibilidad de deformaciones ni de 

tensiones entre las componentes en todas las direcciones, como es el caso de 

la mampostería. La formulación de dicha teoría no es simple ya que se trata 

de trasladar un problema geométrico al modelo constitutivo. 

• El criterio utilizado para definir el estado de fisuración, basado en 

los valores principales del tensor de deformaciones plásticas, no se ajusta 

estrictamente a los resultados experimentales, particularmente cuando se 

mcorpora degradación de rigidez. Sería conveniente reformular dicho 

criterio. 

• Sería conveniente extender la formulación del modelo propuesto al 

tratamiento de materiales con grandes deformaciones y problemas dinámicos. 

• En general, se debe mejorar la velocidad y la convergencia de los 

procesos no lineales utilizados. 

.. , 
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APENDICE A 

DEFORMACIONES 

A.L INTRODUCCION 

Cuando un cuerpo es sometido a un. sistema de fuerzas externas 

experimenta una deformación respecto a su configuración original. Hay 

distintas maneras de definir las deformaciones. 

En este apéndice se dan algunas definiciones básicas de la cinemática 

del continuo deformable y se trata luego el caso de pequeñas deformaciones y 

rotaciones. Para ese caso se definen los invariantes que se utilizan a lo 

largo de la Tesis. 
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A.2. CINEMATICA DEL CONTINUO DEFORMABLE [Malvern 1969] 

A.2.1. DEFINICIONES HASICAS 

El movimiento de un continuo se puede definir de distintas formas: 

a) Descripción material: las variables independientes son la partícula X y el 

tiempo t. Entonces el movimiento x = x(X,t) da simbólicamente la posición 

x ocupada por la párticula X en el tiempo t. 

b) Descripción referencial: Las variables independientes son la posición X de 

la partícula en una configuración arbitraria de referencia y el tiempo t. 

Cuando se~. toma como configuración de referencia la correspondiente a t=O, 

la descripción referencial se denomina descripción Lagrangeana (o algunas 

veces descripción material). El movimiento se describe entonces como 

x==x(X,t) que da simbólicamente la posición x ocupada en el tiempo t por la 

partícula que ocupaba la posición X en la configuración de referencia. 

En coordenadas cartesianas: 

XI, x2 y x3 se denominan coordenadas materiales de la particula o 

coordenadas de su posición en la configuración de referencia. 

x
1
, x

2 
y son las coordenadas espaciales que dan la posición en el 

tiempo t. 

e) Descripción espacial: pone atención en una dada región del espacio. Las 

variables independientes son la posición actual x y el tiempo actual t. 

Comunmente se la denomina descripcion Euleriana. 

d) Descripcion relativa: Expresa la posición ~ ocupada en el tiempo 1: por la 

partícula que ocupa la posición actual x en el tiempo t, en términos de 

las variables independientes x y 1: : ~=~ (x,'t). Es un caso particular de 
t 

descripción referencial en la que se reemplaza la posición X en t=O por la 

posición x en t. 
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A.2.2. MEDIDAS DE DEFORMACION 

Supongamos dos puntos P y Q y sus trayectorias Pp y Qq. Los vectores de 

velocidad v en P y v+dv en Q son tangentes a las trayectorias. Ver Fig.A.l. 

Q 

dx 

-----. dV 
p 

V 

Fig.A.l Velocidad relativa de una partícula Q en q 

respecto de una partucula P en p. 

La velocidad de una partícula instantáneamente en q respecto de una 

partícula instantáneamente en p es : 

donde: 

avk 
dv = -

8 
dx = L dx , 

k X m km m 
m 

L - avk 
km- ax 

m 

(A.l) 

(A.2) 

L se denomina gradiente espacial de velocidad que puede descomponerse 
km 

en un tensor simétrico Dkm (tensor velocidad de deformación) y otro 

antimétrico n (tensor de spin), tales que: 
km 
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L =D +0 , 
km km km 

(A.3) 

D = (1/2)(L +L ) 
km km mk 

(A.4) 

y 

Q = (1/2)(L -L ) 
km km mk 

(A.5) 

Tomando como referencia la configuración indeformada, se puede escribir: 

dx = (ax faX ) dX = F dX 
k k m m km m 

Donde F es el gradiente de deformación 
km 

(A.6) 

En una formulación Lagrangeana se definen además los siguientes tensores 

de deformación: 

ds
2 

- dS
2 = 2 dX E dX 

k km m 

(ds)2 = dX e dX 
k km m 

donde C es el tensor de deformaciones de Green 
km 

Y en una formulación Euleriana; 

2 2 • 
ds - dS = 2 dx E dx 

k km m 

Donde B- 1 es el tensor de deformaciones de Cauchy 
km 

A.3. PEQUEÑ\.S DEFORMACIONES Y ROTACIONES 

[Malvern 1969, Desai i984, Chen 1982, , Oller 1988] 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

(A.10) 

En este punto se trata el caso de pequeñas deformaciones o deformaciones 

infinitesimales. 

.. , 

.., 
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A.3.1. DEFINICION DEL TENSOR DE PEQUEÑAS DEFORMACIONES 

Si se toma el mismo sistema de referencia para las coordenadas 

cartesianas rectangulares X. y x. se tiene : 
1 1 

X, = X.+ u.' (A.ll) 
1 1 1 

y resultan : 

E .. = (1/2) [au ./aX. + au }aX. +(au /aX.)(au /ax.)] 
IJ 1 J J 1 k 1 k J 

(A.12) 

En el caso de pequeñas deformaciones se pueden despreciar los productos 

de derivadas y queda el tensor de pequeñas deformaciones referido al sistema 

material: 
,. 

e .. = (1/2) [au./aX. + au;ax.] = (1/2)(u .. +u .. ) 
IJ 1 J J 1 IJ J,l 

(A.13) 

Donde c.. es el tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy cuyas 
IJ 

componentes se definen de la siguiente manera: 

X 
'Y /2 'Y /2 

xy xz 

e= y/2 e y/2 
yx y yz 

. (A.14) 

y //2 y /2 e 
zx zy z 

A.3.2. DERIVADA RESPECTO AL TIEMPO 

DEL TENSOR DE DEFORMACIONES 

Muchas veces se confunde el tensor velocidad de deformación Dk con la 
m 

derivada respecto al tiempo del tensor de deformaciones e . Sin embargo : 
km 

y 

(A.l5) 
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D = (l/2)(av /ax + av /ax ) km k m m k 
(A.16) 

El pnmero de estos tensores contiene derivadas respecto a las 

coordenadas materiales y el segundo derivadas respecto a las coordenadas 

espaciales. Con la hipótesis de pequeños desplazamientos ambos tensores 

coinciden. 

A.3.3. DIRECCIONES PRINCIPALES DE DEFORMACION 

INVARIANTES DEL TENSOR DE DEFORMACION. 

Las direcciones para las cuales las deformaciones son máximas o 

direcciones principales de deformación, pueden determinarse mediante la 

siguiente ecuación : 

* (e .. -e 8 . .) n
1
- = O, 

IJ IJ 

que conduce a: 
* det(e .. - e 8..) = O 

IJ IJ 

Donde 8 .. es el delta de Kronecker [Malvern 1969] 
IJ 

Desarrollando la ec.(A.18) se obtiene la 

característica: 

. 

(A.l7) 

(A.18) 

siguiente ecuación 

(A. i9) 

Donde 1
1
, 1

2 
e 1

3 
son los invariantes del tensor de deformaciones y se 

calculan como: 

1
1 

=e = 3 e = e 
ii oct V 

2 2 2 
I
2 

= e e
22 

+ e e + e
22 

e
33 

- e - e - e 
11 11 33 12 13 23 

(A.20) 

. 
1

3 
= det (e..) 

IJ 

Donde Ev se denomina deformación volumétrica 
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Reemplazando los valores de e"' obtenidos de la ecuación (A.l9) en la 

ec.(A.l7) se obtienen las direcciones de las normales n a cada uno de los 

planos en que las deformaciones normales son máximas y no tienen ninguna 

componente según esos planos. 

A.3.4. COMPONENTES ESFERICA Y DESVIADORA DEL 

TENSOR DE DEFORMACIONES. 

El tensor de deformaciones puede ser descompuesto en dos componentes : 

e .. = (1/3) ekk 8 .. + e .. 
g g ij 

(A.21) 

La primera componente se denomina tensor esférico o volumétrico y la 

segunda tensor desviador de deformaciones 

Los valores principales del tensor desviador de deformaciones e.. se 
lj 

obtienen de la siguiente ecuación característica : 

"' 3 • $ 2 • "' • 
(e)' - J (e) + J e- J = O 

1 2 3 
(A.22) 

Donde J 
1
, J 

2 
y J 

3 
son los invariantes del tensor desviador de 

deformaciones e .. y se calculan como: 
IJ 

. 
J =o 

l 

J
2
' = (1/2) e .. e .. 

lj lj 

' 
J = (1/3) e.k e . e .. 

3 1 kj jl 

(A.23) 
\ 
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APENDICE U 

TENSIONES 

n.t. VECTOR TENSiON 

El vector de tensión p en una superficie S en un punto Q se define 
l 

como: 

(B.l) 

~ . 
Donde P es el vector de fuerza actuante. Ver Ftg. B.l 

El vector p
1 

puede descomponerse en dos vectores componentes: uno según 

la dirección de la normal d y otro coincidente con el plano S d . Ver Fig. u h 

B. l. 
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Fig.B.l Vector tensión en una superficie S 

Donde: 

f\ = 11 aull ni + 11 0'1111 ti 
j 

11 aull : Módulo de la tensión normal 

lla
11

ll : Módulo de la tensión normal 

n Versar normal al plano S 

n. : V ersor tangente al plano S 
1 

H.2. TENSOR DE TENSIONES 

(B.2) 

(B.3) 

El estado de tensión en un punto puede ser representado por los vectores 

tensión actuantes en tres planos ortogonales que pasen por ese punto. En cada 

plano, cada vector tensión puede ser descompuesto en tres componentes : una 

según la normal al plano y otras dos componentes tangentes según las 

direcciones de las normales a los otros dos planos. Ver Fig.B.2. 
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v,, 

.x, 

Fig.B.2 Estado de tensiones en un punto 

p = { 
1 (Jll ()12 ()13 

-:7 
(J2l (J22 (J (B.4) 11 = 2 23 

l 
p3 = { (J3i ()32 ()33 

Resultan así nueve componentes de tensión que dan lugar al tensor de 

tensiones u .. : 
lJ 

all ()12 crl3 

cr .. = cr2t (J ()23 
IJ 22 (B.5) 

()31 cr32 cr33 

El tensor a.. se denomina tensor de tensiones de Cauchy, está referido a 
lJ 

la configuración deformada y es simétrico. 
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Para algunas aplicaciones resulta más cómodo trabajar con la parte 

simétrica del tensor de tensiones y se define el siguiente vector que 

representa el estado tensional: 

(JII 

(J22 

(J 
33 

<J= 
(J 

12 

(J 
23 

(J 
13 

R.3. VECTOR DE TENSION EN UN PLANO CUALQUIERA 

TETRAEDRO DE CAUCHY 

(B.6) 

Sustituyendo las componentes de tensión en la ecuación de equilibrio de 

un prisma de Fig. B.3, se obtiene : 

P = cr n 
l
. .. . 
1 IJ J 

(B .7) 

Donde los n. son los cosenos directores de la normal al plano. 
J 

Si x y x' son dos sistemas cartesianos relacionados por la 
i i 

transformación de coordenadas: 

x' = 1 x 
i ij j 

(B .8) 

donde 1.. = cos (x: ,x.), entonces los tensores de tensión en ambos 
IJ 1 J 

sistemas de coordenadas están relacionados por la sisiguiente ecuación : 

a' = l 1 a 
ij im jn mn 

(B.9) 

.. , 



Fig.B.3 Tetraedro de Cauchy 

H.4. DIRECCIONES PRINCIPALES DE TENSION 

INVARIANTES DEL TENSOR DE TENSIONES 

[Malvern 1969, Desai 1984, Chen 1982, Oller 1988] 
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·X 
1 

Para un punto de un sólido existen infinitos vectores de tensión 

asociados a los infinitos planos que pasan por ese punto. Interesan, en 

particular, aquellos planos para los cuales la tensión normal es máxima. Esos 

planos se denominan planos principales y las direcciones de sus normales 

direcciones principales. El vector tensión es normal a dichos planos o sea 

que las componenetes tangenciales son nulas. Se puede plantear entonces: 

• a .. n. = a n (B. lO) 
IJ J 

"' (a.. - a 8 .. ) n. = O 
IJ IJ J 

(B.ll) 

Para que este sistema tenga solución distinta de la trivial debe ser : 

det(a .. - a* o..) = o 
IJ IJ 

(B.12) 
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Esto conduce a una ecuación característica de la forma: 

*3 • 2 • 
( cr ) - I 

1 
( cr ) + 1

2 
cr - 1

3 
= O (B.13) 

Se puede probar que esta ecuación tiene tres raíces reales cr
1
;?:cr

2
;?:cr3' 

Reemplazando esos valores en la ecuación (B.ll), se obtienen las direcciones 

de las normales a los tres planos principales. 

1
1
, 1

2 
e 1

3 
se denominan invariantes de tensión y se calculan de la 

siguiente manera: 

2 2 2 1 = cr cr + cr cr +cr cr - cr - cr - cr 
2 11 22 11 33 22 33 12 23 13 

(B.l4) 

1
3 

= det( cr..) 
IJ 

D.S. DESCOMPOSICION DEL TENSOR DE TENSIONES 

El tensor de tensiones cr.. puede ser expresado como la suma de un tensor 
IJ 

hidrostático o e!>férico cr 8 .. y de un tensor desviador de tensiones S ... 
m U U 

cr.=cr 8 +S 
iJ m ij ij 

(B.l5) 

De la misma forma que antes se puede encontrar la ecuación 

característica del tensor desviador de tensiones 

(B. l6) 

Donde J 
1
, J 

2 
y J 

3 
son invariantes del tensor desviador de tensión y se 

calculan del siguiente modo: 
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J =S =O 
1 ¡¡ 

J
2 

= (1/2) S .. S .. 
IJ IJ (B.17) 

J
3 

= (1/3) S .. S.k Sk. 
IJ J 1 

R6. INTERPRETACION DE LOS INVARIANTES DE TENSION 

Existen distintas interpretaciones físicas y geométricas de los 

invariantes de tensión. 

B.6.1. TENSIONES OCTAEDRICAS 

Se denomina plano octaédrico a un plano que forma ángulos idénticos con 

las tres direcciones principales de tensión. Se puede demostrar que la 

tensión normal en ese plano, que se denomina tensión normal octaédrica, vale: 

a = a = I /3 
ocl m 1 

(B.l8) 

y la tensión tangencial que se denomina tensión de corte octaédrica: 

1: = (2/3 J )112 
oct 2 

(B.l9) 

La dirección de la tensión de corte octaédrica esta dada por , el ángulo 

de similaridad de Lode S definido por : 

sin 38 = J2 J 1 1:
3 

3 oct 
(B.20) 

Ver Fig.B.4. 

H.6.2. TENSIONES MEDIAS 

Si se considera un elemento esférico infinitesimal de volumen, el valor 

medio de las tensiones normales sobre la superficie de la esfera vale : 
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a = I /3 
m l . 

(B.2l) 

y el valor medio de las tensiones tangenciales : 

'C = J2!5 J' m 2 
(B.22) 

EJE HlDROSTATICO u,
1
= U=. U 

2 3 

OCTAEORICO 01+ ú/OJ= CTE 

~--~--------~~-----;--

Fig.B.4 Espacio de tensiones de High Westergard 

B.6.3. INTERPRETACION GEOMETRICA 

La representación geométrica más simple del estado de tensiones en un 

punto consiste en considerar las tres tensiones principales a , a y a como 
1 2 3 

coordenadas de un punto en un espacio tridimensional de tensiones que se 

denomina espacio de tensiones de High - Westergard. Ver Fig. B.4 . 

Se denomina eje hidrostático al eje que forma iguales ángulos con los 

ejes 1, 2 y 3 cuya ecuación es : 



'·· 
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G=<J=<J 
l 2 3 

(B.23) 

Cualquier punto sobre esta diagonal corresponde a un estado de tensión 

hidrostática puro. 

Los planos perpendiculares a este eje se denominan planos desviadores o 

planos octaédricos y están definidos por la ecuación : 

(B.24) 

El plano desviador que pasa por el origen ( cr +cr +cr =0) se denomina plano 
l 2 3 

n. Los puntos de tensión sobre el plano 1t corresponden a estados de corte 

puro. 

~ 

El vector OP que representa el estado de tensión de un punto puede ser 
----7 ~ 

descompuesto en dos componentes : una OQ según el eje hidrostático y una QP 

perpendicular al mismo contenida en un plano desviador. Ver Fig. B.5 

~ ----7 ~ 
OP = OQ + QP 

Se puede demostrar que : 

11~11 = p = J2 J; 
----7 ~ 

(B.25) 

(B.26) 

(B.27) 

OQ representa la parte hidrostática del estado de tensión y QP la parte 

desviadora de dicho estado. Es por ello, que los planos perpendiculares al 

eje hidrostático se denominan planos desviadores. 
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/ 
Q 

/ 

/ 
/ 

/ EJE HIOROSTATICO 

Fig.B.5 Descomposición de las tensiones en el espacio de tensiones 

/ 
/ 

/ 

- (J li / 

a; 
r1ERID. TRACC. 

PLANO MERlO. COMP. 

Fig.B.6. Sistema de Cordenadas Cilíndricas de High Westergard 

., 
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En la Fig.B.6 puede observarse que los invariantes 1
1
, J

2 
y J

3 
permiten 

ubicar un punto de tensión en el espacio de High - Westergard: 

• El primer invariante fija la posición del plano octaédirco (~). 

• El segundo invariante fija la distancia al eje hidrostático (p). 

• El tercer invariante permite definir la tercera coordenada del sistema 

cilíndrico de High - Westergard y suele representarse mediante el 

ángulo de similaridad de Lode 8. Ver Fig. B.6. 

En la Fig.B.6 se indican los denominados planos meridianos de tracción y 

compresión que son planos que contienen al eje hidrostático y para los cuales 

e = -n/6 y e = n/6 respectivamente. 

U.7. EVALUACION DE LAS TENSIONES PRINCIPALES 

La evaluación de las raíces de las ecuaciones (B.l3) ó (B.16) para la 

determinación de las tensiones principales no es simple. La solución se logra 

observando la similitud con una ecuación trigonométrica en senO que da ios 

siguientes resultados para las tensiones principales: 

f :: 
(J 

sen (8+2n/3) 

f 
m 

= (J 
+ 2 J\13' sen e (B.28) 

m 

l cr, (J sen (8+4n/3) J m 
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'1 
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APENDICE C 

BASES TERMODINAMICAS 

C.l. INTRODUCCION 

Las leyes básicas de Ja Termodinámica proveen un fundamento físico

matemático aJ modelo que se presenta en esta Tesis. 

C.2. PRIMERA LEY DE LA TERMODINAMICA 

La Primera Ley de la Termodinámica relaciona el trabajo realizado sobre 

un sistema y el calor entregado al mismo con el cambio de energía del 

sistema. Postula el balance de energía, exigiendo la conservación de la 

energía total del sistema. En otras palabras, relaciona la potencia mecánica 

introducida al sistema P. y la potencia no mecánica o cantidad de calor 
111 

propio Q 
prop 

existente en el sólido con el cambio de energía global W que 

éste experimenta. 
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Este principio parte de la hipótesis de que existen: 

a) Una cantidad de calor propio Q y 
prop 

b) Una cantidad de energía global W resultante de la variable de estado w 

denominada densidad de energía interna, 

tales que: 

ciW · 
=-;:r¡-=W=Q +P ut prop in 

Donde: 

m: masa volumétrica o densidad aparente 

t: tiempo 

m= M/V· 

M: masa del sólido 

V: volumen del sólido 

La potencia mecánica introducida P. vale: 
mt 

Donde: 

P1, " f, t1 v1 dS + J m b1 v1 dV 
S 

t. : Fuerzas de superficie 
l 

b. : Fuerzas de volumen 
1 

S : Superficie que envuelve al sólido 

v.: Campo ele velocidades 
1 

(C.l) 

(C.2) 

(C.3) 

Si t=cte o t es mucho mayor que el período fundamental del cuerpo, se 

tiene un problema cuasiestático donde el campo ele velocidades se transforma 

en el incremento temporal del campo de desplazamientos y la potencia 

introducida en incremento temporal del trabajo introducido. 

Las fuerzas superficiales pueden calcularse como: 
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t. -- 0 .. n. 
1 1J J 

·---·--·---------· 

(C.4) 

Donde 0 .. es el tensor de tensiones de Cauchy y n el vector normal a la 
ij j 

superficie. 

Por el teorema de la divergencia se puede transformar la integral de 

superficie de la ec.(C.3) en una integral de volumen como sigue: 

p = 
in 

1 
[8

0 l 8v.l vi ____i + m b. + 0 .. 8x• dV 
8X· 1 1J · J J 

V 

(C. S) 

Donde el término que está entre paréntesis puede calcularse mediante la 

ecuación de movimiento de Cauchy como: 

80 .. av 

a lJ +m b. = 
X: 1 

J 

! mar (C.6) 

Para aceleración nula, 8v.í8t=O, la ecuación anterior se convierte en la 
1 

ecuación de equilibrio de Cauchy: 

80 .. 
_IJ + f =o 
8x- i 

J 

Donde f.= m b. es la fuerza por unidad de volumen. 
1 1 

Sustituyendo la ec.(C.6) en la ec.(C.5), se obtiene: 

r av av 1 [gt[ámv,v,] JdV+ 
8v 

p -- vp18tl + u _i dV = 0 .. _i dV (C. S) 
111 i.i ax. IJ 8X 

J j 

V V V 
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P =K+ P 
in d 

(C.9) 

Donde K es la potencia cinética y P la potencia deformativa 1 dada por: d . 

. J av p = p _ K = a .. _i dV 
d in IJ 8X 

j 

(C. lO) 

V 

La cantidad de calor propio Qprop o potencia térmica está compuesta por 

el calor existente en forma distribuida en el interior del sólido más el qne 

se introduce por las fronteras y puede ~xpresarse como: 

Q = J m r dV - ~ a. n dS 
prop J , i 

(C.ll) 

V S 

Donde: 

r : fuente distribuida de ~alor por unidad de masa denominada radiación 

qi: campo vectorial del fÍujo de calor por conducción. 

El signo menos en el segundo término de la ec.(C.ll) indica qtie el calor 

es recibido por el sólido. 

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, la ecuación de 

conservación de la energ{a para problemas . cuasiestáticos puede expresarse 

como: 

av 

J m w dV = J m r dV - ~ a . n dS + J a .. _i dV J 'i ¡ IJ ax 
V V S V j 

(C.12) 

Transformando la integral de superficie en integral de volumen mediante 

el teorema de Green, resulta la siguiente forma local Euleriana (ver Apéndice 

A): 

1 Nota Para problemas cuasicstáticos K=O y la potencia introducida es igual 

a la potencia defonnativa 



Donde además: 

Donde : 

Bases Termodinámicas 

aq. av. 
m w = m r - - 1 + <J .. -

1 

ax IJ ax 

av 
<J .. _i = a .. L = 

IJ ax IJ ij 
j 

j 

a .. D.. + a.. n .. 
IJ IJ IJ 1J 

"-----v--1 
=O 
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(C.l3) 

(C.l4) 

L.. es el gradiente espacial de velocidad que puede descomponerse en un 
IJ 

tensor simétrico D.. 2 o velocidad de deformación y en un tensor antimétrico 
IJ 

n.. o tensor de spin. El producto de n.. por el tensor simétrico a.. es 
~ u u 

idénticamente nulo. 

La ec.(C.13) resulta entonces: 

aq. 
mw = m r - _2 + a.. D ax. IJ ij 

(C.l5) 
1 

SEGUNDA DE LA TERMODINAMICA 

El segundo principio de la termodinámica postula el balance de la 

entropía. En termodinámica se define la entropfa como una función de estado 

relacionada con la transfrenecia de calor. Para un proceso reversible, se 

define la entropfa especifica o entrop{a por unidad de masa, 11, como: 

1 
dll = 8 dq (C.16) 

Donde q es flujo de calor por conducción y O un campo escalar que 

representa una medida de la temperatura local absoluta. La entrop{a total 

está dada por: 

2Para pequeñas defonnaciones D.. es igual a la derivada temporal del tensor de dcfomtadones t .. 
lj lj 
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'!f = J m 11 dV 
V 

(C.17) 

Una de las formas de expresar el segundo prznczpw de la termodinámica 

es a través de la desigualdad de Clasius-Duhem. El mismo establece el cambio 

de la producción interna de entropía interna debe ser mayor o igual que el 

cambio de entropía introducida '!f . . Esto es: 
m 

(C.l8) 

La entropía introducida al sistema se calcula como: 

(C.17) 

De modo que la ec.(C.18) puede escribirse como: 

~t J m 11 dV ?:: J lf dV - f ~ ni dS (C.l8) 

V V S 

Esta última integral es la forma integral de la desigualdad de Clasius -

Duhem. Aplicando el teorema de Oreen se puede obtener la siguiente forma 

local: 

(C.20) 

6 

(C.21) 

Donde 3 es la disipación local por unidad de masa o producción interna 

de entropía por unidad de masa. 
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Combinando la ec.(C.21) con la forma Euleriana del pnmer principio de 

la termodinámica, resu lta: 

a .. D 1 
IJ ¡1· ae 

3=8,-w+-- -=a-~0 
' 1 m mu "1 ax 

i 

(C.22) 

Para procesos termo-mecánicos desacoplados, donde el problema térmico 

está desacoplado del problema mecánico, se puede . exigir el cumplimiento 

independiente de las siguientes desigualdades: 

a .. D 
en - w + ~~o m 

(C.23) 

a e o q. ~ 
1 ax 

La primera de estas ecuaciones se conoce como desigualdad de Clasius -

Planck y la segunda expresa que el calor fluye hacia el frío. 

En la mecánica del continuo, la desigualdad de Clasius-Duhem, que debe 

satisfacerse para cualquier proceso posible, impone restricciones en la forma 

de las ecuaciones constitutivas. 

C.4. RELACION DE GIBBS 

La termodinámica del continuo supone que la energía interna local por 

unidad de masa queda determinada por el estado termodinámico y especificada 

mediante n variables termodinámicas de subestado : V , v , ... , v y la 
1 2 n 

entrop{a espec(fica 11 · Esto es : 

w = w(n ,v,x) (C.24) 

Esta ecuación se denomina ecuación calórica de estado. En la m1sma x es 
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la posición de la partícula en el tiempo t. 

La temperatura termodinámica se define como: 

e = [aw] 
óTJ V=cte 

(C.25) 

y las tensiones termodinámicas t. como: 
J 

[awl t.= av 
J j Tl=cte 

(C.26) 

Para cada cambio de estado de una partícula X se obtiene: 

dw = e d1l + t. dv. 
J J 

(C.27) 

Esta es una generalización de la ecuación de Gibbs quien consideró como 

única variable termodinámica al volumen específico. 

C.S. POTENCIALES TERMODINAMICOS 

Suponiendo la existencia de una ecuación calórica de estado, se pueden 

definir ios siguientes cuatro potenciales: 

• Energía interna: w 

Variables independientes: v. y 11 
J 

• Densidad de energía libre de Helmholtz: \}' 

Es la parte de la energía aprovechable para realizar trabajo a volumen 

constante y se define como: 

(C.28) 

Variables independientes: e y 11. 
J 
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• Entalpfa o contenido de calor: h 

Es la parte de la energía interna que puede disiparse en forma de 

calor cuando las tensiones termodinámicas se mantienen constantes y se 

calcula como: 

h = w - t. V. 

Variables internas: e y t. 
J 

• Entalpfa libre o función de Gibbs: g 

Se define como: 

J J 

g = h - 11 e = '-V - t. v. 
J J 

(C.29) 

(C.30) 

El estado termodinámico puede variar hipotéticamente como consecuencia 

de la variación de uno o más potenciales: 

dw = e d11 + t. dv. 
J J 

do/ = -11 d8 + t. dv. 
J J 

dh = e c111 - v. dt. 
J J 

dg = -11 d8 - V. dt. 
j j 

C.6. EXPRESIONES DEL PRIMER Y SEGUNDO PRINCIPIO 

(C.31) 

DE LA TERMODINAMICA EN Ji'UNCION DE LA ENERGIA LIBRE 

La ecuación de conservación de la energía, expresada en términos de la 

energía libre, resulta: 

. aq. . . 
m'Y=a D +mr--1 -mn8-mn8 

ij ij ax. '1 '1 
(C.32) 

1 

y la desigualdad de Clasius-Duhem, resulta: 
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(C.33) 

Existen distintas formas de expresar la energía libre. En esta Tesis se 

utiliza la siguiente [Oller 1989]: 

(C.34) 

Donde ee es el tensor de deformaciones elásticas, e la temperatura 

absoluta, a un conjunto de variables de estado plásticas y p otro conjunto de 

variables internas, por ejemplo las asociadas con la degradación de rigidez. 

La variación temporal de la energía libre se puede escribir entonces 

como: 

(C.35) 

Reernpiazando en ia ecuación de la disipación, ec.(C.33), se obtiene: 

r ' 

crD -m-e 
[ 

a~ 'el 
ij ij ae~j ij 

- m -;:;rr + r¡ e - m -::-:e-U - m -;rr A - n q - 2: Ü (C.36) l
a~ J · a~ · a~ · 1 ae 
ao aa i ap, P¡ o ¡ ax 

i i i 

Para el caso de pequeños desplazamientos, en la expresión anterior se 

puede reemplazar el tensor tasa de deformación D.. por el incremento temporal 
IJ 

del tensor de deformaciones e.... Por otro lado, la potencia deforrnativa puede 
IJ 

considerarse corno compuesta por dos partes, una elástica y otra plástica, a 

través de una descomposición aditiva del tensor de deformaciones e... en una 
IJ 

parte elástica e~. y otra parte plástica e~ .. Resulta entonces: 
~ ~ 

., 
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(C.37) 

Esta es la forma local de la desigualdad de Clasius-Duhem. Sobre esta 

desigualdad se puede hacer las siguientes consideraciones: 

1) Como ce y e representan variaciones temporales arbitrarias de las 
ij 

variables libres, para garantizar el cumplimiento de la desigualdad de 

Claisu-Duhem, para un dado estado termodinámico, sus multiplicadores deben 

ser idénticamente nulos. De allí surge que: 

r 
cr - m a'l' 

a) ij - 8€~. 
IJ 

1b) 11 ~ -~ 
\. 

(C.38) 

Estas expresiOnes, obtenidas por Coleman, pueden interpretarse como las 

relaciones constitutivas más generales compatibles con el segundo principio 

ele la termodinámica. 

2) Además, para problemas termomecánicos desacoplados se exige el 

cumplimiento, en forma independiente, de las siguientese desigualdades: 

sr: disip. plástica sP: otros términos disip. 
m m 

r----A.,-----. 

re cP 8'1'. 
a)3=v<- m~ 

m ij ij - aa i 
i 

20 
(C.39) 
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Las ecuaciOnes (C.38) constituyen un conjunto de ecuaciones constituivas 

termomecánicas (relaciones de Coleman) para el material. Un material cuya 

energía libre es independiente de las variables a. y p, es un material 

elástico. Para ese material, las relaciones de Coleman son suficientes y las 

desigualdad (C.39a) se satisface trivialmente. Sin embargo, para la mayoría 

de los materiales, la energía libre depende de variables internas y entonces, 

la desigualdad (C.39a) actúa como una restricción en las ecuaciones 

constitutivas. 
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APENDICE D 

MODELOS ELASTOPLASTICOS CLASICOS 

DJ. INTROHUCCION 

En la fig.D.l se muestra la curva de comportamiento uniaxial de un punto 

correspondiente a un material elastoplástico ideal. Al comienzo muestra una 

zona lineal elástica hasta el punto A llamado, lfmite de proporcionalidad. A 

partir de él, se inicia una etapa elástica no lineal hasta alcanzar el punto 

A' denominado lfmite de elasticidad. Seguidamente comienza un período elasto

plástico con rigidez tangente decreciente debido a los mecanismos inelásticos 

irreversibles. Si durante esta etapa se descarga, se observa que sólo se 

recupera una parte Ee (deformación elástica) de la deformación total E, 

quedando una parte remanente, no recuperable, que recibe el nombre de 

deformación plástica EP. 

Dentro de la zona elasto-plástica se distinguen tres regiones 
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- U na zona donde hay crecimiento de la tensión (A' -C) que se denomina 

zona e lasto-plástica con endurecimiento. 

- Una zona sin cambio de tensiones (C-D) que se denomina zona 

pelfectamente plástica o plástica con endurecimiento nulo. 

- Una zona donde la tensión decrece bajo crecimiento sostenido de la 

deformación (D-E) que se denomina zona elasto-plástica con 

ablandamiento. 

La teorfa de la elasticidad simula el comportamiento dentro del rango 

elástico. La teoría de la plasticidad permite simular ei fenómeno de 

irreversibilidad de las deformaciones que induce a un comportamiento 

energético no conservativo dependiente del camino recorrido. 

o 

Zona Zona Zona Zona Plast. con Abland. 
Elastica Plast. con Perit. 

Elast. Plast. 
~ )loj<e •11111 ..¡""' ~ 

Fig.D.l Comportamiento uniaxial de un material elastoplástico 
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En este apéndice se presentan los pnnctpiOs y elementos fundamentales 

de los modelos elastoplásticos clásicos, modelos cuya estructura matemática 

se utiliza como base en el modelo constitutivo propuesto en esta Tesis. 

D.2. MODELOS ELASTICOS LOesai 1984, ehen 1982, Malvern 1969, Oller 1988] 

La forma general de los modelos elásticos, para pequeñas deformaciones y 

desplazamientos es la siguiente: 

a .. = e~. e 
IJ IJfS rs 

(0.1) 

Donde e~. es el tensor constitutivo secante. 
IJfS 

La ecuación (0.1) involucra 81 coeficientes que se reducen a 36 st se 

considera la simetría de los tensores de tensión y deformación. Si se usa las 

formas vectoriales de los tensores de tensión y deformación, el tensor 

secante puede representarse mediante una matriz es de 6x6 tal que: 

(0.2) 

Se puede probar que la existencia de una función de potencial elástico o 

función de energía de deformación W tal que 

aw 
(j =--, 

¡1· BE .. 
lj 

(0.3) 

implica la simetría de la matriz es reduciendo el número de constantes 

de 36 a 21. 

El grupo de simetr(a material d grupo isotrópico de un material es aquel 

que deja las ecuaciones constitutivas invariantes. Para materiales que 

presentan un plano de simetría material el número de constantes se reduce a 

13 , para materiales con tres planos de simetría el número de constantes se 

reduce a 9 y para materiales isótropos el número de constantes es 2. 
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0.2.1. ORTOTROPIA 

En el caso de simetría ortotrópica (tres planos de simetría) el número 

de constantes se ·reduce a 9 y la inversa de la matriz secante tiene la 

siguiente forma: 

1 V V 
yx zx o o o T - -rr:- - -¡r-

X y y 

V 1 V 
xy zy o o o - -rr:- T --r 
X y z 

V V 1 xz yz o o o 
-1 -~ - -¡r.- T es z y z = (0.4) 

o o o 1 o o --u-
xy 

o o o o 1 o --u-
yz 

l o o o o o 1 

zx 

Donde E , E y E son los módulos de elasticidad en la tres direcciones 
X y Z 

principales de ortotropía, v , v , v , v , v y v los módulos de 
xy yx yz zy xz zx 

Poison y O , O y O los módulos elásticos transversales correspondientes. 
xy yz zx 

Para que la matriz definida en la ecuación (0.4) sea simétrica deben 

cumplirse las siguientes relaciones entre los módulos de Poison y los módulos 

elásticos longitudinales: 



'·· 
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V V 
yx _ xy 

~-~ 

(0 .5) 

V V 
cy - yz 

-y- - ~ 
z y 

Esto reduce a 9 el número de constantes independientes que intervienen 

en la definición del tensor de rigidez secante. Además, se puede tomar como 

aproximación [Oñate 1992]: 

1 1 + V 1 +V 
yx + xy 

-u-= EY Ex xy 

1 1 +V 1 + V 
= zx + 

xz (0.6) -u- EY Ez yz 

1 1 +V 1 +V 
cy + 

yz 
-u-= E EY zx z 

Invirtiendo la ec.(0.4) resulta: 
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E (- l +vv ) E (V +V V ) E (V +V V ) 
x yz zy X yx yz zx x zx yx zy o o o D D D 

E (V +V V ) E (-l +vv) E (V +V V ) 
y xy xz zy y xz zx y zy xy zx o o o D D D 

Cs= E (V +V V ) E (v +v v ) E (-l+V V ) (0.7) z xz xy yz z yz xz yx z xy yx o o o D D D 

o o o G o o 
xy 

o o o o G o 
yz 

o o o o o G 
zx 

Donde: 

0 = -1 + V V + V V + V V V + V V V + V V (0.8) 
xy yx xz zx xy yz zx xz yx zy yz zy 

Para el caso del estado plano de deformación ( E - y - y = O ) se zz - xz - yz 

tiene: 

E (-1 +V V ) E (V +V V ) 
x yz zy x yx yz zx o (J D D E 

X X 

(J = E (v +V V ) E (-l+V V ) E (0.9) y y xy xz zy y xz zx o y 

D D 
't 'Yxy xy 

o o G 
xy 

y 

E (V +V V ) E (V +V V ) 
(J 

z xz xy yz 
E 

z yz xz yx 
E (0.10) - - D - D z X y 

Para el caso del estado plano de tensiones ( a = 't = 't = O ) se 
z xz yz 

trabaja con : 



Teor(as de la Elasticidad y Plasticidad Clásicas -325-

E E 
X 

V 
X o 

O' (1-v v ) xy (1 -V V ) E 
X 

xy yx xy yx 
X 

O' = E E E 
y y y o y 

V 
yx (1 -v V ) (1 -v v ) 

't xy yx xy yx 
'Yxy xy 

(0 .11) 

o o G 
xy 

y 

E = -V E - V E 
z xz x yz y 

(0.12) 

0.2.2. ISOTROPIA 

En el caso de isotropía el número de constantes se reduce a dos y la 

matriz constitutiva resulta simétrica aún sin suponer la existencia de una 

función de potencial elástico. La ecuación constitutiva tiene en este caso la 

siguiente forma : 

ó 

Donde : 

0'.. = A Ekk 8.. + 2 J.1 E .. 
IJ IJ IJ 

a =KE 8 +2Ge 
ij kk ij ij 

E 
K='A+(2/3)G= 3(1-Zv) 

E 0 = J.1 = 2(l+v) 

(0.13) 

(0.14) 

(0.15) 

(0.16) 

'A y J.1 son las constantes de Lamé, K el módulo de dilatación volumétrica 

G el módulo elástico transversal, E el módulo elástico longitudinal y v el 

coeficiente de Poisson. 

La condición de definida positiva de la energía de deformación Impone 

las siguientes restricciones en los módulos elásticos isotrópicos : 
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{

K>O 

G>O 
ó 

{

E>O 

-1 < V < 0.5 
(0.17) 

Para el caso v = 0.5 (1/K = O) se tiene un material incompresible. 

Para el caso del estado plano de deformación se tiene: 

(J 1 - V V o E 
X X 

E V 1-v o 
E (J (0.18) y = (1 +v)(l-2v) y 

'L o o l-2v 
'Yxy xy --¿ 

y 

_ E(l-v) 
<Jry - {1_¡.."\ll-2v) ( Ey + Ey ) 

a.. \AO'fj\ h 

(0.19) 

Para el caso del estado plano de tensiones se trabaja con: 

í '\ r 1 o i 

J :: 

'\ 

(J V 
1 X 

E V 1 o 
(J --- (0.20) y 

(1-vz) 

'[ o o 1-v l 'Yxy xy ---¿ 

y 

1 (0.21) E = - I=\1 (E +E ) 
z -V X y 

Para el caso de simetría axial ( 1: zS = 1: rB = 'Yze = 'Yre = O) se tiene: 
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a 1 - V V V o e 

a e V 1 - V V o e e 
E (0 .22) 

a 
= (l+v)(l-2v) V V 1 - V o e 

z 7. 

o o 1-2v 
'[ ----z- 'Yr7. rz 

Donde r indica la dirección radial, e la circunferencial y z la axial. 

D.3. FUNDAMENTOS DE LOS MODELOS PLASTICOS. 

TEORIA DE PLASTICIDAD CON PEQUEÑ\.S DEFORMACIONES. 

[Desai 1984, Chen 1982, Malvern 1969, Oller 1988] 

D.3.1. INTRODUCCION 

El desarrollo de los modelos elasto-plásticos con endurecimiento 

mediante la teoría incremental de la plasticidad comprende dos grandes 

aspectos : 

• El criterio de fluencia o discontinuidad que permite establecer 

durante el proceso de carga el comienzo del período inelástico y la posterior 

evolución de las fronteras del dominio elástico en el espacio de tensiones. 

• El comportamiento más allá del límite elástico o comportamiento 

elastoplástico que queda definido mediante : 

• Una descomposición de las deformaciones en una parte elástica y 

una parte plástica. 

• Una regla de flujo plástico que será interpretada 

como una regla de evolución explícita de las variables internas. 

• Un conjunto de variables internas a : que son escalares o 

tensores definidos internamente por el mtsmo proceso 

elastoplástico, en forma implícita, a partir de una regla de 

evolución explicita. 
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D.3.2. CRITERIO DE DISCONTINUIDAD 

PARA MATERIALES FRICCIONALES 

O CRITERIO DE FLUENCIA PLASTICA PARA METALES 

En forma general, se puede definir el límite de discontinuidad a través 

de una función escalar que depende del estado de tensión a .. y de un grupo de 
IJ 

variables internas plásticasa. 

F(a .. (t),a(t)) = O 
lj 

Donde: 

a .. (t) : Tensor de tensiones actual 
IJ 

a(t) : Conjunto de variables internas plásticas en el estado actual 

K(t) : Variable de endurecimiento plástico isotrópico 

ll(t) : Variable de endurecimiento plástico cinemática 

~:P(t): Tensor de deformación p1ástica 

(0.23) 

(0.24) 

El comportamiento de un punto en un instante cualquiera t queda definido 

de la siguiente manera: 

• El comportamiento es elástico antes de que se alcance el límite de 

discontinuidad : 

F(a .. (t),a(t)) < O 
IJ 

(0.25) 

o cuando hay descarga: 

(0.26) 

• El proceso de deformación es elasto-plástico cuando hay carga : 
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F(a .. (t),a(t)) = O 
IJ 

y · aF · aF · 
F=-a +-a =0 aa.. ij aa. ¡ 

(0.27) 
IJ 1 

Esto resulta más fácil de interpretar cuando F(a .. ,a) se entiende como 
IJ . 

una superficie en el espacio de tensiones.. Para materiales isótropos se puede 

representar como una superficie en el espacio de tensiones principales : cr
1
, 

cr
2

, cr
3 

,pero, en general, es una hipersupeificie en un espacio de nueve 

dimensiones. En la Fig.D.2 se ha representado esquemáticamente una superficie 

de fluencia o carga. 

d ():. (CARGA NEUTRAl 
ly 

dP'/dCf:. 1 1 .} 

Pt..O 
ELASTICO 

SUPERFICIE DE FLUENCIA 

F=O 

Fig.D.2 Representación esquemática de la superficie de fluencia 

elásticas. Si da.. está dirigido hacia afuera se trata 
lj 

y ocurren deformaciones elásticas y plásticas. Si 

de un proceso de 

da.. está en el 
IJ 

tangente se trata de una carga neutra y sólo ocurren deformaciones elásticas. 

Para materiales petfectamente plásticos, si el vector da.. está 
IJ 

dirigido hacia adentro de la superficie se trata de una descarga y las 

deformaciones son elásticas. En el caso de carga, el vector da.. no puede 
IJ 

salir de la superficie (en este caso superficie de fluencia) porque 
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ésta es fija en el espacio de tensiones y debe ser tangente a la 

superficie, o sea que ocurre flujo plástico cuando : 

F(a .. (t)) = O 
IJ 

y · aF · 
F=-a =0 acr.. ii 

IJ 

(0.28) 

Para materiales isótropos, el comportamiento del material es idéntico en 

todas las direcciones por lo que el criterio de fluencia o discontinuidad 

puede expresarse en términos de las tensiones principales a
1
, a

2 
y a

3 
o de 

cualquier conjunto de invariantes linealmente independientes, del tensor de 

tensiones o de su desviador. 

Estudios experimentales muestran que la influencia de la presión 

hidrostática en la deformación plástica de materiales no porosos como los 

metales es despreciable. Eso asegura que la deformación volumétrica será 

siempre elástica. Para el caso particular de materiales metálicos isótropos 

el criterio de fluencia plástico se reduce a : 

(0.29) 

Para materiales friccionales, en cambio, la resistencia crece con el 

aumento de las fuerzas de rozamiento interno que a su vez están influenciadas 

por la presión hidrostática (1
1
). Tanto el hormigón como los geomateriales 

presentan esa característica y por lo tanto, en esos casos, el criterio de 

discontinuidad debe tomar la forma : 

(0.30) 
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D.3.3. COMPORTAMIENTO MAS ALLA DEL LIMITE ELASTICO 

D.3.3.1. Descomposición de las Deformaciones 

La teoría incremental de la plasticidad clásica sin degradación de 

rigidez descompone la deformación total en una parte elástica y otra parte 

plástica: 

. • . -l . . 
E = Ee + Ep - Cs O" + P 

ij ij ij - ijkl kl Eij 
(0.31) 

D.3.3.2. Regla del Flujo 

Se define una regla de flujo generalizada que considera el incremento de 

deformación plástica temporal como una variable interna tensorial cuya regla 

de evolución está dada por : 

. . aG(a .. ,a) 
tT='A .KI 

ij acr .. 
IJ 

Donde : 

'A : Parámetro de consistencia plástica 

G : Función de potencial plástico 

(0.32) 

Esta regla establece que E~. está dirigido según la normal a la 
tj 

superficie de potencial plástico. Cuando, en particular, se adopta como 

superficie de potencial plástico a la superficie de fluencia ,se tiene : 

(0.33) 

. . aF(crk
1
,a) 

E~. = 'A aa 
IJ " 

lj 

(0.34) 

Y se habla de una regla de flujo asociada a la supe!ficie de jluencia. 

En caso contrario, se trata de una regla de flujo no asociada a la supe1jicie 
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de jluencia. El hormigón y los geomateriales, en general, necesitan una regla 

del flujo no asociada para describir su comportamiento 

D.3.3.3. Superficie de Carga Plástica 

El límite entre la zona elástica y la zona plástica se establece 

mediante una superficie de fluencia o superficie de discontinuidad y a partir 

de allí esta superficie adquiere movilidad en el espacio de tensiones, a 

medida que evoluciona el proceso elasto-plástico, convirtiéndose en la 

llamada supe1jicie de carga plástica. Esta función no es otra cosa que la 

actualización del límite de discontinuidad de acuerdo a la evolución de las 

variables internas plásticas a. El fenómeno que gobierna el cambio de 

posición y forma en el espacio de tensiones se denomina endurecimiento 

plástico. 

El endurecimiento puede ser de distintos tipos 

o mixto. 

ENDURECIMIENTO. ISOTROPICO 

isotrópico, cinemática 

tiene endurecimiento isotrópico cuando la superficie de carga cambia 

su tamaño sin cambiar su forma, posición ni orientación. Puede ser, a su vez, 

positivo, cuando hay endurecimiento, nulo cuando el material es perfectamente 

plástico o negativo cuando hay ablandamiento. 

Este movimiento puede ser controlado por la función de endurecimiento 

plástico K( K) que depende de la variable de endurecimiento plástico K. 

Una forma simple de expresar la función de carga plástica es 

F(a .. ,a) = f(a..) - K(K) = O (0.35) 
lj IJ 

donde f es una función escalar homogénea de primer orden en las 

componentes de a .. , lo cual permite asociar la función de endurecimiento 
IJ 

plástico K( K) con una tensión uniaxial equivalente a(K). 
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La variable de endurecimiento plástico varía según la siguiente ley 

explícita de evolución : 

(0.36) 

. . 
K = h (cr a) EP 

K.. kt' ij 
(0.37) 

IJ 

Donde hK .. (crk
1
,a) es un tensor de segundo orden que, en el caso más 

IJ 

simple, puede tomarse : 

(0.38) 

En ese caso particular, resulta la variable de endurecimiento plástico 

igual al incremento temporal de trabajo plástico : 

. . . 
K= Wp = (j ep 

ij ij 

ENDURECIMIENTO CINEMA TICO 

(0.39) 

Se tiene endurecimiento cinemática cuando la superficie de carga se 

traslada en el espacio de tensiones sin cambiar su forma, tamaño m 

orientación. 

El movimiento de traslación de la superficie de carga plástica es 

controlado por la variable interna de endurecimiento plástico 

cinemática 11 .. que define el movimiento del centro de la misma. 
IJ 

F(cr .. ,a) = flcr .. -11..) - K = O 
IJ IJ IJ 

(0.40) 

La regla de evolución de 11 .. está dada por : 
IJ 

. . 
11 .. = ~ .. K 

IJ lj 
(D.41) 



-334- Apéndice D 

Donde P .. es un tensor que define la dirección del movimiento. 
IJ 

Prager y Melan propusieron una ecuación aún más simple : 

11 .. = c.,. e~. 
IJ o.. IJ 

(0.42) 

que define un endurecimiento lineal en el que cK es un escalar. En ese 

caso la superficie se traslada según la normal a la misma. 

Ziegler demostró que cuando algunas componentes de tensión se anulan, 

por ejemplo para estados planos esta condición no se cumple y propuso como 

regla de evolución : 

. . 
TJ .. = p ( 0" .. -'11..) 

IJ lj IJ 
(0.43) 

. 
donde p es un escalar positivo característico de un cada material 

ENDURECIMIENTO MIXTO 

Se tiene endurecimiento mixto cuando la superficie cambia su tamaño y 

simultáneamente se traslada en el espacio de tensiones. En este caso general, 

la función de carga plástica se puede escribir como : 

F(a .. ,a) = f(cr .. -r¡..) - K(K) = O 
IJ IJ IJ 

(0.44) 

D.3.4. RELACION TENSION-DEFORMACION GENERALIZADA 

Durante la carga plástica debe cumplirse que : 

F(cr .. (t),K(t)) = 0 
IJ 

y F = aF ~ + aF ~ = 0 acr.. ij BK 
(0.45) 

IJ 

condiciones que constituyen la denominada condición de consistencia 

plástica. 
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Si se sustituye en la ec.(0.45b) la regla del flujo dada por las 

ec.(0.32) y (0.36) y se relaciona cr.. con los incrementos de deformación a 
IJ 

través de la ec. (D.31), se obtiene: 

aF e E - 'A aF es aG = -'A aF h aG 
acr ¡·kl kl acr ijkl acrkl BK K.. acr .. 

ij J ij IJ IJ 

de donde resulta: 

Donde: 

aF es E 
acr.. ijkl ki 

lJ 
'A=-------

A + aF es aG 
acr rkl acr 

ij J kl 

'A 2 O : Parámetro de consistencia plástica 

y 

aF aG A=--h -aK K. acr .. 
lJ lJ 

Sustituyendo este valor de A en la ecuación : 

se obtiene : 

cr=Cs e-
ij ijkl kl 

--------- ekt 

A + aF es aG 
acr ¡ ·kl acr 

ij J kl 

(D.46) 

(0.47) 

(0.48) 

(D.49) 

(0.50) 
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Finalmente la ley constitutiva incremental puede escribirse como 

~ =e' ~ 
ij ep .. l kl .-.. , 

ljk '·' . ¡ i ,· ' 
.· ;/<f · .. ~ . : 

(0.5 1) 

• 1", 

donde C' es el tensor elastoplástico tangente y se calcula mediante 
epijki 

la siguiente expresión: 

A + aF es aG 
aa.. ijkl aa 

IJ kl 

(0.52) 

El segundo término representa la degradación del material debida al 

flujo plástico. 

Notar que si se usa una regla de flujo no asociada a la superficie de 

fluencia (G :;:. F) el tensor elastoplástico e' no resulta simétrico. 
epijkl 

Cuando aF/BK -7 00 entonces A -7 00 y e' -7 C. 
epijk} tJkl 

D.3.5. POSTULADOS DE ESTABILIDAD DE DRUCKER 

Las definiciones de material plásticamente estable dadas por Orucker no 

son más que una generalización al espacio n-dimensional de las conclusiones 

que pueden extraerse sobre el trabajo plástico desarrollado en un proceso 

uniaxial causado por por un agente externo.Ver fig.D.3. 

Enuncian que un punto de un sólido tiene un comportamiento estable si se 

cumple que : 

1) Durante la aplicación de las tensiones, el trabajo realizado por el 

agente externo es positivo. 
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2) Durante un ciclo de aplicación y remoción de las tensiones, el 

trabajo realizado por el agente externo es 110 negativo. 

1 

1 
1 

1 

Caso estable 

a .. E .. > 0 
IJ IJ 

Caso estable 

a .. e. .. > O 
lJ IJ 

Cf 

Caso inestable 

a .. E .. < 0 
lJ IJ 

Fig.D.3 Materiales plásticos estables e inestables en el caso de un 

estado uniaxial de tensión 

Para enuncmr matemáticamente estos postulados, supóngase un material 

cuyo estado de tensión y deformación actual está dado por a.. y E .. 
IJ lj 

respectivamente. Supóngase ahora que un agente externo modifica las tensiones 

en a.. y las deformaciones en E... Entonces, de acuerdo al primer postulado, 
~ ~ 

la respuesta es estable si se cumple que : 

a .. E .. > O (0.53) 
IJ IJ 

o 
. . . 
a .. ( E~. + E:. ) > O 

IJ IJ IJ 
(0.54) 

Según el segundo postulado, se tiene estabilidad en la respuesta 
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tensión-deformación si el incremento temporal del trabajo plástico de segundo 

orden es no negativo: 

a .. e:. ~ O 
IJ IJ 

(0.55) 

Tres consecuencias inmediatas pueden extraerse de los postulados de 

Drucker : 

• La superficie de fluencia inicial y las superficies de carga deben ser 

convexas. 

• El vector incremento de deformación plástica debe ser normal a la 

superficie de fluencia o carga . : ley de flujo asociada a la superficie 

de fluencia. 

e El incremento de deformación plástica es lineal en el incremento de 

tensión. 

El cumplimiento de los postulados de Drucker asegura que el tensor 

elastoplástico tangente C1 definido en ec.(D.52) resulte simétrico y 
ep .. kl 

lJ ~ 

definido positivo (material con endurecimiento). 

El segundo postulado de Drucker de disipación no negativa durante un 

ciclo de carga no se aplica a materiales con ablandamiento debido a 

inestabilidades materiales locales o reglas de flujo no asociadas. En estos 

casos el tensor C1 pierde su condición de definido positivo. El no 
epijkl 

cumplimiento del segundo postulado de Drucker no significa que se trate de un 

proceso inestable para todo el sólido. Este postulado será tomado como una 

condición suficiente de estabilidad global [Bazant 1976, Bazant 1978, Jurina 

et al 1977] 

El principio de la máxima disipación [Lubliner 1984], que es clásico en 

la teoría de la plasticidad, tiene la forma : 
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• 'r (a .. -cr..)E .. ;:::: O 
IJ lJ IJ 

(0.56) 

* Donde a .. es cualquier estado de tensión dentro o sobre la superficie de 
IJ 

fluencia. 

El caso unidimensional daría : 

(0.57) 

Esta desigualdad tiene la siguiente interpretación : 

El estado de tensión actual o real es mayor (menor) que cualquier estado 

de tensión alcanzable por una descarga si el incremento temporal de 

deformación plástica es positivo (negativo). 

Las principales consecuencias de la ec.(D.56) son las siguientes 

• En las zonas continuas de la superficie de fluencia es 

perpendicular a la misma. 

• En los vértices e:. cae dentro del cono formado por las normales. 
IJ 

e La superficie de fluencia es convexa. 

Analizando la expresión (D.56) resulta obvio que la validez de este 

postulado no se limita a materiales con endurecimiento. El único 

requerimiento es que la dirección de e~. en un proceso de carga forme un 
IJ 

ángulo obtuso con el cambio de tensión en un proceso de descarga. 

Consecuentemente, la estabilidad en el sentido de postulado de Drucker es una 

hipótesis más fuerte que el principio de máxima disipación plástica. Se puede 

demostrar que la desigualdad de Drucker implica a la ec.(D.56). 
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D.3.6. CONDICIONES DE PRAGER 

Además de los postulados de Drucker, un material elastoplástico debe 

satisfacer las siguientes condiciones 

ID Condición de continuidad : Supóngase un estado de tensiones a.. sobre 
IJ 

la superficie de carga. Un incremento de tensión a.. produce carga, 
IJ 

carga neutra o descarga según hacia dónde está dirigido hacia 

afuera, tangente o hacia adentro. Para evitar discontinuidades en la 

relación tensión-deformación es necesario que la carga neutra no 

produzca deformaciones plásticas. 

• Condición de unicidad : Esta condición asegura que para un dado estado 

mecánico del cuerpo y un sistema de incrementos de tensión, las 

deformaciones correspondientes son únkas. 

• Condición de irreversibilidad : debido a la naturaleza irreversible de 

las deformaciones plásticas. El trabajo realizado sobre estas 

deformaciones debe ser positivo. 

W = cr Er > O 
p ij ij 

(D.58) 

• Condición de consistencia : La carga a partir de un estado plástico 

conduce a otro estado plástico. Esta condición exige que la condición 

de fluencia se satisfaga mientras el material esté en estado plástico. 

D.3.7. CONDICIONES DE KUHN-TUCKER EN PLASTICIDAD 

Las condiciones de carga-descarga y la condición de consistencia 

plástica se satisfacen simultáneamenta mediante las condiciones de Kuhn

Tucker: 
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A~O 

F(a .. ,a) s O 
lj (D.59) 

De estas condiciones puede deducirse que : 

• Si F( a .. ,a)<O, la condición de fluencia no se satisface, se desarrolla 
1J 

un proceso elástico. De la tercera condición se deduce que en este 

caso A = O, de donde se deduce que las variables plásticas, en 

particular €~ .• no evolucionan 
1J 

" Si A > O, se dedu<.;e, de la tercera condición, que el proceso debe 

satisfacer la condición de fluencia plástica F( a .. , a) o sea que se 
lj 

trata de un estado de carga en un proceso elastoplástico. 

• Si 'A = O, debe ser F( a .. , a) s O que puede representar un estado de 
lj 

0.3.8. 

carga nula donde F( a .. , a) = O ó un proceso de descarga elástico con 
lj 

F(a .. ,a) < O 
IJ 

CLASICOS FLUENCIA DISCONTINUIDAD 

En los últimos años se han desarrollado muchos criterios de fluencia o 

discontinuidad, algunos de ellos simulan mejor el comportamiento de los 

metales, otros son más adecuados para materiales friccionales. Generalmente, 

estos modelos sirven para representar el comportamiento dentro de un cierto 

rango. A su vez estos modelos se usan también a veces como criterios de 

fractura para materiales frágiles o criterios de falla en general. 

A continuación se presentan algunos criterios de fluencia clásicos. 

D.3.8.1. Criterio de la Máxima Tensión de Tracción (Rankine) 

Se utiliza para establecer el límite donde se inicia la falla por 
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fractura frágil bajo tracción en materiales frágiles. Establece que la 

fractura se produce cuando la máxima tensión principal en un punto alcanza el 

valor de la máxima resistencia a tracción uniaxial : rrnax:. 
T 

P.
• t. 
c=-/6Clmax 

Fig.D.4. Criterio de fluencia de Rankine 

...,( JUax:, _max: O 
1' o o J = max.o - o = 

ij' T i T 
(0.60) 

K = K( K ) = <flax 
o o T 

(D.61) 

F(I ,J ,e,rruax:) = 2 /3J cos(S+n:) + I + 3 <flax: = O 
1 2 T 2 1 T 

(D.62) 

Este criterio depende de los tres invariantes de tensión 1
1
, J

2 
y J

3 
y 

representa una pirámide de base triangular en el espacio de tensiones 

principales. En la fig.D.4 se ha representado este criterio según los planos 

meridianos y el plano n:. 

Normalmente, este criterio se usa como barrera tensional en tracción 

combinado con otros criterios para compresión. 
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D.3.8.2. Criterio de la Máxima Tensión de Corte de Tresca 

Este criterio simula bastante bien la fluencia de los metales. De 

acuerdo al mismo, la fluencia se alcanza cuando la función de 

endurecimiento K'(K:) alcanza la máxima tensión de corte puro : 'tmax. 
o 

F(a .. ,K') = max.'t - K'(K:) = O 
IJ 

(0.63) 

ó 

F(J2,9,K') = J1j3' cose - K'(K) = O (0.64) 

Multiplicando por jJj3' la ecuación anterior se tiene el criterio 

expresado en términos de tensión uniaxial efectiva cr, lo cual permite usar 

como función de endurecimiento plástico cr(K:) obtenida de un ensayo uniaxial. 

F(J2,9,cr) = 2 K cose - cr(K:) = o (0.65) 

Este criterio depende sólo de dos inavriantes, J
2 

y J
3
, y representa un 

prisma de base hexagonal con eje coincidente con el eje hidrostático en el 

espacio de tensiones principales. Ver Fig. D.5. 

-&--

. tF 
p; ::::-hfl Cf ( K) 

MERlO. DE TR. 

B--lT 
MEfliO. DE COM. 

Fig.D.5 Criterio de fluencia de Tresca 
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D.3.8.3. Criterio de Von Mises 

De acuerdo a este criterio un material alcanza la fluencia plástica 

cuando la función de endurecimiento K (K) alcanza el valor de la máxima 
o 

tensión de corte octaédrica 'tmax 

ó 

Donde: 

o el 

2 
J - K (K) = 0 

2 

't = j(2/3)J' = 42/3' K(K) 
oct 2 

j3J; - Ó"(K) = 0 

(0.66) 

(0.67) 

(0.68) 

(0.69) 

Este criterio depende de un solo invariante (J 
2

) y representa un • 

cilindro circular cuyo eje coincide con el eje hidrostático en el espacio de 

tensiones principales. Ver Fig.D.6. 

MERlO. DE TR. 

Fig.D.6 Criterio de Fluencia de Von Mises 
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La mayor diferencia entre el criterio de Von Mises y el criterio de 

Tresca aparece para 9 = O (corte puro) : 

( o) 1 G(K) 
_P_v_._M_ise_s = _YT.,..,....,...,:-::-:--- = 1,1547 

4213' cr(K) ( o) 
p Tresca 

(0 .70) 

D.3.8.4. Criterio de Mohr - Coulomb 

El criterio de Mohr está gobernado por la ecuación : 

11 1 =f(cr) 
n 

(0.71) 

que expresa que la tensión tangencial máxima en un plano depende 

únicamente de la tensión normal a ese plano. Es un criterio basado en el 

concepto de rozamiento interno entre ]as partículas que crece con el aumento 

de la presión en la masa del sólido. 

La ec.(D.71) es la envolvente de los círculos de Mohr. De acuerdo al 

criterio de Mohr, la falla ocurre cuando el mayor de los círculos de Mohr se 

hace tangente a la envolvente. La forma más simple de esta envolvente son las 

líneas rectas que se muestran en la Fig.D.7. El criterio de falla basado en 

la ecuación de esas líneas rectas es lo que se conoce como criterio de Mohr 

Coulomb : 

1 't 1 = e - a tang ~ (0 .72) 

donde e es la cohesión y ~ el ángulo de Ficción interna entre las 

partículas del sólido. Si ~ = O este criterio se convierte en el criterio de 

Tresca. 
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- GJ+03 
2 

Fig.0.7 Criterio de Mohr-Coulomb. Envolvente de falla. 

Este criterio puede representarse también como : 

a-a a+a 
F(crij'c,~) = ( 1

2 
3 

) + ( 1

2 
3 

) sen ~ - e cos ~ = O (0.73) 

o 

11 - -
F(I 1 ,J2,8,c,~) = T sen~ + v'J 

2 
(cose - sene sen~ /Y3 ) - e cos~ = O (0.74) 

P.·- 2 e vbé os ~ 
t (3 +-se n ;1 

p~ 2 e F eos. ~ 
( 3-s en. ~ l 

p 

Fig.0.8 Criterio de Fluencia de Mohr-Coulomb 
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Este criterio depende de los tres invariantes de tensión 1
1
, J 

2 
y J 

3 
e 

Ignora la influencia de la tensión principal intermedia. Representa una 

pirámide de base hexagonal distorsionada y con eje coincidente con el eje 

hidrostático en el espacio de tensiones principales. Ver Fig.D.8. Es un 

modelo apropiado para materiales friccionales porque incorpora la dependencia 

de la presión hidrostática, sin embargo, su uso como criterio de fluencia 

plástica para hormigón presenta los siguientes inconvenientes : 

• No tiene en cuenta la influencia de la tensión principal intermedia, 

lo cual significa, por ejemplo, que la máxima tensión en compresión 

uniaxial es igual a la máxima tensión en compresión biaxial. En 

hormigón, por ejemplo, está demostrado experimentalmente que esto no 

es cierto. 

• Los meridianos de tracción y compresión son rectos lo cual 

constituye 

hidrostáticas, 

paralelos. 

una aproximación muy 

donde los meridianos 

pobre 

deben 

para 

ser 

altas presiones 

aproximadamente 

• Las secciones sobre planos octaédricos son similares con relaciones 

p /p constantes , dependientes solamente del ángulo de rozamiento 
e t 

interno ~· 

• La superficie no es suave smo que tiene aristas que dificultan el 

análisis numérico. 

0.3.8.5. Criterio de Drucker - Prager 

Este criterio es una versión suavizada del criterio de Mohr-Coulomb que 

evita las aristas que constituyen un problema numérico cuando se trabaja con 

plasticidad asociada. Se obtiene como una modificación del criterio de Van

Mises : 

F(I ,J ,e,~) = á I + I"J - K( K) = O 
l 2 l ~J2 

(D.75) 
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--
donde a y K son constantes positivas que permiten ajustar este modelo al 

de Mohr Coulomb. Si ii = O se tiene el criterio de Von Mises. 

Este criterio depende de los invariantes I y J y representa un cono 
l 2 

circular con eje coincidente con el eje hidrostático en el espacio de 

tensiones principales. Ver Fig.D.9. 

Existen distintas maneras de encontrar las constantes de ajuste ii y K : 

• Exigiendo que el criterio de Drucker Prager coincida con el de Mohr 

Coulomb en los meridianos de tracción máxima , resulta un cono 

inscripto en la pirámide de Mohr Coulomb, para el cual : 

K
- __ 6 e cos ~ ( 

6
) 

D.7 
J3 (3 + sen~) 

ii = 2 senp (0.77) 
J3 (3 + sen~) 

• Exigiendo que el criterio Prager coincida con de Mohr 

Coulomb en los meridianos de compresión máxima, resulta un cono que 

circunscribe a la pirámide y para el cual: 

- 6 e cos ~ 
K == -==,-----

JJ (3 - sen~) 
(0.78) 

á = 2 senp 

J3 (3 - sen~) 
(0.79) 
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·- K s- o(\13 

Fig.D.9 Criterio de Fluencia de Drucker-Prager 

Entre los principales inconvenientes que presenta la aplicación de este 

criterio como criterio de fluencia plástica para hormigón y geomateriales en 

general se mencionan : 

• Los meridianos de tracción y compresión máxima son líneas rectas. 

• No depende del tercer invariante \ (secciones octaédricas circulares) 

• La relación entre las resistencias uniaxiales a tracción compresión 

sólo depende del ángulo de fricción interna. 

D.3.8.6. Combinación de Criterios de Fluencia 

Para salvar algunos de los . inconvenientes 

de los criterios de fluencia plástica clásicos 

geomateriales se suele usar una combinación 

que presenta la aplicación 

al hormigón y a los 

de dos ó más criterios en 

distintas zonas del espacio de tensiones principales. 

Un ejemplo típico de combinación de criterios es el empleo del criterio 

de Rankine como barrera tensional en tracción combinado con los criterios de 
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Molu Coulomb o Drucker Prager. 

D.3.9. La Regla del Flujo en Puntos Singulares 

La aplicación de la regla del flujo en puntos singulares de la función 

de potencial plástico G, es decir en puntos donde las derivadas de G no son 

continuas presenta algunos problemas. 

Koiter propuso una generalización de la regla del flujo para el caso de 

tener n superficies de potencial plástico que concurran a un punto singular : 

n . 

EP (i) · (i) ad') 
kt = LP 'A aa 

kl 
i=l 

(0.80) 

donde p(i)es un factor de peso del flujo plástico correspondiente al 

potencial G(i). que varía entre O y 1 y sirve para ajustar la regla del flujo 

tanto como sea necesario. 

Otra forma de lograr un flujo único en puntos singulares de la 

superficie de potencial plástico es mediante ei método de redondeo de aristas 

propuesto por Nayak y Zienkiewicz [i972]. Si el estado de tensiones 

conesponde a una arista, entonces aF/aa o aGjacr se evalúan a ambos lados 
kl kl 

de la singularidad y se toma un valor promedio. Esto equivale a un redondeo 

de aristas. Como ejemplos, si se trabaja con el criterio de Tresca, la 

dirección del flujo plástico en las aristas está dada por la normal al 

cilindro de Von Mises que pasa por esa arista, cuando se usa el criterio de 

Mohr-Coulomb se usa la dirección de la normal al cono de Drucker-Prager que 

pasa por la arista en cuestión. 
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APENDICE E 

TRATAMIENTO NUMERICO DEL 

MODELO CONSTITUTIVO PROPUESTO 

E.l. INTRODUCCION 

En la mayoría de los casos, la aplicación del modelo constitutivo 

propuesto no puede hacerse a mano sino que requiere un método de cálculo 

adecuado. En esta Tesis se utiliza como método de cálculo el método de 

elementos finitos. 

En lo que stgue se estudian algunos aspectos fundamentales del 

tratamiento numérico de los modelos constitutivos y , en especial, su 

implementación mediante el método de elementos finitos. 

Toda la presentación del método ele elementos finitos se hace en forma 

matricial (como un conjunto ordenado de variables) que es la usual en este 
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tipo de aplicaciones. 

E.2. PIUNCJPTO DE LOS DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES [Malvern 1969] 

Los métodos variacionales se usan mucho en la mecánica del continuo; y 

conducen al principio de desplazamientos virtuales [Malvem 1969]. Este 

principio difiere de los métodos energéticos en que el trabajo computado es 

un trabajo ficticio con un conjunto de fuerzas y tensiones estáticamente 

admisibles, supuestas constantes mientras realizan trabajo, sobre un conjunto 

de desplazamientos virtuales infinitesimales cinemáticamente admisibles. Las 

tensiones y desplazamientos no deben necesariamente ser reales. 

Se puede demostrar que en los medios deformables el prmc1p10 de 

desplazamientos virtuales es equivalente a las condiciones de equilibrio. 

Un campo de tensiones estáticamente admisible es aquel que· satisface las 

ecuaciones diferenciales de equilibrio (ecuación de equilibrio de Cauchy) en 

el interior del cuerpo y las condiciones de borde en aquellos lugares en que 

están explicitadas en términos de tensiones. Aún cuando todas las condiciones 

de borde estén dadas en términos de tensiones, la distribución de tensiones 

depende en general, de las propiedades del material. Generalmente, existen 

varias configuraciones de equilibrio posibles. Cualquiera de ellas puede ser 

usada en el principio de los desplazamientos virtuales. 

Un campo de desplazamientos cinemáticamente admisible es aquel que 

satisface las condiciones de borde prescriptas en términos de desplazamientos 

y posee derivadas parciales primeras continuas en el interior del cuerpo. 

E.2.1. DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES 

Supóngase que a un cuerpo en equilibrio se le impone un conjunto de 

desplazamientos virtuales ou. en cada punto del mismo. Estos desplazamientos 
1 

ou. dependen de la posición en el cuerpo, tienen derivadas parciales pnmeras 
1 

continuas y valen ou.=O donde los desplazamientos están prescriptos. 
1 

El trabajo realizado por las fuerzas externas sobre estos 
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desplazamientos virtuales vale 

8W = J a .. n. 8u. dS + J f. 8u. dV 
exl JI J 1 1 1 

(E.l) 

S V 

Donde: 

p = a n fuerzas de superficie } . . , 
i ji j Constantes duran te la aphcactm 

f. = fuerzas de volumen de los desplazamientos virtuales 
1 

Transformando la integral de superficie en integral de volumen resulta: 

J [ 
a(úu.) 

8W = a .. -
8

-
1 + 8u. 

ex! JI X, 1 
J 

V 

[:~· + r,)] dV (E.2) 

J 

=0 
por equilibrio 

a(8u.) 
--

1 = OE + oro ax. ij ij 
J 

oc.. y oro.. son las deformaciones y rotaciones virtuales asociadas con 
IJ IJ 

el desplazamiento virtual infinitesimal. En este trabajo las deformaciones y 

rotaciones virtuales son infinitesimales, pero no hay ninguna restricción 

sobre ellos, de manera que este pnnctpiO puede ser usado en problemas con 

deformaciones y rotaciones finitas. 

Como ro .. es un tensor antimétrico; se puede reescribir la ec.(E.2) como: 
1J 

8W = J a .. OE .. dV 
Cl\1 V 1J 1J 

(E.4) 

Esta ecuación da lugar al enunciado del principio de desplazamientos 

virtuales. 
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E.2.2. ENUNCIADO DEL PRINCIPIO DE DESPLAZAMIENTOS VIRTUALES 

lMalvern 1969] 

Si un campo de tensiones es estáticamente admisible, el trabajo 

realizado por las fuerzas exteriores sobre un campo de desplazamientos 

virtuales infinitesimales cinemáticamente admisible es igual al dado por la 

ec. (E.4). 

EL inverso dice que si el trabajo virtual realizado por las jiterzas 

exteriores sobre un conjunto de de,,plazamientos virtuales cinemáticamente 

admisibles es el dado por la ec.(E.4), entonces el campo de tensiones es 

estáticamente admisible. 

E.3. CRITERIOS ENERGETICOS PARA FORMULAR 

LA ESTABILIDAD Y LA UNICIDAD DE LA SO LUCIO N [Oller 1988] 

E.3.1. EST AHILIDAD DE LA SOLUCION 

Partiendo de una configuración de equilibrio 

inicial en la que las variables del problema 

denominada configuración 

son el campo de 

desplazamientos u., el tensor de tensiones <J .. , el tensor de deformaciones 
1 IJ 

E .. , las fuerzas de superficie f y las fuerzas de volumen f , se le 
ij ~ ~ 

aplica desplazamientos virtuales Bu y se obtiene una nueva configuración en 

donde las variables valen : 

* u = u + Bu (E.5) 

* a .. = a .. + Ba .. (E.6) 
IJ IJ IJ 

E~. = E .. + CE .. (E.7) 
IJ IJ IJ 

y las fuerzas de superficie y de volumen permanecen inalteradas. 

La energía potencial en la nueva configuración puede aproximarse 

mediante un desarrollo en serie de Taylor de la siguiente manera : 
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Donde f1 es la energía potencial en la configuración inicial y b¡fl 

representa la i-ésima variación de la energía potencial. 

Despreciando las variaciones de orden superior a dos, el incremento de 

la energía potencial puede aproximarse como sigue : 

(E.9) 

Donde : 

bil = J a .. bE .. dV - J f bu. dV - J f bu. dS 
v IJ IJ V vi t S s¡ 1 

(E. lO) 

b
2n = J ocr .. or .. dV - J of ou. dv - J of ou. cts 

v IJ IJ V vi t S s¡ 1 

(E.ll) 

Pero como ou. representa desplazamientos virtuales sobre ia 
1 

configuración inicial, en equilibrio, entonces ofi = o. 

Resulta entonces : 

(E.l2) 

Como of y of son ambas nulas, la última ecuación puede escribirse 
V¡ s¡ 

como: 

~n ~ 1/2 J ocr .. oe .. dV 
lJ lj 

V 

(E.13) 

La condición de estabilidad de la configuración original en la vecindad 

de un punto de equilibrio puede decidirse a través de la variación de la 

energía potencial totaL Esto es : 
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Si .1n 
{ 

>0 la configuracion inicia 1 es estable 
para cualquier desp 1 azamiento virtual 

<0 la configuracion origina 1 es inestable 
para algun desplazamiento virtual 

(E.l4) 

Esta condición aplicada a materiales con ablandamiento, permite definir 

el tamaño de la zona con localización de deformaciones plásticas, donde se 

produce un incremento de deformación positivo, que junto con el el incremento 

de deformación negativo que se produce en al zona no plastificada, da lugar a 

una variación de segundo orden positiva y máxima del trabajo interno sobre 

todo el volumen del sólido. 

Debe observarse la diferencia que existe entre la condición de 

estabilidad global dac!:1 por (E.l3) y (E.14) y la condición de estabilidad 

local establecida por Drucker. Es posible que un punto del sólido viole la 

condición de estabilidad local de Drucker sin que la respuesta global sea 

inestable [Oiler 19881 

E.3.2. UNICIDAD DE LA SOLUCION 

[Valanis 1985, De Borst 1987a, Oller 1988] 

Si, a partir de la configuración de origen, se aplican dos 

desplazamientos virtuales arbitrarios, y cinemáticamente admisibles, ou y 
1¡ 

o u 
2¡ 

la diferencia de energía 

configuraciones 

L1(ou.) = ou -
1 2¡ 

puede evaluarse 

ou
1
.• que produce 
1 

y la variación de tensiones L1(ocr..). 
IJ 

potencial entre las dos nuevas 

aplicando un desplazamiento virtual 

la variación de deformaciones L1(&.) 
IJ 

La variación del trabajo de segundo orden está dada por 

(E.15) 

De esto se deduce que, si la solución no es única, o sea, si se tienen 

dos estados con igual tensión (Li(ocr..)=O) para dos desplazamientos distintos 
IJ 
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(8u :;t8u ), resulta L\.(82il) = O. O, lo que es lo mismo, la condición: 
1 2· i 1 

(E.16) 

es una condición necesana para la bifurcación de la respuesta, o 

alternativamente, la condición: 

es una condición suficiente para la unicidad de la solución. 

E.4. EQUILIBRIO DEL SOLIDO DISCRETO. 

FORMUl,ACION MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS 

[Bathe 1982, Zienkiewicz 1980] 

(E.17) 

En el método de elementos finitos, el medio continuo se divide mediante 

líneas o suoerficies en dominios más pequeños denominados en elementos. 
~ ~ ~ 

Dentro del· dominio Ve de un elemento, los desplazamientos ue(xl'x
2
,x

3
) de 

cualquier punto se aproximan como : 

(E.18) 

Donde : 

Ne es un vector fila formado funciones de forma que interpolan los 

desplazamientos de ciertos puntos nodales del elemento contenidos en el 

vector ue. 

Una vez conocidos los desplazamientos, se pueden evaluar las 

deformaciones en un punto cualquiera del sólido como : 

(E.l9) 

Donde Le es un operador diferencial y 
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(E.20) 

La condición de equilibrio del volumen discreto Ve puede obtenerse 

mediante el principio de trabajos virtuales de la siguiente manera : 

(E.21) 

Para que esta igualdad se cumpla para cualquier desplazamiento virtual 

8Ue, debe ser : 

(E.22) 

ó 

R" ~ J o B/ cr' dV - Fe ~ 0 

V 

(E.23) 

Donde : 

u{: Vector de fuerzas residuales del elemento 

!Fe: Fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas de volumen y fuerzas de 

superficie externas. 

Si se ensamblan las ecuaciones de equilibrio de los n elementos 

definidos en el sólido, se obtiene la ecuación de equilibrio global del 

mismo: 

Donde el símbolo fA indica ensamblaje 

residuales IR y de fuerzas externas IF se 

correspondientes contribuciones elementales. 

(E.24) 

y Jos vectores de fuerzas 

obtienen ensamblando las 

La ec.(E.20) es válida cualquiera sea la ley constitutiva del material. 
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Cuando se utiliza el método de elementos finitos para resolver problemas no 

lineales como los que surgen de la utilización de la teoría de plasticidad, 

normalmente se reduce el problema no lineal a una serie de problemas lineales 

sobre incrementos de carga muy pequeños. La mayoría de los métodos utilizan 

la matriz de rigidez tangente definida como : 

11 [ I T l K1 = ~ Be C 1 Be dV 
c=l ep 

ve 

Donde C1 es la forma matricial del tensor elastoplastico tangente. 
ep 

E.S. DISCRETIZACION ESPACIAL [Zienkiewicz 1980] 

(E.25) 

(E.26) 

La discretización espacial en elementos finitos puede hacerse de 

diversas maneras. Existen distintos tipos de familias de elementos finitos y, 

a su vez, se puede variar dentro de ellas el orden de los polinomios de 

integración. En general el elemento óptimo debe determinarse para cada caso 

en especial. 

Se puede demostrar que el oden de error en la aproximación es O(hr+t) 

donde h es el tamaño del elemento y p el grado del polinomio completo que 

aparece en el desarrollo. E vid en temen te, al aumentar el grado de las 

funciones de formas, aumentará también la potencia del error y la 

convergencia hacia la solución exacta se hará más rápida [Zienkiewicz 1980J 

Un problema importante a resolver en cualquier análisis mediante el 

método de elementos finitos es la solución de las integrales intervinientes 

en las ecuaciones (E.24) y (E.26). La integración exacta de estas ecuaciones 

es muy engorrosa aún en problemas sencillos. En el caso de elementos finitos 

más complejos distorsionados, la integración numérica es imprescindible. 
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E.S.l. lNTEGRACION NUMERICA [Zienkiewicz 1980, Bathe 1982] 

Para encantar numéricamente el valor de una integral se pueden seguir 

básicamente dos tipos de procedimientos: 

• Cuadratura de Newton Cotes 

En primer lugar se determina el número de puntos en los que se precisa 

el valor de la función (generalmente espaciados a intervalos iguales), se 

hace pasar un polinomio por los valores de la función en esos puntos y se 

integra exactamente ese polinomio. 

Como n valores de la función definen un polinomio de grado n-1, el error 

será del orden de O(~n), donde A es la separación entre puntos. Esto conduce 

a la conocida fórmula de Newton Cotes. Para n=2 se obtiene la regla del 

trapecio y para n=3 se obtiene la regla de Simpson. 

e Cuadratura de Gauss 

Si en lugar de especificar a priori la posidón de los puntos en los que 

precisa el valor de la función, estos se encuentran de manera que se alcance 

la mayor precisión posible para un numero de puntos dados, pueden conseguirse 

resultados más exactos. 

Por ejemplo para una función de una variable la integral se escribe: 

n 

(E.27) 

~1 i=l 

Para n puntos se tienen 2n incógnitas (H. y ~.) y, por lo tanto, se 
1 1 

puede formar un polinomio de grado 2n-l y obtener su integral exacta. El 

error sería así de orden 0(/1211
). 

La solución puede obtenerse explícitamente en función de polinomios de 

Legendre por eso este método particular suele ser conocido como cuadratura de 



Tratamiento Numérico del Modelo Constitutivo Propuesto -361-

Gauss Legendre. 

Cuando se opta por una integración numérica se debe decidir qué tipo de 

procedimiento de integración utilizar y de qué orden. 

Como en elementos finitos el número de evaluaciones de la función 

incrementa directamente el costo del análisis, el uso de las reglas de 

cuadratura de Gauss es atractivo. Sin embargo, las fórmulas de Newton Cotes 

pueden ser más eficientes en problemas de no linealidad geométrica en donde 

se produce distorsión de los elementos. 

E.5.1.1. Orden de Integracion Necesario' 

[Bathe 1982, Zienkiewicz 1980] 

La elección del orden de integración es muy importante porque, en primer 

lugar, el costo del analísis se incrementa cuando se utiliza una integración 

de alto orden y, en segundo lugar, utilizar un orden de integración bajo 

puede afectar los resultados. 

Al elegir un orden de integración se debe observar que, utilizando un 

orden suficientemente alto, todas las matrices se evalúan exactamente. En el 

otro extremo, si se utiliza un orden de integración demasiado bajo, las 

matrices pueden ser evaluadas muy imprecisamante y, de hecho, puede ocurrir 

que la solución del problema sea imposible. En general, el orden de 

integración apropiado depende de la matriz que se está integrando y del 

elemento finito considerado. Por ejemplo, se puede demostrar que para 

integrar exactamente la matriz de rigidez de un elemento isoparamétrico de 

cuatro nodos es suficiente con tomar 2x2 puntos de Gauss de integración. 

En algunos casos no muy frecuentes de no linealidad geométrica, debe 

usarse una regla de integración de orden mayor que la que se utilizaría en un 

análisis lineal. En los problemas con no linealidad física, a veces también 

es conveniente trabajar con integraciones de orden mayor porque de esta 

1 El orden de integrnción se define como el número de puntos de intcgrnción 

necesarios en cnda dirección loen! del elemento. Unn cuadrntum de Gnuss de 

orden n integra exactamente un polinomio de grndo n en una dirección. 
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manera se puede captar mejor el comienzo y la distribución de la no 

linealidad. Como las no linealidades del material se evalúan sólo en los 

puntos de integración, el uso de una integración de orden demasiado bajo 

podría significar que la distribución de la no linealidad no esté bien 

representada. 

Suponiendo que se asegura la convergencia, la formulación basada en 

desplazamientos del método de elementos finitos, provee un límite inferior 

para el valor exacto de la energía de deformación del sistema [Bathe 1982], 

o, dicho de otra forma, una formulación basada en desplazamientos sobreestima 

la rigidez del sistema. Entonces, si no se evalúa las matrices de rigidez 

exactamente en la integración numérica, puede lograrse resultados mejores 

siempre que el error en la integración numérica compense aadecuadamente la 

sobreestimación de la rigidez estructural debida a la discretización en 

elementos finitos. En otras palabras, la reducción del orden de integración 

por debajo del que se requiere para integrar exactamente la matriz de rigidez 

puede conducir, en muchos casos, a mejores resultados. Adicionalmente, a 

veces es más conveniente utilizar una integración selectiva, es decir, 

integrar los diferentes términos de deformación con diferentes órdenes de 

integración. Por otro ladp, existen algunos problemas, que se detallan en el 

punto siguiente, que hacen necesario el empleo de algunos de estos tipos de 

integración. 

E.5.1.2. Problemas de Incompresibilidad 

Los elementos fini tus estándares tienen el problema de que bloquean 

cuando el material se vuelve incompresible. 

Se han hecho muchos intentos para desarrollar formulaciones de elementos 

finitos satisfactorias para medios incompresibles o casi incompresibles 

LHughes 1980, 1987]. Las dos técnicas más conocidas para tratar el problema 

son : la técnica de integración reducida/selectiva [Hughes 1979, Malkus 19781 

y la formulación de la dilatación media [Nategaal 1974]. Ambas técnicas han 

probado ser satisfactorias en una variedad de problemas y pueden ser usadas 

efectivamente con elementos de bajo orden. 
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INTEGRACION REDUCIDA/SELECTIVA 

El primer ejemplo de integración reducida de un elemento fue el elemento 

de placa/cáscara presentado por Zienkiewicz et al [Zienkiewicz 1971]. Se 

empleaba una regla de cuadratura de 2x2 en un elemento serendipity de 8 nodos 

en el que se notaba una considerable mejora sobre la regla de cuadratura de 

Gauss de 3x3. El mismo concepto fue usado por por Naylor [Naylor 1974] y 

Zienkiewicz y Godbole [Zienkiewicz 1975] en problemas de incompresibilidad. 

El concepto de integración selectiva fue usado por primera vez por 

Doherty et al [Doherty 1969] para mejorar el comportamiento a flexión de 

elementos elásticos de 4 nodos. Se usaba un punto de Gauss para el término de 

deformaciones por corte y cuadratura de 2x2 para los restantes términos. 

Aunque en algunas configuraciones se notaba una mejo~a en el comportamiento, 

la falta de invarianza hizo que este enfoque se abandonara. 

Estudios llevados a cabo por Fried [Fried 1974], Nagtegaal et al 

íNagtegaal 1974] y Argyris et al [Argyris 1974] revelaron por qué el método 

de los desplazamientos fallaba en problemas incompresibles. Fue Fried [ 197 41 
el primero en sugenr una integración reducida/selectiva como una posible 

solución. Desde entonces se ha avanzado considerablemente tanto teórica como 

prácticamente en el tema. Malkus [Malkus 1976a y b] apiicó la técnica de 

integración reducida/selectiva a problemas de reologfa. Hughes y otros 

coautores aplicaron el concepto a problemas de elasticidad lineal y no 

lineal, ecuaciones de Navier-Stokes y flexión de placas [Malkus 1978]. 

La técnicas de integración reducida/selectiva pueden emplearse con éxito 

en problemas en los que las ecuaciones matriciales pueden separarse en una 

parte volumétrica y otra desviadora. La parte volumétrica es tratada con 

cuadratura reducida, aliviando el bloqueo de la malla. En los términos 

restantes, en cambio, se usa cuadratura completa para mantener el rango de 

las matrices elementales. En problemas anisótropos y/o no lineales , no es 

tan fácil separar las ecuaciones matriciales en una parte volumétrica y otra 

desviadora. En principio, siempre se puede separar la matriz de rigidez en 

una parte volumétrica, otra desviadora y otra de términos acoplados 

volumétrico-desviadores. Pero esto tiene dos problemas fundamentales: no se 
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sabe cómo tratar los términos acoplados y la implementación elemental es 

bastante difícil. Es por esto que esta técnica no se ha difundido en los 

programas de elementos finitos no lineales. La alternativa que se usa en 

estas situaciones es emplear una integración reducida unificada que tiene el 

problema de engendrar deficiencias de rango, o usar elementos de alto orden 

(típicamente cúbicos) que, aunque no son especialmente exactos en problemas 

de incompresibil idad, . convergen y son seguros. Por supuesto, el costo 

inherente de adoptar elementos tan complejos hace que sean inutilizables en 

problemas prácticos. 

FORMULACION DE LA DILATACION MEDIA [Nagtegaal 1974] 

Se encuentra frecuentemente que las soluciones de matriz tangente de 

problemas de elementos finitos para materiales elasto-plásticos exhiben una 

respuesta demasiado rígida en el rango plástico. Esto es más notable en el 

caso de materiales perfectamente plásticos. En esos casos las soluciones de 

elementos finitos exceden considerablemente la carga límite o directamente no 

presentan carga límite. Se puede demostrar que la causa de esta inexactitud 

es que los campos incrementales de deformación de elementos finitos de dos y 

tres dimensiones están al~amente restringidos en o cerca de la carga límite. 

El requerimiento absoluto para la existencia de la carga límite es que 

el incremento de deformación volumétrica Ekk se anule. Se ha demostrado que 

sólo algunos pocos elementos convencionales son adecuados o pueden adaptarse 

para que sean adecuados para analizar problemas con estas restricciones. Es 

entonces deseable lograr elementos finitos diferentes en los cuales se 

necesite menos restricciones por elemento para satisfacer las condiciones de 

incompresibilidad. Esto se · puede lograr teniendo el cuidado de que la 

dilatación volumétrica esté gobernada por menos parámetros que en los 

elementos convencionales. Claramente este procedimiento sólo puede ser 

aplicado a elementos de alto orden para los cuales el número de condiciones 

de restricción por elemento excede la unidad. 

Una forma alternativa de resolver el problema es la propuesta por 

Nagtegaal [Nagtegaal 1974] que consiste en crear un principio variacional en 

el cual el incremento de deformación volumétrica y los incrementos de 
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desplazamientos están presentes como variables independ ientes. Se tiene 

entonces completa libertad para caracterizar la deformación volumétrica por 

tan pocos parámetros como se elija. 

El funcional se puede expresar completamente en términos de los 

desplazamientos nodales por lo que no se debe usar variables adicionales. El 

funcional resultante es idéntico al usual con excepción de la relación entre 

incrementos de deformaciones e incrementos de desplazamientos. Esto hace que 

sea extremadamente simple adaptar programas de elementos finitos ya 

existentes. Sólo hace falta modificar la matriz que convierte los 

desplazamientos nodales en deformaciones. 

A modo de ejemplo, para un elemento cuadrilátero de 4 nodos, la 

deformación se define como : 

e-.. = e .. + J. o .. 
IJ IJ '!' IJ (E.28) 

Donde : 

-
E¡j : Nueva definición del incremento de deformación 

e¡j : Incremento de deformación desviadora 

<j> Incremento de deformación volumétrica (variable independiente) 

definida para elemento u como : 

<i>a = V(:/ J ük.k dVa 

Donde : 

Ük : Incremento de desplazamiento 

Va : Volumen del elemento a 

va 

(E.29) 

Es c laro que en este caso ~ representa la dilatación media del elemento. 

El incremento de deformación se puede expresar entonces como : 
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.:. 1 . . 1 1 J . . 
E¡j = T ( U¡j + uj,i ) + j oij ( V a uk,k dV a - uk,k ) (E.30) 

Va, 

En la presentación original de la formulación de la dilatación media se 

dio una posible generalización a elementos de alto orden. Sin embargo, las 

aplicaciones que se han presentado hasta ahora han estado limitadas a 

elementos cuadriláteros de 4 nodos o ladrillos de 8 nodos. En problemas 

rectilíneos es idéntica a la técnica de integración selectiva pero en el caso 

de problemas axilsimétricos es diferente y presenta algunas ventajas [Hughes 

1979] 

METODO B-BAR 

Hughes fHughes 19801 presenta un nuevo procedimiento que generaliza las 

técnicas de integración selectiva y de la dilatación media y que puede 

implementarse simplemente en problemas anisótropos y/o no lineales. 

Si se considera un elemento finito típico, la matriz de rigidez y las 

fuerzas internas pueden calcularse respectivamente de la siguiente manera: 

(E.31) 

(E.32) 

La matriz deformación-desplazamiento se puede expresar en términos de 

las submatrices nodales como sigue : 

(E.33) 

donde n es el número de nodos del elemento. 

En un análisis tridimensional una matriz típica na, con 1 ::::a::::n, tiene la 

forma : 
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B¡ o o 
o Bz o 
o o B3 

ua = 
-- - ---- - ---- - --

Bz B¡ o 
o B3 Bz 
B3 o B¡ 

Donde 

B. = aN /ax. 1 a 1 lsis3 

Na: Función de forma asociada con el nodo a 

X¡ : i-ésima coordenada cartesiana 

(E.34) 

(E.35) 

Las expresiones anteriores son estándar pero deben ser modificadas para 

porder aplicarse con éxito en materiales incompresibles. 

La parte volumétrica de la matriz Ba puede escribirse como 

y la parte desviadora como : 

f 

B 1 B2 B3 

B 1 B2 B3 

B. B, B, 
• '- :J 

-- - ----- ---- - --
0 o o 
o o o 
o o o 

(E.36) 

(E.37) 

Para lograr una formulación efectiva para problemas de incompresibilidad 

n:il debe ser reemplazada por una contribución dilatacional "mejorada", 

- d"l 
denominada Ba1

: 
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B¡ B2 lJ3 
B1 B2 B3 

B1 B2 B3 -- - ----- ----- --
0 o o 
o o o 
o o o 

En lugar de Ba se emplea ahora : 

(E.38) 

(E.39) 

Es claro que todo este enfoque se reduce a definir apropiadamente los 

Supóngase que la regla de cuadratura para integrar la matriz de rigidez 

y el vector de fuerzas nodales está especificada (regla normal de 

cuadratura). Se define ahora otra regla de cuadratura que se considera una 
-

regla "reducida". Para esta regla ñ. y ~- denotan el número de puntos y su 
mt a 

ubicación respectivamente. Se define un conjunto especial de funciones N- con 
" 

- -d'l 
puntos nodales en los ~-. La forma general de Ba' está dada por: 

a 

B. e~) = 'Ñ-(~) B-. 
1 L. a m 

(E.40) 

a=l 

Donde ~ representa la coordenada natural del elemento y los B- se 
ai 

define en los próximos ejemplos [Hughes 1987]. 

Ejemplo 1 : Generalización de la integración selectiva [Hughes 1987] 

A modo de ejemplo, considérese un cuadrilátero de cuatro nodos bilineal. 

La regla normal de integración es una regla de Gauss de 2x2 puntos. Supóngase 
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- -
como regla reducida una regla de Gauss de un punto, de modo que n. =1, N = l 

1111 

1 y ~ 1 =0 (centro del elemento). Entonces la ec.(E.40) se reduce a : 

B.(~) = B.(O) 
1 1 

(E.41) 

Es decir que se utiliza el centro del elemento para computar la 

contribución dilatacional. 

Ejemplo 2 : Generalización de la formulación de la dilatancia media 

[Hughes 1987J 

Un enfoque que generaliza la formulación de la dilatancia media 

[Nagtegaal 1974] es el siguiente: 

Donde: 

11. 
1111 

-1 

B- = \m-- J Ñb-(~) B
1
. dQ 

ai L. nb 

m--= 
ab J Ñ-(~) Ñ-(~) dQ 

a b 

(E.42) 

(E.43) 

Para el caso del elemento de cuatro nodos del ejemplo anterior, la 

ecuación (E.42) se reduce a : 

JBi dQ 

B.(~) = _ne __ 
1 

J dQ 

Qe 

(E.44) 

Es decir que se utiliza el valor medio de B. para computar la 
1 
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contribución dilatacional lo cual es una generalización de la ec.(E.29). 

Para un elemento cuadrilátero de 4 nodos, Ortiz [Ortiz 1987] propone la 

-
siguiente forma para H : 

a 

(E.45) 

Donde el último término está evaluado en el centro del elemento , ~ , y 
o 

8 es un pequeño factor de estabilización incluído para suprimir modos de 

presión espúreos. 

Las definiciones de B y Bdil no son triviales en problemas de grandes 
a a 

deformaciones. 

E.6. DISCRETIZACION TEMPORAL 

Además de las integrales espaciales sobre las que se trató en el 

apartado anterior la solución de un problema con no lineaiidad física, 

requiere en la mayoría de los casos, una integración temporal de la ecuación 

constitutiva. Si el modelo constitutivo del material está escrito en forma 

diferencial como es el caso del modelo presentado en esta Tesis, es necesario 

integrar dichas ecuaciones dentro de un intervalo finito de tiempo. Esto es 

lo que se denomina integración de la ecuación constitutiva. Como el tema es 

de especial importancia para la exactitud general del análisis, se lo 

desarrolla en un apéndice aparte (Apéndice F). 

E.7. SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES (E.24) [Crisfield 1991] 

Cuando la respuesta del sólido es no lineal, el sistema de ecuaciones 

(E.24) es un sistema de ecuaciones no lineales, cuya solución puede hacerse 

fundamentalmente con dos tipos de métodos: aquellos que ajustan la ecuación IR 

= O y aquellos que procuran ajustar,dentro de cierta tolerancia, IR = O. 

En general, los métodos del primer grupo son iterativos y dentro de 

ellos se pueden citar: 
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~ Método de la rigidez variable o rigidez secante en el que se usa la 

matriz secante actualizada en la iteración anterior 

• Método de Newton Raphson en el que se utiliza rigidez tangente 

actualizada y las fuerzas residuales para calcular la conección del vector 

de desplazamientos. Tiene convergencia cuadrática 

• Método de Newton Raphson modificado utiliza siempre la rigidez 

tangente en el origen y, de esta forma, evita la construcción y 

triangularización de la matriz de rigidez en cada iteración a expensas de la 

pérdida de velocidad de convergencia. 

• Newton conjugado que mejora la búsqueda de la solución exigiendo que 

la corrección de los desplazamientos siga una determinada dirección. 

• Quasi-Newton que intentan recuperar las ventajas del método de Newton 

Raphson a menor costo computacional, calculando el jacobiano a partir de los 

valores de las fuerzas residuales, en lugar de sus derivadas. 

• Newton secante que puede ser visto como otra versión de los métodos 

quasi-Newton 

~'~~ Minimización directa de las ecuaciones de potencial 

Dentro del segundo ~ se encuentran los métodos incrementales y de 

perturbación estática. Si bien estos métodos no requieren iteraciones, tienen 

el problema de que se van apartando de la solución, presentanto el denominado 

"drijting". 

Con frecuencia suele utilizarse una combinación de estos dos tipos de 

métodos que disminuye el número de iteraciones y evita el "drifting". El 

procedimiento consiste en dividir la historia de carga en etapas, dentro de 

las cuales se usa el procedimiento iterativo, generalmente Newton modificado 

con la matriz tangente evaluada al comienzo de cada incremento o después de 

la primera iteración de cada incremento. 
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De todos estos métodos, los que se utilizan con más frecuencia en la 

implementación de modelo constitutivo propuesto en esta tesis son el método 

de Newton Raphson, el método de Newton Raphson modificado y la combinación 

incremental-Newton Raphson modificado. En el punto siguiente se describe el 

método de Newton Raphson. 

El método de Newton Raphson no es eficiente cuando se tiene respuestas 

con ablandamiento ya que no puede sobrepasarse el punto de rigidez nula 

(punto crítico) donde se produce un cambio de problema elíptico a parabólico. 

A medida que la matriz de rigidez se va aproximando a la singularidad, el 

número de iteraciones aumenta, aunque las etapas de carga sean reducidas y, 

finalmente, la solución diverge. 

En las últimas décadas se han propuesto numerosos métodos que permiten 

salvar puntos críticos y otros problemas como snap through y snap back que 

aparecen cuando se considera la no linealidad geométrica. Estos métodos se 

denominan, en general, métodos de control de respuesta y se tratan a 

continuación del método de Newton Raphson. 

En el Anexo E 1 se esquematiza un programa de elementos finitos para 

problemas con no linealidad física. 

K7.1. METODO DE NEWTON RÁPHSON [Crisfieid 1991, Hinton y Owen 19801 

El método de Newton Raphson es un método clásico para la solución de 

ecuaciones no lineales. En el caso de una ecuación de una única variable: 

f(x) = O (E.46) 

La solución de la misma se obtiene como: 

i i-1 + A i 
X = X Ll.X (E.47) 

Donde: 
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(E.48) 

En la figura E.l se ha representado esquemáticamente el proceso de 

búsqueda de la solución. 

f ( X ) 

1 1 

1 1 f ( x·¡ 
( d r) 1 
QXo 

1 
x· x 

Fig.E.l Solución de la ecuación no lineal f(x)=O 

mediante el método de Newton Raphson 

La posibilidad de encontrar una solución correcta mediante este método 

depende de una buena elección del valor inicial de x (x
0

) . 

El método de Newton Raphson tiene convergencia de segundo orden porque 

ajusta la función y su derivada primera. Cuando se puede aplicar, es un 

método muy eficiente. 

Extendiendo la idea a un espacio n dimensional, se trata de resolver un 

sistema de ecuaciones no lineales del tipo: 

f(x) = O (E.49) 

A partir de un punto X
0 se hace un desarrollo en serie de Taylor: 
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(E.50) 

Donde Jo es la matriz jacobiana del sistema. 

(E.51) 

Tomando sólo el término lineal de la serie y haciendo el desarrollo 

alrededor de xi-1
, se obtiene: 

(E. 52) 

i i-1 f . 1)-l f( i-l) X = X - r- X 

" 
(E.53) 

En el problema que se trata la ecuación no lineal a resolver es: 

(E.54) 

Fuerzas internas 

Por lo que la solución se obtiene como: 

(E.55) 

Donde la matriz tangente K1 se calcula según la ec.(E.26). 

En la fig.E.2 se ha esquematizado el proceso de solución para un sistema 

de un solo grado de libertad. 

Este método requiere un gran trabajo computacional debido a que se debe 

calcular las fuerzas internas y la matriz de rigidez en cada iteración además 

de resolver el sistema completo (triangularización y retrosustitución). Para 
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disminuir el trabajo computacional se puede utilizar Siempre la matriz 

tangente en el origen con lo cual en cada iteración sólo deben calcularse las 

fuerzas internas y realizarse la retrosustitución. Se logra así el método de 

Nev.'üm Raphson Modificado en el que se pierde la tasa ele convergencia 

cuadrática. La ecuación general de este método es 

(E.56) 

y en la fig.E.3 se ha esquematizado el proceso de solución para un 

sistema de un grado de libertad. 

p 

p 

1 
~K" 

Fig.E.2 Método de Newton Raphson 

(sistema de un grado de libertad) 

-u 

u 

Fig.E.3. Método de Newton Raphson modificado 

(sistema de un grado de libertad) 
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p 

u 

Fig.E.4. Método mixto incremental-iterativo 

(Sistema de un grado de libertad) 

Otra alternativa es trabajar con un método mixto: dividir la carga en 

etapas dentro de las cuales se trabaja con el método de Newton Raphson, 

actualizando la rigidez sólo en la primera o segunda iteración de cada etapa 

de carga. En la fig.E.4 se ha esquematizado este procedimiento para un 

sistema de un grado de libertad. 

K7.2. METODO GENERAL 

[OIIer 1988, Crisfield 1991] 

RESPUESTA 

Para un cierto incremento de carga m, ia ecuación de equilibrio global 

de un sólido discreto se puede escribir como: 

(E. 57) 

Donde U es el vector desplazamientos nodales en la etapa de carga m y 
m 

¡.1 el factor de carga correspondiente a dicha etapa. 
m 

El método está formulado para carga proporcional, en cada etapa de carga 

m la carga total está dada por IF = ¡.1 IF. Sin embargo, con muy pequeños 
m m 

cambios puede extenderse a carga no proporcional. 
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El factor ~ es una variable adicional que se ajusta automáticamente a 
111 

través de una ecuación de restricción del tipo: 

h(U .~ ) = O 
m m 

(E. 58) 

Entonces, la solución del problema es la que cumple simultáneamente con 

{ 

IR(U .~ ) = O 
111 m 

h(U .~ ) = O 
m m 

(E.59) 

La solución simultánea de estas N+ 1 ecuaciones con N+ 1 incógnitas, donde 

N es el número de grados de libertad del sistema, destruye las 

características de simetiía y banda de las ecuaciones de equilibrio del 

sistema. Para evitar este problema, se utiliza la siguiente aproximación: se 

desarrolla en serie el vector de fuerzas residuales y se conserva sólo los 

términos de primer orden: 

IR(Um,i-l+bUm,Ym,i-l+b~m) = IR(Um,i-l'~m.i-1)+[~] . bUm,i+[~~J . b~m.i 
m,t-1 m,t-1 

(E.60) 

Donde 8U m,i y 8~m i son respectivamente los incrementos ele 

despiazamientos y del factor de carga correspondientes a la iteración i del 

incremento de carga m. 

Además: 

BIR _ Kt au- BIR y - = -IF 
a~ 

Donde K 1 es la matriz de rigidez tangente global de la estructura. 

Entonces la ec.(E.60) puede escribirse como: 

IR(U . .~ . )+ K1(U . ) 8U . - 1F 8~ . = O 
m,t-1 m,t-1 m,t-1 m,t m,t 

(E.61) 

(E.62) 
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De donde se puede escribir: 

8U = 8U + bJl U 
m,i m,i m,i mi 

(E.63) 

Donde: 

(E.64) 

(E.65) 

Entonces el incremento de desplazamientos correspondiente al incremento 

de carga m, depués de la iteración i queda como: 

ilU = ilU + 8U 
m,i m,i-1 m,i 

(E.66) 

y el desplazamiento: 

U =U + ilU 
mi m-1 ---.- m.i 

(E.67) 

Sustituyendo en la ecuación de restricción (E.58) se obtiene el 

incremento del factor de carga bJl . y el factor de carga correspondiente: 
lll,l 

Jl . = Jl . + OJl . 
tn,t tn,J-1 nt,t 

(E.68) 

El procedimiento puede resumirse en los siguientes pasos: 

-
a) Obtención del incremento de desplazamientos 8U para el nivel actual de 

m,i 

fuerzas residuales. 

b) Obtención del desplazamiento total U para el nivel de carga total 
mi 

e) Obtención del factor de carga bJl . a partir de la ecuación de restricción 
m,t 
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d) Actualización de los desplazamientos y del nivel de carga. 

Este procedimiento se repite en forma iterativa hasta lograr 

convergencia. 

A continuación se presentan dos de las formas de control de respuesta 

más utilizadas. 

E.7.2.1. Control de Desplazamientos [Ramm 1981] 

Este método consiste en intercambiar las variables dependientes e 

independientes del problema. Se prescribe una de las componentes de 

desplazamiento, elegida como parámetro de control, y el correspondiente nivel 

de carga es tomado como una incógnita. 

Por simplicidad, supóngase que la ec.(E.62) es reordenada de modo que el 

desplazamiento prescripto 8U es ei úitimo en ei vector de desplazamientos 
2 
tn,i 

8U . La ec(E.62) puede ser descompuesta entonces en dos partes como sigue: 
m,i 

t 1 ( s:u 1 JIR ) r "\ 

Kl2 'u \n,i 1 = - \lm,i-1 f + O¡.t . {IFI f 
l 1ou J IR 

111

'

1 
IF K 2 2 2 

22J l m,i l m,i-IJ _ ) 

(E.69) 

Cambiando las variables queda: 

Kt -IF 8U
1 

IR Kt 1 
11 1 m,i m,i-1 12 

- -- - 8U 
IR 2 

Kt -IF O¡J.mi 2 . 1 
m,i Kt 

21 2 . m,t- 22 

(E.70) 

La pérdida de simetría y banda de la matriz de rigidez es un gran 

inconveniente. Para evitarlo, la solución de esta ecuación puede formarse por 

dos partes de la siguiente manera: 
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Donde: 

8U 
1 
IH,i 

= 01-1 8U0 > + 8U0 I) 
m,i 1 . 1 . 

111,1 m,1 

K101 ou<I) = 1F 
ll 1 1 

m,i 

K 101 8U01) = - IR - K tm 8U 
11 1 1 12 2 

m,i m,i-1 m,i 

(E.71) 

(E.72) 

(E.73) 

El parámetro de carga se calcula entonces, a partir de la ec.(E.70), 

como: 

-IR + K 1m oUCII) + K 1m 8U 
2 '1 21 1 22 2 

1n,i-1 n1,i m,i 
0!-l = ------------------===~---

m,i 1F - Ktm ou< O 
2 21 1 . 

(E.74) 

m,t 

Como el desplazamiento U 
2 

se mantiene constante durante las 
m 

iteraciones, los términos subrayados deben ser omitidos en las próximas 

iteraciones. 

Una simplificación valiosa de este método consiste en trabajar con toda 

la matriz ele rigidez completa y reemplazar las ecuaciones (E.72) y (E.73) 

por: 

K 101 8UCI) = 1F 
n1,i 

(E.75) 

K 1
m 8U en> = - IR 

m,i m,i-1 
(E.76) 

Nuevamente se suma las dos soluciones para obtener el vector de 

desplazamientos: 

(E.77) 
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Este vector incluye también la componente prescripta: 

ou = 01-1 o u< 1) + ou 01) = ou 
2 . m,i 2 . 2 . 2 

(E.78) 
m,t m,t n1,1 m 

La ec.(E.78) es usada como _cuación de restricción en la primera 

iteración de cada etapa de carga y permite determinar el incremento del 

factor de carga: 

ou - oui 11
) 

2 m m,o 
OJ-1 =----

m,o ou<l) 
2 

n1,o 

Para todas las iteraciones siguientes U
2 

no cambia entonces: 

ou< 11) 
2 

s:: m,i uJ-1 . = - -----'-
m,I oU(I) 

2 
m,i 

(E.79) 

(E.80) 

Si se aplica el método de Newton Raphson modificado, la ec.(E.75) sólo 

debe resolverse una vez cuando se actualiza la matriz de rigidez. 

La iteración se continua hasta que se ajustan las otras componentes de 

desplazamiento y se encuentra la nueva posición de equilibrio. 

Este método se utiliza para mejorar la convergencia en toda la historia 

de carga y sobrepasar puntos límite pero falla cuando se presenta "snap 

back". 

Una modificación obvia de este método es incluir todos Jos 

desplazamientos en Jugar de uno solo y eso da lugar a los métodos que se 

discuten a continuación. 
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E.7.2.2. Metodo de Longitud de Arco 

[Crisfield 1981, 1982, 1983, 1986, 1991, Ramm 1981, Bellini 1987, 

Oller 1988] 

El método original de la longitud de arco fue presentado por Riks [1972] 

qmen propuso un procedimiento que permitía mejorar la convergencia y 

sobrepasar puntos límite. Con ese fin, añadió a las ecuaciones de equlibrio 

estándar una ecuación de restricción que fija la longitud del incremento de 

carga en el espacio carga-desplazamiento. El nivel de carga aplicado se 

convierte entonces en una variable adicional. 

La restricción propuesta por Riks [Riks 1972], que se añade a las N 

ecuaciones de equilibrio, es la siguiente: 

T 2 2 

AU i\U . + b2 i\¡.t . !FT!F = 111 . 
fil,Í IU,l 111,1 ffi,l 

(E.81) 

Donde: 

¿\11 = 11 - 11 
~""mi ~""mi ~""m-In 

' ' ' 

(E.82) 

¡.t · factor de carga de la etapa m-1 obtenido después de n iteraciones. 
m-l,n ' 

b : parámetro de escala de la carga 

L1l .: Longitud del incremento de carga en el espacio N+ 1 dimensional. 
m,1 

Para b=l se obtiene el método del camino esférico originalmente propuesto 

por Crisfield [Crisfield 1981] y Ramm [Ramm 1981]. La ecuación de restricción 

toma la siguiente forma: 

T 2 2 

i\U . AU . + A¡.t . lfT!F = 111 . 
m,t m,t m,t m,t 

(E.83) 

Para b=O se obtiene la forma más simple, también propuesta por Crisfield 

[ Crisfield 1981] en base a la experiencia. La ecuación de restricción tiene 

la forma: 
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T 2 

1\U 1\U = 1\1 
tn,i m,i m,i 

(E.84) 

OBTENCION DEL INCREMENTO DEL FACTOR DE CARGA 

Desarrollando la ecuación de restricción en el caso b=O, se obtiene: 

(1\U 
m,i-1 

- T - 2 
+ 8U . + b!l . U1

) (1\U . + 8U . + bjl . U1
) = 1\l . 

IU,t 01,1 m m,t-1 111,1 01,1 IU 01,1. 
(E.85) 

Que puede escribirse como: 

e 811
2 

+ e 811 + e = o 
1 m,i 2 m,i 3 

(E.86) 

Donde: 

- T e = 2(1\U + ou ) u r 
2 m,i-1 m,i m 

(E.87) 

- T - 2 
C = (1\U . . + 8U .) (1\U . , + 8U .) - L\1 . l 3 m,t-1 rn,1 m,t-1 rn,t mt1 

La ec.(E.86) tiene dos raíces reales según que el arco corte al cammo 

de equilibrio en A o en B, ver fig.E.5. Se debe elegir el valor de bjl . para 
m,t 

la cual el coseno del ángulo entre 1\U . y 1\U . sea positivo. En el caso 
m,t m,t-1 

en que ambas soluciones den cosenos positivos, la solución más adecuada es la 

que se acerca más a la solución lineal. 

Una vez obtenido ·8!1 ,, se obtiene la variación de desplazamiento a 
lll,l 

través de la ec.(E.63) 
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F 

m-1 r r 

1;: 1 
- - - - 1 7]\ [:~ - d ~ m, 'J. F 

/ 1 ··~----
/ 

b 

/ A 

/ 
/ 

1 

1 

1 
1 

Fig.E.5 Método de la Longitud de Arco 

Camino Esférico 

CAMINO PLANO 

u 

Riks y Wemper [Crisfield 1983] basaron su trabajo en una linealización 

de la ecuación de restricción de la forma: 

T 

8U .dU + b
2 

Cjl . .djl . 1FT IF = .dl
2 

. 
m,i m,i-1 m,1 m,1- l m,1 

(E.88) 

Es posible proponer otras variantes como las de Ramm [Ramm 1981] y 

Crisfield [Crisfield 1983]. En particular 8U . y Cjl . pueden ser obligados 
m,1 m,1 

a ser tangentes a la solución tangente original. Este procedimiento pertenece 

a los denominados métodos de control de respuesta a través de un camino plano 

y de llama método del plano tangente fijo . 

,., 
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F 
}»m,1F 

U m-1 

Í=1 ------,---d u_m,2FI / " 
r l / 1 " 1= 2 

/ 1 A· s __ _ 
/ 

/ 1 / 

Fig.E.6 Método de la longitud de arco 

Camino plano 

Si, en particular, b !F:r!F = 1, la ecuación de restricción es del tipo: 

T 

iiU . L!U + o~ .A~ = O 
mJ m~ mJ m~ 

Este procedimiento de solución está ilustrado en la fig.E.6. 

u 

(E.89) 

Oller [Oller 1988] utiliza una variante simple que da buenos resultados 

para distintos problemas presentados en su tesis. El procedimiento 

corresponde a los denominados métodos del plano normal actualizado. Sólo 

permite encontrar la respuesta en procesos con endurecimiento o ablandamiento 

en los que hay crecimiento de desplazamientos y no puede hacerlo si hay 

retroceso de los desplazamientos. La ecuación de restricción controla los 

desplazamientos de la siguiente forma: 
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T 2 

L\.U L\.U = L\.1 
n1,i m,i-1 1n,i 

Desarrollando la ecuación de restricción se obtiene: 

Donde: 

2 

e + e + e DJl = L\.1 
1 2 3 m,i m,i 

T 

C = L\.U L\.U 
1 m,i-1 m,i-1 

-T 
C = SU L\.U 

2 m,i m,i-1 

T e = U1 L\.U l 3 m m,i-1 

La ec.(E.91) tiene una única raíz: 

2 

L\.l - e - e 
D!lm,i = m,i 1 2 

(E.90) 

(E.91) 

(E.92) 

(E.93) 

De donde se deduce que el plano normal corta al camino de equilibrio en 

un solo punto. En la primera iteración de cada incremento de carga L\.U = O 
m,o 

y, como consecuencia, el método presenta una indefinición. En la primera 

iteración, entonces, se procede con cualquier ínétodo de control de 

desplazamientos y en las subsiguientes con el método descripto. 

DETERMINACION DE LA LONGITUD DE ARCO 

Crisfield [Crisfield 1981] propone estimar el incremento L\.Jl 
0,0 

primera iteración del pnmer incremento de carga y, a partir 

calcular: 

para la 

de allí 
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(E.94) 

Esta longitud de arco se mantiene constante durante el incremento de 

carga pero es ajustada en los siguientes incrementos para lograr un número 

ideal, prácticamente constante de iteraciones, para establecer el equilibrio 

de cada incremento. Con ese fin Crisfield hace distintas propuestas: 

1) ~1 = ~1 ld/l 
m m-1 m-1 

[Crisfield 1981] 

(E.95) 

2) ~~ = ~1 ~ 
m m-1 4111

m-1 
[Crisfield 1983] 

Donde Id es el número ideal de iteraciones e I es el número de 
m-1 

iteraciones del incremento m-1. Para todos los escalones, excepto el primero, 

el incremento inicial del factor de carga se calcula como sigue: 

(E.96) 

Ei signo se escoge siguiendo el del incremento previo, salvo que el 

determinante de la matriz tangente cambie de signo, en cuyo caso, ll.Jl tiene 
tn,o 

el signo contrario al del incremento m-1 [Crisfield 1981]. En un trabajo 

posterior Crisfield [Crisfield 1983] propone tomar el signo igual al signo de 
T 

(U 1 K1U\ 
m m 

ALGORITMO DE CONTROL DE PLASTIFICACION 

CALCULO AUTOMATICO DE ll.l [Oller 1988] 

El método de la longitud de arco permite encontrar el equilibrio del 

sólido bajo cargas o desplazamientos impuestos. Sin embargo, en problemas de 

elastoplasticidad, resulta también importante logar que, en cada iteración, 

plastifique un solo punto de la estructura. 

El control de plastificación consiste en buscar, en cada instante del 
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proceso de carga, la distancia de todos los puntos a la superficie de 

fluencia, elegir la menor de ellas y, en base a la misma, calcular la 

longitud de arco. Si se utiliza dicha longitud de arco, durante la iteración 

sólo plastificará el punto más cercano a la superficie de fluencia. 

Como en plasticidad la relación entre deformaciones y desplazamientos, 

como así también la relación entre incrementos de tensión e incrementos de 

deformación es 

desplazamientos 

lineal, se puede definir el factor de 

r a partir de la distancia del punto de 
1\ 

reducción de 

tensión a la 

superficie de fluencia. Con el desplazamiento reducido se calcula la longitud 

de arco como 

L\1 . = g(r ) 
ffi,l 1\ 

(E.97) 

Donde la forma de la función g depende del tipo de restricción. Si se 

usa la ecuación de restricción: 

L\12 = L\UT L\U 
m,i m,i m,i 

(E.98) 

Donde: 

L\U . = L\U . + ()U . 
m,t m,t-1 m,t 

(E.99) 

y 
-

?)U = r 81J 
- m,i -1\ - m,i 

(E .lOO) 

-
Donde 8U es el incremento 

m,i 
de desplazamientos que resulta del 

incremento de carga impuesto y 8U . es el incremento de desplazamiento para 
lll,l 

el cual plastifica un solo punto. 

Reemplazando enla ecuación de restricción se obtiene la longitud de 

arco: 

(E. lO 1) 
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El factor de reducción de desplazamientos se puede calcular como la 

distancia a la superficie de fluencia del punto más cercano a la misma, 

utilizando la expresión propuesta por Nayak [Nayak 1972]: 

[((J ) S [ - l] F kl +re OE 
m,i 1 klpq pq m,i 

r = r - --=----------=--

A 1 (:~l .. 51pq(5•pqL,; 
Donde: 

Donde : 

F : Función de fluencia 

C : Tensor de rigidez secante 
klpq 

(E.102) 

(E.l03) 

l,. oÉ j"' : Tensor incremento de deformación correspondiente a 
pq m,i 

-
incremento de desplazamientos oU 

m.i 

E.7.2.3. Metodo de Control Indirecto de Desplazamientos 

LDe Borst 1987a] 

El método de longitud de arco en el epacio N-dimensional, donde N es el 

número total de grados de libertad, no es muy adecuado para controlar el 

proceso de solución en sólidos con ablandamiento [De Borst 1987a]. De Borst 

encontró que la ecuación de restricción global, que tiene en cuenta todos los 

grados de libertad, no permite obtener una ecuación convergente satisfactoria· 

cuando se analizan estructuras de hormigón [De Borst 1987a]. Esto se debe a 

que en problemas con ablandamiento la falla se localiza mucho. Sólo algunos 

nodos contribuyen a la norma del vector incremento de desplazamientos y la 
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falla no es sensible a la norma global. Entonces, en problemas de no 

linealidad material con ablandamiento es más eficiente usar sólo un grado de 

libertad dominante, aplicar ciertos pesos a los distintos grados de libertad 

u omitir algunos grados de libertad en la norma de los incrementos de 

desplazamientos. Se tiene entonces lo que De Borst denomina método de control 

indirecto de desplazamientos [De Borst 1987a]. 

La ecuación de restricción es del tipo: 

~T ~ 

.1U . .1U = ,1¡2 
m,t m,i m,i 

(E.l04) 

~ 

Donde .1U contiene sólo un múmero de grados de libertad limitado del 
m,i 

vector .1U .. 
fl1,1 

La desventaja más importante de esta modificación de la ecuación de 

restricción, es que la misma se hace dependiente del problema particular que 

se analiza y, como consecuencia, el método pierde generalidad. 
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ANEXO El 

ESQUEMA DE UN PROGRAMA DE ELEMENTOS FINITOS 

PARA PROBLEMAS CON NO LINEALIDAD 

EN LA ECUACION CONSTITUTIVA 

1 INICIO 1 

1 
Lectura de datos 

Inicialización de variables 

Incremento de carga m=l 

Iteración i=l 

1 
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Definición de las fuerzas nodales 
[f 

1 
(1) 

Aplicación de una parte de las fuerzas nodales 
como incremento de carga 

L11F = ll [f 
m m 

1 
En la primera iteración 

IR = -L11F 
m,l m 

1 
(2) 

Obtención del incremento de desplazamientos 
correspondiente a la iteración i 

ilU . 
m,t+l 

1 
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Actualización de desplazamientos 

U . =U + L1U 
m,I+l m,i m,i+l 

Obtención de deformaciones en puntos de Gauss 

M: =Be L1Ue 
~m,i+ 1 m,i+ 1 

e 
~m,i+l 

= e + ile 
~m,i ~m,i+l 

1 
Integración de la ecuación constitutiva 

LlO' = e 1 Lle 
~m,i+l m,i+l ~m,i+l 

L 
Actualización de tensiones 

a = a + ila 
~m,i+l ~m,i ~m,i+l 

1 
Obtención de fuerzas residuaies 

IR 
m,i+l 

1 
dV ]- 1F 

Comprobación ele convergencia 

(i=i+ 1, vuelva a (2)) ~ O 

m 1 
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Salida de resultados 

1 

D 
(m=m+ 1, vuelva a (1)) < 

1 = 

G 
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APENDICE F 

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTITV A 

F INTRODUCCION 

El método de elementos finitos es uno de los métodos más utilizados para 

analizar la respuesta elasto-plástica de los sólidos. La capacidad de 

predicción del análisis no lineal mediante el método de elementos finitos 

depende considerablemente de un número de factores tales como la 

discretización espacial, la discretización temporal, el procedimiento 

iterativo de solución, los modelos constitutivos y la integración en el 

tiempo de estos modelos. Este último aspecto ha recibido mucha atención en 

los últimos años [Zienkiewicz 1969, Nayak 1972, De Borst 1984, Ortiz 1985b, 

Simo 1985, Ortiz 1986, Dodds 1987, De Borst 1987b, Mitchell 1988, Feenstra 

1988, Oller 1988, Simo 1988, Crisfield 1991, Sloan 1992, Fuschi 1992, Loret 

1992, Simo 1992]. Mientras la precisión en el cálculo de la matriz de rigidez 
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tangente puede dejarse de lado a expensas de la velocidad de convergencia, la 

precisión con que se integran la ecuaciones constitutivas tiene un impacto 

directo en la exactitud genera l del análisis. 

En este apéndice se presenta el problema de integración de la ecuación 

constitutiva junto con las formas clásicas de resolverlo para materiales 

elastoplásticos y luego se extiende y desarrolla estos métodos para el modelo 

de material compuesto por materiales elasto-plasticos-degradables ortótropos 

presentado en esta tesis. 

F.2. DEFINICION DEL PROBLEMA 

El problema de integración de la ecuación constitutiva consiste 

en reemplazar la ley elastoplástica diferencial por una regla que permita 

realizar cálculos para incrementos finitos de carga. Durante el cálculo, 

se debe actualizar las deformaciones (E..) , las variables internas 
IJ n-1 

(a) n-I y 

equilibrio n-1, 

actualizada n. 

las tensiones (a..) asociadas con 
IJ n-1 

a sus valores (E..) , (a.) y 
IJ n 1 n 

(<J..) 
IJ JI 

una configuración de 

en la configuración 

En los problemas con no linealidad física, el proceso de 

búsqueda 

definen 

de 

la 

solución · se realiza considerando que los desplazamientos que 

actualización geométrica son datos. Los estados n-1 y n 

corresponden, en general, a dos incrementos sucesivos durante la aplicación 

de una carga. 

Para un sólido elastoplástico el proceso de integración de la ecuación 

constitutiva consiste en lo siguiente: 

En cada punto de Gauss se conoce: 

(Llu.) = dato 
1 n 

(F. l ) 

y se debe calcular: 

(LlE..) = (Llu. .) 
lJ n 1, J n 

(F.2) 

y actualizar el estado tensional y las variables internas: 
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(cr..) = (cr..) 
1 

+ (Llcr..) (F.3) 
1J n IJ n- 1J n 

Donde: 

(ilcr..) = C~. ((!le ) - (f1EP) l 
1J n 1Jkl kl n k1 11 

(F.S) 

J
t+Llt . aG 

(!lE~.) = A - d't 
1J 11 t acr .. (F.6) 

IJ 

t+Llt . 
(!la.) = J A H.(cr ,a) d't 

1 n t 1 kl r 
(F.7) 

(Llu.) Incremento de desplazamiento entre los estados n-1 y n, 
1 n 

(Lle..) : Incremento del tensor de deformaciones correspondiente a 
IJ n 

(Llu.) , 
1 11 

( cr..) : Tensor de tensiones en el estado n-1, 
IJ n-1 

( cr .. ) : Tensor de tensiones en el estado n, 
IJ n 

(!la..) : Incremento del tensor de tensiones entre los estados n-1 y n , 
lj ll 

~S ~ " • • t 

cijkl: 1 ensor ae ngwez secante, 

(L~.c~.) : Incremento del tensor de deformaciones plásticas entre los 
IJ n 

estados n-1 y n, 

Llt : Incremento de tiempo entre los estados n-1 y n, 

A : Parámetro de consistencia plástica, 

G : Función de potencial plástico, 

1 : Parámetro de medida del tiempo, 

a¡ Vector de variables internas, 

H. : Módulo plástico. 
1 

El problema consiste en evaluar las integrales de las ecuacwnes (F.6) y 

(F.7) para actualizar las tensiones y las variables internas a un nuevo 

estado n que satisfaga la condición de fluencia y la condición de 

consistencia incremental : 
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F =F[(a..),(a.)J =0 
0 1J n 1 n 

y M = F ((Acr..) ,(Aa.) ) = 0 
0 IJ n 1 n (F.8) 

Un algoritmo eficiente la integración numérica de la . ' para ecuacwn 

constitutiva debe satisfacer · tres requerimientos básicos [Ortiz y Popov 

1985]: 

a) Consistencia con las relaciones constitutivas a integrar o precisión 

de primer orden. Esta condición requiere que las variables actualizadas 

calculadas mediante la integración numérica ((E..) , (a.) , a..) ) coincidan 
1J n 1 n 1J n 

con sus valores exactos dentro de los términos de segundo orden de At. 

b) Estabilidad numérica. La estabilidad numérica juega un papel central 

debido a que junto con la condición anterior constituyen condiciones 

necesarias y suficientes para la convergencia cuando el intervalo de tiempo 

tiende a cero. 

e) Condición de consistencia plástica incremental. 

Además una propiedad no necesaria pero sí deseable es la precisión de 

segundo orden. 

F.3. CLASIFICACION DE LOS METODOS DE 

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA 

Ortiz y Popov [Ortiz 1985b] distinguen dos familias de algoritmos de 

integración de las ecuaciones constituivas que satisfacen potencialmente las 

cuatro condiciones mencionadas : la regla del trapecio generalizada y la 

regla del punto medio generalizada. A continuación, se describen las 

principales características de las mismas. 

F.3.1. REGLA DEL TRAPECIO GENERALIZADA 

Está dada por las ecuaciones : · 

(a..) = (a .. ) 
1 

+ (ila . .) 
IJ n IJ n- 1J n 

(F.9) 
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(~cr..) = C~ . kl [(M: ) - (M:P) ] · = (~cr~ .) - (~<f.) 
lJ n l J Id 11 kl n lJ 11 IJ 11 

(F.lO) 

(F.ll) 

(F.12) 

F = p((cr..) ,(a.)) = O 
11 u 11 1 n (F. l3) 

Donde : 

(~cr~.) : Incremento predictor de tensión 
IJ n 

(~<f.) : Incremento plástico de tensión 
IJ 11 

~'A: Parámetro de consistencia plástica que se obtiene ·de la condición de 

consistencia plástica 

a: Parámetro del algoritmo que puede variar entre O y 1 ( O :::; a :::; 1 ) 

La forma en que se actualizan las tensiones está ilustrada en la Fig.F.l 

donde se ve primero el predictor elástico y luego el mapeo para restablecer 

la condición de fluencia (Ec.2.14) en dos etapas : primero una proyección a 

lo largo del flujo plástico inicial ¡:~j ] y luego una proyección en la 

n-1 

dirección del flujo plástico final [:~i t 
Este algoritmo de retorno mapeado puede ser usado en plasticidad no 

asociada y con reglas de endurecimiento arbitrarias. 
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DOMINIO ELASTICO 

SUPERFICIE DE 
FLUENCIA INICIAL 

PREDICTOR 
ELASTICO 

SUPERFICIE DE 

FLUENCIA ACTUALIZADA 

Fig.F.l. Regla del Trapecio Generalizada 

Para a=O la integración es explícita. Para a>O el algoritmo es 

implícito. Para a=l/2 y el caso particular del criterio de Von Mises con 

plasticidad asociada y perfecta, la regla del trapecio generalizada coincide 

con el procedimiento denominado de la normal media. Para a=l se tiene el 

método de Euler-Backward. Para a=l y plasticidad perfecta se obtiene el 

algoritmo de proyección del punto más cercano que fue propuesto como una 

generalización del llamado algoritmo de retomo radial (en el plano 

octaédrico) desarrollado para el modelo de Von Mises con endurecimiento 

lineal. 

La regla del trapecio generalizada es consistente con las relaciones 

constitutivas elastoplásticas para cualquier valor de a y presenta precisión 

de segundo orden para a=l/2. Para a<l/2 el algoritmo es siempre 

condicionalmente estable. Para a?:.l/2 el algoritmo puede ser 

incondicionalmente estable dependiendo de la forma de la superficie de carga. 

Para superficies de carga suaves como la de Von Mises, la regla del trapecio 

generalizada es incondicionalmente estable para a?:.l/2. Un fuerte grado de 

distorsión de la superficie de carga reduce significativamente el rango de 

estabilidad incondicional. En particular, para superficies de carga con 

aristas, el único valor de a con el que se consigue estabilidad incondicional 

es a=l. 
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A continuación se presentan como ejemplo dos algoritmos correspondientes 

a a=O y a=l respectivamente. 

F.3.1.1. Integracion Explicita o A vanee Directo 

Cuando a=O la integración es explícita y, en general, exige subdivisión 

del incremento de desplazamientos correspondiente a la iteración actual en 

una cantidad de subincrementos para los cuales se calcula el subincremento de 

deformación. A partir de ellos y la matriz elastoplástica actualizada, se 

calcula el incremento de tensión en cada subincremento. 

Ejemplos de este tipo de procedimientos son los utilizados por Nayak and 

Zienkewicz [Nayak 1972), Hinton y Owen lHinton 1982], y lo que Dodds [Dodds 

19871 denomina "método de rigidez tangente con corrector radial". A 

continuación se presenta el procedimiento descripto por Nayak and Zienkiewicz 

[Nayak 1972]. 

La tensión en un punto de Gauss se calcula como: 

( cr..) = ( cr..) 
1 

+ (Llcr..) 
IJ n IJ n- IJ n 

(F.l4) 

(F.l5) 

(ó.cr..) = (Acr~.) - (Acr~.) 
ij n tj n tj n 

(F.l6) 

(F.17) 

(F.l8) 

Donde 

r(AEk
1
)

11
: parte de del incremento de deformación para la cual se alcanza 

la superficie de fluencia. 

C~.kl : Tensor de rigidez plástica. 
IJ 
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S 

( 1- r) e .1e 

un-1 

e 

o' ~ 
DOMINIO ELASTIGO 

SUPERFICIE DE FLUENCI A 

Fig.F.2. Integración explícita 

PREDICTOR 

ELASTICO 

A 

Este procedimiento está ilustrado en la Fig.F.2 y puede explicarse como 

sigue. Cargando desde C, el punto de tensión se mueve elásticamente hasta 

tocar la superficie de fluencia en B. Un comportamiento elástico por sobre la 

superficie de fluencia conduciría al punto A. Sin embargo, para satisfacer el 

criterio de fluencia, el punto no puede salir fuera de la superficie de 

fluencia y debe ser traído nuevamente a la misma. 

Se debe determinar entonces el valor de r tal que 

F = F[(criJ.)n_1 + r (ilcr~.) ,(a.) } = O n IJ n 1 n-1 
(F.l9) 

Punto B de la Fig.F.2 

Por interpolación lineal se obtiene una primera aproximación : 

-F o 
r1 = F' -F' 

1 o 
(F.20) 

Donde 



Integración de la Ecuación Constitutiva -403-

F = pÍ(cr..) 1,(a.) t) 
0 l 1J n- 1 n- (F.21) 

F = F[(cr..) 1 +(f1cre) ,(a.) ~] 1 IJ n- ij 11 t 11-
(F.22) 

Debido a la no linealidad de la función F, en general : 

F = F [< cr .. ) 1 + r(L1cre) ,(a.) 1] '* O 2 1J 11- ij 11 1 11-
(F.23) 

Una aproximación mejor se obtiene como 

(F.24) 

Esta últirna ecuación es también aproximada y conduce a un punto de 

tensión que no se encuentra sobre la superficie de fluencia. Para conservar 

la condición de fluencia se corrige la tensión mediante una correción normal 

a ia ,.. • 1 fl ' f • supernc1e a e uencia ~ traycctona D-D' de Fig.F.2). La condición 

mencionada asegura el curnplimiento de la condición de fluencia pero no 

permite una buena aproximación del flujo. 

Para lograr una mejor aproximación se divide el intervalo (1-r)L1E11 en m 

pequeños subintervalos en los que se va actualizando el módulo plástico. Este 

procedimiento está ilustrado en la Fig.F.3 para m=3. 

Mientras la subincrementación mejora notablemente la 

ser necesario un número inaceptable de subincrementos 

estabilidad. Recalcular la rigidez tangente y actualizar 

precisión, puede 

para asegurar la 

las variables de 

estado para demasiados subincrementos puede requerir un tiempo computacional 

excesivo. Además existen dos inconvenientes adicionales con este método. En 

primer lugar, es necesario determinar la tensión de contacto con la 

superficie de fluencia para dividir el vector incremento de deformación en 
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una parte elástica y otra parte elastoplástica. En segundo lugar, al final de 

cada subincremento, el vector tensión cae fuera de la superficie de fluencia 

y para evitar un endurecimiento artificial debe ser escalado radialmente 

hasta la superficie. Eso produce una modificación adicional del flujo 

plástico que debiera ser incorporada en el vector de deformaciones 

plásticas. Más allá, cuando el módulo plástico varía, se produce una 

inconsistencia en el radio de la superficie de fluencia actualizada debido a 

la linealización de la curva tensión-deformación durante cada subincremento. 

Se necesitaría un escalamiento adicional del vector tensión actualizado para 

evitar este error. 

u 
n-1 

/'e 

DOMINIO ELASTICO 

1' 

SUPERFICIE DE FLUENCIA 

A 

PREDICTOR 
ELASTICO 

Fig.F.3. Integración explícita con subincrementación 

(m= 3) 

F.3.1.2. Euler-Backward [Ortiz 1985b, Feenstra 1988, Mitchel and Owen 1988, 

Simo and Hughes 1988, Crisfield 1991] 

Este método se obtiene para a=l (ver Fig.F.4) y consiste en actualizar 

las variables del problema de la siguiente forma : 

e s [aG ] (a..) = (a..) - 11'A C. .kl aa 
IJ n IJ n IJ kl 

n 

(F.25) 
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(a.) = (a.) + IJ.')._(H¡) 
1 n 1 11-l 

n 

(F.26) 

Si se sustituye en la condición de fluencia 

F = F (<cr..) ,(a.)) = O 
1l 1J 11 1 11 

(F.27) 

se obtiene una ecuación no lineal en IJ.'A de la forma : 

f(IJ.'A) = o (F.28) 

que puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de Newton-Raphson: 

. 'K . k, r d f r 1 . 1r 1 f..'A - SA -, - l ~ J f(!'J.'A"'-.) - d(L'iX) (F.29) 

En el Anexo Fl se presenta el algoritmo de integración para el modelo de 

daño plástico presentado en el Capítulo 2. 

DOMINIO ELASTICO 

\ 
\ 
\ 
\ 
1 
\ 
\ 
1 
\ 

SUPERFICIE DE FLUENCIA 

PRE OICTOR 
ELA STICO 

Fig.F.4 Método de Euler Backward 
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La mayor dificultad que presenta este método es la evaluación de la 

derivada de la función de fluencia respecto del incremento del parámetro de 

consistencia plástica (ec.(F.29)). La misma debe desarrollarse para cada 

modelo elastoplástico. En el Anexo F2 se presenta el cálculo de esta derivada 

para el modelo de daño plástico modificado. 

Una de las ventajas que presenta este modelo es que permite resolver 

problemas de estado plano de tensiones con programas de elementos finitos en 

2D en forma directa. En el Anexo F3 se presenta el algoritmo correspondiente 

al método de Euler Backward para el caso del estado plano de tensiones. 

F.3.2. REGLA DEl, PUNTO MEDIO GENERALIZADA 

Es una familia alternativa de algoritmos que tiene la siguiente forma: 

(a..) = (a..) 
1 

+ (i).a..) 
IJ n !J n- IJ n 

IJ n íj 

( aG 1 
(LiE~.) = LiA. [aa J 

Jl-l+a 

(a.) = (a.) + !J.A. (Hi) 
1 n 1 n-1 rv 

JI-! +Vv 

F = F[(a..) ,(a.))= O n IJ n 1 JI 

(F.30) 

(F.3l) 

(F.32) 

(F.33) 

(F.34) 

Este es un conjunto de ecuaciones algebraicas no lineales a resolver en 

las incógnitas (a..) , (!J.E~.) , (a.) y !J.A.. 
IJ JI IJ JI 1 JI 

En la Fig.F.5 se presenta una interpretación geométrica del algoritmo. 

Puede verse que éste es también un algoritmo de retorno mapeado en que la 
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tensión predecida elásticamente es proyectada sobre la superficie de fluencia 

actualizada según la dirección del flujo evaluado en un punto intermedio 

((<J)n-I+<X'(a)n-l+<X ). 

Para el caso del criterio de Von Mises con plasticidad asociada y 

endurecimiento lineal, las reglas del trapecio y del punto medio 

generalizadas coinciden. 

El algoritmo del punto medio generalizado es consistente para todo valor 

de a y presenta precisión de segundo orden para <X=l/2. Para a<l/2 la regla 

del punto medio generalizada es sólo condicionalmente estable. A diferencia 

de la regla del trapecio generalizada, para a21/2 es incondicionalmente 

estable independientemente de la elección de la superficie de carga [Ortiz y 

Popov 1985]. 

DOMINIO ELASTICO 

SUPERFICIE DE 

FL UENCIA INICIAL 

1 

1 
1 
1 

\ 

1' 
SUPERFICIE DE 

F"LUENCIA 
1 NTER ME DI A 

PREDICTOR 
ELASTICO 

u e 
n 

SUPERFICIE 
DE FLUE NCIA 

FINAL 

Fig.F.5. Regla del punto medio generalizada 

Ortiz y Popov [ 1985b] demostraron también que la elección óptima de a 

depende de la naturaleza del problema en consideración. Cuando son de preveer 
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incrementos de deformación grandes , a=l 

óptimo. Por el contrario, en problemas 

deformación, a=l/2 puede mejorar la precisión. 

da probablemente el algoritmo 

con pequeños incrementos de 

F.3.3. OTRO PROCEDIMIENTO DE INTEGRACION ALTERNATIVO 

fSimo y Ortiz 1986, Simo and Hughes 1988, Crisfield 1991] 

Generalmente el método de Euler Backward ha sido utilizado en casos 

simples como plasticidad con criterio de Von Mises, endurecimiento lineal y 

módulo elástico isótropo y constante. Pero cuando se aplica a modelos de 

plasticidad no triviales, a pesar de su generalidad, conduce a un sistema de 

ecuaciones no lineales, cuya solución mediante el método de Newton Raphson 

requiere la evaluación de los gradientes de la dirección del flujo plástico, 

de la normal a la superficie de fluencia, del módulo plástico y del tensor de 

elasticidad. Todo esto hace que la solución mediante este método sea muy 

laboriosa. 

La gran ventaja del método que se describe a continuación es que se 

formula sólo en términos de la función de fluencia, la normal a la misma, la 

dirección del flujo plástico y módulo elástico tangente, sin necesidad de 

recurnr a sus gradientes y, a pesar de ello, presenta una tasa de 

convergencia cuadrática. 

Este método fue presentado por de Borst [De Borst 1986] y deducido por 

Ortiz y Simo [Ortiz 1986] a partir de una descomposición aditiva de la 

tensión en una parte elástica y otra parte plástica y difiere de los 

algoritmos de retorno rnapeado anteriormente descriptos, en la forma en que 

las tensiones predecidas elásticamente son relajadas. 

En primer lugar se integra las ecuaciones elásticas para obtener un 

predictor elástico que es tomado corno condición inicial para las ecuaciones 

plásticas. Estas últimas definen un corrector plástico mediante el cual las 

tensiones obtenidas elásticamente son relajadas hasta una superficie de 

fluencia adecuadamente actualizada en forma iterativa. 

Es un algoritmo eficiente y capaz de trabajar con modelos muy generales. 
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Para computar el camino de retorno se usa el siguiente 

procedimiento: En cada iteración se linealiza la función de fluencia 

alrededor de los valores actuales de las variables de estado : 

(cr..) 
1
,(a.) 

1 IJ n- 1 11-

F((cr..) ,(a.) ) = F((cr .. ) 
1
,(a.) 1) + 

lJ 11 1 n 1J 11- 1 n-
(F.35) 

Además: 

e s [aG 1 ( cr..) = ( cr .. ) - /1/.., C. .kl acr 
IJ n IJ n n 11 k, 

- ' Jn-1 

(F.36) 

(a.) = (a.) + tJ.Iv fH¡J" 
1 n 1 n-1 nl 

n-l 

(F.37) 

Reemplazando en la ecuación (F.35) y haciendo : 

F = F((cr .. ) ,(a.)) = O 
11 IJ n 1 11 

(F.38) 

se obtiene 

p (< cr..) ,(a.) ) 
lj 11 1 11 

(F.39) 

11\ = { } { } { } aF s aG aF 
acrij Cijki acrk1 - aak Hin 

n-1 n-1 n-1 

Sustituyendo este valor de /1/.., en las ecuaciones anteriores se obtienen 
n 

los valores de ( cr .. ) y (a.) . Las condiciones iniciales para este 
y n 1 11 

procedimiento son las dadas por el predictor elástico. La iteración se 

realiza hasta lograr convergencia. En Fig.E.6 se ilustra el procedimiento 
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para el caso de flujo asociado. 

DOMINIO ELASTICO 

1 

\ 
\ 

' ' ' ' ' 
LINEALIZACIONES 

DE LA SUPERF. 

DE FLUENCIA 

SUPERFICIE DE FLUENCIA FINAL 

Fig.F.6 Método de retorno mapeado 

Esta formulación es capaz de tatar criterios de fluencia complejos, 

reglas de flujo y de endurecimiento o ablandamiento cualesquiera. El 

algoritmo propuesto por Ortiz and Sima [1986] incluye la posibilidad de 

trabajar con degradación de rigidez. 

En el Anexo F4 se presenta el algoritmo de cálculo desarrollado para el 

modelo de daño plástico modificado. 

De todos los algoritmos para la integración de la ecuación de la 

ecuación constitutiva, este es el más adecuado para la aplicación en códigos 

implícitos. Es conceptualmente simple y provee gran precisión. Es 

incondicionalmente estable y no necesita determinar la tensión de contacto ni 

escalar el vector tensión actualizado. Además permite tener en cuenta 

endurecimiento isótropo y cinemática. 

Es interesante notar que, para el criterio de Von Mises, este método y 
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el algoritmo de Euler Backward coinciden y, en consecuencia, dan los mismos 

resultados. Esto es debido a la curvatura constante de esta superficie de 

fluencia en el espacio de tensiones. 

F.4. PROBLEMA DE TENSIONES PLANAS [Dodds 1987] 

El problema de estado plano de tensiones complica significativamente el 

procedimiento de integración de la ecuación constitutiva cuando se trabaja 

con programas de elementos finitos 2D. Para satisfacer la condición de estado 

plano de tensiones, la tensión normal al plano, a , debe ser nuia. 
z 

El problema está en que se necesita conocer el valor de E para integrar 
7. 

la ecuación constitutiva. Algunas veces se calcula E forzando a =0 en la 
z 7. 

matriz elastoplástica tangente. Ese es un procedimiento aceptable en los 

algoritmos de integración explícita en los que se trabaja con pequeños 

intervalos de deformación, pero no lo es en los algoritmos de integración 

implícita. 

Dodds · [Dodds 1987] propone un algoritmo que consiste en ajustar 

iterativamente , mediante un procedimiento de Newton-Raphson, el incremento 

de deformación (ÓE ) n hasta lograr que O' =0. La estimación inicial de (ÓE ) n 
z z z 

puede ser hecha con el esquema elástico o plástico formando la fila zz de es 
o C

1 y obligando a que (óa ) sea nula. Sin embargo, pareciera ser que la 
cp z n · 

tasa de convergencia no depende demasiado del valor elegido para (óE ) y el 
z o 

mismo puede tomarse igual a cero. 

En el Anexo F3 se propone la solución directa del problema del estado 

plano de tensiones utilizando el m_étodo de integración de Euler Backward. 

F.5. MATRIZ DE RIGIDEZ CONSISTENTE 

Algunas publicaciones recientes [Simo and Taylor 1985, Dodds 1987, 

Mitchell and Owen 1988, Simo and Hughes 1988, Crisfield 1991] señalan la 

ventaja de usar una matriz de rigidez consistente para resolver problemas 

elastoplásticos. Se ha demostrado que la tasa de convergencia cuadrática del 

método de Newton Raphson sólo puede asegurarse si el módulo tangente se 
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deriva de un modo consistente con el algoritmo de integración de la ecuación 

constitutiva. La consistencia implica que el incremento de tensión producido 

por el operador tangente actuando sobre el incremento de deformación debe 

aproximarse al incremento de tensión predicho por el procedimiento de 

integración al menos en el primer orden. 

Cuando se trabaja con el método de Newton Raphson se debe integrar la 

ecuación constitutiva en cada iteración i de cada incremento de carga n. Se 

puede utilizar dos incrementos de deformación distintos para actualizar el 

tensor de tensiones: 

(~€ )PI = (€ ) . _ (~€ ) 
kl n kl n,t kl n-1 

ó (F.40) 

(~€ lD = (E ) . - (~E ) . 
k! n k! n,t k! n,t-1 

La primera forma conduce a un algoritmo independiente del camino y la 

segunda a un algoritmo dependiente del camino [Crisfield 1991]. 

En el segundo caso se integra las ecuaciones constitutivas sobre la 

corrección de deformaciones correspondiente a la iteración i-1. Esto tiene 

dos grandes problemas. En primer lugar, el incremento de deformación 

predicho de esta manera puede diferir marcadamente del camino de 

deformación real. La dirección del flujo plástico varía fuertemente de 

iteración a iteración aunque la dirección real del flujo plástico 

varía suavemente durante el intervalo. La integración de esas variaciones 

sobre las iteraciones puede no representar adecuadamente una dirección 

promedio del flujo plástico para el incremento. En segundo lugar, las 

abruptas variaciones en el vector de corrección de deformaciones generalmente 

indican falsas descargas elásticas. 

El uso de una estrategia independiente del camino elimina la posibilidad 

de falsas descargas. Sin embargo, las ecuaciones constitutivas deben ser 

integradas sobre grandes incrementos de deformación por lo que la precisión y 

estabilidad de los algoritmos de integración son factores determinantes en la 

solución. Adicionalmente, los operadores tangentes utilizados para la 
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formación de la matriz de rigidez requieren especial consideración. En 

efecto, el operador tangente continuo se aproxima más al operador tangente 

consistente con el algoritmo dependiente del camino y difiere mucho para el 

algoritmo independiente del camino. 

F.S.l. FORMA GENERAL DEL MODULO TANGENTE CONSISTENTE 

METODO DE EULER-BACKWARD 

La forma del algoritmo de integración es la siguiente : 

e s [aG l ( cr..) = ( cr .. ) - !!'A. C.. aa 
IJ n IJ n n IJkl kl 

n 

(F.41) 

Diferenciando esta ecuación se obtiene: 

[aG l [ 2c l (dcr ) = es (de ) - dA es - - !!A CS 8 (dcr ) 
ij n ijkl k! n n ijkl 80' k! n ijkl a a a a pq n 

k! P'l 
· n n 

(F.42) 

Ordenando, se obtiene : 

(dcr..) = (C~.kl) [(de ) - d'A. [:~ l] IJ n IJ n kl n n kl 
n 

(F.43) 

Donde : 

* (C .. k
1
) = o. o. + !!'A. C. 

lJ n 1p Jq n IJfS [ 
ia J -I e 

aa aa pqkl 
rs pq 

n 

(F.44) 

Escribiendo la condición de consistencia plástica, se obtiene : 
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(F.45) 

1\ 

(da..) = (C..ki) (deki) 
IJ n IJ n n 

CF.46) 

1\ * (e ) = ce ) -.. kl .. kl IJ n IJ n 

ce* [.5!__ ] [_3E_ ] ce* ) ijpq\ acrpq n aa rs n rskl n 

[ aF l * ¡aG l ~ + acrpq n epqrs aa rs ll 

CF.47) 

Para el caso de algoritmo de retorno mapeado descripto en el punto 

F.3.3, el cálculo del operador tangente consistente no es tan simple porque 

se dispone del flujo en la última iteración que no corresponde a la dirección 

de avance entre los estados n-1 y n. 

F.6. MATEIHALES CON DEGRADACION DE RIGIDEZ 

En este punto se describen los algoritmos utilizados para la integración 

de la ecuación constitutiva del sólido elasto-plástico-degradable. 

En el caso de trabajar con el modelo de daño explícito, no es necesario 

integrar la ecuación constitutiva porque se puede obtener explícitamente la 

variable de degradación. Si el material presenta deformaciones permanentes, 

se resuelve primero el problema de daño y se integra luego la ecuación 

constitutiva elastoplástica con cualquiera de los métodos ya descriptos. En 

el Anexo F5 se presenta el algoritmo correspondiente a este método. 

Si se utilizn una forma implícita para considerar el daño, se debe 

integrar la ecuación de daño. En el caso en que se trabaje con un modelo 
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desacoplado, se debe integrar pnmero la ecuación de daño y luego la ecuación 

elastoplástica. Para integrar la ecuación de daño se utiliza un algoritmo de 

los del tipo retorno mapeado que se emplean en plasticidad. Se parte de una 

linealización de la función de daño y de la condición de consistencia de 

dañd: 

(;d( cr .. +~cr .. ,d+~d) = O 
IJ IJ 

d abd abd 
= b ( cr ..• d) + a~ ~cr .. + ---;;--::r-8 ~d 

IJ v.. IJ OU 

abd acr 
acr .. - acr .. 

IJ IJ 

IJ 

(F.48) 

(F.49) 

Como se considera que los fenómenos de plasticidad y daño no actúan 

simultáneamente, el incremento de tensión se puede calcular como: 

(F. 50) 

y 

(F.51) 

Reemplazando en la ec.(F.48), se puede obtener 

(;d(cr .. ,d) 
~d = --------~ij~----- (F. 52) 

af 
e h + acr ,...o -- d V 

8Kd K B<Jij ij 

y actualizar la variable de daño. Una vez resuelto el problema de daño 

se puede pasar a la integración de la ecuación constitutiva elastoplástica. 

El algoritmo de integración correspondiente se ha esquematizado en el 

Anexo F6. 

1En estos desarrollos se han suprimido los subíndices n y n-1 por simplicidad 

en la notación. Se entiende que, en todos los casos, se parte de una 

configuración n-1 y se llega a una n. 
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Si se utiliza un modelo de daño y plasticidad acoplado, se reqmere una 

integración simultánea de las ecuaciones de plasticidad y de daño. En esta 

tesis se desarrollaron, para ello, dos tipos de algoritmos. 

~ Algoritmo del tipo retorno mapeado 

Este algoritmo es similar al que se usa en plasticidad. Se parte de una 

linealización de la función de daño y de la función de fluencia: 

abd d 

(;d(cr .. +.1cr .. ,d+.1d) = O = (;d(cr .. ,d) + arr .1a .. + 8
8
fr Ad 

IJ IJ IJ v.. IJ 
(F.53) 

IJ 

aF aF 
F( ü .. +.1a .. ,a +Aa ) = O = F( a .. ,a ) + an Acr.. + B"' A a 

IJ IJ r r !J r v.. IJ '-"' r 
IJ r 

(F. 54) 

En este caso se puede calcular el incremento de tensión como: 

Acr = -Ad cro - A'A es aF 
ij ij ijkl 8(J.. 

lj 

(F.55) 

Reemplazando en las ecuaciones (F.53) y (F.54) queda un sistema de dos 

ecuaciones lineales con dos incógnitas : A'A y Ad. De su resolución se 

obtiene: 

(F.56) 
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d [ aF s aG aF l [ -es ~] b ( cr .. ,d) acr Cklpq 8cr - 8a, Hk - F( cr .. ,a ) 8<J klpq acr 
IJ kl pq k IJ r 8<J pq 

k! 

(F.57) 

Siguiendo las ecuaciones (F.56) y (F.57) se puede calcular el parámetro 

de consistencia plástica y la variable de degradación. En el Anexo F7 se ha 

esquematizado el algoritmo de integración correspondiente. 

• Algoritmo de tipo Euler-Backward 

Este ·algoritmo consiste en obtener el parámetro de consistencia piástica 

y el incremento de la variable de daño d a través del siguiente sistema de 

ecuaciones no lineales, correspondientes a las condiciones de fluencia y daño 

respectivamente : 

t
( ll'fA'A Ad1' = Ffcr +LHJ a +Ll"" \ == n 

'\ ' '\ .. "' V:, J V IJ IJ r r 

Hd(A'A,!J.d) = G\ cr .. +Llcr .. ,d+Lld) = O 
IJ IJ 

(F.58) 

Este sistema puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de Newton 

Raphson, de la siguiente manera : 

aHP 8HP 
8Ll'A aild 
aHd 8Hd 

8Ll'A a!J.d 

-1 

(F.59) 

k-1 
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La mayor dificultad de este método reside en el cálculo de las derivadas 

que intervienen en la ecuación (F.59). Sin embargo, con este método se puede 

resolver en forma simple un problema de estado plano de tensiones con un 

programa en 20. En el Anexo F8 se esquematiza el algoritmo de solución 

correspondiente a este método y en el Anexo F9 se desarrollan las derivadas 

interviníentes en la ec.(F.59). 

Partiendo de la forma de integración correspondiente a este último 

algoritmo se puede deducir una forma para la matriz de rigidez tangente 

consistente. Derivando: 

(a..) = (1-d ) e0

1
.J.kl r( E..) -(e~.) 

1 
- i1A 

IJ n n IJ n IJ n- n 

\. 

[:~¡ ]J 
) 

(F.60) 

Resulta: 

(da ) = -dd eo [(e..) -(e~.) 1 - AA. [:~kl Jn] + ij n n ijkl IJ n lJ n- n 

+ (e~. 1 (de . .) - d'A resl·j·kl1 1 i IJkJ IJ n 
l · Jn l Jn 

(F.61) 

_ !fA [es ] [ iG ] (da ) 
n ijkl 8a 8a pq n 

n kl pq 
n 

Ordenando, se obtiene 

(da..) = (e~~kl) (dek1) - (e~~k1) d'A ¡:~ ) 
IJ n IJ n n IJ n n kl 

n 

(F.62) 

Donde 
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e* 
(C .. kl) = 

IJ n 
(F.63) 

(F.64) 

Escribiendo la condición de consistencia plástica se obtiene el modulo 

elásto-plástico-degradadotangente consistente: 

(C ) = cce* ) -
' "kl' . 'kl D n IJ n 

* ( íJF J ( aF ) 
(Cs ) l- l- J (Ce* ) ijpq n 8<Jpq n 8<Jrs n rskl n 

l, aF l s* ( aG J" 
An + acrpq n C pqrs ea rs n 

(F.65) 

F.7. MATERIALES ANISOTROPOS 

Para sólidos anisótropos , si se utilizaa, por ejemplo, el criterio de 

Hill [Hill 1967], la curvatura de la superficie de fluencia puede vanar 

fuertemente alrededor del contorno. En esos casos, Feenstra y de Borst 

[Fenestra 1988] probaron que el método de Euler Backward se comporta mucho 

mejor que los métodos de retorno mapeado. Más tarde, Loret [Loret 1992] 

demostró que esta conclusión no era general sino que dependía de que la 

tensión predictora atraviese o no la superficie de fluencia. Kojic [Kojic 

19921 desarrolló un método de integración implícito para el criterio de Hill 

1 Hill 1967]. 

En realidad, el modelo de material anisótropo propuesto no reqmere un 

tratamiento especial en lo que hace a la integración de la ecuación 
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constitutiva. Lo que ocurre es que la misma se integra en un espacio isótropo 

ficticio y lo único que cambia es la evalnación de las derivadas 

intervinientes. 

En el Anexo FIO se esquematiza el proceso de integración de la ecuación 

constitutiva en un sólido elastoplástico ortótropo. Respecto al caso isótropo 

son necesarias algunas transformaciones de espacio adicionales . 

.F.8. MATERIALES COMPUESTOS 

La integración de la ecuación constitutiva en el caso de materiales 

compuestos no tiene ninguna complejidad adicional ya que en realidad se 

integra la ecuación constitutiva de cada componente y sólo debe hacerse una 

descomposición previa y una composición posterior para lograr el 

comportamiento del compuesto. En el Anexo Fll se esquematiza la forma de 

trabajo. 

El punto que merece atención es la solución de problemas de tensión 

plana. Como ya se señaló,en un compuesto bajo estado plano de tensiones las 

componenetes, generalmente no trabajan en estado plano de tensiones. Esto 

debe ser tenido en cuenta en el proceso de integración de la ecuación 

constitutiva. Si se trabaja con programas de elementos finitos 20 la 

componente de deformación transversal al plano debe ser obtenida 

iterativamente. En este caso no se puede aprovechar la ventaja del método de 

Euler Backward para el tratamiento del estado plano de tensiones porque las 

componentes no trabajan en estado plano. Por lo tanto la condición de tensión 

normal al plano nula debe ser planteada fuera del proceso de integración de 

la ecuación constitutiva de las componentes. En el Anexo F12 se esquematiza 

el algoritmo propuesto para la integración de la ecuación constitutiva de un 

compuesto bajo estado plano de tensiones. 
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ANEXO Fl 

METODO DE EULER BACKWARD 

ALGORITMO PARA EL MODELO DE 

DAÑO PLASTICO MODIFICADO 

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la 

siguiente forma : 

Cálculo del incremento de deformación 

(L1e..) = (L1u. .) 
IJ n 1, J n 

y actualización de la deformación 

(e..) = (e..) l + (L1e..) 
IJ n IJ 11- IJ 11 

1 
INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA 

Inicialización 
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1 
(a) 

Actualización de la deformación plástica 

[ l
k-1 

(e~f = (e~.) + 11'Ak %~ 
lJ n lJ n-1 n ij 

n 

1 
Actualización de la tensión 

(a..) = c~.k1 [(e..) - (e~lJ 
lJ n lJ lJ n lJ 11 

1 
Actualización del resto de las variables internas 

(a./ = (a.) + 11'A"' 
1 n 1 11-l n 

1 
Verificación de la condición de fluencia 

F((cr./,(a.h : O 
lJ 11 1 11 

< O (Vaya a (b)) 

Corrección del valor de 11'A 
(k=k+ 1 vaya a (a)) ~ 
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(b) 

(E~.) = (E~f 
IJ n IJ n 

k ( cr..) = ( cr..) 
IJ n tJ n 

(a.) = (a/ 
t n 1 n 

1 

6 
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ANEXO F2 

DERIVADA DE LA FUNCION DE FLUENCIA 

MODELO DE DAÑO PLASTICO MODIFICADO 

Para la función de fiuencia escrita en la forma: 

La derivada tiene la siguiente forma: 

F acr.. F .Jl a _ aF •J + a a": 
7f!SJC - acrij 7f!SJC a¡¿> 7f!SJC 

a) Cálculo de ::; 
ij 

aF _ a¡ ac 
acr .. - acr .. - acr .. 

IJ IJ IJ 

(AF2.1) 

(AF2.2) 

(AF2.3) 
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a~ generalmente se expresa como 
ij 

a¡ = e é + e f + e f3 

aa.. 1 ij 2 ij 3 ij 

Donde 

IJ 

ai 
é =-1 

ij aa .. 
IJ 

afJ'2 
f2 = ~J2 

ij aa .. 
IJ 

ai 
f3 = _3 

ij aa .. 
IJ 

(AF2.4) 

(AF2.5) 

I
1 

Primer invariante del tensor de tensiones, J
2 

: Segundo invariante 

del tensor desviador de tensiones J 
3 

Tercer invariante del tensor desviador 

de tensiones. 

e ' e y e dependen del criterio de fluencia y se calculan como: 
1 2 3 

e = 
3 

e = 
2 

a¡ v'T 
-as- 2 cos(39) 

a¡ a¡ tan(38) 
a(J )112 --as- (J )112 

2 2 

1 
fJ )3/2 
\ 2 

Donde 8 es el ángulo de similaridad de Lode 

(AF2.6) 

La derivada de la cohesión respecto del vector tensión se calcula como: 

(AF2.7) 
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ar( crkl) 
acr = 0.5 

ij 

(AF2.8) 

Las derivadas de las tensiones principales crk se pueden calcular a 

partir de : 

{ 

<J1 } 2 {sen(8+2n/3)} { 1 } 
cr = -.,.-- /¡ sen 8 + I /3 1 

2 .J 2 1 

cr sen(8+4n/3) 1 
3 

(AF2.9) 

Teniendo en cuenta la forma de expresar la derivada presentada en 

ecuación (AF2.4), resulta, por ejemplo : 

acr 
ai'T

1 
= (1/3) Í1~. + _.;__ (sen(8+21t/3)- tan(38) cos(0+2n/3) lJ f + 

V ij j .J \. ij 

-- -.,.-- J cos(8+2n/3) f. ( J3) 1 2j~. 
- 2cos39 J3/2 .J 2 IJ 

2 

acr .. 
b) Cálculo de aik, 

acr .. 
IJ 

fi"iS:X = 
[ 

2 l-1 8 8 + Alv C a G C aG 
ik jl ijpq acr acr klrs acr 

pq kl rs 

(AF2.10) 

(AF2.11) 
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El gradiente del flujo se puede calcular a partir de la 

expresión (AF2.4): 

ac ac ac aé af ar3 
f 1 1 +f 2 +f-3 +C_1+C_1+C~ a a arT = ¡ · a a ¡ · a a ¡ · aa 1 a a 2 a a 3 a a 

ij vkl J kl J kl J k! kl k! kl 

e) Cálculo de ~ 
81Cp 

81Cp 
d) Cálculo de EiKX 

Donde : 

(AF2.12) 

(AF2.13) 

(AF2.14) 

(AF2.15) 

(AF2.16) 
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ah 

[ [1:,1 [ k .. r( <J) 1-r(cr) ] Cf] _af__ _ IJ - + B<Jk1 - p Ro p ij 8<J 
gT gc kl 

r=3 
3 

[ f( cr)x [ r(cr) + 1-r(cr) ] Cf ] 
a(¿I<J¡ 1) 

1 
+ 

(t~~r ~r 
p Ro p IJ 

B<J k 1 gT gc 

[ f(<J)X [ 1 
__ l Jcr] 

ar ( <J) + 
3 pRo p . IJ 

B<Jk 1 
Li(Jr 1 

gT gc 
r=3 

r 
f(<J)X [ r ( <J) 

+ 
1-r(<J) ]s1, sj\1 3 

gi Ro gP 
\lcr 1 e L L r 1 .. 
r = 3 

(AF2.17) 
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ANEXO F3 

METODO DE EULER BACKWARD 

ALGORITMO PARA EL MODELO DE 

DAÑO PLASTICO MODIFICADO 

ESTADO PLANO DE TENSIONES 

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la 

siguiente forma : 

Cálculo del incremento de deformación 

* (~c .. ) = (~u. .) 1 
IJ n 1, J n 

y actualización de la deformación 

.. * * (c..) ·= (c..) + (~c..) 
lJ 11 IJ n-1 IJ n 

1 
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INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA 
Inicialización 

1 
(a) 

Actualización de la deformación plástica 

1 
Cálculo de la deformación transversal al plano 

Deformación elástica: · 

Deformación total 

1 
Construcción del tensor de deformaciones completo 

(E.l = (E~.) + 8. 8. (E )k 
IJ n IJ n IZ JZ ZZ n 

1 
Actualización de la tensión 

(cr .. ) = C~.kl [(E..) - (E~l] 
. tJ n IJ tJ n IJ n 
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1 
Actualización del resto de las variables internas 

(a.)k = (a.) + /),.f,vk (Hi)k 
1 n 1 n-1 n 

n 

l 
Verificación de la condición de fluencia 

F((a./,(a/) : O 
1J Jl 1 11 

< O (Vaya a (b)) 

(k=k+ 1 vaya a (a)) <-

(b) 

(E~.) = (E~f 
1J 11 IJ 11 

k 
(a..) = (a..) 

IJ 11 lj 11 

(a.) = (a/ 
1 11 1 n 

1 
EJ 
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* 1 El tensor e sólo contiene las componenetes de deformación en el 
ij 

* * * * * * plano: e = e ; e = e ; e = e ; e = e = e = O 
XX XX yy yy XY XY ZZ yz ZX 

2 Esto se obtiene haciendo cumplir las condiciones de estado plano de 
tensiones en la ecuación: 

v es el coeficiente de Poisson 
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ANEXO F4 

METODO DE RETORNO MAPEADO 

ALGORITMO PARA EL MODELO DE 

DAÑO PLASTICO MODIFICADO 

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la 

siguiente forma : 

Cálculo del incremento de deformación 

(M: . .) = (~u . .) 
IJ n 1, J n 

y actualización de la deformación 

(c..) = (c..) 
1 

+ (~c..) 
IJ JI IJ n- IJ JI 

1 
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Predictor elástico 
k=O 

(e~.t = (eP.) 
IJ 11 1J 11-l 

(e~.t = (e..) - (e~f 
1J 11 1J 11 1J 11 

(af = (af 
1 11 1 11 - l 

1 
Verificación de la condición de fluencia 

F((a.f,(a f) : O 
1J n 1 11 

< O (Vaya a (b)) 

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA 

k = 1 

1 
(a) 

Cálculo de 11'A 

F[(cr./-1,(a/-1
] 

k 1J n 1 11 

!1\ = {aF}k-1 es {aG}k-1_ {~}k-IHk - 1 a a .. kl aa aa . 
ij 1J kl k 1 

11 11 11 11 

1 

., 
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Actualización de la deformación plástica 

Actualización de la tensión 

(cr.l = c~.kl [(c..) - (c~/J 
IJ O IJ IJ O IJ 11 

1 
Actualización del resto de las variables internas 

1 
Verificación de la condición de flucncia 

F((cr./,(a.h : O 
IJ 11 1 11 

(k=k+ 1 vaya a (a)) ~-->0 

1~ o 

(b) 

(E~.) = (E~f 
IJ 11 IJ 11 

k ( cr..) = ( cr..) 
IJ n IJ n 

(a.) = (a./ 
1 n t n 
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l 
El 



Fomza Explfcita de Daño. Algoritmo -439-

ANEXO FS 

FORMA EXPLICITA DE DANO 

ALGORITMO 

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la 

siguiente forma : 

Cálculo del incremento de deformación 

(L1E . .) = (L1u. .) 
lj n 1, J n 

y actualización de la deformación 

(E..) = (e..) 1 + (f1E..) 
IJ 11 IJ 11- IJ 11 

1 
Cálculo de la tensión no dañada 

(a~.) = C~.kl [(E..) - (e~.) 1] IJ 11 IJ IJ 11 IJ 11-

1 
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Inicialización 

d = d 
n n-1 

f = f 
en cn-1 

1 
Cálculo de la tensión equivalente 

an = [ 1 + r (n-1)] /'i (J~in 
1 

Verificación de !a condición de daño 1 

1 

ti=a -f :o 
n en 

< O (Vaya a (a)) 

Cálculo de la variable de daño 

-
d = - b<a )la 

n n n 

1 
Actualización del umbral de daño 

t =a 
en n 

1 
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Cálculo de la tensión dañada 
predictora 

( <J~.) = (1-d )( <J~.) 
IJ n n IJ n 

1 
(a) 

Integración de la ecuación elastoplástica 



-442- Anexo 



Forma JmpUcita Desacoplada de Daño. Algoritmo -443-

ANEXO F6 

FORMA IMPLICITA DESACOPLADA DE DANO 

ALGORITMO 

Este algoritmo consiste en actualizar las variables del problema de la 

siguiente forma : 

Cálculo del incremento de deformación 
1 

(8c:..) = (.1.u. .) 
IJ 11 l, J ll 

y actualización de la deformación 

(€..) = (€..) 1 + (,1t:..) 
IJ ll IJ 11- IJ ll 

1 
Cálculo de la tensión predictora no dañada 

(cr~.) = C~.kl [<c .. ) - (e:.) 1] 
IJ 11 IJ IJ 11 IJ 11-
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1 
Inicialización 

k=O 

d
0 = d 
n n-1 

f = f 
en cn-1 

(cr.f = (l-d0)(cr~.) 
IJ n n IJ n 

1 
Evaluación de la función de daño 

:::; O (Vaya a (b)) 

INTEGRACION DE LA ECUACION DE DAÑO 

k = 1 

1 
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(a) 
Cálculo de ~d 

(;d [< a..)k-1 ,dk·l] 
k IJ 11 11 

~d11 
= { } { } 

af k-1 k-1 

__ e h d + aa (a~f-1 
8Kd K aa.. IJ 11 

11 IJ n 

1 
Actualización de la variable de dañ 1 

d: = d: 1 
+ 8d: 1 

Actualización de la tensión predictora 

(a.l = (1-dk)(a~.) 
IJ ll ll IJ 11 

1 
Actualización del resto de ias variables internas 

de daño 

1 
Verificación de la condición de daño 

(;d [e a.l ,dkl : o 
IJ n n 
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(k=k+ 1 vaya a (a)) f--- >0 

(b) 

(a~.) = (a.f 
IJ n IJ n 

(f) = (f / 
e n e n 

1 
INTEGRACION DE LA ECUACION ELASTOPLASTICA 
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ANEXO F7 

FORMA IMPLICITA ACOPLADA DE PLASTICIDAD + DANO 

METODO DE RETORNO MAPEADO PARA 

EL MODELO DE DAÑO PLASTICO MODIFICADO 

1 Cálculo del incremento de deformación 1 

(.!le . .) = (ilu. .) 1 
IJ n t, J n 

y actualización de la deformación 

(e..) = (E..) 1 + (ile..) 
IJ 1\ IJ n- IJ Il 

1 
Cálculo de la tensión no dañada predictora 

( o) - co <J.. - "kl IJ n IJ [(E..) - (e:.) 1] IJ n tJ n-

1 
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Predictor 

k=O 

d
0 = d 
n n-l 

f = f 
en cn-l 

( a.f = (1-d
0
)( cr~.) 

!J n 11 !J 11 

( c~f = (E~.) 
!J 11 !J 11-l 

(af = (af. 
1 n 1 n-1 

1 
Verificación de la condición de daño 

Verificación de la condición de fluencia 

F((a.f.(a.)) : O 
IJ 11 1 n 

(;d~ O -~ (Vaya a (d)) 

y F~ O 

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA 

k = 1 
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1 
(a) 

F((cr .. )k-
1,(a/-1

) : O 
IJ 11 1 11 

F > O --4 (Vaya a (b)) 

lFs;O 

a a o 

[ 

F 

l
k-1 

acrkl kl n = o 

Vaya a (e) 

(;d > O --4 (Vaya a (e)) 

1 (;d :::; o 
1 

1 ( -" jk-1 

l-S d(JJ aa cklpq aa = o 
aa rq 

k! 
o 

1 
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(e) 
Cálculo de /1"}.._ y 11d 

n 

11"A-k = [,;_] <F(cr .. ,a)>[afc h d + aá a o 1-<bd(cr .. ,d)>[aa: crk~J k-I 
11 lJ IJ r d k 8<J kl IJ k! 

8K kl 

1 
Actualización de la deformación plástica 

l'"aacrG; ;1 k -1 (e~f = (e~/-1 + 11"A-k 
IJ 11 IJ 11 11 

l -JJII 

1 
Actualización de la variable de dañ 

k k-1 k 
d = d + dd 

n n n 

1 

11 
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Actualización de la tensión 

Tensión no dañada 

(cr.l = c~'kl [(e..) - (€
1
.'/] 

IJ 11 IJ IJ 11 IJ 11 

Tensión dañada 

(cr./ = (1-dk)(cr~/ 
IJ n n IJ n 

1 
Actualización del resto de las variables internas 

1 
Verificación de la condición de daño 

Verificación de la condición de fluencia 

k k F((cr..) ,(a.)) : O 

(k=k+ 1 vaya a (a)) f--- (;d> O 

ó F> O 

tJ n 1 n 
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(d) 

d =el k 

n n 

(cr~.) = (cr./ 
lJ n lJ n 

(f) = (f)k 
e n e n 

(E~.) = (e~.)k 
lJ n IJ n 

(a.) = (af 
1 n 1 n 

1 
EJ 
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ANEXO F8 

FORMA IMPLICITA ACOPLADA DE PLASTICIDAD + DANO 

METODO DE EULER BACKW ARD PARA 

EL MODELO DE DAÑO PLASTICO MODIFICADO 

A continuación se presenta un esquema del algoritmo correspondiente a 

este método. 

Cálculo del incremento de deformación 

(Llc..) = (Llu. .) 
IJ n 1, J n 

y actualización de la deformación 

(c..) = (c..) 
1 

+ (Llc..) 
IJ n IJ n- IJ n 

1 
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INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA 
Inicialización 

k= o 

1 
(a) 

Actualización de la deformación plástica 

1 
Actualización de la variable de daño 

k k k 
d = d + Ad 

n n-1 n 

1 
Actualización de la tensión 

Tensión no dañada 

(a.l = c~.kl [ce . .) - (c:l] 
IJ n IJ IJ n IJ n 

Tensión dañada 

1 
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Actualización del resto de las variables internas 

(af = (a.) + 11'Ak (H¡)k 
1 n 1 n-1 n 

n 

l 
Verificación de la condición de daño 

(;d = ar(cr.ll- f (dk) =<II>~ : o 
IJ n e n 

'- "' 

Verificación de la condición de fluencia 

----') (Vaya a (d)) 

(JiP)~ : o 

(ifP)~ > O ----') (Vaya a (b)) 

Vaya a (e) 
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k=k+l f-.

vaya a(a) 

(b) 
d k (H )

11 
: O 

(Hd)~ > O ----7 (Vaya a (e)) 

(aifJaAI·f = o 
n 

1 
(e) 

(d) 

(o~.) = (a.i 
IJ n IJ n 

(f) = (f)k 
e n en 

(E~.) = (E~f 
IJ n IJ n 

(a.) = (af 
1 n 1 n 
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1 

8 
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ANEXO F9 

DERIVADA DE LAS FUNCIONES DE FLUENCIA Y DANO 

f,tODELO DE DAf~O PLASTICO MODIFICADO 

Para mayor simplicidad en la notación se dejan de lado los índices 

correspondientes al número de iteración y al número de incremento de carga. 

1) Cálculo de 

aHP aF 
a!iX = 8lJ\, (Ver Anexo F2) 

aHP 
2) Cálculode alid 

H r F aa. F . ..P a = a iJ + a a"--
alid aaii m a!f m 

(AF9.1) 

(AF9.2) 

(AF9.3) 
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acr .. 
IJ 

Md =-
[
8 8 +1111. es a2G j -1 eo ce 

ik ji ijmnacr aa klpq pq 
mn kl 

l j 
-1 

2 
8 8 +1111. es a G cro 

ik jl ijmnacr aa kl 
mn kl 

• ..P ah¡¿ 2 aa 
a r...· 11"- ij aG AA. h a G kl 
Ma = -BL:llí" aa + Kri. aa aa Ma 

ij J ij kl 

ah¡¿.. ah¡¿.. acrkl 
---,--,.......;IJ;- = 1 J 

aHd 
3) Cálculo de a11a 

af 
e 

acr .. -
IJ 

aL1d -a,_a--=- 8L1d 
kl 

"d - af aG aa e 

aaij - acrij - aaij 

e a a af 
-----

af aad aad 
_e = r(cr) _____! + [1-r(cr)] _e 

a~ a~ a~ 

(AF9.4) 

(AF9.5) 

(AF9.6) 

(AF9.7) 

(AF9.8) 

(AF9.9) 

(AF9.10) 

(AF9.ll) 

(AF9.12) 
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h..Kd = a [ r(cr) + 1-r(cr) j 0 

~ gd R gd 'V h..d 
.w¡u-¡l T o T 

(AF9.13) 

8Kd _ a l r(cr) + 1-r(cr) l 0 

Bfui -~ gd R gd '~ 
.w 1 u-¡ 1 r o T 

(AF9.14) 

4) Cálculo de ~~~ 

(AF9.15) 

(AF9.1Ci) 

(AF9.17) 
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(AF9.18) 

aa~. 1 acr .. 
IJ _ IJ 

7fliJC - r::a 7fliJC (AF9.19) 
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ANEXO FlO 

MATERIALES ORTOTROPOS 

ALGORITMO DE CALCULO 

A continuación se presenta el algoritmo de cálculo e integración para el 

caso de materiales ortótropos. El mismo está basado en un algoritmo de tipo 

Newton Raphson para la solución del problema no lineal y retorno mapeado para 

la integración de la ecuación constitutiva, por la forma en que se actualizan 

las variables internas. La idea puede usarse también con otros algoritmos de 

integración. Los subíndices m-1 y m corresponden a dos incrementos sucestvos 

de carga y n-1 y n dos iteraciones sucesivas dentro del incremento m. 



-464- A nexo F 1 O 

CALCULO DE LOS TENSORES DE TRANSFORMACION 

f =R (f] ij ikjl kl local 

Cs =R [es] R 
ijkl irjs rspq local kplq 

Á
8 = f f 1 

ijkl ik ji 

1 
Inicialización 

r
ct* 1 = es* 

ep ijkl 
ijkl o 

\. J 

n=O 
m= O 

l 

Lazo sobre el número de incrementos de carga 

m = m +1 

IR = -IF 
rn,o m 

1 
(b) 

Lazo sobre el número de iteraciones 

n = n + 1 
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1 
Cálculo de la rigidez tangente 

-1 
ct =As ct* 

epijkl ijpq ep pqkl 

(K·t"' = T[ Jt' [c:,f"' B' dV'] 

1 
Cálculo del Incremento de Desplazamientos 

(8u) = - 1 (K1
) IR m,n-1 

( l-1 
m,n l m,n-1 

ri!u) = 
l m,n 

1 
Cálculo del incremento de deformación 

(Llr..) = (L1U. .) 
lJ m,n 1, J m,n 

y actualización de la deformación 

(c..) = (c..) + (Llc..) 
IJ m,n tj m-1 IJ m,n 

1 
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Predictor elástico 
k=O 

o 
(e~.) = (e~.) 

1J m,n 1J m,n-1 

e o o p o 
(e..) = (e..) - (e..) 

lJ m,n 1J m,n IJ m,n 

e 0 s e 0 

(a..) = (a..) = C .. kl (E .. ) 
1J m,n 1J m,n 1J IJ m,n 

o 
(ex.) = (ex.) 

1 m,n 1 m,n-1 

1 
Transformación de las Tensiones Predictoras 

al espacio ficticio isótropo 

[-e] = As 
aij ijki 

m,n 

1 
DE LA ECUACION CONSTITlJTIV A 

EN EL ESPACIO FICTICIO ISOTROPO 

1 
Verificación de la condición de fluencia 

F [~ .• ü.] o = o 
IJ 1 

tn,n 

< O (Vaya a (d)) 
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Proceso iterativo de integración 

k = 1 

1 
(e) 

Cálculo de 11"A 

k IJ 1 

F [( ér.}( a.)] 
11"A = --------~----~-------

k-1 rn.n 

nt,n 

1 
Actualización de la deformación plástica 

(E~/ = (Ep )k-l + 11"A -_- A S 

k 

1
( aG }k-1 

IJ m,n ij m,n m,n 8(J pqij 
pq m,n 

1 
Actualización de la tensión 

- k -S [ k l (cr..) = C .. kl (e..) - (e~.) 
IJ m,n IJ lJ m,n lJ m,n 

1 
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Actualización del resto de las variables internas 

1 
Verificación de la condición de fluencia 

F((a.l ,cal ) : o 
IJ m,n 1 m,n 

(k=k+ 1 vaya a (a)) ~>0 

1~ o 

(d) 

(e~.) = (e~l 
IJ m,n IJ m,n 

- - k 
( cr..) = ( cr..) 

lJ m,n IJ m,n 

(a.) = (a/ 
1 m,n i m,n 

1 
Cálculo del tensor constitutivo en el espacio isótropo 

es* R aF es* 
i j mn mn a a pqkl 

pq 

- aF hm R + aF es* R 
tu tu - turs rs 

aam aa 
tu 

m,n 

1 
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Obtención de la tensión real 

-1 

( ) = As ( ) 
(Jij rn,n ijkl (Jkl m,n 

1 
Cálculo de las fuerzas residuales 

~m.• = tJ tB"\Jm.• dV ]- Fm 

1 
Control de convergencia 

IIIR 11 : Tolerancia 
n1,n 

Control de carga 

m:m 
max 

1= 

EJ 

> , (Vaya a (b)) 

< (Vaya a (a)) 
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ANEXO Fll 

MATERIALES COMPUESTOS 

ALGORITMO DE INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA 

A continuación se presenta un esquema del algoritmo de trabajo para la 

integración de la ecuación constitutiva de materiales compuestos. 

1 
Cálculo del incremento de deformación 

(Lk.) = (ilU. .) 
IJ m,11 1, J m,11 

y actualización de la deformación 

(E..) = (E..) 
1 

+ (LlE..) 
IJ 111,11 IJ m- IJ 111,11 

1 
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1 [ JI [ l (cr~.) 1 = cs. (e..) -(e~.) 1 
IJ m,n ljkl IJ m,n IJ m,n-1 

m,n-1 
l( cr~.) 2 

IJ m,n l( <J~.) ncomp 
IJ m,n 

Modelo Modelo Modelo 

Const. Const. Const. 

(1) (2) (ncomp) 

1 1 1 
(a./ 

IJ ~,n 

(e~.) 
IJ m,n 

( )
ncomp 

<J .. 
IJ m,n 

(e~.)neomp 
IJ m,n 

[e: l neomp 

pijkl 
m,n 

1 
ncomp 

(cr..) = E k ( cr..) e 
lJ m,n e lJ m,n 

e=l 

(e~_ l 
ncomp 

fe:_ r = r k l "Pijk!J L e l l'ijkiJ 
m,n c=l 1n,n 

1 
Fin Integración Ecuación Constitutiva 
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ANEXO F12 

MATERIALES COMPUESTOS 

ALGORITMO DE INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA 

ESTADO PLANO DE TENSIONES 

A continuación se presenta un esquema del algoritmo de trabajo para la 

integración de la ecuación constitutiva de materiales compuestos. 

1 
Cálculo del incremento de deformación 

(ilt::~.) = (ilU . .) l 
tJ m,n 1, J m,n 

y actualización de la deformación 

* * * (€..) = (€..) + (Ll€..) 
tJ m,n tJ m-1 tJ m,n 

k = 1 

l 
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(a) 

Cálculo de la deformación transversal al plano 
Deformación elástica: 

Deformación total 

(E )k 
zz m,n 

1 
Construcción del tensor de deformaciones completo 

(E.l = (E~.) + Ú. Ú. (E )k 
IJ 1n,n iJ n1,n ¡z jZ zz m,n 

1 

1 [ ll [ l (c{)I =C. (e..) -(e~.)I 
IJ m,n IJkl IJ m,n IJ m,n-1 

m,n-1 
l(c()2 

IJ m,n 

1 M~odelo 1 

consr. 

Modelo 

Const. 

(1) (2) 

4 compon. 4 compon. 

1 1 
( cr..) I 

IJ m,n 
(a.i 

IJ m,n 

(E~.) 1 
IJ 111,11 

(E~/ 
IJ m,n 

2 

1( (J~.) n comp 
lJ m,n 

Modelo 

Const. 

(ncomp) 

4 comp. 

1 
(cr_ycomp 

IJ m,n 

(E~ycomp 
IJ m,n 

[C~ l ncomp 

pijkl 
m,n 
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l 
ncomp 

(a..) == E k (a. Y 
lJ m,n e lJ m,n 

c=l 

ncomp 

[c:,,,.r [c:,'i") = E k 
e 

m,n c=l m,n 

l 
Verificación de la tensión a 

zz 

(cr ) : O 
zz m,n 

f-.-Vaya a (a) :t:O 
k =k+ 1 

}=o 
Fin Integración Ecuación Constitutiva 
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El tensor e * sólo contiene las componenetes de deformación en el 
ij 

* * * * * * plano: e =e ' 
e =e ' 

e =e ' e =E =E =0 
XX XX y y yy xy xy zz yz ZX 

2 Esto se obtiene haciendo cumplir las condiciones de estado plano de 
tensiones en la ecuación: 

(a./ 
IJ m,n 

= es (Ee )k-1 = es 
ijkl kl m,n ijkl [

(e ) - (er l-1
] 

kl m,n kl m,n 


