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Capitulo 1

Introduccion

El concepto de entrelazamiento cuantico aparece por primera vez a co-
mienzos del siglo XIX, en las discusiones entre Erwin Schrodinger y Albert
Einstein sobre la teoria cuantica, pero fue Schrodinger quien llamoé Vers-
chrankung (entrelazamiento) al concepto de correlaciéon no local en sistemas
mecano-cuanticos, ejemplificado en su famoso experimento del gato (gato
de Schrodinger). El trabajo que desencadend la polémica subsiguiente, fue
escrito por Nathan Rosen, Albert Einstein y Boris Podolsky, titulado ” Clan
Quantum-Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Comple-
te?”[1], mas conocido como la paradoja de EPR. En este trabajo los autores
argumentaron que la Teoria Cudntica no puede considerarse completa por-
que ésta es incapaz de describir completamente la realidad fisica, es decir,
no puede predecir con probabilidad igual a uno la evoluciéon de un sistema
descrito por la mecanica cuantica. Hasta entonces algunos fisicos no estaban
de acuerdo con una realidad no determinista y por lo tanto la solucién al
problema se presentaba de dos formas:

1. La teoria realmente es incompleta, lo que sugiere una teoria de variables
ocultas.

2. Existe un fenémeno no-local que explicaria una interacciéon a distancia
entre los dos sistemas.

A partir de entonces y hasta la actualidad, estos postulados han sido
ampliamente discutidos y analizados por diversos autores.

A lo largo de los anos surgié una gran cantidad de publicaciones de di-
versos autores, relacionadas con el problema propuesto por estos tres fisicos,
entre los cuales el mas destacado es la propuesta de John Stewart Bell [2],
quien en 1964 desarrolla un criterio conocido como la desigualdad de Bell
que mide la existencia de correlaciones no-locales de la mecanica cuantica y



que no pueden ser descritas con probabilidad clasica, apéndice A. Aunque los
resultados de Bell son consistentes, se buscaba un experimento de laboratorio
que pudiera mostrar la violacion de su desigualdad. En 1982 Alain Aspect y
sus colegas [3] lograron confirmar la naturaleza no-local de sistemas cudnticos
actualmente denominado entrelazamiento (entanglement, en inglés).

El sistema entrelazado mas simple se puede describir por un par de
particulas (1 y 2) con spin 1/2 y esté descrito por sus funciones de estados o
kets |spin hacia arriba) y |spin hacia abajo) que representaremos por | 1) y
| }). Asi un estado arbitrario de cada particula (por ejemplo, un electrén) se
puede expresar como

Estadodee; = aq| 1) + f1] 1)

Estadodees = as| 1) + B2 1), (1.0.1)

donde « y (8 son factores de peso y representan la probabilidad de encontrar
a la particula en el estado que acompana al coeficiente. El estado del sistema
compuesto por ambas particulas se expresa como producto de los estados
individuales

(aa] 1)+ Bl )| 1) + 52| 1)
aras| 1) + a1fe| 1) + Brao| 1) + 12| L)

y queda expresado en una combinacién lineal de todas las posibilidades de
combinar el sistema. Supongamos que los estados | 11) v | JJ) quedan ex-
cluidos, similar a los niveles de ocupacion de dos electrones en el nivel fun-
damental de un atomo. El sistema queda representado por

L £I)]) (1.0.3)

Si logramos realizar una medicién sobre una de las particulas sin perturbar
demasiado al sistema, podemos saber el estado del sistema sin hacer una
medicién directa sobre la otra particula.

De la misma manera, los estados de polarizacion de dos fotones pueden
estar entrelazados cuando éstos son creados de manera particular, como se
verd en el capitulo 2. La ventaja que tiene un sistema de fotones es que estos
son mas sencillos de aislar y asi evitar interacciones indeseadas.

En los primeros experimentos para estudiar sistemas entrelazados se uti-
lizaron pares de fotones emitidos por cascada atémica que presentan entrela-
zamiento en su grado de polarizacion. Otra forma de obtener pares de fotones
es utilizando semiconductores pero predomina el uso de cristales no lineales
que producen fotones entrelazados mediante la conversion paramétrica ha-
cia abajo (parametric down-conversion, en inglés), también trabajado en el
capitulo 2.

(1.0.2)



Los estudios en el area no solo contribuyeron a los aspectos teéricos de
la mecénica cuantica sino que ademés generaron importantes contribuciones
en las ciencias aplicadas [4], como por ejemplo, la implementacién de estados
ligados o entrelazados en la transferencia de informacién, pero se debe tener
en cuenta sus limitaciones por las pérdidas y la baja eficiencia de las fuentes
de dichos fotones.

Este trabajo esta dedicado al estudio de la formacién de pares de fotones;
la comprension de este proceso, las condiciones éptimas de un medio dieléctri-
co que favorecen la eficiencia del fenémeno y también a las interacciones con
otros campos para estimular la formacion de estos pares.

En el capitulo 3 se presenta la formulacién matematica del tensor de
susceptibilidad eléctrica, mencionado en el capitulo 2, tanto su desarrollo
clasico como cuantico, debido al papel que éste cumple en los procesos 6pticos
no-lineales.

La eficiencia de un proceso de conversion es una relacién entre los fotones
incidentes en un medio no-lineal y los fotones que sufrieron una conversiéon
durante la interaccion con el medio. Diferentes trabajos tedricos sobre la
eficiencia son analizados y discutidos en el capitulo 4.

La propuesta es hacer uso de las propiedades no-lineales de cristales liqui-
dos que presentan diversos cambios en sus propiedades bajo la influencia de
campos aplicados, ésto nos conduce al concepto de una celda tipo Kerr. El
efecto Kerr describe una situacion en la cual los cambios en la polarizacion
del medio son cuadraticas respecto al campo eléctrico aplicado; cuando la
respuesta es linealmente proporcional al campo eléctrico se denomina efecto
Pockels. Asi también, el uso de ondas 6pticas puede servir para inducir la
respuesta no-lineal de estos medios como se analizard en el capitulo 5.

La deteccion de pares de fotones es un tema importante para su aplicacién
en la tecnologia, pero también es interesante por sus posibilidades didacticas
que presenta para comprender mejor un sistema entrelazado; en el capitulo 6
se desarrolla un experimento virtual con el propésito de ejemplificar estos
sistemas.

El capitulo 7 estéd dedicado a las conclusiones.



Capitulo 2

Dispersiéon Paramétrica

Un material transparente se caracteriza por permitir el paso de ondas
electromagnéticas (fotones) y en general s6lo a un intervalo limitado de lon-
gitudes de onda; para las demads longitudes de onda el material es opaco. A
bajas temperaturas las interacciones de los fotones con los atomos del medio
solamente afectan la trayectoria de los mismos, las interacciones son elasticas,
y el proceso se denomina dispersion. A mayores temperaturas las interaccio-
nes pueden ser inelasticas y, por lo tanto, aparte de cambiar las trayectorias
de los fotones, también pueden cambiar su frecuencia bajo estrictas leyes de
conservacion de energia, en cuyos casos hablamos de dispersion paramétrica
(figura 2.1).

wi, ki

/

wa, kQ

wo, ko

Figura 2.1: Representacion esquemdtica de dispersion paramétrica

Bajo esta descripcion existen diversas situaciones llamadas procesos 6pti-
cos no lineales, como ser la generacion de segundos armoénicos, la generacion
de suma y diferencia de frecuencia y procesos en donde intervienen tres o
mas frecuencias opticas. Una descripcién detallada de estos procesos la po-
demos encontrar en Boyd [5], mientras que aqui nos concentraremos en dos
de ellos, la generacion de segundos armonicos y la generacién subarménica o
generacion paramétrica hacia abajo.



La generacion de segundos armonicos es un proceso de conversion en el
cual dos fotones de frecuencia w; atraviesan un medio dieléctrico generando
un armonico de frecuencia 2w, [6], a través de un intercambio de energia en
un sistema de dos niveles como se muestra en la figura 2.2(a).

W1 Wi
’ Wy = 2w1 wo
w1 i S
- —_— Wy
(a) Generacién de segundo arménico (b) Generacién subarménica

Figura 2.2: Conservacion de frecuencias en procesos opticos no
lineales en un sistema de dos niveles de energia (lineas sdlidas) y un
nivel virtual (linea punteada).

El proceso inverso, la generacion de subarmonicos, es el caso donde un
foton decae en un par de fotones con frecuencias y direcciones diferentes al
fotén inicial, figura 2.1, incluso los fotones generados pueden tener diferentes
frecuencias entre si [7]. El ejemplo clave es la generacién paramétrica hacia
abajo o parametric down-conversion (PDC por sus siglas en inglés) en el que
un fotén de frecuencia de bombeo wy se divide en dos, con frecuencias w; y
wy respectivamente figura 2.2(b), cumpliendo con la ley de conservacién de
energia

Wy = w1 + wa, (201)

y de momento atin cuando puede haber un desfasaje Ak, que es la diferencia
entre los momentos del estado inicial y final del sistema

ko = k1 + ko + Ak, (2.0.2)

cuando se cumple la condicion de fase Ak = 0.

En la bibliografia muchas veces se refieren a los subindices 0, 1 y 2 como
pump, stgnal e itdler por una razoéon historica, pero no existe una distincién
entre las frecuencias wy y ws, sélo que en algunos casos tienen intensidades
diferentes. En general utilizaremos el subindice b para el modo bombeo o
incidente y a para los fotones generados en la conversion cuando estos tienen
la misma frecuencia.



Ambos procesos mencionados arriba se describen con un hamiltoniano de
la forma

2
H = hw; (; + §) + hglalalao + araal), (2.0.3)
=0

donde el primer término representa la energia del sistema, el segundo y tercero

son los términos de interaccién (o conversién) entre los modos de oscilacion,

a; y EL;[ son los operadores aniquilacién y creacion del modo ¢ respectivamente,

g es una constante de correlacion que depende de la susceptibilidad eléctrica

no lineal del medio, A es la constante de Planck h dividida en 27
Observemos por un momento el término

en €l estan presente dos operadores creacion di, dg, y un operador aniquilacién
4o pero estos no son operadores hermiticos y no representan directamente un
proceso de conversion de un fotén incidente wg en un par de fotones wy, ws.
Para expresar una conversion de modos es necesario utilizar los operadores
nimeros n; correspondientes. En el apéndice D se verifica que se cumple

[y + iy + 200, H] = 0, (2.0.4)

lo cual expresa que (7 +7n94270) es una constante de movimiento y represen-
ta el hecho que un fotén incidente en un medio no-lineal con susceptibilidad
x? se divide en dos fotones w; y wy con valores esperados (7 (t)) y (fa(t))
respectivamente. El factor dos, presente en la ecuacién (2.0.4), aparece al
hacer w; = wy y teniendo en cuenta la ecuacion (2.0.1) wy = 2w

El hamiltoniano (2.0.3) es una expresion general y en algunos casos puede
simplificarse. Si por ejemplo no tenemos en cuenta el punto cero de energia,
los términos de la sumatoria fw;(n; + %) se reemplazan por hw;n; y si ademas,
suponemos que el par de fotones (w;, wy) son de la misma frecuencia, se puede
escribir a; = as = a y por simplicidad expresamos a ayg = b y h =1, asi el
hamiltoniano toma la forma

~

H = 2wyig + wyiy + glat?h + ab'], (2.0.5)

En el caso en que el haz incidente es muy intenso, el modo wy en la
ecuacién (2.0.3) puede tratarse clasicamente; en ese caso sustituimos Gy por
ape~ 0! donde la amplitud ag de la onda es considerada constante. Esta su-
posicién implica que la atenuacion del modo incidente es despreciable frente
a las amplitudes de los modos wy, ws, por lo que solamente puede aplicar-
se en el caso (ny(t)), (n2(t)) < |ag|®. Esta aproximacién se conoce como
aprorimacion paramétrica.



La evolucién temporal de un sistema descrito por el hamiltoniano (2.0.3) o
bien (2.0.5) se analizara en el capitulo 4 para diferentes condiciones iniciales.

Notemos que cuando g es cero, en la ecuacién (2.0.3), desaparece el se-
gundo término, es decir no existe intercambio de energia y no es posible una
generacién armonica o subarmoénica. Como consecuencia, el valor del tensor
de susceptibilidad eléctrica ¥ diferente de cero es una condicién necesaria
para poder generar fotones entrelazados por medio de un proceso 6ptico.



Capitulo 3

Tensor de susceptibilidad

El presente capitulo esta focalizado en la formulacion matematica del
tensor de susceptibilidad mencionado en el capitulo 2. Se desarrolla tanto la
aproximacién clasica como la aproximacion cuantica para entender el proce-
so de cuantizacién y sobre todo porque existen procesos opticos no-lineales
que requieren de un formalismo puramente cudntico, que se presentan mas
adelante en el trabajo.

3.1. Aproximacion clasica

Cuando un campo electromagnético atraviesa un medio material, este
responde debido a la interaccion del campo con los niveles electronicos, los
momentos dipolares y momentos de orden mayor que componen el medio. La
respuesta del medio se describe con el desplazamiento eléctrico de la forma

D(r,t) = egE(r,t) + P(r,t),

donde €, es la permitividad del vacio y P la polarizacién eléctrica®. En gene-
ral, la respuesta del medio es dependiente de la direccién del campo, por lo
que se debe tener en cuenta el cardcter vectorial y escribir

D(r,t) = eE(r,t) + P(r,t).

Hasta aqui la respuesta es lineal porque es proporcionalmente dependiente
con el campo. Cuando el medio es mas susceptible a los campos aplicados
puede mostrar respuestas de orden mayor en presencia de un campo. En

aver apéndiceB para valores de constantes y conversiones entre sistema de unidades

(esu) y (SI)



estos casos, el término de polarizacion debe descomponerse en una serie de
potencias que permita representar esta dependencia no lineal:

P(r,t) = PO(r t) + PO(r t) + PO (r,t) + ... (3.1.1)
El primer término describe las respuestas lineales del medio a la aplicacién

de un campo de la forma

ﬁ(l)('f’, t) = 60/ X(l) (7” — Tl,t — tl) : E(Tl, t1>d7”%dt1 (312)

—00

donde y" es la susceptibilidad eléctrica de primer orden, representada por
un tensor de segundo orden y estd asociada al cambio de velocidad de la luz
en el medio es decir, el indice de refraccion. El producto “:” representa el
producto escalar entre matrices, asi, la expresion

— —

P= eox? : EE

representa explicitamente la operacion
2
P= oY S AGEE!
ik

De manera similar la expresién para la polarizacion de segundo orden es
oo

]3(2)(7“,15) :eo/ X(Q)(r—rl,r—rg,t—tl,t—tg):

(e}

E<T17 tl)E(TQ, tg)d?"fdrgdtldtg (313)

aqui @ es un tensor de tercer orden. A través de una transformada de
Fourier podemos escribir la polarizaciéon

P (r t) = PO (k,w)

PP (k,w) = xP(k, ki, ks, w, wi,ws) : E(ky,w)E ks, ws) (3.1.4)

Con el término cuadrético x® es posible describir fenémenos como la suma
de frecuencias o generacion de segundos armoénicos.

bxg,)c es una forma redundante de expresar el tensor de susceptibilidad eléctrica de

rango tres o de segundo orden, en su forma implisita es suficiente escribir x;;x

10



3.2. Aproximacién Cuantica

En una primera aproximacién podemos hacer una derivacién de la sus-
ceptibilidad utilizando la teoria de perturbacién sobre las funciones de ondas
del sistema atomico o molecular, pero solamente para los casos de respuesta
inmediata o situacién estacionaria. Para tener en cuenta los tiempos de ex-
citacion y relajacion debemos adoptar el formalismo de matriz de densidad.
Este formalismo no me permite conocer el estado de energia de cada ato-
mo que compone el sistema, en realidad describe el sistema en una manera
estadistica.

Si queremos medir una cantidad P de un sistema debemos calcular su
valor esperado a partir de las funciones de onda v (r, t) que describen el estado
de un sistema. Estas funciones son soluciones de la ecuacién de Schrodinger

mM = Hy(r,t),
ot
donde H es el hamiltoniano del sistema. Supongamos que |n) son las solu-
ciones de la ecuacién de Schrodinger estacionaria, y que los coeficientes de
expansion ¢, (t) son las probabilidades de amplitud asociadas a esas solucio-
nes, que en conjunto representan la probabilidad de que el sistema esté en
un dado estado de energia en un tiempo ¢. El valor esperado del operador P
se puede calcular entonces como

(P) =) chca(m|Pln). (3.2.1)

Definimos como p a la probabilidad de que el sistema se encuentre en ese
estado de energia arbitrario, y también definimos a p como una matriz de la
forma

Prmn = ch;cn. (3.2.2)

Un estado de energia del sistema es una combinacion lineal de los estados |n)
por lo que los elementos de la diagonal de p representan todos los estados
posibles de ocupacién y los elementos fuera de la diagonal, una combinacion
coherente entre los estados |n) y |m), que pueden en algunos casos interpre-
tarse como el momento dipolar inducido. En equilibrio térmico, los elementos
Pmn = 0, con m # n. Siguiendo la ecuacién (3.2.1) podemos escribir por lo

tanto
(P) =" punPon =Y _(pP)nn = tr(pP). (3.2.3)

n

Podemos ver que es posible representar el valor esperado de un observable
a través de la matriz de densidad y por lo tanto si deseamos conocer la

11



evolucion temporal del valor esperado debemos evolucionar en el tiempo la
matriz de densidad. Derivando respecto al tiempo la ecuacién (3.2.2) llegamos
a la ecuacién de Liouville cudntica para la densidad

é@:immy (3.2.4)
ot ih

En general se escribe H=Hy+ V(t), donde H, representa la energia del
sistema en reposo y V la energia de interaccién; en este caso, hablamos de
la interaccion de un campo eléctrico con los momentos dipolares de origen
molecular o atémico.

Para una descripcién completa también es necesario tener en cuenta un
término de amortiguamiento o relajacién. Este término de relajacién repre-
senta las interacciones entre moléculas que no fueron incluidas en la expresion
general del hamiltoniano.

Podemos escribir directamente a la ecuacién (3.2.4) agregando

dp 1.

ar :_HaAnm_ nm\Pnm — © . 3.2.5
(%) = s = i = %) (3:25)
donde no expresamos el cardcter de operador “~ 7 porque estd expresado para
una componente general (n,m). El segundo término de la ecuacién (3.2.5),

(0)
nm CONL UNA

expresa la relajacion del estado p,,, a un estado de equilibrio p
radipez de decaimiento 7.

Analizando la coherencia entre los diferentes niveles n y m es decir ¢ (t) e, (1),
y denotando como I';, y I',, la tasa de decaimiento de los niveles n y m res-

pectivamente, la tasa de decaimiento 7 se puede escribir como
Ven = %(Fn +T). (3.2.6)

Con el fin de derivar la susceptibilidad de érdenes mayores debemos hacer
un expansion de perturbaciéon de la matriz de densidad de la forma

Prm = Pl + Aok + N0+ . (3.2.7)

donde cada término debe satisfacer de manera independiente, para cualquier
valor arbitrario de A, la ecuacién (3.2.5), pero antes veamos qué forma adopta
ésta al incluir la perturbacién o energia de interaccion por medio del hamil-
toniano

H=Hy+ V(t), (3.2.8)

como mencionamos anteriormente H, representa la energia del atomo en re-
poso y V(t) = —f1 - E(t) representa la interaccién del atomo con un campo

12



aplicado por medio de una aproximacion dipolar donde i = —er es el mo-
mento dipolar eléctrico. Teniendo en cuenta que la parte no perturbada se
puede resolver como

si asociamos la energia E con la frecuencia a través de

E, — By,
Wnm = =", (3.2.10)

y reemplazando estos resultado en la ecuacién (3.2.5) nos queda

dp . 1.~ .

Si usamos (3.2.7) en (3.2.11) obtenemos un conjunto de ecuaciones

0
(agt) = —iwnp (3.2.12)
ap(l) 1 N
= ) 5 2.1
(%) = bt G050 (213
1

8p(2) . . (2) SN
( v )m = (it ) [V V] (32.19)

El proximo paso es realizar una integracién para obtener los p y para ello se
recurre a un cambio de variable de la forma

pl) = S e (wnmFmm)t (3.2.15)

con el cual se obtienen las siguientes expresiones para la matriz de densidad
de primer y segundo orden respectivamente

t

pgr)n _ 6_(iwnm+7nm)t/ %[V() 0)]nm€(z‘wnm+vnm)t’dt/7 (3.2.16)
—oo b
t

P e_uwnmwnm)t/ %[f/() D], elenmFrmm)t qy! —(3.9.17)
oot

Una forma mas explicita de estas ecuaciones se logra resolviendo los conmu-
tadores y la integral que aparecen en ellas.

El objetivo es encontrar una expresién para la susceptibilidad eléctrica
de la ecuacién (3.1.4) a través del formalismo de matriz de densidad. En la

13



ecuacién (3.2.7) desarrollamos la matriz de densidad en una serie de potencias
y lo mismo tendremos que hacer con P debido a (3.2.3), quedando

(P) = (POY 4 (PDy 1 (P@) 4 . (3.2.18)

Si consideramos que el medio no tiene un momento dipolar permanente en-
tonces (P©) = 0.

Siguiendo la ecuacién (3.2.3) podemos escribir para el momento dipolar
atomico

() = Pumbtnm: (3.2.19)

y teniendo en cuenta los resultados del capitulo anterior, donde la interaccion
era significativa para un conjunto de frecuencias w;, describimos la polariza-
cion eléctrica como

Pz.(j)(wl, wa, ...,wj) = N(ﬂi(w17w27 a3 wj)>7 (3220)

donde N representa la densidad atémica e ¢+ = x,y, 2z son las coordenadas
espaciales. Para j = 2 la polarizacién de segundo orden Pi(z) (w1, ws) 0 bien
Pi(Q) (w1 + wa, wi,ws) es

PP (wy,ws) = N{fis(wr, ws)). (3.2.21)

Finalmente, si reemplazamos (3.2.17) y (3.2.19) en (3.2.21) y la compara-
mos con (3.1.4) obtenemos la expresién para la susceptibilidad eléctrica de

14



segundo orden Xz(jl)c de forma explicita.

N
qu])g(wl +W2,W1,W2) = Zpl(lO)x

N 2€0h2 I
[(Wnl — W1 — w2) - i/)/nl][(wml - wl) - Zr}/ml]
N Hin ot
[(wnl — W1 — WQ) - i/Ynl] [(wml - WQ) - Z’le]
[(wmn — Wi — C‘-)Q) - V)/mn][(wnl + wl) =+ Zﬁ)/nl]
J i k
p“lnunmﬂml
+ - - 3.2.22
[(wmn — W1 — w2> - Z/Ymn]Kwnl + w?) + ZfYnl] ( )
[(Wrm 41 4 w2) + ] [(Wint = wi) = 17m]
FiaHyurFomt
[(wnm + w1 + w2) + Zf)/nm][(wml - WQ) - Zmel]
[(wml + w1 + w2) + Z.’le][(wnl + wl) + Z’Ynl]
[(wml + w1 + WQ) + ile][(wnl + WZ) + Z’Ynl]

El tratamiento de matriz de densidad, para la respuesta no lineal de un
medio éptico, se puede encontrar desarrollada por diversos autores [6, 5, 8],
y todas derivan en una ecuacién similar a (3.2.22) con cuatro, seis u ocho
términos dependiendo de la simetria que se tenga en cuenta. De todas formas
es necesario agregar una correccion de campo local a este modelo para una
descripciéon més exacta

Por razones practicas no es de gran utilidad el resultado de la ecuacién
(3.2.22), porque requiere de mucho conocimiento del sistema en cuestion,
los niveles de energia y las funciones de onda. En general para un sistema
de moléculas complejas es necesario hacer otro tipo de aproximaciones para
estimar la susceptibilidad.

De todas formas es interesante analizar la situaciéon que representa. Por
ejemplo: el primer término de la ecuacién (3.2.22) estd representado es-
quematicamente en la figura 3.1 donde es posible ver la posicion de los niveles
para la condicién de resonancia. En el caso no-resonante, cuando las frecuen-
cias no estan cerca del valor de la diferencia de energia entre un par de niveles,
se pueden eliminar los v y aproximar los denominadores a un valor promedio
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m) — Wit

Figura 3.1: Sistema de tres niveles correspondientes al primer ter-
mino de la ecuacion(3.2.22)

y sacarlo de la suma en (3.2.22), asi el problema se reduce a la biisqueda de
las ecuaciones de onda del sistema.
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Capitulo 4

Eficiencia

4.1. Limite de conversion

Cuando hablamos de eficiencia en procesos de conversién, nos referimos
a la cantidad de fotones que logramos transformar durante la interaccion del
haz de luz con el medio no lineal.

La tarea de estudiar tedricamente el entrelazamiento y otras propiedades
de los fotones durante la interaccién con un sistema atémico se debe realizar
utilizando una interpretacion cuédntica de ambas partes, el campo (fotones)
y el sistema atomico. Los motivos para ello se presentaran a lo largo de este
capitulo. Ademads de la necesidad de una interpretacién cuantica de la luz y
el medio, en muchos casos se parte de un hamiltoniano que deriva de una
aproximacién en la cual se tienen en cuenta tnicamente las frecuencias reso-
nantes con el sistema atomo, llamada aprozimacion de onda rotante (RWA,
rotating wave-approximation). Esta aproximacién tiene sus limitaciones y
debe aplicarse con precaucion cuando se trabajan con espectros continuos. Si
suponemos que la onda incidente u onda de bombeo se comporta clasicamen-
te es decir, que no sufre atenuacién, se simplifica atin mas el hamiltoniano;
a esta aproximacion se la llama aprozimacion paramétrica [9]. Esto ultimo
pone en evidencia la suposiciéon de una baja tasa de conversién de fotones
incidentes en pares de fotones. Sin embargo, hay algunos trabajos que no
tienen en cuenta esta tltima aproximacién [10], [11] y obtienen resultados
interesantes sobre la eficiencia que se podria obtener en un proceso de down-
conversion. Se incluye en este capitulo una discusion sobre algunos resultados
y procedimientos de diferentes autores para dar una idea general sobre los
aspectos que influyen en la eficiencia de la conversion.

En el trabajo de Drobny and Buzek [10] se analiza una conversiéon en
un nimero k de fotones con valores esperados ng(t) con k = 1,2,3,... a
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partir de un n,(t). Los n,(t) y ny(t) representan el valor medio del nimero
de fotones en el tiempo ¢ con un modo de oscilacién o frecuencia w, y wy,
respectivamente. Para el propdsito de esta tesis se tendra en cuenta el caso
k = 2, que representa el caso de la generacién de un par de fotones w, a
partir de un foton incidente con frecuencia wy. En general, se parte de un
hamiltoniano de la forma

H = waata + wb'b + M@ + ab), (4.1.1)

donde A representa un parametro de acoplamiento relacionado con la suscep-
tibilidad eléctrica.

La conversion de fotones se obtiene a partir de la evoluciéon temporal del
operador del modo incidente o modo de bombeo ny,

my(t) = ((1)[7]1(1)) (4.1.2)

las funciones de onda 1 (t) se desarrollan en un espacio de la forma

= > ) 9o) (1.1.3)

donde los autovectores de la base, [¢);) se escriben
|cantidad de fotones w,, cantidad de fotones wy). (4.1.4)

De esta forma, el estado inicial del sistema que representa una situacion de
conversién hacia abajo, (down-conversion) es

o) = [0, N), (4.1.5)

en donde todos los N fotones incidentes tienen frecuencia wy. La base para
este sistema es el conjunto de autovectores que son suma sobre los posibles
modos de distribuir la ocupacién de modos “b” y “a” y se escribe

N
;) =Y enl2l, N —1) (4.1.6)
=0

con sus correspondientes autovalores E;. Los c;; son los factores de peso de los
respectivos términos. Recordemos que cada fotén, del nimero “I” de fotones
de frecuencia wy, sufre un proceso de conversion en dos fotones de frecuencias
Wq -

Utilizando la ecuacién (4.1.3) podemos calcular (4.1.2); el procedimiento
se desarrolla en el apéndice C y obtenemos

Z L +2) NEcos((E; — Ej)t), (4.1.7)

1<J
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donde
N7; = (abyltbo) (ol tpu) (il uu|b5). (4.1.8)

Por el término oscilatorio en (4.1.7) podemos ver que la evolucién del nimero
de fotones en el modo “b” (NN}) no puede ser menor que

Ny=> Ni—2> N} (4.1.9)

i<j

Finalmente, podemos escribir un parametro de eficiencia o tasa de conversion
R como un cociente entre el maximo niimero de fotones convertidos del modo
“p” al modo “a” (N¢ — Ny) sobre el ntimero de fotones iniciales en el modo
b= N}
[P ALl 0 _bN b
Ny

El resultado de Drobny and Buzek [10] para diferentes valores de N es una
curva que tiende a una asintota de valor 0,7 para el caso ideal y menor a
2/3 si tenemos en cuenta las oscilaciones a diferentes frecuencias de (4.1.7).
Sin embargo, se afirma también que la transferencia de energia de un modo
a otro se puede incrementar cuando el estado inicial del sistema esta en una
superposicion de estados es decir, que el estado inicial ya no esté represen-
tado por la ecuacién (4.1.5), en donde el modo a estd en estado vacio. Para
el caso de una superposicién de estados deberfamos escribir |¢)y) = [N, N?)
atin cuando el modo a esta vagamente presente en la luz de bombeo. La pre-
sencia del modo “a” en el haz de bombeo puede favorecer la generacion de
pares de fotones en estado entrelazado; este concepto significaria que a medi-
da que la luz atraviesa el medio con susceptibilidad eléctrica x? aumenta la
generacién de pares de fotones debido a la presencia de los pares de fotones
generados un instante anterior, pero esto no es del todo cierto debido a los
efectos de atenuacién que veremos maés adelante. Sin embargo una alterna-
cion de medios dieléctricos al paso de la luz puede incrementar la eficiencia
de generacion de pares de fotones [12]. Una alternacién del medio puede ser
un cristal compuesto por dos tipos de cristales dispuestos en placas alter-
nadas, perpendiculares a la direccién de propagacién de la luz, o bien una
composicion de un mismo material no-lineal pero con diferente orientacion
del eje Optico en cada interfase.

Durante el proceso de down-conversion se puede estudiar un fenémeno
oscilatorio de colapso y recuperacién [13], pero que no parece afectar la media
de intensidad o nimero de fotones de los modos para tiempos grandes, figu-

W,

ra 4.1(a), aqui el nimero de fotones (eje “y”) estd en funcién de una escala

[{PSS}]

de tiempo At (eje “x”) y A es el pardmetro de acoplamiento en la ecuacién

(4.1.10)
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(4.1.1). No se analizaran detalles sobre este fenémeno de colapso y recupera-
ciéon pero en estos trabajos son notables los intercambios de intensidades o
nimeros de fotones de manera oscilatoria entre los modos, como se pueden
ver en las figuras 4.1. De ellas, es evidente que existe un tiempo en el cual
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(a) colapso y recuperacién para el estado inicial (b) colapso y recuperacién para el estado inicial
|38, 1) la curva superior (inferior) corresponde |0, 20) la linea punteada (sélida) corresponde
al modo “a” (“b”) a los modos “b” (“a”)

Figura 4.1: Grdficas extraidas de [13]. En el eje “y” se representa
el numero de fotones, en el eje “r” una escala de tiempo At.

hay una alta tasa de conversién seguida por una de baja tasa de conversion,
que oscilan alrededor de un valor medio. Esto nos da la nocién que el tiem-
po de interaccién de los modos en el medio no-lineal es importante. Cabe
mencionar que la figura 4.1(b) es para una conversién del tipo w, = 3w,.

4.2. Fluctuacion Cuantica

En esta seccién veremos la importancia de las fluctuaciones de los campos
porque sin fluctuacion la generacién de sub-arménicos no es posible y por lo
tanto, una cuantizacion de campo es necesaria para tratar la conversion hacia
abajo, como mencionamos al comienzo de la seccién 4.1.

Como primer paso comparemos el campo electromagnético clasico

E(r,t) = (Epe™)e'*F =+t 1 (Eye#)eilkr=et) (4.2.1)

con el campo electromagnético cuantizado que se representa por un operador
que actia en un espacio de Hilbert,

o hw . .
E = QEOV (&ez(k-’r—wt) + &Te—z(kw—wt))‘ (422)
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Las amplitudes complejas (Eye™?) y (Epe™") en este caso, estdn represen-
tadas por los operadores aniquilacién a y creacién af, respectivamente. La,
raiz cuadrada que aparece en la ecuacion anterior

| hw
(o = el (4.2.3)

es una medida del ruido cuantico para un modo w y estd presente incluso
cuando el estado del campo es el vacio, es por esto que se lo conoce como
fluctuacion del vacio y es debido a las propiedades no conmutativas de los
operadores aniquilacion y creacién que surgen durante el proceso de cuanti-
zacién de campos, [9, cap.10] o [14, cap.2].

Para ver la diferencia sustancial entre una aproximacién clasica y una
aproximacion cuantica para la generacién de segundos armoénicos, seguimos
los anédlisis de Tanas [11] en donde se comparan tres resultados; a) una apro-
ximacién clésica, b) la inclusién de un término de perturbacion a la solucion
clésica debido a un ruido cuéntico, ¢) un resultado numérico del tratamiento
cuantico. Podemos observar en la figura 4.2 una comparacion de estos resul-
tados. Para el caso cuantico numérico, n, = 2(N,) /N, donde N, representa

oot 7 N P -
0.8} / \ . ; ]
0.7f ! ! | t ] g

Ny
o
o

0.4} L\ /! Vo \

0.3rf

0.2f

Figura 4.2: grdfica de [11]. Comparacion entre los resultados,
cudnticos numéricos (linea sélida), perturbacion a la solucion cldsi-
ca (linea discontinua) y solucion cldsica (linea punteada). ny es la
intensidad del sequndo armonico normalizado
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el nimero inicial de fotones en el modo “a”, 7 es un escala de tiempo similar
a la utilizada anteriormente y solo difiere en una constante de normalizacién.
Cabe mencionar que la solucién clasica es de la forma

d :

— Uy = —U UpSINDY

dr (4.2.4)
d 5 .

—up = u;,sind,

dr

y no permite la generaciéon de subarmonicos estando estos inicialmente en
estado vacio, por lo que es necesario recurrir a una solucion cuantica para la
evolucién del sistema en el tiempo y es a través de la fluctuacion del vacio
que se da la aparicién de un modo “b” debido a la conversion hacia abajo.

La generacién de subarmoénicos o conversion hacia abajo es el proceso
inverso a la generacion de segundos armonicos es decir, que las condiciones
iniciales son diferentes: el modo “a” en estado vacio y el modo “b”, en un
estado de energia distinta de cero. El hamiltoniano que describe la generacion
de segundos armonicos, ecuacion (4.1.1), también es el hamiltoniano para la
generacion de subarmonicos, la diferencia radica en que el estado inicial estéa
representado por la ecuacion (4.1.5).

Al igual que en la generacién de segundos armoénicos no existe una so-
lucion analitica para la generacion de subarménicos y en general, se utiliza
la aproximacion paramétrica o un calculo numérico para resolver el sistema.
En la figura 4.3(a) podemos observar claramente las diferencias entre ambos
métodos. A partir de la gréfica, se puede observar que la aprozimacion pa-
ramétrica, (linea de puntos) es vélida sélo para el intervalo 7 < 1. Al igual
que en los estudios citados a lo largo del presente capitulo, los resultados
de Tanas [11] muestran un limite de conversién méaximo; en este caso, esta
alrededor del 70 % y depende del ntimero inicial de fotones en el modo “b”,
como se puede apreciar en la figura 4.3(b).

Es notable entre los resultados de Drobny and Buzek [10] y a diferencia de
los resultados de figura 4.3(b)[11], presentan la posibilidad de transferir toda
la energia del modo de bombeo “b” al modo “a”, pero solo en el caso trivial
de nyy = 1, es decir que existe un solo fotéon en el modo “b”. La situacién
particular de la interaccion de un tinico fotén con un sistema de tres niveles,
como dindmica de una conversién hacia abajo, estda estudiada tedricamente
por Koshino [15], donde ademds se presentan las condiciones necesarias para
una eficiencia igual a la unidad, desarrolladas a continuacién.

Un sistema de tres niveles es la representacién més simple para un siste-
ma de un medio no-lineal caracterizado por x®. En el trabajo de Koshino
[15] se parte de un hamiltoniano H obtenido bajo la aproximacién de onda
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(a) La linea sélida es el resultado del cdlculo (b) Tendencia de maxima conversién en funcién
numérico para N, = 10, la linea de puntos el nimero de fotones iniciales en el modo “b”.
es la aproximacién paramétrica.

Figura 4.3: grdficas de [11].

rotante, (aproximacién realizada por los demads trabajos mencionados en este
capitulo). El vector de estado de la onda entrante

o) = [ Fifaro) (4:25)

interacciona con el medio no-lineal, y a través de la ecuacion de Schrodinger
el vector de estado de salida resulta

Vsa) = €T thin). (4.2.6)

Teniendo en cuenta que el modo de bombeo o entrante estd en resonancia
con la transicién |g) — |e) (ver figura 4.4), el cual tiene una forma gaussiana
con un largo de pulso d y suponiendo que el fotén estd a una distancia a, con
la| > d, anterior al medio no-lineal descrito por el sistema de tres niveles, la
funcién de onda que lo representa es de la forma

flr) = (%)Li -exp | — (T;a)2+iwe(r—a) . (4.2.7)

Si ademas, la longitud coherente d cumple con la condicion
d>T1 (4.2.8)

donde T';; representa la probabilidad de una transicién genérica |i) — |j) es
posible aproximar la onda incidente a una onda estacionaria f(r) ~ Ee™e().
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Después de la interaccion con el sistema de tres niveles de energiaen t = ¢
figura 4.4 obtenemos, una funcién de onda de un fotén (— ngi"reem ) Eeiwe(r—to)
resultado de la transicién |e) +— |g); una funcién de onda de un par de fo-
tones resultado de la conversién hacia abajo por medio de las transiciones
le) — |m) y |m) — |g), donde |m) representa un nivel virtual (seccién 4.3) y
ademas tenemos presente la funcion de onda entrante para un tiempo poste-
rior a la interaccion Ee™<("~*%) (onda transmitida). Es posible darse cuenta
en la figura 4.4 que la funcién de onda de un fotén f(r) para un tiempo
posterior a ty y la onda transmitida, interfieren destructivamente y se anulan
por completo cuando se cumple la condicién I'ye = I'e,,,. De esta manera toda

Eeiwe (r) N N T Eeiwe(’r‘—to)

( 21 ge )Eeiwe(rfto)

i i N - TgetTem

9)

Figura 4.4: Esquema de la condicion para una eficiencia unidad,
f(r) ~ Eee") esta aprozimacion se puede hacer cuando el largo de
coherencia d > I'~!

la energia del modo de bombeo sera transferida a la generacién del par de
fotones.

Asi completamos las condiciones que son necesarias para lograr una con-
version con eficiencia igual a la unidad. Por un lado, la relacién entre las
probabilidades de decaimiento de dos de las transiciones de energia (I'ye v
[esm) v por otro la condicién entre el largo de coherencia “d” en relacién
a la inversa de la probabilidad de decaimiento I'"!; esta condicién, ecua-
ci6n(4.2.8), estd directamente relacionada con el tiempo de interaccién del
fotén con el medio de susceptibilidad eléctrica x| representado en este caso
con un sistema de tres niveles. El tltimo resultado mencionado puede estar
directamente relacionado con el incremento en la susceptibilidad eléctrica
por medio de la alternacién de placas de medios dieléctricos presentado por
Fischer et al. [12], mencionado en la seccién 4.2, pagina 19.

24



En relacién a los tiempos de decaimiento y a los tiempos de poblacion
de los niveles de energia, debemos diferenciar entre niveles reales y niveles
virtuales de energia que a su vez estan relacionados con la denominacion de
procesos paramétricos y no-paramétricos.

4.3. Niveles Virtuales

Cuando hablamos de niveles de energia (niveles reales), por ejemplo ni-
veles atomicos de energia, son las soluciones del hamiltoniano del sistema en
cuestion o bien son los autovalores de energia del sistema. Su caracteristica
es que pueden ser ocupados por los electrones y asi el nivel estd poblado. Los
tiempos de poblacién pueden variar segtin la interaccion a la que esté someti-
do el sistema. Un nivel virtual, o estado virtual, es aquel que no forma parte
de la solucién del sistema, sin embargo, puede formar parte de una transicion
entre niveles reales. Tal es el caso de una generacion de segundos armonicos
y la generacién paramétrica hacia abajo. Segin Boyd[5] y Klyshko[7], los
procesos paramétricos son aquellos en los cuales no hay pérdida, es decir, se
conserva la energia entre los modos, en consecuencia, la poblacién del estado
fundamental s6lo puede abandonar el nivel para intervalos de tiempo A/AFE
y permanecer en un nivel virtual de energia AFE, respetando el principio de
incertidumbre entre energia y tiempo, figura 4.5.

_____ Nivel virtual

AE \
J - _ Nivel real

Figura 4.5: Tiempo de permanencia en un nivel virtual, con una
diferencia energética AE respecto el proximo nivel real

Debido a la transicién entre niveles, la onda del modo “b” queda ligeramente
retrasada respecto de la onda entrante transmitida.

Los procesos en los cuales las transiciones retornan al sistema en su estado
original son llamados procesos paramétricos o coherentes, en otras palabras,
son aquellos procesos donde los estados iniciales y finales del sistema son
idénticos.
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Capitulo 5

Celda tipo Kerr como fuente de
fotones entrelazados

En los trabajos experimentales que podemos encontrar en la literatu-
ra cientifica relacionados con sistemas entrelazados y estudios a partir de
éstos, son los cristales sélidos no-lineales como el BBO (beta Bario Borato)
o LiNbO3 (Niobato de Litio) los més utilizados, casi exclusivamente, co-
mo fuente de pares de fotones para estos fines. Pero debemos recalcar que
comunmente la eficiencia estd en el orden de 1072m/V a 107%m/V esto
concuerda con la ecuacién (3.1.4) donde se puede apreciar que la polariza-
cién es proporcional al campo en un factor Y(® que se encuentra en estos
ordenes de magnitud. En los trabajos tedricos la constante de correlacion A
que aparece en el hamiltoniano (4.1.1) estd relacionada con la susceptibili-
dad eléctrica e influye en la probabilidad de conversion que el hamiltoniano
representa. A lo largo de este capitulo analizamos brevemente las posibilida-
des de incrementar la respuesta no lineal, en particular, de medios liquidos.
Con lo analizado en los capitulos anteriores y el presente se quiere mostrar
que, al menos en teoria, es factible el uso de un medio liquido en una celda
con campos aplicados (celda tipo Kerr) para la generacién de pares de foto-
nes entrelazados. En el presente capitulo presentamos la manera en que se
puede incrementar la respuesta no-lineal en liquido cristalinos y analizamos
las posibilidades de obtener fotones entrelazados utilizando campos aplicados
sobre medios liquidos. Por lo tanto, el primer paso es estudiar los tipos de
polarizacion que son significativos en estos medios.

Aunque ya describimos y analizamos el concepto de polarizacién en el
capitulo 3, vamos a detenernos en dos tipos de polarizaciéon que son signifi-
cativos en medios liquidos.

La polarizacién molecular describe la situacién en la cual la respuesta
del medio a la interacciéon un campo eléctrico es debido a los efectos que
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éste tiene sobre los momentos dipolares de las moléculas que componen el
medio. De forma general, podemos asociar a una molécula tres momentos
dipolares permanentes, uno por cada grado de libertad. En muchos casos,
uno de los momentos dipolares predomina sobre los otros. Cuando aplicamos
un campo sobre un medio, las moléculas que componen el medio tienden a
alinearse en la direccion del campo, asi el campo neto confinado en el medio
es la suma del campo aplicado y el campo que resulta de las contribuciones
de los momentos dipolares permanentes de las moléculas; sin embargo, no
olvidemos que también existe una interaccion entre las moléculas, por lo que
es necesario hacer correcciones de campo local para una buena descripcion
de la respuesta del medio. Debemos tener presente que la respuesta al campo
depende, entonces, de propiedades macroscopicas como densidad, viscosidad
(en medios liquidos) y temperatura. Esto se hace evidente cuando aplicamos
campos variables y medimos los tiempos de respuesta del medio. El tiempo
de respuesta dependera de la fuerza del campo y la inercia de las moléculas
debido a las interacciones entre ellas. La polarizaciéon también puede surgir
por cambios en la distribucién de carga eléctrica por efectos de un campo
aplicado, lo que se conoce como polarizacion electronica es decir, que
si el medio material no tiene momento dipolar permanente, los efectos de
polarizacion son debido a los momentos dipolares inducidos por el campo
aplicado. Cuando aplicamos un campo eléctrico sobre un material, en algunos
casos puede inducir una redistribucion de las cargas eléctricas, una distorsion
entre las cargas negativas (electrones) y positivas (ntcleos) generando asi
momentos dipolares. La respuesta del medio es proporcional al campo y esta
descrito por la polarizacién

P=aF, (5.0.1)

donde no tuvimos en cuenta el caracter vectorial. Teniendo en cuenta érdenes
de perturbaciones mayores y ademas el cardcter vectorial de los campos,
escribimos

P= eo{xV : E+x®:EE+\® . EEE}, (5.0.2)

que es una forma compacta de escribir las ecuaciones (3.1.1), (3.1.2) y (3.1.3).
A partir de estas expresiones observamos que el fenémeno puede describirse
con el formalismo de matriz de densidad desarrollado en la seccion 3.2, sobre
todo cuando queremos tener en cuenta érdenes de polarizacién mayores.
Ahora bien, para la generacién de segundos arménicos y conversion hacia
abajo, vamos a tener en cuenta las propiedades no lineales de algunos medios
liquidos, asi es el caso de los cristales liquidos, considerados medios 6pticos
de gran respuesta no-lineal. Los cristales liquidos son materiales en estado
liquido en los que sus moléculas constituyentes presentan cierto grado de or-
denamiento. Debido a ello, ocupan una posicién intermedia entre los sélidos
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monocristalinos (anisétropos) y los liquidos comunes (isétropos). Los cris-
tales liquidos son fluidos como los liquidos y a su vez, exhiben propiedades
anisotropas como los cristales.

Existe una gran variedad de estudios de éptica no lineal en cristales liqui-
dos [16, 17, 18, 19] que, en algunos casos, presentan significativas respuestas
del medio liquido a los campos. A diferencia de otros materiales no lineales,
los cristales liquidos permiten una gran eficiencia de conversién en los proce-
sos de mezclado de ondas épticas en zonas del espectro visible e infrarrojo.
No se realizara una descripciéon completa de las caracteristicas y aplicaciones
de cristales liquidos en general porque escapa al propdsito de este capitulo.
Centraremos la atencion en las experiencias relacionadas con la generacién
de armonicos, uno de los primeros fenémenos no-lineales observados en estos
fluidos. Este comportamiento no lineal de algunos medios liquidos es de par-
ticular interés para su aplicacion en lograr una conversién hacia abajo, tema
central de este trabajo.

Como se mencioné anteriormente, la susceptibilidad de segundo orden y(?
es la caracteristica de un medio que permite una generacion de armonicos
de segundo orden o una conversion hacia abajo. En el caso de materiales
isotrépicos, o en otras palabras centro-métricos, el valor de y® es cero debido
a la condicion de simetria

Simplificando ligeramente la (3.1.3) tenemos que *

P = xijuEj B, (5.0.3)
si invertimos el sistema de coordenadas la polarizacion es
P = xij By, (5.0.4)

debido a que F;, E; y Ej son vectores; al invertir el sistema de coordenadas,
éstos simplemente cambian de signo, asi

Pl =—P, E, = —E;, Ej = —Ey. (5.0.5)
reemplazando estos resultados en la ecuacién (5.0.4) obtenemos

— P = xij — E; — By,

(5.0.6)
P = —xijp L Ey.

Las ecuaciones (5.0.3) y (5.0.6) son simultdneamente vélidas y la tnica solu-
cién posible es si x;jr = 0.

Pero es posible inducir la pérdida de centro de simetria en cristales liqui-
dos aplicando un campo eléctrico para inducir la reorientacion de las molécu-
las figura 5.1.

*Xijk €s la forma de expresar en componentes del tensor de segundo orden x
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Figura 5.1: Tipos de deformaciones en cristales liquidos

El campo aplicado tiene una direccion perpendicular a la orientacién na-
tural del cristal liquido. Es posible realizar una amplia clasificacién de cris-
tales liquidos, dependiendo del tipo de moléculas que lo componen, de las
superficies de contacto y de la interaccion con otros materiales, como ser las
tinturas. Los efectos de tenir un cristal liquido con tintas son interesantes en
lo que respecta al comportamiento no-lineal.

En los trabajos de Sukhov and Timashev [16] la deformacién B periddica
es inducida por medio de un haz laser de rubi polarizado (E,) con una energia
de aproximadamente 0,5 J. Los segundos arménicos (Ep) fueron generados
a partir de un haz laser de neodimio (Ey) con una energia aproximada de
10 mJ. La amplitud del segundo arménico depende del dngulo de incidencia
de F, como muestra la figura 5.2

El incremento en un factor de aproximadamente 50 en la senal del se-
gundo armonico con la presencia del pulso E,, es un resultado interesante
y contribuye fuertemente a la idea principal del uso de una celda tipo Kerr
para inducir una respuesta no-lineal en medios liquidos. La relacion absoluta
de conversién es de R = Qi /Qn ~ 5 x 1072, donde Qg es la energfa del
campo del segundo arménico y Qn la energia del haz laser incidente. Esta
razén de conversion es considerablemente menor a la eficiencia de generacion
de segundos armonicos utilizando cristales solidos que, en algunos casos, es
mayor al 50 %.

Otra forma de inducir un aumento en la respuesta no-lineal en cristales
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Figura 5.2: Dependencia de la energia del sequndo arménico (Qp)
con respecto al dngulo de incidencia del haz E,

liquidos es utilizando un campo eléctrico constante o pulsado. Asi es el ca-
so de los estudios realizados por Barnik et al. [17], cuyos resultados estén
representados en la figura 5.3 la cual muestra la relacion entre la amplitud
o intensidad del segundo armonico I, en funcién de los campos aplicados.
El conjunto de puntos de la curva 1 figura 5.3 corresponde a la situacién
en la que se aplica un campo constante a la celda que lleva a un valor de
saturacion cuando el voltaje sobre la misma supera los 200 V. En la curva
2 de la figura 5.3 se observa un crecimiento lineal con respecto a un campo
pulsado aplicado sobre la celda.

El largo del pulso t,,5, €s de 20 ps y su amplitud tiene un maximo de
4 kV, que corresponde en su disposicion experimental a un campo en la
celda de 20 kV/em o 2 GV/m. Cabe destacar el criterio para determinar
el largo del pulso .50, que estd acotado entre dos valores ¢ < tpuso < t2,
donde t; corresponde al tiempo de relajacion de polarizacion dipolar y 5 es el
tiempo de relajacion de la orientacién de las moléculas. Las limitaciones para
incrementar la intensidad I, del segundo arménico con un campo constante
se deben a la presencia de impurezas ajenas al material que provocan ciertas
deformaciones en las fases del cristal liquido. En ambos casos mencionados
arriba, se utilizo un laser de neodimio que emite una frecuencia tipica de
1064 nm (infrarrojo).

Teniendo en cuenta los resultados de Sukhov and Timashev [16] y Barnik
et al. [17] es evidente que la respuesta no lineal en cristales liquidos puede
alterarse por campos externos de diferentes caracteristicas, campos 6pticos
o campos eléctricos, provocando cambios en la estructura del medio, princi-
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palmente la reorientacién de moléculas y los momentos dipolares.

La velocidad de orientacién y polarizacién en cristales liquidos depende
de varios factores. La rapidez de orientacién estd limitada principalmente
por la inercia de las moléculas a alinearse con el campo, la velocidad de
polarizacion depende mucho de la amplitud del campo aplicado, ya sea un
campo constante o un campo pulsado.

Otro punto importante y que requiere de mayor atencion, es la geometria
de la celda, en particular, el ancho de la misma y de las superficies de con-
tacto, sobre todo en el uso de cristales liquidos. En el trabajo de Lucchetti
et al. [18], los autores obtienen que la respuesta no-lineal en cristales liqui-
dos incrementa notablemente con las muestras mas delgadas de 3um. Estos
resultados evidencian que no son, tinicamente, las propiedades de volumen
las que contribuyen a la no-linealidad del medio.

Teniendo en cuenta los resultados de este capitulo, las conclusiones de
Lucchetti et al. [18] y los experimentos de Fischer et al. [12] discutidos en el
capitulo 4, es vélido suponer que las propiedades de superficies son de gran
importancia en el comportamiento no lineal de medios liquidos y sélidos.
En el caso de Fischer et al. [12] usaron una alternacién de cristales sélidos,
obteniendo un incremento en la susceptibilidad eléctrica. Los resultados de
Barnik et al. [17] muestran también un aumento en el comportamiento no li-
neal de cristales liquidos utilizando un campo pulsado y finalmente Lucchetti
et al. [18] mostraron un aumento en la no-linealidad de cristales liquidos en
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celdas delgadas.

A parir de estos resultados, inferimos que es factible la propuesta de
utilizar un medio liquido en una celda con posibilidades de aplicar campos
eléctricos para la generacién de pares de fotones. Los campos cumplen la
funcién de inducir las condiciones para incrementar (generar, en casos de
medios isotrépicos) la susceptibilidad de segundo orden.

El largo del medio con susceptibilidad eléctrica x(¥, que atraviesa la on-
da, se relaciona directamente con el tiempo de interacciéon de la onda con
dicho medio. Una alternacion de medios proporciona un incremento en la
susceptibilidad absoluta al igual que un campo pulsado. En concepto de es-
to, un campo pulsado es una interaccion externa que modifica el medio a lo
largo del tiempo. De esta manera, una alternacion de medios es equivalente
a la aplicacién de un campo pulsado a un medio susceptible al mismo. Por
otro lado, el tiempo de respuesta y sobre todo el tiempo de relajacién, son
las limitaciones en la aplicacién de campos pulsados. Si en vez de utilizar un
campo pulsado se utiliza una combinacién de campos para no depender de
los tiempos de relajacion, por ejemplo, dos campos eléctricos pulsados dis-
puestos en direcciones diferentes, supongamos por simplicidad, dos campos
perpendiculares orientados en direcciones x e y respectivamente, y ademas
sincronizados de manera que las fases entre los campos £, y E, tiene un
angulo de 90°, en la figura 5.4 se representa una posible disposiciéon sim-
plificada de lo propuesto. Los angulos, respecto a la celda, de los campos

E

Y

celda

haz incidente

A

S

5 (dispersion)

N E,

N

Figura 5.4: FEsquema de una disposicion simplificada de una celda
tipo Kerr

aplicados son solamente representativos, ya que existe una importante rela-
cién entre éstos y el comportamiento no-lineal del medio (figura 5.2). Asi
también, el largo de los pulsos y su sincronismo dependeran del medio y el
haz incidente que se utilice en el experimento. En la figura 5.5 se representa
un sincronismo en el cual se destaca que las amplitudes de los campos no se
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superponen; la amplitud cero del campo en direccién, x por ejemplo, coincide
con el maximo de amplitud del campo E,. Si el largo de los pulsos de los
campos aplicados esta en el orden de la longitud de onda del haz incidente,
este ultimo atravesara un medio con propiedades que van variando a medida
que avanza por el mismo; las variaciones dependeran de las caracteristicas de
los campos aplicados, como por ejemplo, la amplitud y forma de los pulsos
y sobre todo el tipo de medio utilizado.

[ Amplitud

Figura 5.5: Sincronizacion entre los campos E, y E,

Como consecuencia de la propuesta realizada arriba, surge la tarea de
modelar un sistema que represente un medio que cambia periédicamente, es-
pacial o temporalmente, a medida que una onda atraviesa el mismo. Analizar
en detalle las interacciones entre medios liquido y ondas electromagnéticas
y también entre medios liquidos y campos eléctricos. Estas son tareas que
escapan a los propositos y posibilidades de este trabajo y se espera completar
las consignas en etapas subsiguientes.
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Capitulo 6

Deteccion

Para familiarizarnos con el significado de sistemas entrelazados y asi en-
tender un poco mas las posibles aplicaciones tecnolégicas, vamos a llevar este
fenémeno a una experiencia de laboratorio virtual que nos permita ”visua-
lizar” sus efectos. Nos referimos al conocido experimento de interferencia de
doble ranura, que ha dado lugar a muchos debates a lo largo de la historia.

La disposicion més sencilla del experimento es una fuente de luz, una
pantalla con doble ranura y una pantalla donde se colecta la luz emitida por
la fuente atravesando la doble ranura. Clasicamente es posible determinar las

Figura 6.1: Patron de interferencia obtenido por Tonomura et al.
[20] utilizando electrones individuales. El niimero de recolecciones que
se muestran son, 10 (a), 200 (b), 6000 (c), 40000 (d), 140000 (e).

relaciones entre la geometria de las ranuras y la luz utilizada en el experi-
mento para observar un patrén de interferencia en la pantalla. En un anélisis
cuantico, la presencia o ausencia del patron de interferencia, ver figura 6.1,
esta relacionado a la informacion disponible sobre los fotones cuando atra-
viesan la doble ranura. Si de alguna forma es posible conocer por cuél de las
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dos ranura pasé cada fotén, el patrén de interferencia desaparece. El parrafo
anterior lleva muchas veces a una interpretacién errénea y en algunos casos
se llegd a creer que los resultados del experimento dependian del observador
y su conocimiento sobre el sistema. Pero eso no es asi, sélo basta con que
la informacién esté de alguna manera disponible para perder el patron de
interferencia, independientemente de la capacidad del observador de conocer
esa informacién. Por ejemplo, la presencia de la atmoésfera (gas) en el ex-
perimento puede reducir en parte la nitidez del patrén de interferencia, no
todos los fotones interaccionan con las moléculas de aire, asi el patréon de
interferencia no se pierde por completo y los maximos aparecen difusos. En
este caso, la informacién podria recuperarse de las moléculas de aire que se
encuentran en las ranuras.

A continuacién, mostraremos cémo la disponibilidad de informacién pue-
de afectar los resultados de un experimento de doble ranura utilizando fotones
entrelazados.

Representemos con |¢) un haz laser que incide sobre una doble ranura,
llamemos A y B a las diferentes ranuras, rotulemos con subindices A y B
a la funcién de onda cuando ésta pasa por la respectiva ranura. Ahora, la
funcién de onda puede escribirse como

) = () + ), (6.0.1)

y el patrén de interferencia se obtiene al calcular la distribucién de proba-
bilidades en funcién de la posicién r sobre la pantalla utilizando la férmula
|(r|¥))|> o bien en funcién del dngulo de fase entre |14) y |¥5), calculando
entonces (Y|Y)? = |4 + ¥pl2.

) [0) = [tha) + [¥B) Pap = |[ta + |

Figura 6.2: Fvolucion de la funcion de onda en un experimento de
doble ranura. Pag es la probabilidad de distribucion de fases entre

11V4) y [¥B) en la pantalla.

Para realizar el calculo de la distribucién de probabilidad es necesario
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conocer las funciones 14 y ¥, que en general pueden escribirse de la forma,

= | Alei?4
va=lAl (6.0.2)
vp = |Ble”.
La probabilidad de distribucién Psp se puede calcular como sigue.
Pap = |a +¥p|> = (¥} + ¢ +
AB = [Ya +¥p|" = (V4 + ¥5)(Ya + ¥B) (6.0.3)

= Y+ YpYB + Yavp + Ypa

donde los dos primeros términos de la suma son las probabilidades correspon-
dientes a los casos en donde bloqueamos una de las ranuras y solo registramos
los impactos provenientes de la otra ranura. Asi, si tapamos la ranura B

wzwA = |A|2€—i¢Aei¢A _ ]A|2 - P, (6.0.4)
y viceversa. Los términos cruzados de la ecuacion (6.0.3)

Ui = |A]|Blea¢0)

Ya = |A||Blei®a=98) (6.0.5)

son responsables del patrén de interferencia. Finalmente, podemos escribir
la probabilidad de distribucién como

PAB :PA+PB+2|AHB|COS<¢A—¢B>. (606)

Si realizamos una modificacién al sistema propuesto y agregamos un filtro
de cuarto de onda en frente de cada ranura, orientados de tal forma que ahora
Y4 y ¥p son ortogonales, ésto implica que el tercer término de la ecuacion
(6.0.6) es cero para todos los valores de ¢4 y ¢p; por lo tanto, no hay patrén
de interferencia. Esta es la situacién descrita arriba, determinar por cual
ranura paso del fotén, elimina el patrén de interferencia.

Ahora confeccionemos un experimento similar pero utilizando fotones en-
trelazados para recuperar el patron de interferencia siguiendo el procedimien-
to realizado por Walborn et al. [21]. En la figura 6.3 se observa un esquema
de la disposicién experimental. Con un laser de Argén se ilumina un cristal
BBO produciendo pares de fotones entrelazados ‘p’ (superior) y ‘s’ (inferior).
La propuesta de una celda tipo Kerr, mencionada en el capitulo 5, reempla-
zaria al cristal en este experimento. En la trayectoria del haz ‘s’ se interpone
una doble ranura. Analicemos la evolucién de onda en esta configuracién.

Los fotones entrelazados se forman a partir de una generaciéon paramétri-
ca espontanea hacia abajo del tipo II, cuya caracteristica es la formacion
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351nm

Figura 6.3: experimento de doble ranura utilizando fotones entre-
lazados, ver descripcion en el texto.

de pares de fotones con grados de polarizacion ortogonales entre si. Ahora
escribimos la funcién de onda |1)) en funcién de estos estados ortogonales |z)
y [y) como,

) = L (2)uly)p + )sla)) (6.0.7)

que al pasar por la doble ranura debe escribirse como una suma de funciones,
como en el caso anterior, pero ahora

|77/}A> = %(|xz4>s|y>p + |yA>s|m>p)

[WB) = Z5(l2B)sly)p + [yB)slo)p)- (6.0.8)

A pesar que las funciones son diferentes a las usadas anteriormente en el caso
de fotones no entrelazados, el patron de interferencia aparece debido a los
términos cruzados entre [14) v |1, ) figura 6.4.

El préximo paso es colocar los filtros de cuarto de onda en frente de cada
ranura provocando un desfasaje entre diferentes direcciones de polarizacion,
por ejemplo 45° y —45° respecto de la direccion x #, quedando la funcion de
onda

1Y) = f(|]z4>s|y>p +i|Da)s|z)y) (6.0.9)

|¢B> = ﬂ(|DB>s|y>p - Z|]B>s|x>p)
donde D y I corresponden a polarizacién derecha e izquierda respectivamen-

te. Ahora [1)4) v [1B) son ortogonales entre ellos, en consecuencia no hay un
patron de interferencia, como se desprende de la figura 6.5.

2con z se denota la direccién del estado ortogonal |x) de la ecuacién (6.0.7)
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Figura 6.4: FEsta grdafica representa la deteccion de fotones en fun-
cion de la posicion en mm del detector D,. Se observa un patron de
interferencia por la presencia de la doble ranura.
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Figura 6.5: Los filtros de cuarto de onda estan presentes, es posible
conocer la trayectoria de fotones, en consecuencia, no hay patron de
interferencia.

La proyeccion del estado de polarizacion sobre un conjunto de estados
simétrico y antisimétrico puede recuperar el patrén de interferencia, por
ejemplo, es posible proyectar sobre los estados |+) y |—) que representan
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la polarizacién de +45° y —45° con respecto de  quedando

[z) = Z5(1+) +1-)),

) =

ly) = %;(Iﬂ ==, (6.0.10)
D) = LE(|14) +i]-)),

1) = 5G4 + ).

Finalmente, el estado [¢) se puede reescribir de la forma

¥) =5 [(I+a)s —il+8))l+)p + i(l—a)ds +il=p)s)|—)p] - (6.0.11)

Observando la ecuacion (6.0.11) es posible recuperar el patrén de interferen-
cia proyectando los fotones ‘p’ sobre los estados |+), o |—),. Esto significa
que es necesario realizar una medicién de la polarizaciéon sobre el haz ‘p’.
Al computar las detecciones de coincidencias entre los fotones ‘s’ y ‘p’, se
reconstruye un patrén de interferencia constructivo cuando medimos |+),
figura 6.6(a) o destructivo cuando medimos |—), figura 6.6(b).

140

120 |

100 -

80 -

60 -

40 -

20 +

(a) Interferencia constructiva (b) Interferencia destructiva

Figura 6.6: Deteccion de la coincidencia entre fotones s’y ‘p’, (a)

midiendo |+), (b) midiendo |—).

Si promediamos las curvas de las figuras 6.6(a) y 6.6(b) obtenemos apro-
ximadamente la curva de distribucién de la figura 6.5. Una importante obser-
vaciéon es que los resultados de la medicion son independientes del orden en
que se detectan los fotones ‘s’ y ‘p’. También es posible reconstruir el patrén
de interferencia cuando el detector D, se encuentra a una distancia mayor
que Dy.

Los resultados anteriores son la clave para entender el comportamiento
de sistemas entrelazados y a su vez es el principio de funcionamiento de
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una transferencia de informacién cudntica, aunque esta claro que siempre
es necesario un canal clasico para completar la informacién. En este caso,
el canal clasico esta representado por la deteccién de coincidencia entre las
partes entrelazadas cuanticamente, el foton que llega al detector Dy no se
entera de nada de lo que le sucede a su pareja en el canal ‘p’” al menos que, a
través de algin canal clasico, se realice un intercambio de informacion. Este
mismo experimento se puede utilizar para determinar el grado de correlacion
entre los fotones generados a partir de otras fuentes, diferentes a la utilizada
por Walborn et al. [21]. La nitidez del patrén de interferencia, que se recupera
después de analizar los fotones de los canales ‘s’ y ‘p’, podria utilizarse para
una medida mas cuantitativa del entrelazamiento.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo se presentaron las pautas necesarias para entender el con-
cepto de sistemas entrelazados, particularmente de fotones, capitulos 2 y 6.
Los fotones que atraviesan un medio, que posee un tensor de susceptibi-
lidad x®, bajo determinadas condiciones, sufren un proceso de dispersién
paramétrica en el cual los fotones cambian de direccién y también de fre-
cuencia. En el caso particular en el que un fotén incidente se divide en dos,
cada uno con la mitad de la frecuencia inicial, el proceso se denomina gene-
racion paramétrica hacia abajo y los fotones resultantes se encuentran entre-
lazados en su grado de polarizacién. Para determinar el entrelazamiento, se
puede utilizar un experimento de interferencia de doble ranura, los patrones
de interferencia que se obtienen dependen de las mediciones relativas que se
realizan sobre cada uno de los fotones del par entrelazado, (ver capitulo 6
para mayores detalles). Se mencionan también las limitaciones a las que se
enfrenta la generacion de pares de fotones entrelazado para una aplicacion
practica (capitulos 4 y 5). Aumentar la tasa de conversiéon de pares de fo-
tones permitiria la implementacién de dispositivos de baja potencia, mas
apropiados para la construccion de circuitos logicos. Es posible incrementar
la respuesta no-lineal de un medio sélido con una alternacion de diferentes
medios Opticos; o en el caso de medios liquidos, por medio de la aplicacién
de campos eléctricos a una muestra contenida en una celda.

El conjunto de factores mencionados anteriormente muestran que es nece-
sario comprender el comportamiento del medio y las propiedades de la fuente
de fotones para una completa descripcion del fenémeno. La descripcién de un
medio con tensor de susceptibilidad eléctrica de segundo orden, en general, es
compleja y se requiere del conocimiento de muchos parametros del sistema
en cuestion, (capitulo 3). Un sistema con estas caracteristicas se describe,
en un modelo cuantico, como un sistema de tres niveles de energia, luego la
interaccién con los fotones se hace por medio de la evolucién temporal del
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hamiltoniano. Se plantea que existen condiciones, al menos en teoria, bajo
las cuales la probabilidad de una conversion paramétrica hacia abajo es igual
a uno.

Como resultado de lo analizado a lo largo del trabajo, se plantea el uso
de campos eléctricos aplicados sobre una celda para inducir una mayor res-
puesta no-lineal en un medio liquido, contenido en la celda y susceptible a
estos campos. Existen dos formas principales para continuar la propuesta y
llevar este trabajo a la proxima instancia en su desarrollo tedrico y experi-
mental. En primer lugar, es necesario profundizar los estudios tedricos sobre
cristales liquidos, o liquidos en general y cémo se modifican sus propiedades
no-lineales en presencia de diferentes campos y fuentes de luz para poder
modelizar el sistema; asi también, los fenémenos de colapso y recuperacion
o atenuacion mencionados brevemente en el capitulo 4. En segundo lugar,
desde un punto de vista experimental, se puede proceder partiendo desde
un sistema conocido, susceptible a campos eléctricos externos y analizar los
cambios que éste experimenta en presencia de uno o varios campos variables
en el tiempo (campos pulsados).
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Apéndice A
Desigualdad de Bell

Suponemos tres proposiciones A, B y C que forman subconjuntos de un
conjunto arbitrario IV, en un caso general se puede representar esta situacion
por diagrama de conjuntos como muestra la figura A.1.

Figura A.1: A, B y C son proposiciones que definen subconjuntos
de un conjunto arbitrario N. Ny representa los elementos del drea
etiquetada con 1

Los elementos de conjunto A son en esta representaciéon Ny+ No+ Ny+ Ns.
Definamos a continuacién nuevas proposiciones de la forma N(A,—-B) que
son los elementos de A menos los elementos de B, asi

N(A,-B) = Ny + Ny, (A.0.1)
si las probabilidades son clésicas es correcta la desigualdad que afirma que;
N(A,-B)+ N(B,-C) > N(A,-C) (A.0.2)
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que siguiendo la notacién de (A.0.1) es
Ni+ Ni+ No+ N3 > Ny + N (A.0.3)

como N3 y Ny son cero o positivos la desigualdad siempre se cumple inde-
pendiente del conjunto N.

Construyamos a continuacién un sistema cuantico para ejemplificar qué
sucede con el calculo probabilistico cuando el sistema esta entrelazado.

El sistema estd compuesto por dos particulas con spin 1/2 figura A.2 en
un estado singulete [¢)) que se representa cominmente por

V) = \/Li {Itd2) = [4at2) ) (A.0.4)

A partir de aqui, obviamos los subindices 1 y 2 respetando que el primer
lugar corresponde a la primera particula y el segundo a la segunda particula.

La ecuacién (A.0.4) representa un estado en el cual no es posible obtener
el valor +1 =1 midiendo el estado de spin sobre la misma direccion arbitraria
en ambas particulas. Las mediciones sobre la particula e; las denotaremos
con 0123 y sobre la particula e con 7 95 como muestra la figura A.2

o T:
€1 3 3 ()]

ST ST

01 1

Figura A.2: Sistema de dos particulas e; y es con posibilidad de
medir tres orientaciones de spin ortogonales, o; y T; corresponde a
las mediciones sobre e y ey respectivamente.

Los o; y 7; son las conocidas matrices de Pauli (A.0.5)

(O (0 ) (0 0) @

A continuacién definamos las proposiciones A, B y C. Por ejemplo, A es la
probabilidad de que la particula e; tenga spin +1 o 1 cuando medimos en
direccién 0°, asi A =11 (0°). De la misma forma definimos

A=11(0°)
B =11 (45 (A.0.6)
C =11 (90°)
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inmediatamente se puede escribir las negaciones de B y C. =B significa que
se obtiene el valor | cuando se mide a 45° sobre la particula e; y es equivalente
a decir que se obtiene el valor 17 cuando se mide a 45° sobre la particula es

—B =11 (45°) ~ 21 (45°)

—C =1, (90°) ~ 27 (90°) (4.0

Ahora tenemos las herramientas para escribir lo que son las proposiciones de

la desigualdad (A.0.2),

N(A,=B) = N[11(0°),2 71 (45°)]
N(B,—~C) = N[L 1 (45°),2 1 (90°)] (A.0.8)
N(A,~C) = N[11(0°),21(90°)]

se definen los operadores proyeccion P tal que nos permita medir el estado
o3 = 1 sobre un estado arbitrario |« 3)

Pos=) <g> - (3) (A.0.9)

El operador se escribe de forma matricial

. 10
Ploye1) = (0 o)’ (A.0.10)

Recordemos que existen seis operadores proyeccion, los relacionados a la
particula e; (0;) y los relacionados a la particula ey (7;). Para operar de
manera mas sencilla expresamos los operadores proyeccion en funcién de los
0; y T;, asi por ejemplo

O'3“|—]_1

2 2 (é _01> (é (1)> = ((1) 8) (A.0.11)

n+7 1
[ + =,
2v2 2
la raiz cuadrada en el denominador aparece por condiciones de normalizacion

e I es la matriz unidad de 2 x 2.

La probabilidad de la proposicién o amplitud N(A, —B) es el valor espe-
rado (¢|(A—B)|¢) donde A y — B ahora son proyecciones sobre un subes-
pacio, representado por los operadores proyeccién en funcion de las matrices

de Pauli. Asi N(A,—B) resulta

{m IJ§<¢T |} (0331) (712353 N g) {W} .
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observemos que cuando el operador entre paréntesis a la izquierda opera

sobre [1)
o3+ 1Y f110) = |41
((121 ; } mi m{ (A.014)

el segundo ket es un estado no ortogonal y no contribuye porque todos los
términos de la forma

(1| (03; ! ) 1) =0 (A.0.15)
v por lo tanto queda
R o

De manera similar cuando 7; actiia sobre | 1) obtenemos | 11) que actia
sobre el bra (1] |

Ly =(1 —1)(}) =1-1=0 (A.0.17)

y tampoco contribuye a la probabilidad. Solamente queda

{5} G ) {5

1 < 1 n 1)
2\2v2 2
~ 0,073.

observemos que N(A,—-B) y N(B,—=C) en (A.0.8) son idénticas y podemos
escribir directamente la primera parte de la desigualdad de Bell en (A.0.2)
como 2 % 0,073 = 0,15. Ahora calculamos N (A, -C)

{m |\;§<¢T|} <03 ;1) (ﬁ;f> {|u>¢—§| m} o)

siguiendo el mismo procedimiento anterior nos queda
{(N!} (ﬁ+£) {IM}
v2 J\2 2/ 12

7 (2) 7
= 0,25.
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Reemplazamos estos resultados en (A.0.2)
0,15 > 0,25 (A.0.19)

Observamos que el comportamiento probabilistico de un estado cuantico sin-
gulete de un par de particulas viola la desigualdad de Bell. Esto significa que
no existe una descripcion clasica oculta que de alguna manera pueda explicar
el comportamiento cuantico.
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Apéndice B

B.1. Constantes

h = 6,62606957 x 10734 J - s
h=1,054571726 x 1073* J - s
€0 = 8,854187817 x 1072 C -V t.m™!

B.2. Conversiones

El tensor de primer orden x() de la ecuacién (5.0.2) estd directamente
relacionado con el indice de refraccion “n” y por lo tanto es adimencional.
El tensor de segundo orden x(2) tiene unidades m/V y el tensor de tercer
orden x® m?/V?2 asi sucesivamente.

La relacién entre las unidades (esu) (de su nombre en inglés Electrosta-
tic units) y las unidades del sistema internacional (SI) para x® se puede
calcular de la siguiente forma. Partimos de

P(esu)

=3 x10°
Psn

P(esu/SI) =

Eesu -
E(esu/SI) = (eou) =3 x10 4,

(2)

(esu)

Asi XEZU /ST) = ), se puede calcular a partir de
— 2
P(esu/SI) - X(esu/SI) ) E(esu/SI)7
obteniendo finalmente

(2) _
X(esu/SI) - 33 X ]‘013
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Apéndice C

Evolucién temporal,

ecuacion (4.1.2)

Se reemplaza la ecuacién (4.1.3) en (4.1.2) obteniendo

= 30 D (ol (e P e i o)

A continuacion resolvemos para los tres casos; i =

1=

1< J

P>

donde

jii<jei>j.

}:Zw (C.0.1)
Z i ! Ei= Bt (C.0.2)
1<J
D OND; e (C.0.3)
1>7

sz,j = <¢o|¢i><¢j|@/}o><¢i|ﬁb|¢j>

Teniendo en mente que la suma se realiza sobre los elementos ¢ > 7, la
ecuacién (C.0.3) puede reemplazarse por

~Y N Bt

1<J

>N

i>]

. Z(E —Ej)t __

Combinando ésto con la ecuacién (C.0.2), la suma para i < j resulta

1<
1<j
1< ]
1<j

2N,
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Utilizando estos resultados llegamos a la ecuacion (4.1.7)

=Y NI +2) " NPcos((E; — Ej)t).

1<jg
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Apéndice D

Calculo de la ecuacién (2.0.4)

Para desarrollar el conmutador [1; 4+7a+2n, H | escribamos a H siguiendo
la ecuacion (2.0.3) de la forma

H = (fig + 2) + (i1 + ) 4 (g + 3) + [aladao + afaas]
donde suprimimos los w; y las demés constantes para simplificar la expresion.
De forma explicita el conmutador se escribe,

(g + o + 200 H — H (R + fa + 27)

distribuyendo llegamos a

(Rt + 20) + (A2 + L) + (Rfs + i) + Rudladao + madaias +
(Raft + 2he) + (i + Lig) + (A3 + Lig) + Rodlalao + foddaias +
(202 + 7o) + (2007 + o) + (2R07 + o) + 2n0al abag + 2A0aday s
— (i 4 Lin) — (A3 + $hn) — (Roin + Lin) — alabaoiy — ajaiasig
—(fgha + o) — (Rafia + 1) — (A3 + Lig) — alabaons — afaiasig

— (202 + o) — (20170 + No) — (2hang + Ng) — 2aldbagng — 2adayagng

Como los operadores n; son hermiticos, todos los términos que dependen
unicamente de los n; se anulan entre si, quedando por resolver entonces,

Analadao 4+ naabasas + nealabao + noddaray + 2noalalag + 2nealaay
—aladaon, — alaiasng — aladlaghy — abayasng — 2alalagng — 2alarasig

Observemos que podemos agrupar el primer término de la primera linea con
el primer término de la segunda linea para formar un conmutador...

[71y, alada]
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utilizando la propiedad distributiva [A, BC| = [A, B]C + B[A, C|] llegamos a
= [, af)(adao) + al s, (adao)]
teniendo en cuenta las propiedades de los conmutadores a y 7
[, 2] = 0
[ag, 5] = —ajdn

el conmutador nos queda de la forma

de manera similar procedemos con los demés términos quedando solamente
seis

G1dg + alabag — adayas — 2aladag + 2adayas.

En esta tltima ecuacién es evidente que el conmutador de la ecuacién (2.0.4)
es igual a cero.
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