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Resumen

En este trabajo se analizan los resultados que arroja el Teorema de Noether para una particula
cargada no relativistica que se mueve en un campo magnético dipolar como podria ser el de la
Tierra. Cuenta con tres secciones principales. La primera seccion esta dedicada a una revision del
problema de Stérmer para una particula relativista que se mueve en un campo dipolar de simetria
axial suponiendo que no radia. Se presenta también una sintesis de dos de los conceptos de
simetria: uno desde el punto de vista del Lagrangiano, y otro desde el punto de vista del
Hamiltoniano, y como se relacionan con las cantidades conservadas. En la segunda seccion se
aplica el teorema de Noether al problema de Stérmer restringiendo el analisis al caso no relativista
(y sin radiacién) adoptandose estos supuestos simplificadores como una primera aproximacion
razonable en virtud de que aun con ellos la resolucion de la ecuacién involucrada conlleva un
trabajo algebraico considerable. En la tercera seccion se analizan los resultados y las posibles
lineas futuras de investigacion que surgen, seguida de tres apéndices en los cuales se presentan la
solucién al problemay los enfoques de simetria en forma méas completa y detallada, junto con una
breve semblanza de Emy Noether, la matematica alemana a quien debemos la teoria de los
invariantes.

Abstract

In this work the results of Noether's Theorem for a non-relativistic charged particle that moves in
a dipolar magnetic field such as the Earth's field are analyzed. It has three main sections. The first
section is devoted to a review of Stérmer's problem for a relativistic particle moving in a dipole
field of axial symmetry assuming that it does not radiate. A synthesis of two of the symmetry
concepts is also presented: one from the Lagrangian point of view, and the other from the
Hamiltonian point of view, and how they relate to conserved quantities. In the second section,
Noether's theorem is applied to the Stérmer problem, restricting the analysis to the non-relativistic
case (without radiation), adopting these simplifying assumptions as a first reasonable
approximation, since even with them the resolution of the equation involved entails a considerable
algebraic work. In the third section the results and possible lines of research that arise are analyzed
followed of three appendices in which the solution to the problem and the symmetries approaches
are presented in a more completed and detailed way, together with a brief profile of Emmy
Noether the German mathematician to whom we own the theory of invariants.



Introduccion

El problema del movimiento de una particula cargada en un campo magnético dipolar se denomina
“problema de Stormer”, y es de interés desde hace mucho tiempo en el contexto de la fisica de
plasma, la astrofisica y en particular en el estudio de particulas energéticas cargadas atrapadas en
el campo magnético de la Tierra, y de cualquier planeta con campo magnético intrinseco. Esto
incluye los cinturones de radiacion de Van Allen, el anillo de corriente, las auroras y los rayos
cosmicos. Este problema ha sido ampliamente estudiado y se ha demostrado que no es integrable.

Se han hecho generalizaciones del problema Stérmer para configuraciones mas complejas, como
campos cuadrupolares o configuraciones multipolares en general, que han adquirido importancia
en virtud de la posibilidad de que tales configuraciones sean las caracteristicas del campo
magnético terrestre en épocas de transicion hacia su inversién de polaridad. También es de utilidad
en el estudio de la dinamica de granos de polvo cargados donde, dado que la masa se vuelve
relativamente importante, ademas del campo magnético se debe considerar el campo gravitatorio
creado por el planeta.. Este problema se suele denominar “problema generalizado de Stérmer”,
donde se combinan la mecénica celeste con la fisica de plasma.

Todos estos planteos siguen el enfoque original de Stérmer en el cual se aprovecha la conservacion
del Lagrangiano, que no depende del tiempo, y el hecho de que al elegir el sistema de coordenadas
polares resulta que el angulo acimutal es una coordenada ciclica y su momento conjugado se
conserva. Es decir, se emplean dos cantidades conservadas para un problema de tres grados de
libertad con lo cual, necesariamente, muchos aspectos del fendmeno quedan sin respuesta. Sin
embargo, un sistema de tres grados de libertad debe poseer seis constantes de movimiento
independientes. En un problema dado la eleccién adecuada del sistema de referencia proporciona
alguna de esas cantidades conservadas a través de las variables ciclicas y una vez agotada esta via
hay que recurrir a relaciones mas sofisticadas entre simetrias y cantidades conservadas si es que
se quiere explorar algin camino alternativo.

En este trabajo de Tesis se aplica el Teorema de Noether al problema de Stérmer para el cual, en
principio, resulta un enfoque prometedor.Se demuestra una tercera cantidad conservada asociada
a una simetria y durante el desarrollo quedan de manifiesto técnicas que puedan emplearse en
este tipo de planteos, como asi mismo las dificultades que surgen.

En la siguiente seccion presenta una revision del problema de Stormer junto con una sintesis de
dos de los conceptos de simetria: uno desde el punto de vista del Lagrangiano, y otro desde el
punto de vista del Hamiltoniano.



1. Problema de Stormer y los enfoques de simetrias

1.1 Introduccién al problema de Stormer

El movimiento de particulas cargadas en un campo dipolar magnético ha sido objeto de estudios
desde hace muchos afios. A partir de los trabajos de Stérmer (1907, 1930, 1955) que describe
cualitativamente muchos aspectos de dicho movimiento se han llevado a cabo importantes
generalizaciones para configuraciones mas complejas, como campos cuadrupolares y multipolares
en general (Urban, 1966; Shebalin, 2004; Tsareva, 2019; Comedi et al., 2020; Comedi, 2021) que
han adquirido importancia en virtud de la posibilidad de que tales configuraciones constituyan la
mejor descripcidn del campo magnético terrestre como consecuencia de la evolucion de éste hacia
su inversion de polaridad.

Todos estos trabajos siguen el enfoque original de Stérmer en el cual se aprovecha la conservacion
del Lagrangiano (que no depende del tiempo) y el hecho de que al elegir el sistema de coordenadas
polares resulta que el dngulo acimutal es una coordenada ciclica y su momento conjugado se
conserva. Es decir, se emplean dos cantidades conservadas para un problema de tres grados de
libertad con lo cual, necesariamente, limita su alcance.

Por otro lado, el problema es irresoluble analiticamente (Dragt & Finn, 1976) en el sentido de que
no es globalmente integrable. Sin embargo, un sistema de tres grados de libertad debe poseer seis
constantes de movimiento independientes. En un problema dado, la eleccion adecuada del sistema
de referencia proporciona alguna de esas cantidades conservadas a través de las variables ciclicas
Y, una vez agotada esta via, hay que recurrir a relaciones mas sofisticadas entre simetrias y
cantidades conservadas si es que se quiere explorar algin camino alternativo (Torres del Castillo
et al., 2013; Torres del Castillo, 2018).

1.2 El Problema de Stormer

En fisica de la atmosfera se conoce como “problema de Stormer” al de una particula en un campo
dipolar con simetria axial (Stérmer,1907). Su importancia radica en que esta relacionado con las
auroras polares estudiadas desde el siglo XIX con los trabajos del fisico noruego Kristian Birkland
que propuso por primera vez que dicho fendmeno estaba relacionado con el flujo de electrones
provenientes del Sol. Este problema ha tenido un renovado interés en el &mbito de astrofisica con
el estudio de granos de polvo cargados que orbitan alrededor de planetas con campo magnético
donde se debe considerar también el campo gravitatorio creado por el planeta. Este problema se
suele denominar “problema generalizado de Stormer” (Dullin et al., 2002; Ifarrea et al. 2012).

Con un enfoque sencillo e ingenioso Carl Stormer determind (incluso antes del descubrimiento de
los cinturones de radiacién) las regiones permitidas y prohibidas alrededor de la Tierra para el



ingreso de particulas cargadas desde el espacio exterior como asi también el centro de guia de las
particulas atrapadas. Por otra parte, en 1955 calcul6 numéricamente las trayectorias de las
particulas bajo diversas condiciones.

A continuacion, se describe la teoria que Stérmer (1907, 1955) planted para determinar que las
trayectorias de las particulas en un campo dipolar estan confinadas a regiones correspondientes a
zonas internas y externas permitidas. Estas dos zonas permitidas estan separadas por una zona
prohibida cuya forma es funcion de constantes del movimiento de las particulas cargadas: energia,
y momento candnico azimutal.

En general el planteo se reduce a reformular las constantes de movimiento que surgen de las
ecuaciones de Lagrange.

Se considera que el campo geomagnético corresponde al de un dipolo de momento magnético M
ubicado en el centro de la Tierra, como se muestra en la Figura 1.

Sea P la posicion de una particula cuando cruza el plano meridiano de coordenadas (r,A,w) y v la
velocidad instantanea de la particula en el instante t, cuando cruza ese plano meridiano en el punto
P. Es importante notar que en las coordenadas esféricas polares que se usaran a continuacion, se
usa la latitud A en vez de la colatitud como normalmente se hace en coordenadas esféricas.

Las coordenadas del punto P corresponden a:

r : distancia radial OP

A - latitud de P medida desde el plano ecuatorial

w : longitud de P medida desde el este hacia el oeste.

Y también vamos a necesitar para lo que sigue el angulo 8 entre el vector velocidad v, y su
proyeccion sobre el plano meridiano que pasa por el punto P, el cual es positivo cuando la particula
cruza el plano meridiano de este a oeste.



Figura 1. Esquema del sistema de coordenadas considerado en el problema de Stérmer en el que
se encuentra la particula cargada en el punto P de coordenadas (r,A,w), y posee una velocidad v.

El planteo parte del Lagrangiano del sistema, que corresponde a una particula relativista, de carga
e (carga del electrdn), en un campo electromagnético que esta dado por:

L = —mgc? ’1—(%)2+(e/c).A.v—e¢ (1.1



Donde m, es la masa en reposo de la particula, ¢ la rapidez de la luz en el vacio, A el potencial
vectorial magnético del campo presente y ¢ el potencial escalar eléctrico.( Goldstein,2007)

En este caso no hay campo eléctrico, con lo cual ¢=0 y el potencial vectorial magnético
corresponde al de un campo dipolar magnético que tan solo tiene una componente, la acimutal,
dada por:

Aw _ McosA [1.2:

r2

donde M es el momento dipolar magnético. La Ecuacién (1.1) queda entonces

2 2 yi
L= —myc? /1—’6’—2+§vaw = —m,c? /1—:—2+§Mi‘2’5 Ve (1.3)

Y dado que :
Vy =TCoSA w (1.4)
v? =72 +12)%2 + (r cos 1)?w? (1.5)

la Ecuacion (1.3) resulta

“2 49212 D2w2 .
L= —mocz\/l—(r (oS TR )+§¥wcoszl (1.6)

CZ
A partir de esto podemos calcular el Hamiltoniano dado por

. 0L s JL . 0L
H—T5+ /154-(1)%—[4 (1.7)

Para lo cual necesitamos los momentos conjugados:

oL _ 2 1 (rcosd)?ew  eM 2 1

5 = MoC =2  T7,¢0s A (1.8)
1-=

aL 2 1 7 19

9 OC 2 c2 (_)
J1=
C

L _ g2 T 1.10

Reemplazando (1.8), (1.9) y (1.10) en la Ecuacion (1.7) tenemos que

1 7? 1 1232 1 (rcosA)?w?® eM .
H = [m,c? == — + myc? =—=—+m,c? (reos 7" 1 €M 6 cos? A | +
e ,1—£ c 1_£ c cr
c2 c2 c?
72412)24(r cos 1)2 @2 eM .
mocz\/l—( = ) -~ cos? 2



H=

c2

rz)l n (rcosl)2 2] +myc \/1 _ (#24712A2+4(r cos 1)2w?)

mo v2 C2

H=%L—z -5
H =M _ e 1.11

Como vemos el Hamiltoniano es simplemente la energia cinética de la particula; y como el campo
magnético no depende del tiempo y no puede transferirle energia, el Hamiltoniano debe ser una
constante de movimiento.

Por otra parte de las tres ecuaciones de movimiento que se obtienen del Lagrangiano, la méas
interesante, por ser una variable ciclica, es la que corresponde a w para la cual se conserva el
momento conjugado que ya hemos calculado en la Ecuacion (1.8) por lo que:

JaL 1 . eM
— =m,——=(r cos 1)%?w + -—cos? 1 = constante
[0 v2 cr

O lo que es lo mismo:
m(r cos 1)%w + E%cosz A = constante 1.12

Se puede operar sobre esta ecuacion para ponerla de una forma mas Gtil. En primer lugar, de (1.11)

mo
v2

-z

sigue que al ser constante H también lo son el modulo de la velocidad v y la masa m =

por lo cual el producto de estas dos cantidades, es decir p = mv también es constante. Entonces
dividiendo ambos miembros de (1.12) por p = mv tenemos que:

w eM
r? ;cos2 A+ oo cos? 1 = constante 1.13

Todo hasta aqui es un calculo directo; y en este punto es donde Stérmer hace un pequefio e
ingenioso truco que permite analizar el problema desde una perspectiva diferente. En primer lugar,
reordena el primer término del miembro de la izquierda de la ecuacion anterior que queda de la
siguiente forma:

(@reosd) s+ S%cosz A = constante 114



Pero en esta ecuacion el producto w r cos A es la componente acimutal de la velocidad, dada por
la Ecuacion (1.4), por lo cual la ecuacion anterior queda:

%“’r cos/1+§;\/l—rcosz/1 = constante . 1.15

El cociente ”7‘" es el seno del &ngulo formado entre el vector velocidad y su proyeccion sobre sobre
el plano meridional que contiene a la particula (denominado 6 en la Figura 1) es decir:

%“’ =senb . 1.16

Con esto la Ecuacion (1.15) queda:

rcosisenf + E;W—T cos? 1 = constante. 1.17

-, . . M . .
Para que esta ecuacion sea dimensionalmente correcta el factor Cg; = E; debe tener dimensiones

de longitud al cuadrado, lo cual puede comprobarse en base a las dimensiones de las magnitudes
que lo forman (.teniendo en cuenta que estas ecuaciones estan en el sistema gaussiano de unidades)

Stérmer utiliz6 este valor como un factor de escala para simplificar la Ecuacion (1.17) en la cual

si dividimos ambos miembros por la /f; queda de la siguiente forma:

2
r cos“ A constante
— = 1.18

cosAsen 0 + —— =
eM eM
\Icp _ip \’cp

<

En esta ecuacion la cantidad ﬁ corresponde al modulo del radio vector re-escalado.

5
En lo que sigue vamos a dar por sobreentendido que estamos usando las magnitudes re-escaladas
y escribimos la Ecuacion (1.18) de la forma:

cos? 1 constante

rcosAsen @ + = 1.19
T eM
Jep

Auln podemos simplificar esta expresion un poco més definiendo un factor para el segundo

- tant A
miembro de la forma—2y = % ,con lo cual (1.19) puede escribirse entonces como :

2
rcosAsen 6 + Coi A = =2y 1.20

la cual puede reordenarse como:
r?2 cosAsen @ + cos? A1 = —2yr

cos? A+ 2yr = —r?cosAsenf



cosA 2~ —sen @ 1.21

r2 r cosA

En esta ecuacion (que no es otra cosa que la Ecuacion (1.12) pero expresada de manera diferente)
es donde se puede apreciar la utilidad de emplear el &ngulo 6 en el andlisis.

En efecto; del lado izquierdo tenemos una relacion entre los parametros del problema (las
coordenadas, la energia y el momento dipolar) y del otro lado una condicion que nos permite
establecer limites en esas relaciones, ya que el segundo miembro esta acotado entre -1y 1.

El parametro y es un parametro libre, y se puede graficar r cos(A),que denominaremos p, en
funcién de r sen()), o sea z, para los valores limites -1 y 1 en funcion del valor que se elija para y.
Estas coordenadas estan contenidas en un plano meridional, es decir, para un o determinado.

Por supuesto que a causa de la simetria azimutal del campo dipolar, se tiene lo mismo para
cualquier w.

La Figura 2 muestra estas dos curvas (p vs. z) que verifican la Ecuacion (1.16) igualadaalya -
1. Es decir, llamando Q a —sen 6 la Ecuacion (1.22) puede reescribirse como:

L ) 1.22

P (z2+4p2)2

Para realizar la grafica de p vs. z (que se muestra en la Figura 2), se despeja z en funcion de p,
con lo cual :

7=+ [p—z — pzl 1.23
(Qp—2y)3

Se tienen cuatro soluciones dos para Q=1 y otras dos para Q= -1.

Este conjunto de cuatro soluciones, dan lugar a cuatro lineas que dividen al espacio en zonas
permitidas para la particula y zonas prohibidas. Las regiones permitidas corresponden al conjunto
de puntos (z,p), para los cuales Q tiene valores reales comprendidos entre -1y 1.

Variando y se tiene distintas formas para las zonas permitidas a la particula, que corresponde a las
regiones blancas en la Figura 2. En los casos de los paneles (a) y (b) de esta figura, la region blanca
(la permitida) se abre de tal forma que las particulas que provienen del espacio exterior pueden
alcanzar la Tierra.

En los casos de los paneles (d) y (e) hay dos regiones permitidas separadas entre si, lo que indica
que las particulas del espacio estan en la region blanca que no contiene a la Tierra no tienen acceso
a nuestro planeta. El caso limite se ilustraen la Figura 2 (c) o, a partir del cual las particulas del
exterior tienen acceso a la Tierra y cuyo valor del parametro y se denomina “critico “ yc.

10



El punto sobre el ecuador de la curva Q=1 corresponde al valor de maximo acercamiento de una

particula cargada en ese plano, y que para y=-1 resulta rcos(1) = /2 — 1 que se podria considerar
como un limite interno para la trayectoria de particulas cargadas.

Este tipo de andlisis se ha extendido para configuraciones mas complejas que involucran
momentos dipolares de orden superior y combinaciones de ellos (Tsareva,2019).

No obstante, todos ellos matienen el mismo enfoque; es decir, el de trabajar con dos cantidades
conservadas (la energia y el momento generalizado) y delimitando las regiones permitidas.

Es natural pensar que el analisis seria mucho mas profundo y rico en conclusiones si se consiguiera
una tercera cantidad conservada también basado en consideraciones de simetria, o bien se
resolviera el problema por algln otro de los métodos que proporciona la mecanica analitica como
por ejemplo la ecuacion de Hamilton-Jacobi.

El punto es que este sistema no es integrable (Contopoulos & Vlahos, 1975; Dragt & Finn, 1976;
Braun,1981; Almeida et al., 1992). Esto, por un lado, clausura la posibilidad de emplear la
ecuacion de Hamilton-Jacobi y cualquier otra transformacion canonica que simplifique la
resolucién del problema ya que ninguna transformacion lo haré integrable. Y, por otro lado, limita
las posibilidades de encontrar una tercera cantidad conservada, aunque no la elimina por completo.

En efecto, el Teorema de Liouville-Arnold (Lemos, 2007) establece que si un sistema de tres
grados de libertad como éste tuviera tres constantes de movimiento en involucidn entonces seria
integrable. La condicion de que las tres cantidades estén en involucion significa que los corchetes
de Poisson entre ellos sean cero y es lo suficientemente restrictiva como para dejar abierta la
posibilidad de encontrar en este caso una tercera cantidad conservada que no esté en involucién
con las otras dos. A esto se refiere esta tesis, enfocando el problema desde la 6ptica de las simetrias
del sistema, en particular las llamadas simetrias variacionales cristalizadas en el Teorema de
Noether ( Goldstein et al, 2002; Lemos,2007; Torres del Castillo,2018)) que es lo que se presenta
el apartado siguiente.

11
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Figura 2. Plano meridional, con la Tierra en el centro (0,0). Las lineas negras (excepto el eje
central) corresponden a r seni vs r cosA para Q=1y Q=-1, y para (a) y=-0.95, (b) y=-0.99, (c) y=-

1, (d) y=-1.02, y (e) y=-1.10. Las regiones sombreadas y las blancas indican zonas del espacio
prohibidas y posibles, respectivamente, para la particula. Fuente: Comedi ,2021.
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1.3 Dos conceptos de simetrias

El problema de Stormer,esbozado en el apartado anterior, trata el movimiento de particulas
cargadas en campo considerando un campo magnético dipolar, haciendo uso de dos constantes del
movimiento (el Lagrangiano que no depende del tiempo, y el momento candnico conjugado
acimutal).O sea es un enfoque que emplea dos ecuaciones para un problema de tres grados de
libertad.

Las consideraciones de simetrias (provenientes de la mecanica analitica) son una herramienta
poderosa para encarar problemas desde el punto de vista de las constantes de movimiento, por lo
cual, en principio, serian una via prometedora para completar el conjunto de ecuaciones en el
problema de Stérmer.

Existen dos planteos para esto: el Lagrangiano y el Hamiltoniano.

Los enfoques Lagrangiano y Hamiltoniano tienen dos conceptos muy diferentes de simetria que
poseen, como rasgo en comun, el estar relacionados estrechamente con cantidades conservadas
del sistema.

Una simetria del Hamiltoniano se basa en un tipo de trasformaciones candnicas uni-paramétricas
que constituyen una simetria en el sentido de que conducen a ecuaciones de movimiento (en las
nuevas variables) funcionalmente idénticas a la de las variables originales. O, lo que es
equivalente, el Hamiltoniano (en las nuevas variables) es funcionalmente igual al de las variables
originales a menos de una funcién del tiempo.

La simetria desde el punto de vista Lagrangiano es un concepto totalmente diferente. Las simetrias
del Lagrangiano se traducen en el Teorema de Noether ( Goldstein et al., 2002; Lemos,2007;
Torres del Castillo,2018), tambien Ilamado de las simetrias variacionales. Se basa en aquellas
transformaciones uni-paramétricas de coordenadas que constituyen una simetria en el sentido de
que mantienen invariante la accién y a partir de las cuales se puede encontrar un cierto nimero de
cantidades conservadas.

En los dos apartados siguientes se brinda un panorama general de ambos conceptos de simetrias
y en los Apéndices Ay ¢ se hace un desarrollo mas amplio y detallado.

Dada una transformacion candnica uni-paramétrica de coordenadas

Q; = Qj(qipi,t,s) (1.24)
P; = Pi(qi,pi,t,s) (1.25)
tal que se reduce a la identidad para s = 0, es decir que:

Qj(qipi,t,s = 0) = g, (1.26)
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se dice que es una simetria de un Hamiltoniano H(qj, Djs t) si se cumple que el Hamiltoniano en
las nuevas variables K(Qj,IJj,t, s) puede obtenerse (a menos de una funcion del tiempo y del

parametro s) por sustitucion directa de las viejas variables por las nuevas en el Hamiltoniano
dado. Es decir que se cumple que:

K(Q;,P,t,s)=H(Q;P,t)+ f(ts) 1.28

Cuando esto ocurre existe una cantidad conservada G dada por

OF.
G(qi' pi, t) = a_sl

Qi
L tEp 1.29

donde F; es la funcion generadora de la transformacion canénica, la cual también depende del
parametro s. Y ademas, se cumple que :

26 _ _op,

dq;  9sls=g 1.30
26 _ 20

o = 05 lomo 1.31
G _ 0K

ot~ osls= 1.32
Ejemplo:

La transformacién siguiente:

Q=q+s 1.33
P=p (1.34)

es una simetria del Hamiltoniano de una particula en caida libre en un campo gravitatorio, dado
por :

2
H(q,p,t) = I—+mgq 1.35

Esto se puede comprobar calculando el Hamiltoniano en las nuevas variables a partir de las
expresiones

9K(q.p.t.s) _ 0H(g,p.t)
T2 = {Q Pl gy + g 1.36
0K(qpts) _ OH(q,pt)
oy = QPYgt—5 1.37

que en este caso quedan:

dK(q,p,ts) _

Taq MY 1.38

9K@@pts) _ P 1.39
ap m

Integrando (1.38) tenemos que:
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K(q,p,t,s) =mgq + fi(p,t,s) 1.40
Y llevando (1.40) a (1.39) se tiene:

IK@p,ts) _ 0fi(pts) _ P 1.41
ap aop m |

de donde resulta:

filp,t,s) = f—m +fa(t,5) 1.42
con lo cual tenemos que:

K(q,p, t,s) = szjl + mgq + f5(t,s) 1.43
Esta Gltima expresion llevada a las nuevas variables resulta:

K(Q,P,t,s) = % +mgQ + mgs + f,(t, s) 1.44

que es de laforma K (Q;, P;, t,s) = H(Q;, P, t) + f(t,s), con f(¢,s) = mgs + f,(t, s), donde
f>(t,s) es una funcion arbitraria.

A partir de K(Q,P,t,s) y de las ecuaciones (1.30) (1.31) y (1.32) que relacionan a G con las
nuevas variables podemos calcular la constante de movimiento G (g, p, t) sin necesidad de conocer
la generadora F;(q,p, t,s).

De (1.30) tenemos que:
aG aP _ _
a——gszo—O = G(q,p,t) =a+Ji(p,t) 1.45

en donde a es una constante y J; (p, t) , s una funcién a determinar. Llevando esto a (1.31)

PEL=1= heO=p+/0) (1.46)
Y con (1.46) en (1.45):

G(g,pt) =a+p+] (0. 1.47
Llevando (1.47) a (1.32):

%=mg = J,(t)=mgt+b 1.48

donde b es una constante arbitraria.

Finalmente reemplazando (1.48) en (1.47) :

G(q,p,t) =p + mgt + (b + a) = constante 1.49
Por otro lado, de resolver este problema mediante las leyes de Newton sabemos que:

p = py — mgt 1.50
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donde p, es el impulso inicial.
De estos dos resultados surge que :
G(g,p,t) =po+a+b 151

O sea que G(g,p,t) es, esencialmente, la condicién inicial para la magnitud con la cual esta
relacionada.

Se puede probar que este resultado es general (Torres del Castillo, 2017);y que hay tantas simetrias
del Hamiltoniano como condiciones iniciales tiene el problema, o sea el doble de los grados de
libertad.

Es decir, hay una relacion biunivoca entre cantidades conservadas y simetrias del Hamiltoniano.
En otras palabras, por cada simetria del hamiltoniano hay una cantidad conservada y por cada
cantidad conservada hay una simetria del hamiltoniano.. El corolario de todo esto es que son las
condiciones iniciales, o sea los grados de libertad, las que imponen cuéntas cantidades
conservadas existen en un sistema. En un sistema de n grados habra 2n condiciones iniciales y
por lo tanto 2n cantidades conservadas.

Esta definitiva, la existencia de 2n cantidades conservadas y su independencia, es quizas la
conclusion més importante de este enfoque. Independientemente de cuan complicado sea
calcularlas esas cantidades existen.

Dado un determinado Lagrangiano cuya accion esta dada por I = fttlz L (qi,%, t) dt y dado el

cambio uni-paramétrico de coordenadas:

q; = q;(qi t,s) (1.52)
t = f(qj, t, s) (1.53)
de tal forma que para s = 0 la transformacion se reduce a la identidad, es decir :

q;(qit,s =0) =g (1.54)
f(qj,t,s=0)=t (1.55)

si se cumple, a primer orden, que el cambio en la accidn respecto a la variacion del parametro
"s"es nulo sobre cualquier trayectoria ('y no sélo sobre la real); es decir que:

— (t dq; t — ag; -
Al = ft:L(qi,E,t) dt — fth(qJ"d_f]'t) dt=10 156

Entonces, para la evolucion real del sistema , existe una cantidad conservada dada por :

Q =-T(q;t)H(q;,4,t) — G(q;,t) + Z}Lla%Rj(qj, t) = constante 1.57

En donde las funciones:



at(qut,s)
T(qit) =5~ 1,58
_0g;(qpt.s)
Rj(qi' t) = —as 520 1.59

se denominan funciones generadoras de la transformacion uni-paramétrica.

Por su parte H(qj,qjt) es la integral de Jacobi (es decir el Hamiltoniano, pero expresado en
funcion de las coordenadas y las velocidades, en vez de las coordenadas y los momentos) y
G(q;,t) es una funcion denominada Gauge.

Todas estas funciones estan relacionadas a través de la siguiente ecuacion diferencial que se
deduce de la condicion Al =0 .

i oL s [oL, oL ] _ a6lapt)
TH+T -+ X aquj+aqj Ri|=—4 1.60

Estudiar un sistema fisico desde la Optica de sus simetrias variacionales consiste en resolver esta
ecuacion diferencial determinar las funciones generadoras y el Gauge y luego calcular Q.

Ejemplo:

Consideremos el movimiento de una carga en un campo magnetico uniforme.independiente del
tiempo, orientado en la direccion z suponiendo que la posicion y la velocidad inicial yacen sobre
el plano X, y. En tales condiciones el Lagrangiano esta dado por :

L= %ma’cz + %myz + %mwc(xy — yX) 1.61

donde w. = %BO, y la integral de Jacobi es:

H=imi?2- imy? . 1.62
2 2

Las funciones a determinar son las generadoras y el Gauge :

T=T(x.y.t);Ry = Ry(x,y,t);R, = R, (x,¥,8); G = G(x,y,1)

En este caso la ecuacion diferencial a resolver es la siguiente

—TH + R 2+ R 2E| + R, & ] G 1.63

En la cual si reemplazamos las siguientes ecuaciones:

JaL 1

s g mwcy 1.64
oL

Pl =mx — —mwcy 1.65
aL 1 .

5y =3 M@k 1.66

17



oL . 1

3y — MY — ;mwcy (1.67)

T=+ 4+ (1.68)

ay

p _ ORx | ORy . | ORy .

R, = % T Xt oy Y (1.69)

. Ry | 3Ry R,

RJ’ at dx +a y (1.70)
G @ aG .

G _t+6_ +£ ( )

Obtenemos:

— (G + 5k + 5 ) Gma? — my?) + [Rgmacy + (G2 + T2k + T2 ) (mk — Jmocy)| +

[Ry mwcx+(Ry+ ,+ay

ax

G . |, 0G .
)(my——mwcy)]—— aix+£ 1.72

:

Agrupando segun los términos comunes en las velocidades tenemos que:

6Rx 1 aRy ORy\ 106G
o (52— Ry —yGE) -+

m ox

f&__ o &_' _xaﬁ)_ia_ﬁ’] oy [ 4 2 4 g2 [ 10T O]
Y or ~2%e may dy 20t

. 1aT OR [aR OR ] 1.. [aT] 1.. [6T] 1. [ar] 1 [ ]

2 _y 1 X v 2 2191 _ 2 21901 _ 243 3
y 26t y ady + ox 2yx ay ny dx Zx dx 2 +

1 ORy aRx) 190G

- ——y—=)———| = 1.7
[2 We (x at Y ot m ot 0 3

Como esta ecuacion debe valer para cualquier valor de x e y entonces cada una de las expresiones
entre corchetes debe anularse con lo cual llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

oT

a ——=0
oT
b) 5, =0
10T . ORy
¢ 26t+ax 0
d) — 13T ORy
20t ady
aRx aRy_
g) 6y+6x_0

ORy | 1 9Ry ORy) _ 106G _
f) 6t+ wc(xax Ry-y ) =0

2 ay m 0x
OR 1 OR R 106G
9Ry 1 R _p, - _y)___=
o) ot ch(y dy xay may 0
1 OR OR 106G
h L ( Ry _ _x)___
h) 2 We\X¥ 5 TV % m ot
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De (a) y (b) se deduce que T es solo funcién del tiempo es decir:

T =T(t) 1.74

De (c) y (d) surge inmediatamente que

Ry = sxT+ fi(y,0) 1.75
Ry=%yT+f2 (x,t) 1.76

En donde f; (y,t) y f5 (x,t) son funciones a determinar en base a las otras ecuaciones del
sistema.

Llevando las Ecuaciones (1.75) y (1.76) a la Ecuacion (e) tenemos que:

LD _ _ f(xb)
n = e 1.77

Como la Unica variable comun entre los miembros de esta ecuacion es el tiempo, la Gnica forma
de que se verifique es que ambos sean iguales a una funcion del tiempo; es decir

afla(yy,t) = GO _ ) (L78)
De esto surge que

D=y f:(0+ fu(0) (1.79)
fa(x, 1) = =xf3(t) + f5(6) _(1.80)
Reemplazando (1.79) en (1.75) y (1.80) en la (1.76) se tiene que:

Ry = 5xT+y f2(0) + fi(0) (181)
Ry =5y T —xf3(®) +f5(0 (1.82)

Con esto hemos obtenido la dependencia espacial de las funciones generadoras, y lo hicimos
empleando las ecuaciones del sistema que no contienen a la funcién G (x, y, t). A continuacion,
empleando (1.81) y (1.82) en las ecuaciones del sistema que si contienen al Gauge vamos a
encontrar las funciones que dependen del tiempo; es decir T = T(t), f5(t), fa(t) y f5(t).

Si reemplazamos las Ecuaciones (1.81) y (1.82) en la Ecuacion (f), después de algunos pasos
algebraicos se llega a que:

%xT+ y () + £ — %mywcT - %ma)cfs(t)—la—az 0 1.83

m dx

Haciendo lo mismo con la Ecuacién (g) lo que se obtiene es

1 iy 1 . 1 1 0G
EyT— xf3(t)+f5(t)+zmya)CT + EmefS(t)_EE: 0 1.84
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Si ahora derivamos (1.83) respecto a y y (1.84) respecto a x, y restamos (teniendo en cuenta que
suponemos que las derivadas segundas de la funcién G (x, y, t) son iguales) se llega a que:

f5(®) =5 T 1.85

Esta ya es una relacion entre dos de las funciones del tiempo que debemos determinar, aunque
aun no conocemos su forma explicita.

Si ahora reemplazamos (1.85) en (1.84), y luego de algunas simplificaciones se tiene que:

ST HAO - o fs® -2 =0 (1.86)
A continuacién, derivamos respecto al tiempo resultando

3T +A® = 5 0 fs(O) — 15,50 =0 (187)
Por otra parte, derivando la Ecuacion (h) respecto de x se obtiene que

—xwef3 () = Jmw f5(£) = 5228 =0 (1.88)
De la resta entre las Ecuaciones (1.87) y (1.88) resulta

x 2T+ o O]+ [0 — w fs(®)] = 0 (1.89)
Esto se cumple para todo valor de x solamente si

T +wcfo() =0 (190)
y ademas si:

fa®) = w fs(£) = 0 (1.91)

La Ecuacidn (1.90) es una segunda relacion entre T(t) y f5(t). La primera es la Ecuacion (1.85).
Luego, a partir de dichas ecuaciones (1.85) y (1.90) se llega a que:

T+ w?T=0 1.92
cuya solucion es muy simple y viene dada por:
T(t) = a,sinw.t + az cosw.t + a; 1.93
donde a4, a, y a; son constantes arbitrarias.
Es decir que ya tenemos la primera de las funciones generadoras.
El célculo de la funcion f5(t) es inmediato a partir de (1.85) y (1.93) :
fz(t) = % we(ay sinw,t + az cosw.t +a,) + ay 1.94
Para completar las expresiones de las funciones generatrices espaciales R, (x,y,t) y Ry (x,y,t)

aun nos falta calcular las funciones f,(t) y f5(t), las cuales estan relacionadas mediante (1.91).
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La otra relacion se puede obtener con un proceso idéntico al anterior pero a partir de las
Ecuaciones (0) y (h) , pero esta vez derivando la primera respecto a y y la segunda respecto al
tiempo. Se obtiene entonces la siguiente ecuacion:

fs() + wc fo(t) =0 (1.95)
Despejando f(t) de la Ecuacion (1.91) y reemplazando en (1.95) tenemos que:

fo@®) + wify =0 (1.96)
La solucion de esta ecuacion estd dada por

fa(t) = assinw,t + ag cos wct + a; (1.97)
De donde, teniendo en cuenta (1.91), se puede calcular fz(t) en forma directa:

fs(t) = as cosw.t + agsinw,t + ag (1.98)

Esto completa todos los elementos de las funciones generadoras que quedan de la siguiente forma:

|T(t) = a, sinw.t + az cos w.t + a1| (1.99)

R, = %x wela, cos w.t —az sinwct] +y E we (a;sinw.t + as cosw.t +aq) + a4] + -

..+ assinwt + ag cosw,t + a,

(1.100)

R, = % Yy w.[a, cos w.t — as sinw t]-x E w. (a;sinw,t +as cosw.t +a;) + a4] + -

.. +as cosw.t + agsinw.t + ag

(1.101)

Para completar el problema falta calcular el Gauge, es decir la funcion G. El célculo no es
complicado, aunque si un poco largo. Comenzamos con la Ecuacion (h) a partir de la cual
obtenemos

G = % mwe (ny — YR + fo(x,y) (1.102)

Si ahora derivamos respecto a x se tiene

ax ax - ax dx

0
= moc (Ry +x52— y 2) 4 L (1.103)

Pero despejando g—z de la ecuacién (f) y reemplazando en (1.103) tenemos:

OR, 1 ORy, 1 1 oR 1 1 ORy, 1 dR 1 9fs
ORy , 1 Sy 1, p -1 R 1, R +1 9y 1 ORx . 1 9f6
at+2wcxax ; Welty =5 WcY 5 =35%c y+2a)cxax 29¢Y 5 T ox

Ry 1 af,

Ry p 10 (1.104)
at Wclty m ox

y teniendo en cuenta (1.81) y (1.82) esto queda como:
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1 . . . 1 . 1 0
ExT+yf3+f4—wC(EyT—xf3+f5)=;a—]:: (1.105)

1 af 1 . . 1 . o
e Cxf+y (fo—swcT)+ wcfs— f)+ fa 1.106
Pero por la Ecuacion (1.85) se tiene que:
o 1 .

(fs= 3 weT)=0
Con lo cual (1.106) queda:

1 af 1 .o . 1 .o .

;a_xszng‘F wc(xfz—fe)+ fa=x (ET‘F wcfs)"‘ (fa — ocfs)

1 1 1 .o .
~fs(t,y) =222 (3T + wcfs) + x(fy — wefs) + ) 1107
Por altimo derivamos (1.102) respecto a y, resultando:
96 _1 ORy _p _ o ORx) s
3y — 2 MWc (x 3y R,—y ay) + 3y (1.108)
Llevando esto a la Ecuacion (g) y luego de algunas simplificaciones se obtiene:
ORy _ 1%
?“UCRx_m 5 (1.109)

Teniendo en cuenta nuevamente las Ecuaciones (1.81) y (1.82) esta ecuacion queda:

%yT_Xf3+f5+%(l)CxT+ (I)Cyf3+ wcf4=%?’_f; 1.110
2yt x(GacT—f)+htocOfitf)=—2L (1.111)
2 Y 7 Wc 3 5 c\Y]J3 = 0% .

Y teniendo en cuenta (1.85) esto queda:

L ;
sy T+ fstwcOfs+fi) = 3k (1.112)
1 af. 1 .

m a_; =Y (5 T+ ‘“cf3) + (fs + wcfa) (1.113)

Pero por otra parte si derivamos (1.107) respecto a y se tiene que:

19 _ 060) _ af0)

™y = oy 1 1.114
Luego, de (1.113) y (1.114) expresiones tenemos que:
d .. .
LD =y (5T +wcfs) + (s +wchi) 1.115
Con lo cual

1 (1 s .
@) =32 G T +wcfs)+ v (fs + wchi) + ag 1.116
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Llevando (1.116) a (1.107):

%fﬁ(x;}’) = %xz GT + a)cf3) +x(fo — wcfs) +% y? (% T+ wcf3) + v (fs + wcfa) + ao

(1.117)
Y reemplazando esta ecuacion en (1.102) :
1 1 1. .
G = - Mwc (ny — ny) + Em(x2 +y?) (E T + a)Cf3> + mx(f4 — wcfs) + -
ot my(f5+wcf4)+a9 (1.118)
Pero a partir de las Ecuaciones (1.81) y (1.82) tenemos que:
1 . 1 .
xRy — YRy = SxyT + xfs = x*fz —SyxT = y*fs — ¥fy 1.119
xRy, — yRy = —fs(x* + y*) + xfs — ¥fa 1.120

Y llevando (1.120) a (1.102) :

1 L 1 1 N .
G =— Ema)cf3(x +y°)+ Emwcxfs - Emwcyﬁ} + Em(x +y )<§ T +wcf3> + mxf,

—mxwcfs + mny + mywcf, + aq

1 1 .. 1 1 . )
G = Em(x2 +y2) (—a)cf3 + 5 T + wcf3> — Emwcxfs + Emwcyﬁ + mxf, +my fs + aq

G = im(xz +y)T + mx (f4 - %wcfs) + my (fs + %wcﬁt) (1.121)

Los elementos del segundo miembro de esta Ultima ecuacién ya han sido determinados con
anterioridad, con lo cual queda determinada la funcion G que junto con las funciones generatrices
permiten calcular las cantidades conservadas.

Dando valores a las diferentes constantes de integracion se obtienen diferentes cantidades
conservadas sobre cuya interpretacion fisica cabe hacer algunas aclaraciones.

En primer lugar no todas son independientes. A diferencia del enfoque Hamiltoniano las simetrias
del Lagrangiano pueden arrojar una cantidad indeterminada de maginitudes conservadas o incluso
ninguna. Es decir, no hay, como en el caso anterior, una relacion biunivoca entre las cantidades
conservadas independientes que tiene el sistema y sus simetrias variacionales, porque puede ser
gue no exista ninguna simetria variacional.

Por supuesto que la simetria asociada a una variable ciclica es una simetria variacional, lo mismo
que la simetria asociada a la independencia explicita del Hamiltoniano con el tiempo, pero no
podemos asegurar mucho mas que eso. Lo que se obtenga por este camino debe estar sujeto a la
interpretacion fisica que surja en cada caso y de la depuracién de los resultados para comprobar
cuéles son las cantidades fundamentales e independientes entre si.
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1.4 Una puesta en perspectiva.

1.4.1 Comparacién entre ambos enfoques

Llegado a este punto, es Util comparar ambos enfoques y hacer algunas aclaraciones.

En primer lugar, surge nitida la diferencia en el sentido de que el enfoque Hamiltoniano tiene una
relacion mas estrecha con las cantidades conservadas dado que hay una relacién biunivoca entre
simetrias y cantidades conservadas. Ademas siempre hay al menos el doble de simetrias y sus
correspondientes cantidades conservadas que de grados de libertad del sistema. Por otro lado, el
enfoque Lagrangiano es mas directo ya que se plasma en una ecuacion diferencial que, por
complicada que pueda llegar a ser, marca un camino claro a seguir aunque el resultado no esté
garantizado. No hay nada asi en el enfoque Hamiltoniano donde en cada problema se debera
disefiar una estrategia para calcular la funcion generadora.

Por su parte el teorema de Noether se emplea en el ambito de las ecuaciones diferenciales de
segundo orden. La idea es muy interesante ya que lo que se hace es, dado un sistema de ecuaciones
de segundo orden, buscar un Lagrangiano que les de origen,(que no tiene por qué ser unico) y
después estudiar las simetrias variacionales que pueda presentar.

Asi mismo, es importante darse cuenta que una simetria variacional es una propiedad intrinseca
del sistema; y que la accion debe permanecer constante ante el cambio de coordenadas cualquiera
sea la trayectoria considerada (aunque no sea la real) pero que la cantidad conservada que de tal
simetria se deduce esta asociada tan so6lo a la trayectoria real del sistema. Es como si el teorema
estuviera dividido en dos partes bien definidas. Una de ellas es encontrar la simetria, o sea calcular
las funciones generadoras y el Gauge, (que deben valer para cualquier trayectoria). Y la otra parte
es la determinacion de las cantidades conservadas en base a tales funciones generadoras y el Gauge
(en donde nos restringimos a las trayectorias reales). Esto se puede apreciar claramente en la
demostracion del teorema propuesta en el apéndice A.

Por ultimo cabe mencionar un tercer enfoque de simetria, no considerado aqui, basado en
preservar la forma del Hamiltoniano, pero en el que las trasformaciones no tienen por qué ser
canonicas (y que se denominan “canddicas”). De esto resulta un método bastante sistematico,
como el de Noether, aunque como éste no garantiza ni la completitud ni la independencia de las
soluciones encontradas (Torres del Castillo, 2018)

1.4.2 Vinculo de las simetrias variacionales con las cantidades conservadas obtenidas por otros
métodos.

En el punto anterior se menciond que una de las diferencias fundamentales entre las simetrias de
variacionales y las de Hamiltoniano es que mientras entre éstas Gltimas y las cantidades
conservadas hay una relacion biunivoca no ocurre lo mismo con las simetrias variacionales.
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En este punto analizaremos la cuestion con mas detalle.

En el caso concreto de nuestro sistema, el de una carga en un campo dipolar, se puede encarar
directamente a partir de la fuerza de Lorentz, obtener las ecuaciones de movimiento y tratar de
resolverlas. Pero respecto a esto, y a este sistema en particular, ya sabemos que no puede hacer en
forma explicita, porque éste sistema que estamos estudiando no es integrable analiticamente,
aunque, por supuesto, puede recurrirse a métodos numéricos y obtener las trayectorias.

Por otro lado puede estudiarse el sistema con algunas técnicas que se emplean en fisica de plasma
que, basicamente, consisten en analizar como afectan a las trayectorias de una carga diferentes
configuraciones del campo. Por ejemplo, un campo magnético independiente del tiempo que tenga
un gradiente en una direccién perpendicular al campo le imprimira a la carga una velocidad de
deriva perpendicular tanto al campo como al gradiente. De modo similar pueden estudiar los
efectos de diferentes configuraciones y ver qué ocurre en un caso dado en las regiones donde tales
configuraciones son preponderantes.

Y después estan los invariantes adiabaticos.

Los invariantes adiabaticos son cantidades que se conservan siempre que el movimiento sea
periddico aun cuando el campo no sea constante en el tiempo pero siempre y cuando dicha
variacion sea mucho mas lenta que la frecuencia del fenémeno analizado.

En el caso de una carga en un campo magnetico los invariantes adiabaticos son tres:

e Laaccion del impulso generalizado asociado a la carga.
e El flujo magnético generado por la carga.
e EIl momento magnético asociado a la carga.

El significado fisico de estas magnitudes conservadas y su empleo,puede consultarse en cualquier
libro de fisica de plasma como por ejemplo (Chen Francis, 1974) 6 ( Bitterncourt , 2004) o si se
prefiere algo especificamente dirigido a una particula en un campo dipolar puede consultarse
(Ozturk,,2012)

Ahora cabe preguntarse ¢qué relacion existe entre estos invariantes y las que surgen de las
simetrias variacionales?

La respuesta es que no existe una respuesta general.

Esto quiere decir que dada una cantidad conservada (cualquier cantidad conservada, incluidos los
invariantes adiabaticos) no hay una forma intuitiva o sencilla de decir que proviene de una simetria
variacional , excepto, claro esta, que se trate del momento conjugado de una variable ciclica.

En otras palabras, buscar la cantidades subyacentes desde el enfoque de las simetrias variacionales
puede conducirnos a algo nuevo, a algo ya conocido o a ninguna parte. La unica forma de saberlo
es calcularlas. Y en el sentido contrario la respuesta también es negativa, es decir no podemos
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asegurar que no hay una simetria variacional, y en consecuencia una cantidad conservada, tan solo
porque existen otras o porque la simetria no es evidente. Casualmente usamos este enfoque para
sacar a la luz las simetrias que no son evidentes.

1.4.3 Integrabilidad de los sistemas dindmicos y las cantidades conservadas.

Tal como ocurre con las simetrias, la integrabilidad de un sistema esta estrechamente vinculada

con sus cantidades conservadas.

Un sistema integrable es aquel cuya evolucion temporal puede expresarse mediante integrales,
sean éstas resolubles o no, es decir lo esencial no es que se pueda encontrar una funcion del tiempo
para cada coordenada sino que, al menos, se pueda obtener como una integral aunque no sea

resoluble.

Las condiciones de integrabilidad se plasman en el Teorema de Lioville- Arnold que se basa,

precisamente, en las cantidades conservadas.

El Teorema de Liouville- Arnold establece que si un sistema dindmico de “n” grados de libertad
posee “n” cantidades conservadas en convolusion entonces es integrable. En este contexto que
dos magnitudes estén en convolsion significa que son cantidades que conmutan, es decir sus

corchetes de Poisson son nulos.

Como vimos al analizar las simetrias del Hamiltoniano un sistema de “n” grados de libertad tiene
al menos “2n” cantidades conservadas y este hecho no se ve afectado por el Teorema de Liouville-
Arnold del cual concluimos que en un sistema no integrable sus constantes de movimiento no es

gue no existen, sino que no estan en convolucion.

A un nivel elemental el teorema no es dificil de probar, y puede consultarse en Lemos (2007),

pero lo importantes es el tipo de relaciones en las que esta basado.

El hecho de que los conmutadores de las cantidades conservadas sean los que deban anularse y
no cualquier otra relacion no es una casualidad .Los conmutadores son una relaciéon muy especial
tanto en fisica como en matematica y dado un grupo (en el sentido algebraico del término) los
conmutadores definen sobre ese grupo un algebra de Lie. En nuestro caso las cantidades
conservadas forman el grupo de Lie y los conmutadores entre ellas las relaciones algebraicas que
define a la correspondiente Algebra de Lie. Y en efecto, toda la teoria de la simetrias, incluido el

teorema de Noether,puede estudiarse rigurosamente en ese campo del Algebra.

Lo interesante es que ahi surge otra relacion entre integrabilidad y cantidades conservadas
denominado “superintegrabilidad” o “integrabilidad no conmutativa” segun el cual un sistema

puede ser integrable aln cuando sus cantidades conservadas no estén en convolucion pero a
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cambio de ello se requiere que sean mas de “2n” y cumplan ciertos requisitos topologicos

establecidos por un teorema que, en cierta forma, subsume al de Liouville Arnold.

En ninguno de estos casos la no integrabilidad de un sistema, ni en el sentido de Liouville-Arnold,
ni en el sentido no conmutativo, impide la busqueda de cantidades conservadas en base a sus
simetrias. Si el sistema no es integrable en el sentido de Lioville-Arnold dichas cantidades no
estaran en convolucién, y si no es integrable en el sentido no conmutatitivo entonces no cumplen

con las relaciones topoldgicas exigidas por dicho teorema.

Por eso es que la proxima seccidn esta dedicada a la basqueda de las simetrias variacionales del
problema de Stormer por resolucién directa de la ecuacion diferencial que la define pese a que es

un sistema no integrable.
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2. Las Simetrias Variacionales de una carga no relativistica en un
campo magnético dipolar

2.1 Planteo del problema

El Lagrangiano de una carga que se mueve en un campo magnético dipolar (que consideramos
que no radia) esta dado por

L= %m(f”z + 122 + 1202 cos? 1) + %vaw (2.1)

Esta expresion se corresponde con la Figura 1, en la que el dipolo esta dispuesto segun el eje z
siendo v,, la componente de la velocidad segun el angulo acimutal

V, =Twcos A (2.2)

y A, es lacomponente azimutal del potencial vectorial magnético:

A, = M2 (2.3)

r2

donde M es el momento dipolar magnético, todo expresado en el sistema gaussiano de unidades.
Reemplazando estas dos ecuaciones en la primera tenemos que

1 cos A

L= Em(r’2 + 1242 + 1202 cos? 1) + gM T cos A
L= %m(f‘z + 1222 + r2@%cos? 1) + %]V[r—wcos2 y) (2.4)
De donde sigue que
JaL . . qMw
o= m(rlz + rw? cos? /1) - cos? A (2.5)
JaL 2 -2 qu
- Tmrte sen/lcos/l—ZZT cosAsen A (2.6)
aL
—= 0 (2.7)
oL ,
5, = mr (2.8)
oL _ 2}
5= mr A (2.9)
oL _ 2, 2 aMm 2
5 = Mrowcos A+Crcos A (2.10)
Y la integral de Jacobi es

0L  :0L . . oL
H—T;-Fﬂ.ﬁi-a)%—l, 2.11
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H= %mi’z + %mrziz + %mrzd)z cos? 1 2.12

Obsérvese que la integral de Jacobi no depende del campo magnético, pero si reemplazaramos en
esta ecuacion las velocidades por los momentos generalizados para obtener el Hamiltoniano a
partir de las Ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10) entonces en la expresion resultante apareceria de
nuevo el campo magnético.

Lo que tenemos que calcular son las cuatro funciones generadoras (tres espaciales y una temporal)
y el Gauge, todas ellas, en principio, dependientes de las posiciones y el tiempo. Es decir:

Funcion generadora de la tranformacion del tiempo: T = T(r, w, A, t)

Radial: R, (r,w, A, t)
Funciones generadoras de las tranformaciones espaciales { Longitud: R, (7, w, A, t)
Latitud: Ry(r,w, A, t)

Gauge:G = G(r,w, A, t)

Y la ecuacion a resolver es

—TH+T%+(Rr%+Rr%)+(RA%+R,1§—§)+(R0):—Z+RQ,:—Z)—G =0 2.13
Donde

T=Z—Z+ g—:r'+g—1d)+‘;—§i (2.14)
Rr=a£T+ %1’”+?Zd)+%i (2.15)
R,lzaai:+ %1’”+%(b+%i (2.16)
Ry =204 Zojq 2 2] 2.17

2.2 La solucidn
2.2.1 Obtencidn del sistema de ecuaciones

A continuacién, reemplazando las ecuaciones (2.5) a (2.10), y (2.12) (2.14) , (2.15) , (2.16) ,
(2.17) enlaecuacién (2.13) se obtiene una ecuacion diferencial donde figuran (ya explicitamente)
las funciones que queremos determinar (las generadoras y el Gauge) como asi también sus
derivadas parciales.

La técnica para resolver la ecuacidn consiste en agrupar los términos que tengan las mismas
combinaciones de velocidades (en tipo y exponente) e igualar cada término resultante a cero para
obtener un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
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Dado que la ecuacion resultante es muy larga se procedera a resolver término a término para
después, agrupando segun las potencias de las velocidades, obtener el sistema de ecuaciones.

Por ejemplo para el primer término, —TH tenemos que :

—tH = (2 4 2T 4 9T o 2 T (22 + 2242 + 2262 cos?
TH_(6t+ arr+aww+a/1/1)(2mr + Smr A +2mr w* CoS /1) 2.18

Que desarrollado queda

. moT . m oT : T moT . m oT »

—TH=———12——1r?— A2 ——r?cos? A —w? ———13 ——r2 =A% —
2 ot 2 ot 2 ot 2 or 2 or

m oT .oH. m oT . . m oT . s m oT . moT s . m oT :
—12008° 1 — @0t — —— 1% — =12 —@A* ——1r?—cos? A3 ———M? ——=r?2—= )3 —
2 or 2 0w 2 ow 2 w 2 04 2 oA
m OT .4
;rz coszlawzﬂ ) (2.19)

Lo mismo se hace con los otros términos de la ecuacion (2.18) con lo que se obtiene:

oL : . M .
R, = = mrR, A% + mrR, cos? 1 &% — 1= cos2 AR, & 2.20
ar cr?
. L OR, . ORy . OR, . . OR; .
Ry~ =m— 7+ m—"7" + m—=7w + m—-Ar (2.21)
JaL 2 .2 qM .
Rzﬁz —mr<senAcosARyw* — 2;7 cosAsenA R, w (2.22)
U 6L _ 26R,1 1 26R,1 . A 26R,1 ] . ZaRl '2
Ryo3 = mr® =S+ mre—27A+ mr = Aa + mr—=2 (2.23)
oL
R‘”E =0 2.24
oL oR M ORy\ . M R oR .
0 = (mrz—“’cosz/l + 1= cos? /1—“’) @+ 1229 c0s2 ) + mr2 =2 cos? A oor +
ow at cr w cr ot ar
M dR,, . dR, . ORy . M ARy,
1 c0s2 1227 + mr2cos? 122 @? + mr2cos2 A =2 oA+ 1= cos2A=2 4 2.25
cr or w oA cr o1

. G  9G. 9G . G :
_G__ac_ arr_aww_aa/1 2.26

Agrupando las combinaciones que tienen las mismas potencias de las velocidades se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

p2. 2L R 2.27
2 0t or
A2 —mr2£+err+mrzaﬂ=0 (2.28)
2 ot E)
w?: —%rzcoszlg + mrR,cos?A— mr?cosAsendlR; +m rzcoszl% =0 (2.29)
. L 2.30
2 or
izi —Z2%_ (2.31)
2 or
W —Dr2eos21Z =0 2.32
2 or
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w2 —%j—: ~0 (2.33)
Wi =27 ;’: =0 (2.34)
w3 ——1r2c0s21—=0 (2.35)
ire: —%Z—z =0 236
J3: —%rz‘;—g =0 237

w2 —%rzcoslez—g =0 2.38

i 20Ry , aM _ 290Ry 0G _

A mr< = + .~ COs A YT 0 2.39

término independiente: ——cosZA aR“’ - ‘;—f =0 2.40

2.2.2 El sistema de ecuaciones depurado

Las ecuaciones obtenidas en el paragrafo anterior no son todas independientes, porque varias
conducen a lo mismo.

Por ejemplo, (2.30) vy (2.30) contienen la misma informacion, que dT/or=0. Es decir que la
funcion T = T(r, w, 4, t) no depende de r.

Depurando el sistema anterior de esas redundancias llegamos a la conclusion de que T es sélo
funcién del tiempo, es decir T=T(t), y al siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

(@S- 27=0

OR;
(b) RT+TW—TT—O

OR .
(o) 2rcosla—a()‘) —1TcosA+ 2R,cosA—2rsenAR; =0

(d) mrzaait + gMcosleaa% — g—i =

(e) —%%coszl R, — 2% % cos A send Ry + mrzcosz/’l%+ % . /’laR“’ - g—z =0
) aa}ir+ %gcoszl%— g—fz

) a—r + rzcosleaa% =0
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2.2.3 Resolucidn del sistema de ecuaciones

No hay una sola estrategia para resolver este sistema de ecuaciones. La forma en que se proceda,
es decir el orden en que se vayan empleando o vinculando las ecuaciones, incidird mucho en la
utilidad de la informacidn que se vaya obteniendo y en lo complejo que resulte el proceso.

Sin embargo, surge a la vista que hay dos tipos claramente diferentes de ecuaciones. Por un lado
estan las que contienen al Gauge y por otro lado las que no lo tienen. Relacionando estas ultimas,
0 sea las ecuaciones que no contienen al Gauge se puede, como veremos, encontrar la dependencia
explicita de las funciones generadoras con las coordenadas de un modo relativamente sencillo.

Una vez hecho esto se procede a relacionar las funciones que contienen al Gauge para determinar
la dependencia explicita de las funciones generadoras con el tiempo y a su vez el Gauge.

De la ecuacion (a) surge que:

R, _ 1 . 1
B lf = Re=1rT@®+ filw,A0) 2al

donde f;(w, 4, t) es una funcioén a determinar en base a las otras ecuaciones.
Se observa que de esta primera ecuacion ya hemos obtenido la dependencia explicita de la funcién

generadora R, con la variable r trasladandose el problema (en lo que a esta funcién generadora se
refiere) a determinar la funcién f; (w, 4, t) que ya no depende de r.

Esto es caracteristico en todo el proceso, en el que en cada paso se obtiene la dependencia explicita
de alguna de las funciones generadoras con alguna de las coordenadas mutando el problema hacia
el célculo de nuevas funciones que dependen de una coordenada menos y asi hasta que tales
funciones solo dependan del tiempo, las cuales se calcularan relacionando las ecuaciones que
contienen al Gauge.

Por ejemplo, podemos avanzar un poco mas considerando la Ecuacion (2.41) de la que surge
que:

& _ afl(wll't)

dw dw 2.42
% _ afl((l),l,t)

= o . 2.43

Reemplazando (2.42) en (g) se obtiene:

aR aR af (wAt
r2cos222Re — _ORr _ _OA(0AD 2.44
or ow ow
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Con lo que:

% _ 1 afl((l),l,t)
ar r2cos?2]l Ow 24
R, = 1 df1(w,At) + fz(w' A, t) 2.46

T cos22 dw

Con esto hemos obtenido la dependencia explicita de la funcion generadora R,, con la variable r.
En forma analoga reemplazando (2.43) en (h) se tiene :

2 aﬂ — m — afl((l),/l,t)
[ ar FY) 2.47
& _ _iafl(w,ﬂ,,t)

ar r2 EY) 2.48
Ry =%%+f3(w./1, t). 2.49

Esta ecuacion contiene la dependencia explicita de la funcion R, con la variable r.

Lo que sigue hasta obtener la dependencia explicita con las variables espaciales de todas las
funciones generadoras es un calculo bastante largo que se detalla en el apéndice D.

El resultado es el siguiente:

R, = %T T(t) + [hy(t)cosw + h,(t)senw]cosd + g,(t)seni 250

R, = L [(=hy(t)cosw + h,(t)senw) | + send

rcosi

[—h3(t)senw + hy(t)cosw] + hs(t) 2.51

cosA

R = 1 [—(hy(t)cosw + hy(t)senw)send + g,(t) cosA | + (hz(t)cosw + hy(t)senw) 2.52

T

Y por supuesto, como se demostrd al principio, que la generadora de la trasformacion del tiempo
no depende las variables espaciales:

T=T(1) (2.53)

Obsérvese que en estas ecuaciones las incognitas son tan sélo funciones del tiempo. No hay nada
desconocido que dependa de las coordenadas espaciales.

Para verificar que son soluciones basta con reemplazarlas en el sistema, mas precisamente en las
ecuaciones del sistema que no contienen al Gauge, ya que fueron obtenidas a partir de dichas
ecuaciones. Pero que las ecuaciones verifiquen al sistema no basta para decir que son completas,
es decir que no se hayan perdido partes de las soluciones en el camino. Para constatar que son
completas hay que seguir la solucidn paso a paso, lo que se puede hacer en el apendice B.

La dependencia con el tiempo de las funciones generadoras se obtiene relacionando las ecuaciones
que contienen el Gauge.

El proceso se basa en eliminar el Gauge trabajando no con las ecuaciones directamente, sino con

las derivadas de las ecuaciones y suponiendo que nuestras funciones son “bien comportadas” en
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el sentido de que sus derivadas cruzadas segundas son iguales son iguales cualquiera sea el par de
variables consideradas.

Por ejemplo si comenzamos derivando la ecuacion (f) respecto del tiempo obtenemos que:

a R 9%R %G
—++ —0052/1—“’——

m-ae atar  atar 2.54

derivando la Ecuacion (j) respecto de r :

M OR M 0?R 0%G
I T L . 255

cr? ot cr orot orot

9%G aG

Restando (2.54) y (2.55) ysuponlendoata = - quese tiene:

at2 cr ator cr? ot cr orot

2.56

%R _ 0’Ry

5o = arar € obtiene:

Y ahora suponiendo que

a2 %Ry
at2

92R, 4 MRy
ator cr2 at

(coszl -1)—= =0 . 2.57

Por otro lado, derivando la Ecuacion (2.50) dos veces respecto al tiempo resulta:

0°R,
at2

= %r'T'(t) + [(h1 (t)cosw + h, (t)senw)cosl + g, (t)senl] 2.58

Y derivando (2.51) respecto al tiempo:

senld

ORy
= rcos)l( hy(t)senw + h, (t)cosa)) + -

[h3(t)sena) h4(t)cosw] + hs(t) (2.59)

A continuacién derivamos respecto a r

Ry _ _ ( hy(t)senw + h (t)cosw) 2.60
ator r2 cosA 1 2 -

Reemplazando (2.58), (2.59) y (2.60) en la Ecuacion (2.57) y después de algunas simplificaciones
y de agrupar segun las potencias de r, se llega a lo siguiente

qM (sen A+1)
cosA

mrT(t) + m [(h1 (t)cosw + h, (t)senw)cosl + g (t)senxl] ( hy(t)senw +

h, (t)cosw) + = [sen/l[hg (t)senw — h4(t)cosw] + hs (t)cosl] =0 2.61

Y de nuevo, como ocurrid con las velocidades cuando obtuvimos el sistema de ecuaciones, esta
expresion debe valer para todo r .

¢ Y por qué debe valer para todo r ?
Porque la simetria es una propiedad del sistema, y no de una trayectoria particular.

En la ecuacidn que estamos tratando de resolver las incognitas son las funciones generadoras y el
Gauge, pero las variables r, 4, w,t son independientes entre si, es decir no fijan ninguna
trayectoria.

34



Esto es determinante y se hace alusion a ello permanentemente en toda la resolucién del problema.

Pues bien si la unica forma ecuacion (2.61) sea valida para todo r es que los factores que
acompanfan a las diferentes potencias de esta variable sea nulo se tiene que:

T(t) =0=T = a,t? + a;t + ag (2.62)
—h,(t)senw + h,(t)cosw = 0 2.63
(}il(t)cosa) + h, (t)senw)cosl + g,(t)send =0 (2.64)
Sen/l[hg(t)senw — h4(t)cosw] + hs(t) cosA =0 2.65

Como senw Y cosw son funciones linealmente independientes (2.63) solo se puede cumplir si

5

hy(t) = h,(t) = 0= h, y h, son constantes 2.66

Con lo que (2.64) queda:

g2(6) =0 2.67
Es decir que:

Y, de nuevo, como send y cosA son linealmente independientes de (2.65) sigue que:

hs(t)senw — hy(t)cosw = 0

NN
N o
o |©

hs(£) =0
De donde sigue que hg, h, Y hs también son constantes. O sea que todas las h son constantes.

Con esto las ecuaciones de las funciones generatrices quedan:

R, = %r (2a,t + a;) + [hycosw + hysenw]cosA + (byt + by )send 2.71
= [(—hyicosw + hysenw) | + send [—hzsenw + hycosw] + h 2.72
@ rcosA 1 2 cosA 3 4 5 -

R; = %[—(hlcosw + hysenw)send + (bit + by ) cosA ] + (hscosw + hysenw) 2.73

Lo que sigue a partir de aqui son una serie de calculos similares a los anteriores (que se pueden consultar
en el apéndice B en cual se encuentra la solucion detallada.) en los emplean las ecuaciones del sistema que
aun no se han considerado.

El resultado es una sistematica simplificacion de las expresiones anteriores hasta llegar a que:

T =a, 2.74
R, =0 (2.75)
Ry =hs (2.76)
R,=0 2.77

35



G = constante = G, 2.78

Con estos resultados, la cantidad conservada que arroja el Teorema de Noether es:
oL oL
Q——TH—G+ZRja—qj— —agH — Go + hs 5= = cte . 2.79

Donde a,, G, ¥ hs son constantes de integracion arbitrarias a los que podemos asignar distintos
valores.

ysiap=0;hs=1yGo=0=0Q= 5. 2.81

Por lo que las cantidades conservadas resultan ser el Hamiltoniano y el impulso generalizado
acimutal.

Es decir que este sistema no tiene otras simetrias variacionales aparte de las triviales.
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3. Conclusiones

En el caso analizado el resultado es que el Teorema de Noether no proporciona nuevas cantidades
conservadas mas alla de la ya evidentes, o sea la correspondiente a la traslacion en el tiempo, cuya
cantidad conservada es la integral de Jacobi y una traslacion segun el angulo acimutal cuya
cantidad conservada es el momento conjugado correspondiente a dicha coordenada.

En consecuencia, es muy probable que configuraciones mas complejas del campo magnético,
(como la cuadripolar) tampoco tengan simetrias variacionales porque, en general, la complejidad
del sistema va en sentido inverso a las posibilidades de encontrar simetrias de este tipo.

Lo anterior no debe considerarse como una clausura del teorema de Noether como alternativa para
analizar tales configuraciones mas complejas, pero si como un indicio de lo que puede ocurrir.

Esto deja a las simetrias del Hamiltoniano como la via a explorar en futuras investigaciones habida
cuenta de que, en contraste con las simetrias del Lagrangiano, todas las cantidades conservadas
deben estar asociadas a una simetria del Hamiltoniano (Torres del Castillo, G.F. and Herrera
Flores, J.E. (2016)). En ese sentido el enfoque Hamiltoniano es mas fundamental que el
Lagrangiano aunque también mas complejo.

Existe una tercera posibilidad, no desarrollada en esta tesis pero que resulta muy interesante en
relacion con el problema de Stérmer.

Se basa en las llamadas “transformaciones Canddicas” (Torres del Castillo 2018) que con la tnica
condicion de preservar la forma del Hamiltoniano (sin que la trasformacion sea canonica)
proporcionan cantidades conservadas del sistema.

Por otro lado esta el campo que abarca la integralidad de los sistemas dindmicos y su relacion con
las simetrias y que es enorme, aunque con escasa presencia en la fisica de la atmosfera.

En parte esto se debe a que los recursos matematicos que se necesitan (tales como topologia,
geometria diferencial, algebra de Lie, etc.) estan bastante alejados de las técnicas (principalmente
estadisticas y de simulacion por computadoras), que se emplean en ella.

Sin embargo, y dado el nivel fundamental al que estan orientados, su incorporacion a la fisica de
la atmosfera puede resultar una linea interesante de investigacion.
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Apéndice A: El Teorema de Noether o de las Simetrias VVariacionales

Al. Las simetrias VVariacionales

Una simetria variacional se define como: Una transformacion uni-paramétricas de coordenadas
dada por:

q; =q;(qi,t,s)
{ Z_zféqj,t,s) S
que se reduce a la identidad cuando s = 0 es decir que:
q;(qit,s = 0) = g (A.2)
f(qj,t,s=0)=t (A.3)
es una simetria variacional si se se cumple que:
= () @

donde la funcién F(g;, t, s) es una funcidn tan solo de la posicién y del parametro s.

Bajo estas condiciones es facil verificar que la trasformacion constituye una simetria del
Lagrangiano en el sentido que mantiene inalterada la accién.Tan solo hay que integrar ambos
miembros, es decir:

L(q;, t t= —,t)dt + t
I (0 )= b () 420

t _ aq; t aq; t, dF(q;ts
fth(qj,d—g,t) =f2L( aj,~/, t)dt+f2Mdt

dt
t, _ dg; 2\ .-ty dq; t2
i L (qj,E, t) dt = [’ L (qj,g, t) dt + F(q;,t,5)|,” (A.5)
Pero como sobre cualquier trayectoria las g; son las mismas en t; y t, nos queda que
t; __@_) — ( dg; )
) L(q], ob)dt=[7L(q; t)dt (A.6)
O sea que la accion permanece invariante.

Ejemplo:

La transformacion uni-paramétrica de coordenadas:

q=4q+st
{q_ 1 (A.7)
t=t
es una simetria variacional del Lagrangiano :
d 1 .
L(q,d—z,t) =qu2 — mgq (A.8)

Porque si calculamos:
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dt

at A.10
Nos queda que:

54 \at_[1 cda\? o
L (q, at’ t) at [zm (df) mgq] 1 All

Reemplazando (A.7) y (A.9) en (A.11):

_dg \dt 1 | ,
L<q.df,t>dt— [Zm(q+s) —mg(q+st)]

_dg \dt 1 > . 1
L<q,— t)———mq +mqs+§ms —mgq —mgst

dt’ "/ dt 2
_dg ,\df _ 1__. .1
L (q,d—‘;, t)E = -mg® —mgq + (mqs +-oms? — mgst) A.12
Pero como:
.1 d 1 1
mgs +-ms? —mgst =E[msq +Emszt—zmgst2] Al3

La ecuacion (A.12) queda finalmente :

44 \dt _ 1 .2 3 12,1 2
L(q,df,t)dt—zmq mgq+dt[msq+2mst ngst] A.14

Que es de la forma (A.4) :

75, ) 8 1 (g, 4 ) 4 Arlauts)
L(q], df't dt_L i dt't t dt

Con F(q,t,s) = msq+ %mszt — %mgst2 A.15
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A2. Teorema de Noether:

El concepto de simetria variacional, tal y como ha sido planteado hasta ahora, es decir en forma

integral no es Util desde el punto de vista operativo.

En efecto, tal como esté planteado, si bien el significado fisico del concepto es claro (la
invariancia de la accion bajo una transformacién de coordenadas) lo que no queda muy claro es

como encontrar las transformaciones que constituyen una simetria.

En lo que sigue se transformara la condicion integral de la simetria en una condicion diferencial,
operativa en el sentido de que mediante la resolucion de una ecuacion diferencial se pueden

encontrar todos los elementos de la transformacién asociada a la simetria.

Para ello vamos a considerar ahora aquellas transformaciones que cumplen la definicion de
simetrias variacionales a primer orden en el pardmetro s.

Esto quiere decir que si bien la trasformacion misma ,0 sea en la forma (A. 1) puede no cumplir

con la condicion (A.4); si lo hace la trasformacion siguiente:
n = 6(‘1 '(q,:,t,SZO)
q;(qi.t,s) = q;(qi,t,s =0) + S]T

tapts) =t(apt,s =0)+ sw

A.16

Que no es otra cosa que la aproximacion a primer orden de las ecuaciones del sistema (A.1) en
el pardmetro s. Pero dado que la transformacion se reduce a la identidad para s = 0 tenemos que:

q;(qi,t,s = 0) = g; (A7)
t(g;,t,s=0)=t¢ (A.18)
Por lo cual, reemplazando (A.17) y (A.18) en (A.17) la trasformacion queda:
_ 0q;(q;t,s=0)
q;(qut,s) = q; + s ———— A.19
— _ dt(q;,t,s=0) -
t(qj t,s) =t+s—2—
Para simplificar los calculos introduciremos la siguiente notacion
9q;(q;,t,s=0)
T(qp t) = 20 A21

Con lo cual la trasformacion queda:
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qi(q;, t,s) =q; +sR;i(q;t
{q](ql ) = q; (i, t) Ao

E(qj, t,s) =t+sT(q;t)
A menudo a una transformacion como ésta se le suele llamar “transformacion diferencial”.

Asimismo, las funciones R;(q;,t) (una para cada grado de libertad del problema) y la T(q;, t)

reciben el nombre de “funciones generatrices de la transformacion diferencial”.

Obsérvese que estas funciones generatrices tan solo dependen de las coordenadas generalizadas y
del tiempo. No dependen ni de las velocidades ni del pardmetro s.

A continuacion, trataremos de poner (A.4) , es decir la ecuacion:

75, ) 8 1 (g, 4 ) 4 Arlauts)
L(qf’ df't dt_L i dt't + dt

Tan solo en funcion de las variables originales g;, g; y el tiempo t.
Para ello de la dltima ecuacion del sistema (A.22) tenemos que:
dt = dt + s T(q;, T)dt

dt = (1+sT)dt

e

d—§=1+sT (A.23)

Con esto ya tenemos el cociente de diferenciales del primer miembro de la Ecuacion (A.4).

Por otro lado, tenemos que:

dq _ g dt

== - A.24
dt dt dt

Y teniendo de (A.23):

dt 1

di  1+4sT (A25)
Que, a primer orden en s es lo mismo que:

S=1-sT (A26)
Llevando esto a la Ecuacion (A.24) nos queda:

dq ﬂ _ .

—=-(1-sT) (A.27)
Pero de acuerdo al sistema (A.22) :

2= g +5 Ri(qut) (A.28)
Llevando esto a (A.27) tenemos que:
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Que a primer orden queda:

Entonces ,teniendo en cuenta (A.22) y (A.30) tenemos que :

L (qj,%, E) =L[(q; +sR;),(q;+ (R —q; T)s), (t + s T(q;, 1))] A3l

, : . _ dgj - . .
Esta ecuacion (que surge de simplemente de sustituir g;; d—f’y t por sus transformaciones a primer

orden) nos dice que el Lagrangiano en las nuevas variables no es méas que el Lagrangiano en las
viejas variables incrementadas en las cantidades :

At = sT (A.35)
Ag;= (R —q;T)s (A.34)

O lo que es lo mismo, que a primer orden:

_ aq .
L(7,5LF) = L(gp45.t) + AL (A.35)
Donde'

O sea que teniendo en cuenta (A.35), (A.33), (A.34) y (A.36) la ecuacion (A.35) se puede poner
como:

_ dg A
L(7,5L8) = L(gj,q5,t) + 35T + Xl 16 "SR+ X 16 “(Ri—¢; T)s A.37
Y después de agrupar y sacar factor comin s queda:

_ ag; a . .
L(7,5L,8) = L(gjq5,t) + 35T + s Tk ;jRj+aT_Lj(R,-—q,-T)] A.38

- . dt
Y multiplicando ambos miembros por —; fenemos que:

_ dag; = ' o i
L (q], dci:] t) dt {L(QJ' q], t) + ST + SZ TL]R] +aa_;]( R] —q; T)]}% A.39

Y teniendo en cuenta (A25) el segundo miembro de (A.39)se puede poner como:
_ 4aqj \d 9 . Lo .
L (q,-,%, t) a {L(q,, Gj,t) + 2=sT + s T qL_Rj + a—;_(Rj —q; T)]} (1+sT) (A40)
] ]
Distribuyendo:

_ dg : ) . . L
L(q,%L, t) %= A +sTL(gpq5t) + ZsT(L+5T) +5(1+sT) Ty %Rﬁ%(@—qj T)]
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_ agj - 9 .
L(qj'dqt] )dt_L(qj,qj,t)+STL(q],q],t)+ST +s T T+ Py []R,-+67:]_(Rj_

e JaL aL ¢ ¢ -
g T)]+52T27=1 ajR,-+(,Tq‘j(1fzj—qj T)] (A42)
— 4dq; \dt . : . oL oL oL ¢ p -
L(qj’ dt] t)dt _L(q],q],t)+s I:TL(q]'qJ’t)-I_TE-}_Z?:l a_t]]R]+a_(]](R]_q]T)]]+
L dL ( R
2T[—T+Z] 1 quj+aT,j(Rj—qu)” (A43)

Como estamos interesados tan solo en lo que ocurre a primer orden el término en s2 se elimina'y
nos queda que:

L(ﬁ],‘z’ t)dt—L(q],q],t)+s [TL(q],q],t)+T +3, aq 2 g + (R -4 T)” (A.44)

Con esto tenemos expresado el primer miembro de la Ecuacion (A.4) en términos de los elementos
de la trasformacion y de las viejas variables. Igualando (A.4) y (A.44) nos queda:

Como es evidente que el subindice empleado para designar a las variables originales no es algo
relevante tenemos que :

q QL
aF(a;ts) _ dF(quts) A.47
dt dt

Por lo cual la Ecuacién (A.45) se reduce a:
: . oL aL aL dF(q £5)
s [TL(qj, qjt) + T + Xy PR G T)” — = A48

Esta es una forma equivalente de expresar que la transformacion uni-paramétrica es, a primer
orden, una simetria variacional .Pero aln depende del parametro s lo cual se soluciona facilmente
derivando parcialmente respecto a dicho parametro:

; . oL oL aL [ . 9 dF(q;ts)
TL(qu qdjs t)+ r5;+ D=1 [aTjRj + EPy ( R; — T)] Fy— A.49

Si el primer miembro no depende explicitamente del parametro s el segundo tampoco ha de
hacerlo, por lo que para dejar claro este hecho podemos definir una nueva funcién que solo
depende de las q; y del tiempo, que por razones que veremos mas adelante definimos a través de
una derivada temporal de la forma:

dG(qj,t) _ idF(qj,t,s)
at  ds dt

Con esto la ecuacion (A.49) queda:

A.50
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dG(Qj,t)
dt

A.51

; . oL oL oL  p -
TL(qj,qj,t) + T3 +Xjy s Bt aTy,-( R; — q; T)] =

Esta ecuacion diferencial es equivalente a la ecuacion (A.4) que estableces la condicién para que
una trasformacion constituya una simetria variacional porque fue deducida directamente de ella
incorporandoles los elementos de la transformacién

Entonces encontrar una transformacion uni-paramétrica que constituya una simetria variacional
de un dado Lagrangiano significa resolver ésta ecuacion diferencial con el propdésito de encontrar

las funciones generatrices R;(q;,t), T(q; t) ¥ la funcion G(q;,t) denominada “Gauge”.

Si distribuimos la sumatoria del primer miembro de (A.44) se puede poner de una forma que
simplifica un poco los célculos al ser algo mas compacta:

6L dG(q]',t)

. . oL oL .
TL(qj:CI]:t)+TE+Z7=1 aq]R R] 21 1 ] q] dt

oL dG(q t)

. . . ) aL oL - dG(qjt)
TL(g;q;t) — TIL 1q]a +TE 43N quj+a—%R.]:_dtj

T[L(qj,élj,t)—ZJ 1q,— +To+ 30 aLR +a—qu] aela; ) A52

Y lo que tenemos en el primer corchete es “la integral de Jacobi”,es decir el Hamiltoniano pero
expresado en funcion de las coordenadas y las velocidades en vez de las coordenadas y los
momentos.

L(ajqpt) = Zja 4y 5 = —H(a3.5.0) A53

Con lo cual llegamos a que:

i oL, s [oL, oL ] _ ac(at)
TH+ T2+ X Ry R,-]_ - A.54

La simetria que estamos tratando, representada por ésta ecuacién, o por la Ecuacion (A.51) es una
propiedad del Lagrangiano y vale para cualquier trayectoria, gue consideremos.

En todas ellas la accién permanecera invariante ante el cambio de coordenadas y eso es todo lo
que podemos decir para las trayectorias en general lo cual no es de gran intereés.

Sinembargo, si tan solo consideramos la trayectoria real, es decir la que cumple con las ecuaciones
de Euler-Lagrange surge algo muy interesante que es la existencia de una cantidad conservada.

En efecto si si la trayectoria considerada es la real, se cumplen que

oL oL .
g, @ (6q1) Ecuaciones de Euler Lagrange A.55
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que llevadas a (A.54) :
s % n d dG(q] t)

TH+Tat+Zj=1[d< ) aq]R] A.56
Pero lo que esta dentro del corchete del primer miembro de (A.56) puede interpretarse de como la

derivada de un producto:

JaL oL d ,0L
dt(E)qJ)R'-I_aTq'j RJ_E(;”RJ) A.57

Por lo que (A.56) queda:

; oL d a_L _dG(q;t)
~TH+T 2+ ¥} (aq -)] =—r1= A.58
y sacando la derivada fuera de la suma esto se puede expresar como:
dG(q]',t)
_TH+T + 2] 1aqR =— A.59

Por otra parte tenemos que la derivada parcial del Lagragiano respecto al tiempo se relaciona con
la derivada total del Hamiltoniano en la forma:

L _ _dH A.60
at dt
Con lo que, reemplazando (A.60) en (A.59) queda:
dG(qj,t)
—TH — T + Z] 16 ] T A.59

Y a su vez, en esta ecuacion los dos primeros términos del lado izquierdo también pueden
interpretarse como la derivada de un producto:

Ty — 73 _ aCTH) A62
dt dt

Con lo que la ecuacion (A.59) queda:
d(-TH) | dxy 0L, _ 96(q;t)

ac T acdi=t aq, 7 T " at A.63
Y finalmente:
da
E[—TH—G(qj,t)+Z] T R]—O A.64
De donde surge que la cantidad que esta entre corchete es una constante.
Q=-TH-G(q;,t)+ X 16 = constante A.65

Que en funcidn del Lagrangiano puede expresarse como :
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Q=TL- G(qj, t) + Z;Ll(Rj — qu) % = constante A.66
J

Esta es una cantidad conservada asociada una simetria variacional, y depende de los elementos
de la trasformacion (o sea su funciones generadoras) y del Gauge.

Y todas estas funciones se pueden calcular a partir de la ecuacion (A.51).

A3. Quien fue Amalie Emmy Noether

Una persona a la que un cientifico de la talla de Albert Einstein consulta asiduamente y de la
cual se sorprende por sus enfoques profundos y generales es ciertamente una persona poco coman.
Pero a una persona a la que le suceda lo mismo con Einstein y ademéas con David Hilbert es

realmente excepcional.
Amalie Emy Noether era realmente excepcional.

Nacida en 1882 en Earlangen,Alemania, tuvo una vida relativamente breve a lo largo de la cual

hizo aportes decisivos que configuraron tanto el Algebra en el sentido moderno como en la Fisica.

Tuvo grandes maestros, empezando por su padre Max Nother, también matematico y por Paul

Gordan quien la introdujo en el problema de los invariantes.

Como toda persona inteligente Emmy Noether buscaba el saber y asistio como oyente a clases
impartidas por figuras de la talla de Karl Schwarzschild, Hermann Minkowski, Felix Klein y el
ya citado David Hilbert, su gran mentor. De esta forma pudo cultivar y desplegar su enorme
talento incluso antes de ser aceptada como alumna regular en la Universidad de su ciudad natal.

Empleada, a instancias de Hilbert, por la Universidad de Gotinga, Noether trabajo en ella desde
1915 hasta comienzos década del 30 en que las sombras de la intolerancia y la persecucion la

obligaron a exiliarse en Estados Unidos donde murié de cancer en 1935.
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Apeéndice B: La solucion detallada

En este apéndice se muestra la la resolucion detallada del sistema de ecuaciones obtenido en la

seccion 2.2.

Partimos del sistema:

N
(@5 -—5;T=0
OR .
(b) Rr+ra—/{1—rT= 0
OR .
(0 2TCOS/10—(:) —1rTcosA+ 2R,cosA—2rsenAR; =0
oR;, qM oR, 0G
2274 L 177 2y @~ _
(d) mr T +chOS/161 91
qM q M . O0R, , qM 0R, O0G
(e) — ;T—zcoszl R, —2- — cosAsenA Ry& +m rzcosz/’l? + Z;cosz/’lm —2o=0

) maaRtr + %gcoszl%— g—f =0
(9) %—+ rzcoszl%= 0

(h) aair + rz% =0

() coszl%+%=0

N AM - 5, 0R, 0G
O)chOSAat ot

No hay una sola estrategia para resolver este sistema de ecuaciones. La forma en que se proceda,
es decir el orden en que se vayan empleando o vinculando las ecuaciones, incidird mucho en la
utilidad de la informacidn que se vaya obteniendo y en lo complejo que resulte el proceso.

Sin embargo, surge a la vista que hay dos tipos claramente diferentes de ecuaciones. Por un lado
estan las que contienen al Gauge y por otro lado las que no lo tienen. Relacionando estas ultimas,
(o sea las ecuaciones que no contienen al Gauge) se puede, como veremos, encontrar la
dependencia explicita de las funciones generadoras con las coordenadas de un modo relativamente
sencillo.Una vez hecho esto se procede a relacionar las funciones que contienen al Gauge para
determinar la dependencia explicita de las funciones generadoras con el tiempo y a su vez el
Gauge.

De la ecuacion (a) surge que:
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oR,

Cr— ST = Ro= 21 T(O) + filw A1) (B.1)

donde f; (w, A, t) es una funcion a determinar en base a las otras ecuaciones.

Se observa que de esta primera ecuacion ya hemos obtenido la dependencia explicita de la funcion
generadora R,. con la variable r trasladandose el problema (en lo que a esta funcion generadora se
refiere) a determinar la funcion f; (w, 4, t) que ya no depende de r.

Esto es caracteristico en todo el proceso, en el que, en cada paso,se obtiene la dependencia
explicita de alguna de las funciones generadoras con alguna de las coordenadas mutando el
problema hacia el calculo de nuevas funciones que dependen de una coordenada menos y asi hasta
que tales funciones solo dependan del tiempo, las cuales se calcularan relacionando las ecuaciones
gue contienen al Gauge.

De la Ecuacion (B.1) surge que:

i -
T -
Reemplazando (B.2) en (Q) :

rzcoszlaai:’ =— % = - —aflgzl’t) B4)

De donde sigue que:

Ry = ——- 20020 | e (),2,0) (B.6)

T cosZA ow

Con esto hemos obtenido la dependencia explicita de la funcion generadora R,, con la variable r.
En forma analoga reemplazando (B.3) en (h) se tiene:

aﬂ — _iafl(willﬁt)
ar  rz  aA (B.1)
De la cual:
19f;(w,A L)
Rlz;%-l_fé(w'ﬂvt) m

Esta ecuacion ya contiene la dependencia explicita de la funcion R, con la variable r.

Una vez obtenida la dependencia explicita de las tres funciones generadoras con la variable r
debemos emplear alguna de las otras ecuaciones del sistema para encontrar la dependencia
explicita con alguna de las otras variables, o sea, ir encontrando la forma de las funciones
filw, A, t), fo(w, A, t) y f5(w, A, t) que aparecieron en los calculos anteriores.

Para ello derivamos la Ecuacion (B.8) respecto a Ay se obtiene:
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Ry _ 13*fi(wAt) | dfz(wAt)
ar  r a2 + EY) (B.9)

Y reemplazando (B.1) y (B.9) en (b) se tiene que:

filw A t) + 2L E(A“;'A‘t) +r af3g‘/’1‘l't) = 0. (B.10)
Como esta ecuacion debe cumplirse para todo valor de r tenemos que:

TALAD 4 fi(@,2,8) = 0. (B.12)
De (B.11) se concluye que f3 no depende de explicitamente de 4, es decir:

fs(w,4,8) = f3(w,0). (B.13)

Y la solucion de (B.12) es la de un oscilador armonico en la variable A, es decir:

filw, A, t) = g1(w,t)cosA + g,(w, t)senA . (B.14)

Donde g, y g, son funciones a determinar, pero que ya no dependen de A, ni de r, sino tan solo
de w y del tiempo.

Derivando (B.14) tenemos:

% = —g1(w, t)send + g,(w, t)cosA (B.15)
% = —g:(w,t)cosA — g,(w, t)seni (B.16)
Con (B.14) en (B.1),en (B.6) y en (B.8) las funciones generadoras espaciales quedan:

R, = %r T(t) + g1(w,t)cosA + g,(w, t)send (B.17)
R, = m)lsz 3 (agg((j)’t) cosA + %senﬂ) + fo(w, A, t) (B.18)
R; = %(—gl (w, t)send + g,(w, t)cosA) + f3(w, t). B.19

Es decir que ya hemos obtenido la dependencia explicita con A de dos de las funciones
generadoras: R, y R;.

De R, todavia no tenemos la dependencia completa con A, pues f, aun podria depender de esta
variable. Para ello debemos buscar otra ecuacion del sistema original (la méas sencilla de las que
aun no hemos empleado) que vincule a R, con las otras. Una buena eleccion es la Ecuacion (i)
dada por:

dR, OR; _

1w

Las derivadas que figuran en esta ecuacion las obtenemos de (B.18) y de (B.19).

(i) cos?A
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De (B.18) tenemos que:

6.92 ((L),t) agz (w!t) afz (wﬁﬂ'lt)

ORy _ 1 [0gi(wi) 2
A roocia [_6a) senAcosA + e T o, Sen /1] = B.20
Y de (B.19):
M1 [— 2918 ¢y 4 202D cosA] + 2sled B.21
dw r dw w w
Reemplazando (B.20) y (B.20) en (i) tenemos:
p y

2 1 agl(w't) 6g2(a),t) 6g2(w,t) 2 2 6f2(w,l,t)

COS“A—— [—aw SenAcosA + = == + —_—=sen /1] tcosA— "+
+2 [— 90108 g0 ) 4 292020 cosA] + 25D _ B.22
r dw w w
Que agrupando segun la variable r queda:
1 [—agl(w’t) senicosa + 29200 | 952 o2y 091D g 6y 4 292(0D) cosz)l] +
r dw dw dw w w
2 afZ(wrl't) 6f3(w,t) _
+[cos A o ™ ]Cos/l—O

l agz((l),t) agz(w,t) 2 agz(w.t) 2 2 afZ(w'/Lt) afg((}),t) _
T[ P + 5, Sen /1+—aw cos A]+[cos A o + ™ ]cosA— 0
1[0gz(wt) | 3gz(wt) 2 2 2, 0@At) | Afs(wt) _
T[ o T o0 (sen“A + cos A)]+[cos A 57 T o ]cosA—O
E agZ ((L),t) 2 afZ (w,l,t) af3 (w't) —
e +[cos A o1 + P ]cos/l—O (B.23)
De nuevo, esto debe valer para todo r lo cual es posible solo si se cumple que:
20208 ~ ¢ (B.24)

2 afZ ((}J,A,t) af3 ((‘):t) _
cos“A o1 + ™ =0 (B.25)

De la Ecuacion (B.24) concluimos que g,(w, t) no depende de w , es decir que

g2 = g2(t) (B.26)

Por su parte la Ecuacion (B.25) ya es una relacion entre dos de las funciones que estamos tratando
de encontrar f,(w,4,t) Y f3(w, t).

Para seguir avanzando y encontrar otra relacién entre f,(w, A, t) y f3(w, t) debemos recurrir a otra
de las ecuaciones del sistema para ver que podemos obtener de ella si empleamos todo lo que
conocemos hasta ahora. Dicha ecuacion es la (c).

(o) ZTCOSA% — 1 TcosA + 2R,cosA —2rsend Ry = 0

R, se obtiene de (B.19) , R,-de (B.1) yla derivada% se obtiene de (B.18) :

Ry _ 1 [HwAD | 0f(wAD) .

dw T cosZA dw? dw




Entonces, reemplazando (B.1) y (B.19) y (B.27) en (c) tenemos:

2 . .
2rcos/1[ L _Fhlert) | afz(w’l’t)] —1rTcosA+ 2cosA Er T(t) + fi(w,At) ] -

T cosZA dw?

—2rseni [ ——+ fi(w,t) ]

2 62f1 ((L),A,t)
cosA dw?

+ 2rcosA (@At

-2 senl% —2rsendf;(w,t) =0

Y agrupando los términos que contienen r obtenemos:

2
[Zcos/l M 2 senlfz;(w, t)] + [ﬁ% + 2cosAf;(w, A, t) —
_ 6f1(a),ﬂ,t) _
2 senl = 0

La cual solo se puede verificar solo si:

cosA _ale(az)t,t) — senif;(w,t) =0
1 02f,(wAb) B of (it
cosh _owz T cosAfi(w, A, t) — send == 0

Esta ultima ecuacion solo involucra a la funcion f; (w, 4, t) que por (B.14) vale:

filw, A, t) = g1(w,t)cosA + g,(w, t)seni

— 1 TcosA+ cosAr T(t) + 2cosAf;(w, A, t) —

B.28

B.29

B.30

Pero como segin hemos calculado antes de (B.26) , g, no depende de w y nos queda que f; esta

dada por:
filw, A4, t) = g1(w,t)cosA + g,(t)seni
Cuyas derivadas son:

*fi(wAt) _ 9%gi(wt)
Y  puz cosA

0f1(w,4, f)
oA

Y reemplazando (B.33), (B.34) y (B.35) en (B.32) se obtiene que:

—g1(w, t)send + g,(t) cosA

9%2g1(w,At)

w2 + gl(a), t) =0

Esta Gltima es la ecuacion de un oscilador armonico cuya solucion es:

g1(w,t) = hy(t)cosw + h,(t)senw

B.33

(B-34)
(B.35)
(B.36)

(B.37)

Por su parte la Ecuacion (B.31) es otra relacion entre f, y f3 que, junto a la Ecuacion (B.25),

forman el siguiente sistema:
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cos?l fz(wAt) n fs(@t) _ 0
¥ aw B.38
afz((.l),l,t) )
cosd FE 2= — send fy(w,t) = 0

dw

Este sistema de dos ecuaciones puede reescribirse como:

I pwAt) 1 dfs(wt)
G T cos2dl dw
Of2(w,At) _ senl f (w,t) B.39
dw ~ cosa I3V

derivando la primera ecuacion del sistema (B.39) respecto a w Yy la segunda respecto a A se tiene

’fHwAt) 1 9%f3(w,t)

dwdr  cos?A dw? M
0% £ (w,At) 1

azlaw - cos21 f3(0), t) ’ B.41

Y como suponemos que nuestras funciones son todas “bien comportadas” las derivadas cruzadas
deben ser iguales por lo que, de (B.40) y (B.41) se llega a:

62f3 ((l),t)
dw?

+ fa(w,) =0 . B.42

O seaque f; resultatambién una funcion armoénica en la variable w.
fz(w,t) = hg(t)cosw + hy(t)senw B.43
en donde h5(t) y h,(t) son funciones del tiempo a determinar.

Si ahora reemplazamos (B.43) en la segunda ecuacion del sistema (B.39) se tiene:

9f(w,At) — send [h,3 (t)COS(U + h4(t)S€Tl(1)] 544

w cosA

de donde sigue que:

senld
cosA

folw, A, t) = [—hs(t)senw + hy(t)cosw] + hs(A,t) B.45

A continuacion hay que determinar la dependencia explicita de hs con la variable A .

Para ello se deriva (B.45) respectoa A :

afzgajl"l’t) = 60;2 (hz(t)senw — hy(t)cosw) + ahz(;'t) B.46
Y reemplazando (B.43)y (B.46) en la primera ecuacion del sistema (B.38) :

cos?2 CO;ZA (h3(t)senw — hy(t)cosw) + cos%l(%hs (A4, t) + (—hs(t)senw + h,(t) cosw) =0
h;(t)senw — h,(t)cosw + 0052/1%}15 (A4, t)—h5(t)senw + hy(t) cosw =0

COSZA%hS(A, t)=0

~hs(2,t) =0 B.47
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es decir sea que hs es tan solo funcién del tiempo: hs = h<(t), con lo cual (B.45) queda:

send

folw, A, t) = [ hs(t)senw + hy(t)cosw] + hs(t) B.48

Con esto tenemos todo lo necesario para determinar la dependencia explicita de las funciones
generadoras con las coordenadas, pues:

reemplazando (B.26) y (B.37) en (B.17) resulta:

R, = %r T(t) + [hi(t)cosw + h,(t)senw]cosd + g,(t)send B.49

reemplazando (B.24), (B.37) y (B.48) en (B.18) se obtiene:

seni
cosA

R, = [(=hi(t)cosw + h,(t)senw) | +

rcosi

[—h;(t)senw + hy(t)cosw] + hs(t) B.50

Y reemplazando (B.26), (B.37) y (B.43) en (B.19) se obtiene que:

Ry = %[—(hl(t)cosa) + hy(t)senw)send + g,(t) cosA | + (hz(t)cosw + hy(t)senw) B.51

Esto completa la dependencia explicita de las funciones generadoras con las coordenadas
espaciales.

Para verificar que son soluciones basta con reemplazarlas en el sistema, mas precisamente en las
ecuaciones del sistema que no contienen al Gauge, ya que fueron obtenidas a partir de dichas
ecuaciones.

La dependencia con el tiempo se obtiene relacionando las ecuaciones que contienen el Gauge a
través de las derivadas segundas cruzadas de esta funcién, que suponemos que son iguales
cualquiera sea el par de variables consideradas.

Por ejemplo si comenzamos derivando la ecuacion (f) respecto del tiempo obtenemos que:

9%R, 9%R, _ 0°%G
m4a + + COS ‘A atar  ator

Y derivando la Ecuacién () respecto de r :

_aMOIR, , qM3*R, _ 9°G
cr? ot cr ardt  ordt

a 8%Ry
at2

9%R, qMaRﬂ,

+ cr (COSZA B 1) 6tar cr? ot

=0

Por otro lado, derivando (B.49) dos veces respecto al tiempo resulta:

%R,
at2

(B.52)

(B.53)
Restando las Ecuaciones (B.52) y (B.53) se tiene:

(B.54)

(B.55)

= %r'T'(t) + [(h1 (t)cosw + h, (t)senw)cosl + g, (t)senl]

Y derivando (B.50) respecto al tiempo:

P _ senld
at rcos)l( h1(t)Sena) + hz(t)COSa)) +

[h3(t)sena) h4(t)cosw] + hs(t) (B.56)
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A continuacién derivamos respecto a r:

PR - L (“hy()senw + hy(t)cosw) =

ator 12 cosA

Reemplazando (B.55), (B.56) y (B.57) en (B.54) y después de algunas simplificaciones y de
agrupar segun las potencias de r, se llega a lo siguiente:

q M (sen®2+1)
crs cosA

mrT(t) + m [(hi (D) cosw + hy(t)senw)cosA + g, (t)send] + (=h1(©Osenw +

M
r2cosi

h, (t)cosa)) +% [sen/l[h3 (t)senw — h4(t)cosa)] + hs (t)cosl] =0 (B.58)

Y de nuevo, como ocurrid con las velocidades cuando obtuvimos el sistema de ecuaciones, esta
expresion debe valer para todo r y por lo tanto se debe cumplir que:

T(t) =0=T = a,t? + a;t + ag B.59
—h,(t)senw + h,(t)cosw = 0 (B.60)
(ﬁl(t)cosw + h, (t)senw)cos/l + G,(t)send =0 (B.61)
senl[hg,(t)senw — h4(t)cosw] + hs(t)cosA =0 . B.62

Como senw y cosw son funciones linealmente independientes (B.60) solo se puede cumplir si:

hy(t) = h,(t) = 0= h, y h, son constantes B.63

:

Con lo que (B.61) queda :

g2(t) =0 (B.64)
Es decir que:

g2(t) = byt + by (B.65)
Y como senAd y cosA son linealmente independientes de (B.62) sigue que:

hs(t)senw — hy(t)cosw = 0 B.66
hs(t) =0 . B.67

De donde sigue que hs, h, y hs también son constantes. O sea que todas las h son constantes.

Entonces con (B.59) y (B.65) en (B.49) la funcién generatriz radial queda:

R, = %r (2a,t + ay) + [(hicosw + hysenw)cosA + (byt + by)send] . B.68

Y por otra parte teniendo en cuenta que todas las h son constantes, las expresiones de las
funciones generatrices angulares (B.50) y (B.51) toman la forma siguiente:

1
rcosA

R, =

(—hysenw + hycosw) + % [hzsenw — hycosw] + hg B.69
R; = %[—(hlcosw + hysenw)send + (bit + by) cosA | + (hscosw + hysenw). B.70
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Como se puede apreciar oR,,/0t=0, con lo cual de la ecuacion (j) se obtiene:
aG
Frie 0. B.71
O sea que el Gauge tampoco depende del tiempo, y ademas la ecuacion (e) se reduce a:

G

aﬁ—zgﬂcoslsenARl——=0 : B.72
cr Jw

M M
—1200s2AR, + 1= cos2A
cr? cr w

Y ahora derivamos esta ecuacion (B.72) respecto al tiempo (teniendo en cuenta lo anterior, es
decir que ni R, ni G dependen del tiempo). Esto resulta en:

—=—=—LcosA— 2&5671&:0 B.73
r ot

Pero de (B.68) y (B.70) tenemos que:

% = a,r + b;send B.74
ORy _ 1
e bicosA : B.75

Reemplazando (B.74) y (B.75) en (B.73) se tiene:

%(azr + b;senld) cos A + 2%blcoslsen/1 =0
a, + 3b1%sen/1 =0 . (B.76)

Esta Ultima ecuacion se puede verificar para cualquier r y cualquier A solo si se cumple que:

a2=b1=0 !B??!

Por esto la funcion generatriz del tiempo (B.59) se reduce a:

T =ayt+aq (B.78)
Y las funciones generatrices espaciales (B.68), (B.69) y (B.69) quedan:

R, = %‘r a; + [(hycosw + hysenw)cosA + bysend] (B.79)
R, = rcis)t (—hysenw + hycosw) + % [hzsenw — hycosw] + hg (B.80)
R; = %[—(hlcosw + hysenw)send + by cosA | + (hscosw + hysenw) (B.81)

Es decir que ninguna de las tres funciones generatrices espaciales depende del tiempo. Esto
implica que las Ecuaciones (d) y () del sistema a resolver se reducen a:

aM  299Ry 090G _

Crcos/’la/1 aA—O B.82
M OR G

g_COSZA_w— — =0 B.83

cr or ar
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Si derivamos (B.82) respecto ary (B.83) respecto a A, y luego restamos (teniendo en cuenta que
las derivadas segundas cruzadas de G son iguales) se obtiene lo siguiente:

AMORy o2 sz’Z aM Ry aM 5522 LRo

72 5, COSTA+————"cos /1+Cr 5, 2COsAsend —-—cos“A——" =

1 9R R

= —*2cosd +2—>sendl =0. B.84
r 04 or

Por otro lado, de (B.80) y (B.81) se tiene que:

dR, _ senl

PYak rcosza( hisenw + hycosw) + [h3senw hycosw] B.85
R,
= = Tz cosl( hy(t)senw + h,(t)cosw). B.86

Reemplazando (B.85) y (B.86) en (B.84) se tiene que:

rizz‘:;;( h,;senw + h,cosw) +— (h3senw hycosw) — rzjiz)sl/l (=h,(t)senw +
h,(t)cosw) =0

— %sen/l(—hlsenw + hycosw) + (hzsenw — hycosw) = 0. (B.87)
Como esta ecuacion debe valer para todo r y todo A la Unica posibilidad es que:

—hysenw + hycosw =0 (B.88)
h;senw — hycosw =0 B.89
De donde sigue que:

hy =h; = h; =h, = 0. (B.90)

Con lo cual las ecuaciones (B.79), (B.80) y (B.81) de las funciones generatrices se reducen a:

R, = %r a; + by seni (B.91)
R, = hs (B.92)
Ry = ~bo cos . B.93
Y con (B.91), (B.92) y (B.93) en (e) sigue que:
M 1 M aG
—%T—zcosz/l (57 ay + bpsenl) — 2% = bocos? A send — =0
—1a4 alcosz/l—gﬂ2 bysenicos?A — 21 ﬂz bocos? A send — % _ 9
2cr cr cr dw
—19¥ 5 cos?1—34 ﬂz bocos? A send — % ). B.94
2cr cr dw
Y si ahora derivamos respecto a r resulta:
laM 2 aM 2 _9% _
Sz MC0S°A+ 6 — bycos® Asend ———==10. B.95
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R R - .
a; =0y a—r‘“ = 0, de la ecuacion (f) sigue

Pero por otra parte como de (B.91) y (B.92) se tiene

2
que Z—f = 0. Entonces :r_ai) = 0, por lo que la ecuacién (B.95) queda:

1qM M
3= qicos2A + 61 = bycos2 Asent =0
2cr? c r3

%al + gbo seni =0 . B.96
Y, de nuevo, como esto debe valer para todo r y para todo A tenemos que:

a, =by =0 (B.97)

Conlo que las ecuaciones(B.78) , (B.91), (B.92) y (B.93) de las funciones generatrices se reducen
a

T = aO §898!
R, = B.99

R, = hs (B.100)
Ry =0 B.101

Con esto las ecuaciones (d), (e), y () se reducen entonces a:

% _

aa_o
4G
aw_o
3G
ar_O'

O sea que el Gauge no depende de ninguna variable espacial, y como se demostro antes que
G tampoco depende del tiempo, entonces G es una constante:

G = constante = G, (B.102)
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Apéndice C: Las simetrias del Hamiltoniano

En general cuando tenemos una transformacion canonica el nuevo Hamiltoniano,que usualmente
se designa con la letra K, no se obtiene por sustitucion directa de la viejas variables por las nuevas;
es decir que en general

k(0B ) = H(Qy Py ) €

Sin embargo, como veremos a continuacion, cuando si se puede obtener el nuevo Hamiltoniano
por sustitucion directa de las nuevas variables por las viejas variables, hay una relacion muy
importante entre la funcidon generatriz de la transformacion candnica y las cantidades
conservadas del sistema.

En forma mas precisa tenemos que, dada la transformacion Candnica:

{Qj = Q;(qupi,t)

C.2
P; = Pi(qi, iy t) €2

se dice que es una simetria del Hamiltoniano si el Hamiltoniano en las nuevas variables
K(Qj, P;, t) mantiene la misma relacion funcional que en las viejas variables, a menos de una
funcién del tiempo, es decir que :

K(Q;.P;t) = H(Q;, P t) + f(©) €3)
Ejemplo:

El Hamiltoniano de un oscilador arménico:

p> 1

Hzﬁ—zmwzqz (C.4)

Es invariante , en el sentido antes mencionado, bajo la transformacién candnica que intercambia
momentos por velocidades:

S

Q=10 (C5)
P = —muwq (C.6)
En efecto si tenemos en cuenta que la relacién entre K y H es tal que:

0K(q.p.t) _ OH(q,p,t)

o0 = QPg+ 5, (C7)
0K(qpt) _ O0H(q,p.t)

BT {Q, Pyt + “op (C8)

Se deduce en forma inmediata que si en las ecuaciones de la transformacion canonica no interviene
el tiempo (como ocurre en este caso) y, por lo tanto {Q, P} 4) = 0, se tiene que:

K(q,p,t) =H(q,p,t) + f (1) (C.9)
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donde f(t) es una funcion arbitraria del tiempo.

Por lo tanto de (C.4) y (C.9) sigue que:
K(q,p.1) =%—§mw2q2 + /() C.10

Reemplazando (C.5) y (C.6) en (C.10) se llega a:

2 1 p 2
K(Q,P,t) =2 4 1me? (- 2) 4 f(p)

K(@Q,P,t) = %wZQZ +5l + £ (b)
K@Q.P,t) =+ 2027+ £(t) c11

Es decir que se cumple que:

K(@Q,P,t) =H(Q,P,t) + f(t)
que es la condicién dada por (C.3) para una simetria del Hamiltoniano.

También podriamos imaginar un conjunto de transformaciones candnicas que dependan de un
parametro.Por ejemplo, la siguiente transformacion:

Q=qe’—Lt(e—e™) C.12
P =pe~* (C.13)

es una trasformacién candnica (como se puede comprobar calculando los corchetes de Poisson)
cuyo Hamiltoniano en las nuevas variables es:

K=H-2(e*-1+f(ts) . C.14

Naturalmente que el nuevo Hamiltoniano también depende del parametro s.

En términos generales una transformacion candnica uni-paramétrica vendra dada por un
conjunto de ecuaciones del tipo:

P . ., .’ t, S
{Q, Qa1 pit,s) 15
Pj = Pj(Qi' pi, L, S)
las cuales se reducne a la identidad para s = 0. Es decir que:
. i, Di, t’ S = 0 — .
{Q,(ql Pi ) =4q; 16
P;i(qi,pis t,s = 0) = p;

Por otro parte toda transformacion candnica implica la existencia de una funcion generatriz, que
en el caso de ser una funcion de tipo 1 cumple con la siguiente ecuacion diferencial:
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En la ecuacion diferencial dada por (C17) resulta que K, P;, Q; como asi también F; dependeran
del pardmetro s lo que no ocurre con H ni con las p; y las g;. Entonces si derivamos (C17)
respecto a s tenemos que:

2% 40, — P, a("“*?i)) = an) C.18

0K
;dt-l—Z(— ds as ds

Como paras = 0 transformacion se reduce a la identidad resulta que, bajo ese supuesto se verifica
que:

P =p; C.20

con lo cual (C.18) queda:

9K _ 9P _d (2% _4(%
] dt +2< | da pld(as s=0)> =d (% s:O) . c.21
Sumando y restando en el primer término de ésta ecuacion la cantidad % . dp; :

S=

9K 9P 42 _p.d (2% _ 20 N =q(22

as s=0 dt + Z ( ds s=0 dql + ds s=0 dpl pld (as S=O) ds s=0 dpl) o d (aS S=0)
0K oP; 2Q; 00Q; _ ﬂ

E s=0 dt + Z <_ E s=0 dql + g s=0 dpl B d (pl E)> o d (65 S=0)

Y reagrupando:

0K

as

P g 40
9s |l dql+

s=0 ds ls=0

=0dt+2(—

in) = a (%

0Q;
=0 + 2D g) C.22

S N

Esto significa que existe una funcion cuyo diferencial estd en el segundo miembro de esta
ecuacion:

=22 +3p s C.23

s=0 s

y que se relaciona con las transformaciones uni-paramétricas a través de las derivadas respecto al
parametro s en la forma :

26 _ _op

oa;  0sls=o (C.24)
Z_(’j - ?3_15{ s=0 (C.26)
Lo interesante de esta funcion G radica en su derivada total, dada por:
Z—f=i—f+2(§—iqi+§—§m) : C.27
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Esta ecuacion se pude reformular teniendo en cuenta las ecuaciones de Hamilton:

_on

qi =5 C.28
. oH

Con lo cual, reemplazando (C.28) y (C.29) en (C.27):

4G _ 0G | (9G 9H _ 9G 0H

PrimirrR? (6qi6pi op; api)' C.30

Si ahora empleamos las relaciones,entre las derivadas parciales de G y las ecuaciones de
transformacion , es decir (C.24), (C.25)y (C.26),en (C.30) se tiene que :

_ (3_H%
5=0 dp; 9s

dé _ 9K
dt ~ as

9H 20,
s=0 Op; Os

s:O) . C.31

Por otro lado si en la expresion del Hamiltoniano H(q;, p;,t) reemplazamos directamente las
viejas variables por las nuevas obtenemos la funcion tenemos:

H = H[Q](qu pi; t; S)r P(qu pi; t; S)r t] . §C32!

Esta funcion en general no es el Hamiltoniano, ni en las viejas ni en las nuevas variables, pues el

Hamiltoniano en las viejas variables ni siquiera depende de s.

Pero de todos modos es una funcion implicita del parametro s cuya derivada parcial respecto a
dicho parametro es :

C.33

oH[Qj(qipit:s).Pj(@ipit.s)t] 5 (a_H ap; | OH @)
ds - dp; s  0dp; 9s/ "’

Que, particularizada paras = 0, es justamente la sumatoria del segundo miembro de la ecuacion
(C.31), lacual queda:

dG _ 9K _ 9H[Q;(quput.s).Pj(@uputs)t]

o _on 2 _ C.34
dG d
'z=gK=HmA%mm®JW%m@ﬂdmﬂ' -

Esto en general no es cero, porque en general K # H[Q;(q:,pi, t,5), P;(qi, pi t, ), t].

Pero en el caso de gue la trasformacion sea una simetria del Hamiltoniano en el sentido en gue la
hemos definido aqui si gue es cero.

Por lo tanto, cuando hay una simetria (y solo en ese caso) tenemos que:

L _o . C.36
dt

Es decir que cuando la trasformacién es una simetria, entonces la funcion G es una constante de
movimiento.
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La funcion G suele denominarse “funcion generatriz’ de la transformacion canénica uni-
paramétrica lo cual puede inducir a confusiones con la funcién F; que también recibe el nombre
generatriz o generadora. Sin embargo, son conceptos totalmente distintos aunque relacionados
entre si por el hecho de que en la definicién de G figura F; (ver ecuacion(C.23))

En un analisis mas profundo y detallado se puede demostrar que para cada simetria del
hamiltoniano hay una cantidad conservada del sistema, y reciprocamente para cada cantidad
conservada del sistema_hay una simetria del Hamiltoniano (Torres del Castillo, 2018).

Esto hace que el enfoque Hamiltoniano sea mas “prolijo” que el enfoque Lagrangiano en el cual
se pueden obtener cantidades conservadas que no son independientes entre si, lo cual es
redundante, o que el Lagrangiano no tenga simetrias a pesar de que existan cantidades
conservadas.
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