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INDICE GENERAL

PRELIMINARES CAPITULO 1

Sea A # @ junto con una operacién binaria +
(A, +) es grupo < la + es asociativa, tiene elemento neutro y todo
elemento tiene opuesto.

(A, +) es grupo abeliano <= (A, +) es grupo y la + es conmutativa.

(R,+,-) es anillo <= (R, +) es grupo abeliano, la operacién binaria
- es asociativa y vale la propiedad distributiva del - respecto de la +.
Dado un anillo R

Un R- médulo a izquierda es un grupo abeliano A junto con una
funcién de Rx A — A tal que Vr,s € Ry Va,b € Ar(a+b) = ra+rb,
(r+s)a=ra+say

r(sa) = (rs)a

Sean A y B R-médulos

f A — B es un homomorfismo de R-mdédulos < Vr € Ry
Vm,n € A, f(rm+n) =rf(m)+ f(n).

Una categoria C es una clase de objetos (denotados A, B, C, - - - ) junto
con

i Una clase de conjuntos disjuntos denotados Hom(A, B) uno por
cada par de objetos en C (un elemento f, de Hom(A, B) es lla-
mado morfismo, o flecha, de A en B y denotamos f: A — B)

ii Para cada terna (A, B, () de objetos de C una funcién, que deno-
tamos o : Hom(B,C)x Hom(A, B) — Hom(A, C) (esto es para
morfismos f: A — By g: B — C, esta funcién se escribe
(9, f) — gofygof:A— C esllamada composicién de f y
g), sujeta a dos condiciones

e Asociatividad: ho(go f) = (hog)o f)
e Para cada objeto BdeC,d1p: B— BtalqueV f: A —
B,Yg: B— Csecumpleque lpof=fygolg=yg

Un funtor entre dos categorias C y D, es una F' : C — D que
asocia:
e todo objeto C' € C un objeto F(C) €Dy

e todo morfismo f : C; — C3 en C un morfismo F(f) : F(Cy) —
F(C3) en D. Ademas

e F' preserva morfismo identidad, es decir F/(Id(C)) = Id(F(C))
o Fgf) = F(9)F(f)-
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Observacién: F' induce mapeos de conjuntos:

Homc(Cl, CQ) — HomD(F(C'l), F(CQ))

» Un objeto inicial (si existe) en una categoria C es un objeto I tal
que por cada C en C existe exactamente un morfismo de I a C.

» Un un objeto terminal (si existe) en una categoria C es un objeto
T tal que por cada C en C existe exactamente un morfismo de C' a T'.

Todos los objetos iniciales deben ser isomorfos y todos los objetos
terminales deben ser isomorfos. Por ejemplo, en conjuntos, el conjunto
& es el objeto inicial y cualquier conjunto con solo un elemento es un
objeto terminal.

Un objeto que es inicial y terminal se llama un objeto cero. No
hay ningin objeto cero en conjuntos, pero 0 es un objeto cero en
Ab y en R-mod. Supongamos que C tiene un objeto cero, 0, entonces
existe un elemento distinguido en cada conjunto Homg¢(B, C'), a saber,
la composicion B —» 0 — C; que por abuso denotaremos, a este
mapeo, con 0.
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Capitulo 1

Complejos de cadena

1.1. Complejos de R-médulos

Dados dos homomorfismo de R-médulos f : A — Byg: B — C
podemos formar la sucesién

A . B—21-C
Diremos que esta sucesién es exacta (en B) si y solo si ker(g) = img(f).
Esto implica en particular que gf : A — C es cero.

Definicion 1.1.1. Un complejo de cadenas C. de R—mod es una familia
{Cr}nez de R-mddulos, junto con mapeos R-médulos d = d,, : Cp, — Cp—1
tal que cada composicion dod : C,, — Cp_o es cero.

Los mapeos d,, se llaman los diferenciales de C..

El kernel de dy, es el mddulo de n-ciclos de C., denotado Z, = Z,(C.).

La imagen de dy 41 : Cpy1 —> C, es el mddulo de n-bordes de C., denotado
B, = B,(C.).

Como dod =0, tenemos para todo n

0C B, CZ,CCy

Eln'" médulo homolégico de C. es el conjunto cociente H,(C.) = Z,, /B,
de C., como el punto en C. es molesto, a menudo escribiremos C por C..

Ejercicio 1 (Ejercicio 1.1.1). Sea C,, = Z/8 para n> 0y C,, =0 para n < 0;
para n>0 d,, manda x(mod 8) a 4x(mod 8).

i) Demostrar que C. es un complejo de Z/8-mddulos.
it) Calcular sus mddulos homoldgicos.
Demostracion. 1) Por hipdtesis

= 7Z/8 =1{0,1,2,3,4,5,6,7} para n>0
0 para n <0

Cr
Ch
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Sabemos que Z/8 es un Z-médulo

Luego tenemos la siguiente cadena de Z-modulo

dni1 dn di

Z)8 2 7,/8 AL

veamos que cumple la condicién deseada

Para todo n>0

dp o dpy1(x) = dp(4e) = 4(4z) = 162 = 8(2x) =0
Para todo n>0

dp odpy1(x) =0 pues d, =0

Luego

C. es un complejo de cadena de Z-moddulo.

ii) Como C. es un complejo de cadena de Z-mddulo podemos calcular sus
médulos homolégicos.

Ho(C) = Zy/Bo
={0,1,2,3,4,5,6,7}/{0,4}
= {{0,4},{1,5},{2,6},{3,7},{4,0},{5,1},{6,2},{7,3}}
={{0,4},{1,5},{2,6},{3,7},} ={0,1,2,3,4} = Z4

en el nuevo cociente.

paran < 0, H,(C) = Z,/B, =0/0 =0
paran >0, H,(C) = Z,/B,, = {0,2,4,6}/{0,4}
= {{0,4},{2,6},{4,0},{6,2},} = {0,2} ~ Zy en el nuevo cociente.
O

Existe una categoria CH(modR) de complejos de cadena R-médulos (a
derecha). Los objetos son, por supuesto, complejos de cadenas y las flechas
son lo que se define a continuacion:

Definicion 1.1.2. Un morfismo p : C — D es un mapeo de complejos
de cadena si y solo si es una familia de homomorfismo de R- mddulos py, :
Cn — Dy, que conmuta con d en el sentido que pn—1d, = d, p,.Es decir
tal que el siguiente diagrama conmuta

On+2 Sn+1 1) On—1
C te Cn+1 Cn = Cnfl
lu iun+1 lun l/"nl

5 5! s 5

n+2 n+1 n n—1
D T Dn+1 Dn anl

Ejercicio 2 (Ejercicio 1.1.2). Mostrar que un morfismo U : C — D de
complejos de cadena R-mddulos
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i) envia bordes a bordes y ciclos a ciclos, por lo tanto H,(C) — H,(D).

it) Probar que Hy, es un funtor de Ch(mod — R) a mod — R.

Demostracion.

i)

i)

Dado u : C — D morfismo de complejos de cadena, para cada n
tenemos u, : C,, — D, con up_1d, = dpuy.

Veamos que lleva bordes en bordes
Sea y € B, (C), queremos probar que u,(y) € By(D)
Como y € B, (C), entonces existe © € Cy,41 tal que d,(z) =y

un(y) = tn(dp(x)) = dny1(un(z))
por lo tanto, existe un(x) € Dpy1 tal que uy(y) = dpt1(un(x))
luego u,(y) € By (D).

Del mismo modo sea x € Z,(C) entonces dy(z) = 0¢, tenemos

dn(“ﬂ(*’”)) = Up—1(dn(x)) = un—1(0) = 0p

luego un(z) € Zn(D).
Ademas, esto nos permite definir H,(u) : H,(C) — H,(D), como

Hy (u)(T) = un(z)

Por tdltimo veamos que H,, es un funtor entre las categorias Ch(mod—R)
v mod — R.

-Por lo visto anteriormente, sabemos que: a cada complejo de cadenas C
le corresponde H,(C), el cual es un R —mod, y que dado un morfismo,
de complejos de cadenas de R — mod, u : C — D le corresponde
Hy(u) : H,(C) — Hp(D) morfismo de R — mod.

- El morfismo id : C — C' de complejos de cadenas, por apartado
anteriormente, induce H,(id) : H,(C) — H,(C) con H,(id)(T) =
id(z), el cual es el mapa identidad en H(C).

-Finalmente veamos que H,,(u2 o p1) = Hp(p2)Hy(11)

Sean p1 : C — D y pe : D — E morfismos de complejos de cadena
considero z € C),

Hy (2 0 pn)(T) = (p2 0 1) ()
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O]

Ejercicio 3 (Ejercicio 1.1.3). Sucesién de espacios vectoriales que
se parte Eligiendo espacios vectoriales { By, Hy}nez sobre un cuerpo, y
conjuntos Cy, = B, & H,, & B,,_1. Demostrar que la proyeccion-inclusion
in : Cp, — Bp—1 C Cp—1 hace a {C,} un complejo de cadena. Y que todo
complejo de cadena de espacios vectoriales es isomorfo a un complejo de
esta forma.

Demostracion. Sean { By, Hy, } ez espacios vectoriales sobre un cuerpo, con-
sideremos los conjuntos C,, = B,®H,,®B,_1 €, : Bo®H,®B,_1 — Bp_1
con ip (bp, Py bp—1) = (bn—1,0,0). Veamos que i 0 i =0

Ip—1 O Zn(bna hna bn—l) = in—l(in(bvu hna bn—l)) = in—l—l(bn—l, 07 0) = (07 07 0)

Luego {C}} es un complejo de cadena.

Sea {V,,} un complejo de cadena de espacios vectoriales, asi cada d,, : V,, —
Vn—1 es una transformacion lineal, sabemos que Z,, C V,, v Bp,—1 C V1
son subespacios vectoriales. Por primer teorema de isomorfismo tenemos:

Vi~ Z, &V, /2,

y Imd,, = Bp_1 ~ V,,/Z,, para todo n. Ademas y por ser {V,,} un complejo
de cadenas tenemos que B,, C Z,, luego:

Zn ~ By, ® Zy,/By,
Finalmente tenemos:

Vi~ Z, P Bn_1
Vn = Bn @ Zn/Bn @ anl
Vio>~B,$® H,® B,_1.

O]

Ejercicio 4 (Ejercicio 1.1.4). Sean A un R— mddulo y C' un complejo de
cadena de R—mddulos

i) Mostrar que {Hompg(A,Cy)} forma un complejo de cadena de grupos
abelianos.

i) Tomar A = Z,, mostrar que si H,(Hompg(Z,,C)) = 0, entonces
H,(C) =0. ses cierta la vuelta?

Demostracion. .
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i) - Hompg(A,C),) es grupo abeliano ya que:
Dadas f,g,€ Hompg(A,C,) como C,, es grupo abeliano tenemos:

(f+9)(a) = f(a) + g(a) = g(a) + f(a) = (g + f)(a)
- {{Hompg(A,Cy,)},d} es un complejo de cadena con

d, : Homg(A,C,) — Hompg(A,Cp_1)
f = %(f) =dpo f

Para esto debemos probar que:

d,, es homomorfismo
dn(f+9)(a) = dno(f+9)(a) = du(f(a)+g(a)) = du(f(a)) +dn(g(a))

= (dn(f) + dn(9))(a).
dp—10d, =0

(dn—10dn)(f) = dn1(dn(f)) = dn—1(dn(f))
= dn—1 0 (dn(f)) = (dn-1 0dn)(f) =0.

Luego {{Hompg(A,Cy)},d} es un complejo de cadena, de grupos abe-
lianos, con

dy, : Homg(A,Cp) — Hompg(A,Cp_1)
[ a(f) =dpof

ii) Debemos probar que reemplazando A = Z,, en el apartado anterior,
H,(Homg(Z,,C)) = 0, implica H,(C) = 0, esto es lo mismo que
probar que ker(d,) = Img(dp+1)

-Sabemos que I'mg(d,+1) C ker(dy,)
-Veamos que ker(d,,) C Img(dn41)

La funcién idy, : Z, — C, es tal que 0, (idz,) = 0, o idz, = 0 pues
Z, es el kernel de 6,

luego idz, € ker(d,) = Img(dn+1)
por lo tanto 3g € Hom(Z,,, Cpn+1) tal que 6,,11(g) = idz,
entonces Vx € Z,, = ker(d,,) sucede que d,,+1(g(x)) = idz, (x)

luego Op+1(g9(x)) =z .. Jy = g(x) € Cpy1 : Ont1(y) = x es decir que
x € Img(dn41) por lo tanto

ker(d,) C Img(dp+1)
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Definiciéon 1.1.3. Un morfismo C. — D. de complejos de cadenas se
llama quasi-isomorfismo si los mapas H,(C.) — H,(D.) son todos iso-
morfismos.

Ejercicio 5 (Ejercicio 1.1.5). Probar las siguientes equivalencias para todo

C.
i) C. es exacta, esto es, exacta para todo C,.
ii) C. es aciclica, esto es H,(C.) =0 para todo n.

i11) El mapa 0 — C. es un quasi-isomorfismo, donde 0 es el complejo de
cero modulos y cero mapas.

Demostracion. i) = ii)
Como C. es exacta tenemos I'm(d,+1) = ker(d,,) para todo n, esto es B,, =
Zn, luego

Ho(C.) = Zn/Bn = ZnZn = 0,Yn.

Asi C. es aciclica.

i) = iii)

El mapa u : 0 — C. induce el mapa @ : 0 — H,,(C.), como por hipdtesis
C. es aciclico, se sigue que T es isomorfismo.

iii) = i)

Por hipétesis tenemos que 0 — C. es un quasi-isomorfismo, entonces por
definicién para cada n tenemos que H,(C) ~ 0, asi H,(C) = Z,,/B,, = 0,
luego Z,, = B,, concluyendo que {C} es aciclico. O

Ejercicio 6 (1.1.6). Homologia de un grafo Sea I' un grafo finito con
vértices V., (v1,...,vy), y flechas E, (e1,...,eg). Si orientamos las flechas,
podemos formar la matriz de incidencia del grafo. Esta es una matriz, V X F,
cuya entrada (ij) es +1 si la flecha ej comienza en v;, —1 sie; finaliza en
v;, Yy cero en otro caso. Sea Cy el R-mddulo libre de los vértices, C1 el R-
modulo libre de las flechas, C,, =0 sin # 0,1 y d: C1 — Cy la matriz de
incidencia. Si I estd conectada ( es decir podemos llegar desde vy a cualquier
otro vértice al trazar un camino con flechas), mostrar que Hy(C) y H1(C)
son R-mddulos libres de dimensiones 1 yV — E — 1 respectivamente. (El
nimero V. — E — 1 es el nimero de circuitos del grifico). Sugerencia: Elija
la base {vo,v1 — v, ...,vy — v} para Co, y use una ruta desde vy a v; para
encontrar un elemento de C1 mapeando a v; — vg

Demostracion. Sea M la matriz de incidencia del grafo, t : F — V el
mapeo de llegada y s : E — V el mapeo de partida tal que si e es una
flecha que une v; con v;, entonces t(e) = vj, s(e) = v; y Me = t(e) — s(e).
Si e es una flecha que une v; con v;, entenderemos —e como la orientacién
inversa, es decir es la misma flecha que une v; con v;, por lo tanto t(—e) =
s(e), s(—e) = t(e) y M(—e) = —Me. Sea ey,...e, un camino entre los
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vértices v; y v;.Esto quiere decir que: ej es una flecha, e € E o —e € E'y
que:

» s(e1) = v, pues el camino comienza en v;.
» t(er) = s(ex+1), el ex v el ex41 son consecutivos.

= t(e,) = vj, pues el camino termina en v;

r

Si calculamos M ( zr: ex) = Y, M(ex) = ZT: (t(eg) —s(ex)) = tley) — s(er) =
k=1 k=1 k=1
Uj — Vj.

Por lo tanto, si existe un camino de v; a v; el elemento v; — v; pertenece
a la imagen de M, como I" es un grafo conectado existe un vy € {v1,...,vy}
tal que existe un camino de vy a v;, luego todo elemento de la forma v; — vy
pertenecen a la imagen. Considero {vg, v1 —vp,...,vy —vg} base de Cy =V

Supongamos que vg pertenece a la imagen de M, es decir que existe un
camino e de v; a v; tal Me = vy entonces v; — v; = vy luego {v1,..., vy} no
es base de Cy = V.

Como Hy(C) = Cp/ImgM aplicando estas dos tltimas observaciones

Ho(C) = {vo}.
Luego es libre y
Dim(Hy(C)) =1

Como H,(C) = KerM/{0} = KerM que como es libre, por ser subgrupo
de un grupo abeliano libre, para su dimensién utilizamos el teorema de
dimensién

Dim(E) = Dim(KerM) + Dim(ImgM)

luego

Dim(KerM) =Dim(E) — Dim(ImgM)
=Dim(E) — (Dim(V) — 1)
=Dim(E) — Dim(V) + 1

Por lo tanto
Dim(H1(C)) = Dim(E) — Dim(V) + 1

1.2. Operaciones sobre complejos de cadenas

El punto principal de esta seccion es que los complejos de cadenas forman
una categoria abeliana.
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Una categoria A se llama Ab-categoria si cada Hom (A, B) en A tiene
estructura de grupo abeliano de tal manera que la composicién se distribuye
sobre la suma. En particular, dado un diagrama en A de la forma

tenemos h(g+¢')f = hgf + hg'f en Hom4(A, D).

Observaciéon 1. Para todo de par de objetos (A, B) en A tenemos que
Hom (A, B) tiene estructura de grupo abeliano con alguna operacion que
llamaremos suma de morfismos, por esta razom existe un morfismo e €
Hom (A, B) tal que para toda f € Hom (A, B)

fre=f=e+f

ahora veamos que pasa con respecto a la composicion , supongamos que
g € Homa(B,C) se cumple:

g(f) =9(f +e)=g(f) +g(e)

Concluimos que existe un morfismo que se comporta como el morfismo nulo
a pesar de que la definicion de Ab-categoria no habla de la existencia de un
objeto cero.

La categoria Ch es una Ab-categoria porque podemos agregar mapas de
cadenas en grado; si {fn} y {gn} son mapas de cadenas de C. a D., su suma
es la familia de mapas {fn + gn}-

Un funtor aditivo F' : B — A entre Ab-categorias B y A es un funtor
tal que cada Homp(B',B) — Hom(FB', FB) es un homomorfismo de
grupos.

Una categoria aditiva es una Ab-categoria A con objeto cero (esto es
un objeto que es inicial y terminal) y un producto A x B para todo par A, B
de objetos en A, esta estructura es suficiente para hacer que los productos
finitos como coproductos finitos sean iguales.

El objeto cero en Ch es el complejo ”0” de mddulos y mapas cero. Dada
una familia {As} de complejos de R-mddulos, el producto [[ Ao y copro-
ducto (suma directa) ®A, existen en Ch y son definidos gradualmente: los
diferenciales son los mapas

Hda : HAa,n — HAa,n—l y Ddy: @aAoz,n — @aAa,n—l

respectivamente. Esto es suficiente para convertir a Ch en una categoria
aditiva.

Ejercicio 7 (Ejercicio 1.2.1). Demostrar que la suma directa y el producto
directo conmuta con la homologia, es decir:
OHo(A) = Hy(©40) y [1 Ho(Aa) = Hy(ITAa)  para todo n.
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Demostracion. Sea {((Aa)-, da) }acr una familia de complejos de cadenas de
R— médulo. Por lo anterior sabemos que C'h es una categoria aditiva, donde
®A, es un objeto de Ch con diferencial d = ©dy : DaAan — Padan—1-
Es decir que todo elemento de a € @4 A, se puede escribir como a = (aq)aer
con a, € A, y todas salvo una cantidad finita de a, es cero, denotamos a
estas con (aq).. Luego tenemos da = (dqaq).. Asi da = 0siy solo si dyaq =0
para todo « € I. Sea el siguiente mapa

¢ Hy(®Ay) — ©H,(Ay)

[(aa)] — ([aa])
Para ver que estd bien definida observemos que [(aq)] = [(al,)] si y solo
si [(aq — al,)] = [0] Esto es cierto si y solo si existe (by) € ®A, tal que
d(by) = (daba) = (an — al,) lo cual es verdad si y solo si al, + doby = aq
para todo o € I.Es decir que si [(aq)] = [(a),)]

«

¢([(aa)]) = ([aa]) = (lag + daba]) = ([aa]) = 8([(aa)])

Luego

[(aa)] = [(aq)] si'y solosi ¢([(aa)]) = d([(an)])

De la misma manera se puede probar que el mapa
Y ®Hp(Ay) — Hp(DAL)

(laa]) — [(aa)]

estd bien definida.
Claramente las dos son homomorfismos de grupos abelianos.
Veamos a que es igual ¢:

P9 ([aa]) = dl(aa)] = ([aa])

De la misma manera  ¥¢[(aqn)] = [(aq)]
Asi ¢ es un isomorfismo con inversa ¥, luego

®H,(Ay) = H,(DAL)

Para demostrar que la homologia conmuta con el producto directo, sea
{((Aq).,do) }aer una familia de complejos de cadenas de R— médulo y con-
sideremos el siguiente diagrama

ko

Ker(dy)

| T |
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Como primer paso queremos probar que [[, ko es un kernel de §. Del dia-
grama anterior tenemos

[, ko I1., da
Ha K@T(da) - Ha Aa,n - Ha Aa,n—l

A T T

Ker(5) — 1, Ao — [, Aan-1

como ¢ =[], 0o entonces § [, ko = 0 Veamos que [], ko es universal con
respecto de esta propiedad. Sea g : B — [], Aa,n tal que ég = 0, como k
es un kernel de 4, existe un tnico h : B — ker(9) tal que g = hk , luego
tenemos el siguiente diagrama

ka

Ker(dy)

=

h k
0
B Ker(g) Ha AO&,'IZ Ha AOL,’I’I—I

Luego como 7,9 : B — Ay es tal que 0amag = 0y ko es un kernel
entonces existe f, : B — ker(d,) tal que mag = kqfa, por lo tanto el
diagrama anterior resulta

ke Oa
K@r(da) Aa7n AOA,TL—].
fa T T
T
/K 5 k s
B er(g) Ha Aoc,n — Ha Aa,n—l
que lo podemos escribir como
B—22 Ker(da) 2 Ay — 2 Ay
W & T
h Ker(8 i d
B e'r(g) Ha Aoc,n - Ha Aa,n—l

luego existe, un tdnico, f : B — Ker(0) tal que g =[], ko f-
Por lo tanto [[,, kq es un kernel de 6.
Luego tenemos la siguiente sucesién exacta diagrama

0— H ker(0q) — HAa,n — Img(6) — 0

es decir que

Img(8) = [ Aam/Ker(8) = [ [ Aam/ [ [ Fer(sa) (1)
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0 — ker(0q) — Aan — Img(6y) — 0

0— H ker(6q) — HAoc,n — HImg(éa) —0
Por lo tanto

HImg HAan/Hk‘er

que por (1)
Img(6) = HImg(5

Luego

H”(H Ao ) = Ker(6)/Img(6) err HImg

«

Hy([ ] Aam) = [ ker6a)/ [ [ Tmg(6a) (2)

Considero la sucesién exacta

es decir

0 — Img(6n) — Ker(do) — Hn(Aan) — 0
luego como [] es epi

0— HImg((Sa) — HK@T((Sa) — HHn(Aa,n) —0

es exacta por lo tanto

HHn(Aam) = HKer(éa)/ HImg(5 )

por (2)

H Hn(Aa,n) = Hn(H Aa,n)

(67

O

Aqui hay algunas construcciones importantes en complejos de cadenas.
Un complejo de cadenas B se llama un subcomplejo de C' si cada B, es
un submddulo de Cy, y el diferencial en B es la restriccion del diferencial en
C, es decir, cuando las inclusiones en i, : B, C C, constituyen un mapa
de cadena B — C. En este caso podemos ensamblar los mddulos cociente
Cy /B, en un complejo de cadenas

é 1) 1)
S n+1/Bn+1 ch/Bn chfl/anl — ...
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que denotamos C/B y llamamos complejo cociente. Si f : B — C es
un mapa de cadenas, los kernels {ker(f,)} se ensamblan para formar un
subcomplejo de B denotado ker(f), y los cokernels {coker(f,)} se ensamblan
para formar un complejo cociente de C' denotado coker(f).

Definiciéon 1.2.1. En una categoria A, un mapa f: B — C

f es moénico si fg1 = fgo implica g1 = go para todo par de mapas
g1,92: A — B,

f esepi si hif = hof implica hy = hs para todo par de mapas hy, ho :
C —D.

Ejercicio 8 (Ejercicio A.4.1). Sea A una Ab-categoria y f : B — C un
morfismo. Mostrar que:

i) f es mdnico <= para todo mapa no nulo g: A — B, fg#0
it) f es epi <= para todo mapa distinto del cero h: C — D, hf #0

Demostracion. i) Sea f: B — C moénico en 4, supongamos que existe
mapa no nulo g : A — B tal que fg = 0, en Homy(A, B) existe
el mapa nulo, asi fg = f0 como por hipdtesis f es moénico g = 0,
absurdo. Sean los mapas gi,¢2 : A — B tales que fg1 = fg2, como
A es una Ab-categoria, para todo par de objetos Hom 4(A, C) grupo
abeliano tenemos

fa1 = fge
fgl - fQQ = OHomA(A,C)
f(91 = 92) = Orom 4 (a,0)

Usando la hipétesis tenemos que g1 — g2 = Ogom 4(a,0), luego g1 = g2
asi f es moénico. De forma andloga.

ii) Sea f : B — C un epi en A, supongamos que existe un mapa no
nulo h : C — D tal que hf = 0, como A es una Ab- categoria, en
todo grupo abeliano Hom (-, -) existe el mapa nulo asi tenemos que
0f = 0, luego hf = 0f como por hipétesis f es epi, h = 0 absurdo.
Sean los mapa hi,he : C' — D tales que hif =2 f luego:

hif =ha f
hif — haf =0nom 4 (B,D)
(h1 = h2)f =O0nom4(B,D)
Se sigue usando la hip6tesis que hy — ha = Opop, (B, D) luego hy = ha,

asi f es epi.
O
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Observacion 2. En una categoria aditiva, denotaremos al coproducto como
C1 ® Cy, como existe por definicion existen 11 : C1 — C1 ® Coy y 12 :
Cy — C1 & Cy, ademdas por ser C1 @ Co también un producto existen
m :C1@®Cy — C1 ymo: C1 & Cy — Oy, notemos lo siguiente

T :C1 — CidCy — 4

um :C1®Cy — Cp — C1 @ Cy

Notemos que w11 = idc,, esto es tiene inversa a izquierda luego 11 es moni-
co. Veamos que w1 es epi, sean g1, gs : C1 — C, para algin objeto C' en A;
supongamos gim = gaom componiendo con 11 tenemos:

9111 = gomoty = g1(mi11) = g2(m2t1) = g1 = ¢

Definicién 1.2.2. En cualquier categoria aditiva A, un kernel de un mor-
fismo f : B — C se define como un mapa i : A — B tal que fi =0 y
eso es universal con respeto a esta propiedad (es decir para cada morfismo
e: A — B en A tal que fe = 0 se factoriza a través de A como e = i€
para un unico ' : A’ — A). Dualmente, un cokernel de f es un mapa
e: C — D, que es universal con respecto a la propiedad ef =0 ( es decir
para cada morfismo g : C' — D' en A tal que gf = 0 se factoriza a través
de D como g = ¢g'e para un unico g’ : D — D’). (La definicion de mdnico y
epi en una categoria no abeliana es ligeramente diferente). Es fdcil ver que
cada kernel es monico y que cada cokernel es un epi.

Ejercicio 9 (Ejercicio 1.2.2). En la categoria aditiva A de R—-mddulo mos-
trar que:

i) La nocion de kernel, mdnico, y monomorfismo es la misma.

ii) La nocién de cokernel, epi y epimorfismo son lo mismo.
Demostracion.

i) Sean A, B,C € A, f: B — C morfismo de R-mod.

a) Sii es kernel entonces es moénico
Como por hipétesis i es un kernel de f tenemos i : A — By
fi=0.Sean h,g : D — A tal que ig = ih, es decir tenemos el
siguiente diagrama

D
e

gl|llh
A—ispt. ¢

debemos probar que g = h

f@ih) = (fi)h = Oh = 0 por lo tanto f(ih) = 0 y como i es
universal con esta propiedad entonces ih = ie para una Unica e
pero th = ih y th = ig luego h = ¢
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Si f es ménico entonces es monomorfismo.
Como f es ménico si fg = fh entonces g = h, graficamente esto
es,

D
e
9l|n
A—t-p-t.c
Consideremos
i
kerf 5B T.c
con 7,la funcién inclusién, es claro que fi = f6 entonces ¢ =60 y
como i es inyectiva entonces ker f = 0

f es monomorfismo entonces kernel

Como f es monomorfismo, entonces Kerf = {0} considero la
funcién inclusién ¢ : Kerf — B, claramente fi = 0, veamos que
vale la propiedad universal, sea g : X — A tal que fg =10

N
f4p— T ¢

luego g(X) C Kerf = 0 entonces g(X) = 0 por lo que g = 0,
luego g = 70 supongamos que existe ¥ tal que g = 1) =0

X

ker

X
lwx 9
i /
kerf B C

como i es inyectiva ¢ = 0

ii) Sean B,C,D,D' € A, f : B— C morfismo de R — mod.

Si e es cokernel entonces es epi

Como por hipétesis e es un cokernel de f tenemose: C — Dy
ef =0.Sean h,g: D — D’ tal que ge = he, es decir tenemos el
siguiente diagrama

B—f>C—e>D

I

Dl

debemos probar que g = h
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(he)f = h(ef) = h0 = 0 por lo tanto (he)f = 0 y como e es
universal con esta propiedad entonces he = h'e para una tinica h’
pero he = he y he = ge luego h =g

Si f es epi entonces es epimorfismo.
Como f es episi gf = hf entonces g = h, graficamente esto es,

!

B—=(C—°~D

N

C/

Consideremos
B~ 0 == C/Imy(f)

0f = 7 f entonces § = 7y como 7 es sobre entonces Img(f) = C
luego f es epimorfismo
f es epimorfismo entonces cokernel

Como f es epimorfismo, entonces I'mg(f) = C considero la fun-
cién proyecciéon w : C' — C/Img(f), claramente 7 f = 0, veamos
que vale la propiedad universal, sea g : C — X tal que gf =0

B0 —ZC/Imy(s)
g
%

X

Luego f(B) C Ker(g) entonces , como f es un epimorfismo,
C C Ker(g) por lo tanto g = 0 luego g = 67 supongamos que
existe v tal que g =y =0

B—lC—ZC/tmg(f)

\64\\3)&

como 7 es sobreyectiva entonces 1) = 6

O]

Observacién 3. Sean A, B y C objetos de Ch(A) y sea f: B — C mapa
de cadenas entonces:

i) f es mdnico siy solo si fn: B, — C,, es mdnico para todo n

ii) f es epi siy solo si fn: B, — C,, es epi para todo n
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Demostracion. 1) f es ménico <= (fg = 0 = g = 0, con g mapa de
cadenas) <= (Vn, fngn = 0 = g, = 0) <= f,, es moénico.

ii) Se prueba de forma andloga a la anterior.
O

Ejercicio 10 (Ejercicio 1.2.3). Supongamos A= Ch y f: B — C es mapa
de complejos de cadena. Mostrar que el complejo ker(f) es el kernel de f y
que coker(f) es el cokernel de f.

Demostracion. Sea f : B — C un mapa de complejos de cadenas, para
cada f, tenemos ker(f,) es submdédulo de B, para todo n, ademds si de-
finimos el diferencial en ker(f) como el nulo, coincide con el diferencial en
d |er(f,)= 0, luego por definicién subcomplejo de B por definicién. Defini-
mos i : ker(f) — B un mapa de cadenas, claramente tenemos fi = 0,
ademds para cada n, i, : ker(f,) — B, es la funcién inclusién la cual es
monomorfismo, luego por ejercicio anterior 4, es kernel de f,, para todo n.
De forma anéloga para coker(f). O

Definicion 1.2.3. Una categoria abeliana es una categoria aditiva A tal que
1. cada mapa en A tiene un Kernel y un cokernel.
2. cada mdnico en A es el kernel de su cokernel.
3. cada epi en A es el cokernel de su kernel.

El prototipo de categoria abeliana es la categoria R-mod de R- mddulos.

Definicién 1.2.4. Sea A una categoria abeliana, un subobjeto de un objeto
B es un objeto A junto con un morfismo mdnico A — B

Definicion 1.2.5. Sea f: B — C un morfismo en una categoria abeliana
A, y sea e : C — D para algun objeto D un cokerf, entonces

Imf = ker(cokerf) = kere

En la categoria de R-mddulos, im(f) = {f(b):be B}, kerf ={be B:
f(b) =0¢c} y cokerf = CJimf. Cada mapa f en una categoria abeliana se
factorea como:

B—5%Im(f) *—=C
con e un epimorfismo y m un monomorfismo. Una sucesion
f g
A—sB—C

de mapas en A se dice exacta (en B) si ker(g) = Im(f).
Una subcategoria B de A se dice subcategoria abeliana si es abeliana y
toda sucesion exacta en B es exacta en A.
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Ejercicio 11 (Ejercicio A.4.2). Mostrar que A°P es una categoria abeliana
si A es una categoria abeliana.

Demostracion. Por definicion Obj(A) = Obj(AP), sea f : C — B un
mapa en A por definicién existe, en A, f : B — C' el cual tiene kernel
i: A — B con fi =0, con una propiedad universal, se cumple que en A
existe i? : B — A

PP = (fi)7 =0

luego P es el cokernel de f°P de forma andloga se muestra la existencia del
kernel de f°P.

Sea f°P : C' — B un moénico en A, por definicién tenemos que f : B — C
es epi luego este es cokernel de su kernel 7 : A — B en A, esto es:

A—i>B4f>C

N

C/

Por ser f = coker(i) en A se cumple fi =0, y si gi = 0 entonces existe una
unica h con hf = g. Dualizando el diagrama anterior tenemos en A°P:

A<£B<fi0

Th()p
g°P

C/

asi tenemos 0 = (fi)? = P fP ademé&s como (gi)°’ = iP¢g°? = 0 existe
una tnica h% con (hf)? = fPhP? = g°P esto es fP es el kernel de i? el
cual es su cokernel ya que en A i era kernel f.

De forma analoga se prueba la otra propiedad, luego A es categoria abe-
liana. O

Si A es cualquier categoria abeliana, podemos repetir la discusion de la
seccion 1.1.para definir complejos de cadena y mapas reemplazando mod — R
por A.Estos forman una categoria aditiva Ch(A) y la homologia se convierte
en un funtor de esta categoria en A. A continuacion escribiremos Ch por
Ch(A) cuando se sobreentienda A

Teorema 1.2.6. La categoria Ch = Ch(A) de complejos de cadena es una
categoria abeliana.

Ejercicio 12 (Ejercicio 1.2.4). Mostrar que la sucesion 0 — A. — B. —»
C. — 0 de complejos de cadena es exacta en Ch(R — mod) solo en el caso
que cada sucesion 0 — A,, — B, — C, — 0 es exacta.
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Demostracion. Sea f: A — By g: B — C morfismos de complejos de
cadenas,por ejercicio anterior el subcomplejo ker(f) = {ker(f,)} es el kernel
de f, del mismo modo el subcomplejo Im(g) = {Im(g,)} es la imagen de g,
como por hipétesis cada sucesion 0 — A, — B, — C,, — 0 es exacta
tenemos Im(f,) = ker(g,) para todo n, luego el subcomplejo Im(f) =
ker(g) asi por definicién 0 — A. — B. — C. — 0 es exacta. O

Definicion 1.2.7. En una categoria abeliana una sucesion exacta 0 —
A — B — C — 0 se parte si se cumple alguna de las siguientes condi-
ciones equivalentes:

i) El mapa A — B tiene una seccion.

ii) El mapa B — C' tiene una retraccion.
iii) B=A® C' para algin sub objeto C' de C
iv) B=A"® C para algin sub objeto A" de A

Truncamiento 1.2.8. 5i C es un complejo de cadena y n es un entero, de-
0 st 1<n
notamos >, C al subcomplejo de C definido por (1>,C); =< Zp, st i=n
C;, si i>n
esto es
5n 6n71
o 0— 2, —Cp_1—— ...

Claramente H;(7>,C); = 0 para i < n y Hi(t>,C); = H;(C) para i >
n.El complejo 7>,C se llama el truncamiento (bueno) de C debajo de n, y
el complejo cociente T<n,C = C/(1>,C) se llama el truncamiento (bueno) de
C arriba de n;

Esto es:

6n+1 1 677,71
e Ct s Oy = O

y el subcomplejo

6n (Snfl

00— 2, —Cj_1 —— ...

constderamos el complejo cociente

e Co1 2 12— 0.
Hi(1<nC); = Hi(C) parai <n y 0 parai>n
Algunas variantes menos ttiles son los truncamientos estrictos de T<,C
Y TsnC = C/7<nC. Por definicion (1<nC); es C; sii <ny0 sii>n
Estas tienen la ventaja de ser mdas fdcil de describir pero la desventaja
de introducir el grupo de homologia Hy(7<,C) = Cy /By,
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Traslacién 1.2.9. El cambio de indices, o traslacidn, es otra operacion util
que podemos utilizar en complejos de cadena o cocadena. Si C es un complejo
y p es un entero, formamos un nuevo complejo Clp| de la siguiente manera:

Clpln = n+p

con diferencial(—1)Pé. Llamamos C[p] a la p traslacion de C. La manera de
recordar el cambio es que la parte de grado cero de C[p] es Cp. La convencion
signos esta disenada para simplificar la notacion mas adelante. Tenga en
cuenta que la traslacion cambia la homologia.

Hn(Clp]) = Hnip(C)

Hacemos la traslacion de un funtor cambiando los indices en los mapas de
cadena. Es decir, sif : C — D es un mapa de cadena, entonces f[p] es el
mapa de cadena dado por la formula

f[p]n = fn+P

Ejercicio 13 (Ejercicio 1.2.7). Si C' es un complejo, mostrar que las si-
guientes sucesiones de complejos son exactas:

0— Z(C)— C — B(C)[-1] — 0;
0 — H(C) — C/B(C) —¢ Z(C)[-1] — H(C)[-1] — 0

Demostracion. Probaremos que cada sucesion 0 — Z,(C) — C,, —
B, (C)[—1] — 0 es exacta y aplicaremos el resultado del Ejercicio 1.2.4,
tenemos:

1. 0: 0 — Z,(C) de donde Im(0) = 0¢,

2. i: Zp(C) — C), donde i es la funcién inclusién, luego ker(i) = 0¢, y
por definicién de funcién inclusién Im(i) = Z,(C).

3. Recordando la definicién de traslacién tenemos B, (C[—1]) = 1(0)
y como d,, : C,, — B,,_1 por definicién Im(d,) = B,—1(C)y ker( n) =
Zn(C)

4. 02 : B,,—1(C) — 0 donde ker(02) = B,,—1(C), por ser el mapa nulo.

Luego la sucesiéon 0 — Z(C') — C — B(C)[—1] — 0 es exacta.
De forma andloga probaremos la exactitud de

0 — H,(C) — Cp/Bn(C) —¢ Z,(C)[-1] — H,(C)[-1] — 0
1. i: Hy(C) = Z,/B, — C,/B, con i(x) = z, asi
Ker(i) ={z € H,(C) | i(x) = Ocn/Bn} ={x e H,(C) |z € B,} = B,.

Por definicién de i y como Z,, C C), tenemos Im(i) = Z, /B,
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2. Z,(C)[-1] = Z—1 D By_1, asi definimos d,, : C,,/B, — Z,_1, con

dp(x + B) = dp(z) + dn(B) =dp(z) € Bp—1 C Zp—1

ker(d,) ={z € C,,/By, : dn(z) =0¢, ,} = Zn/Bn
Im(dn) = Bn—l
3. Tenemos
I Zn—l — Hn—l
T— 2
como 7 es la proyeccion tenemos I'm(mw) = Hy_1 y ker(m) = Bj—1.

Finalmente teniendo en cuenta que la primer y ultima funcién son nulas
tenemos que la sucesién es exacta. O

1.3. Sucesiones exactas largas

Teorema 1.3.1. Sea 0 — A. — B. — C. — 0 una sucesidn exacta
corta de complejos de cadenas. Entonces existe un mapa natural

On : Hy(C.) — H,—1(A)
llamado morfismo de conexion, tal que:

5n+1 6”

..—H,(A)—H,(B.)— H,(C.) —>H, 1(A.) ——...

es una sucesion exacta larga.

Ejercicio 14 ( Ejercicio 1.3.1). Sea 0 — A. — B. — C. — 0 una
sucesion exacta corta de complejos de cadenas. Mostrar que si dos de los
tres complejos de cadenas A., B. y C. son exactos, entonces el tercero lo es.

Demostracion. Sean f: A. — B.y g: B. — C. morfismos de complejos
de cadenas, f vy g, las funciones inducidas sobre los respectivos espacios de
homologfa. Sin perdida de generalidad supongamos que A. y C. son exactos
luego por Ejercicio 1.1.5 tenemos que A. y C. son aciclicos, asi H,(A.) =
0y H,(C.) = 0 para todo n. Aplicando el teorema anterior tenemos la
siguiente sucesion exacta larga

On41 fn Tn On
.

0—2H,(B)2 >0 0

Luego 0 = im(f,) = ker(g,) = H,(B.), para todo n, luego B. es aciclico,
por lo tanto exacto.
De forma analoga se prueban los otros casos. O
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Ejercicio 15 (Ejercicio 1.3.3). En un diagrama conmutativo:
Ay sy ;R

N

A—l.p Y. c . p_t.E

con filas exactas en una categoria abeliana probar que
i) Si B yd son mdnicos y « es epi entonces y es monico.
ii) Si B y o son epis y € es mdnico entonces 7y es epi.

Demostracion. i) Seaz € C' tal que ~(x) = 0¢, aplicando h tenemos
h(y(x)) = 0p, como el el diagrama conmuta
d(h'(x)) = 0p, por hipdtesis § es ménico, luego
R (z) = 0pr, entonces z € ker(h') = Im(g’).

Asi Jzp con g/(zp) = =z, aplicando v y usando que el diagrama
conmuta, tenemos

V(@) =(g/(zp)) = g(B(zp)), como y(x) = 0,
B(xp) € ker(g) = Im(f) entonces Ja € A con f(a) = B(xzp), por
hipétesis « es epimorfismo, luego x4 con a(z4/) = a,por lo tanto

B(zp) = f(a) = f(a(za)) y como el diagrama conmuta
Blew) = flalwa)) = B(f (wa)) que demuestra

Blzp) = B(f (za)),

como [ es ménico f'(x /) = xps, aplicando ¢’ tenemos

d(f'(ra)) = ¢ (xp) finalmente como g/f7 = 0 nos queda 0 = g'(zp/)
y como z = ¢'(zp/)
z = 0¢

ii) Veamos que 7 es epi. Sea y € C, como § es epi Jxp € D’ con
d(xzpr) = h(y), ya que el diagrama conmuta

t(h(y)) = t(6(xp)) = e(t'(zpr)) = 0p

t'(xpr) = 0pr por ser € es ménico,
Jzcr € C1 con W (o) = xpr, ya que xp € ker(t') = Im(h')
Como el diagrama conmuta tenemos que

O(h(zcr)) = h(y(zcr)) = h(y),
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luego h(y(zer) —y) = 0 esto es y(xcr) —y € kerh = Img, asi b € B
con g(b) = y(x¢r) —y, como S es epi I’ € B’ con (V') = b, finalmente
como el diagrama conmuta tenemos:

(g (V') = g(B())
= g(b)
=7y(rcr) —y

luego v(g'(0') — (wcr)) = y-
0

Lema 1.3.2. Snake Dado el diagrama conmutativo de R-mddulos de la
forma

Al B’ c’ 0
bl
0 A—-B C

Si las filas son exactas, existe una sucesion eracta

Al B’ c’ 0
ool
0 A—-B C

Aclaracion 1.3.3. Cuando trabajamos con maodulos, es itil poder empujar
elementos alrededor. Al decodificar la demostracion anterior, obtenemos la
siguiente férmula para el homomorfismo de conexion: Sea z € H,(C)( en-
tonces z = ¢, como g es epimorfismo existe b € By, tal que g(b) = ¢, ), aplico
0. El elemento 6(b) € deB,,—1 en realidad pertenece al submddulo Z,_1(A)
y representa 6(z) € Hp—1(A).

Existe una categoria S cuyos objetos son sucesiones exactas cortas de
complejos de cadena (digamos, en una categoria abeliana C).Los diagramas
conmutativos

0 A B C 0 (*)
I
0 Al B’ c’ 0

dan los morfismos en S (desde la fila superior hasta la fila inferior). Del
mismo modo, existe una categoria £ de sucesiones exactas largas en C

Proposicién 1.3.4. La sucesion exacta larga es un funtor de S a L. Es
decir, para cada sucesion exacta corta existe una sucesion exacta larga y
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para cada mapa (*) de secuencias exactas cortas hay un diagrama de escalera
conmutativo

1.4. Homotopias en cadena

Si C' es cualquier complejo de cadenas de espacios vectoriales sobre un
cuerpo tenemos que d, : C;,, — C),_1 es una transformacion lineal, luego
siempre podemos realizar la siguientes descomposicién en espacios vectoria-
les:

Cn=2,®B, B,~C,/Z,=d(Cp) = Bn_1
Zn=Bp,&H, H. ~Z,/B,=H,(C).

Cn, = B, ® H], & B], asi si ¢ € C,, lo denotaremos de la forma (b, h,b);

n’
dy(c) = dp(b,h,b') = (V/,0,0) € Cp_1. Por definicién de suma directa en C,,
existe 7z : Z, ® B, — Zy, y mp : B, ® H|, — Bpen Z,, asi podemos
realizar las siguiente composiciones

Cpn—Zn— B, =B, | CCpp1

n
definimos los mapas splitting s,_1 : C,_1 — C, con
Sn—l(bn—la hn—1, b;L—l) = (07 0,bp—1, )
veamos que d = dsd.

dpSn_1dn (b, h, b)) = dpsp_1(dn(b, h, V)
=du(sp-1(',0,0)) = d,(0,0,V)
= (¥,0,0)
= dp(b,h,b)

La composicién ds : Cp, — C,, es la proyeccién de C,, sobre B, ya que
dado (b, h,b') € C),

dps15n(b, by V') = dpy1 (sp(b, b, V) = dyy1(0,0,0) = (b,0,0)

con b € By, luego dp+15,(Cp) ~ By,. Ademas sd : C,, — C), es la proyeccién
de C), sobre B,

Sn—1dn (b, h, V') = sp—1(dy (b, h, b)) = 55,1 (b',0,0) = (0,0,b")
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Sn—1dn(Cy) =~ BJ,, entonces tenemos que ds+ sd es un endomorfismo de Cj,,
con ker(dy4+18n + sp—1dy) = H}, ~ H,(C), ya que;

(ds + sd) (b, h, b') = ds(b, h, V') + sd(b, b, )
= (b7 0, O) + (Oa 0, b/),

luego (b, h,b') € ker(ds + sd) <= (b,h,b') = (0,h,0). Por dltimo si C
es un complejo de cadenas exacto tenemos que B, = Z, lo que implica
Cy, =~ B, @ B],, luego: C es un complejo exacto si y solo si sd+ds es el mapa
identidad.

Sobre anillos arbitrarios R no es siempre posible dividir un complejo de
cadenas de estd forma, le daremos un nombre a la nocién anterior.

Definicién 1.4.1. Un complejo C es llamada split si hay mapas s, : C,, —>
Ch+1 tal que d = dsd. Los mapas s, son llamados splitting maps. Si adicio-
nalmente C es aciclico, decimos que C es split exacta.

Ejemplo 1.4.2. Sea R =7 sobre Z/4, y sea C el complejo
=2 T)A P LA P T4 R

Este complejo es aciclico pero no es split exacta, ya que Z/4 no puede ser
descompuesto de la forma Z/4 = Z,, & B), con Z, =< 2 >.

Ejercicio 16 (Ejercicio 1.4.1). i) Mostrar que un complejo de cadenas
aciclico acotado por debajo de R—mod libres es siempre split exacta.

it) Mostrar que un complejo de cadenas aciclico de R—mod libres, fini-
tamente generados son siempre split exacta,incluso cuando no estd
acotado por debajo.

Demostracion.

i) Sea C = ... — Cy — C1 — Cy —> 0 el complejo de cadenas de
la hipétesis, como C' es exacto tenemos que Im(d;) = ker(dy) = Co,
esto es dy es un epimorfismo de R—mddulos. Sea Xy una base de
Co, luego para todo ¢ € Xy existen ¢ € Cy tal que di(c]) = ).
Definimos 35 : X9 — Cy de la siguiente forma %(cg)) = c{ tal que
dq (C{) = cé, ademas como Cy es libre tenemos que existe un tnico
morfismo de R—médulos sg : Cp — C7 que hace que el siguiente

diagrama conmute:

XOLCU

{7

Cy
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Claramente d; = disody, ademés so(Cp) C C; es un submédulo de Cf.
La siguiente sucesién es exacta

0—2721—C; —Cy—0

Por definicién de sy se cumple dys9(Cp) = id(Cp), luego la sucesién
anterior se parte y tenemos que C1 ~ Z; & (Y, ademés como C' es un
complejo exacto Z; = Bj. Para definir 57 : C; — (5, tenemos en
cuenta que C1 = By @ Cy, dado ¢; € C1, podemos escribirlo de forma
unica como c¢; = (by,cp) con ¢y € Cy y by € By para el cual existe
cy € Cy tal que da(c2) = (b1,0), finalmente definimos s; : C1 — Co
con si(b1,c0) = c2 tal que da(c2) = (b1,0). Claramente se cumple
dgsldg(bl,CO) = d2$1(d2(b1,0{])) = dg(sl(bl,O)) = dg(CQ) = (bl,()),
realizando este proceso de forma iterada se encuentran las siguientes
sn. Asi C es split exacta.

O]

Ejercicio 17 (Ejercicio 1.4.2). Sea C un complejo de cadenas, con bordes By,
y ciclos Zy, en Cy,. Probar que C' es split si y solo si hay una descomposicion
de R—mddulos Cy, ~ Z,,® B), y Z,, = B, ® H},. Probar que C' es split exacta
si y solo si H, = 0.

Demostracion. SiC' es split, existe s,_1 : Cp_1 — Cp,, morfismo de R—méddu-
los, con d,, = d,s,—1d,. Tenemos la siguiente sucesion exacta:

0—27,—C,—B,—0

Tomamos s,—1 |B,: Bn C Ch—1 —> Chp, Sp—1 |B, (b) = c con d,(c) = b,

dnsn—1 |B, () = dn(sn-1 1B, (b)) = dn(sn-1(dn(c)) = dn(c) =b

Luego dpSn—1 |B,= idp,, por Definicién 1.2.7 tenemos que C,, ~ Z,, & B},
Sabemos que d,4+15,(Cy) = B, por ser la proyeccién de C), sobre By, luego
tenemos la siguiente sucesion exacta

0 — ds(Cp) — Z,, — Zp,/ds(Cp) — 0

SiC, ~ Z,® B,y Z, = B, ® H], cada ¢ € C, puede escribirse de

forma tinica como ¢ = (b, W', V') con b € By, k' € H], y I/ € B}, teniendo en
cuenta que d,, es la diferencial en C}, y la descomposiciéon de Z,, es claro que
dn(c) = dp(b,h', ) = (V,0,0)

Sp: Cp — Cpy
b c,
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veamos que dsd = d, dado ¢ € Cy11

dpt15ndn41(¢) = dnt15n(dn+1(c)) = dnt1(sn(dn+1(c))) = dn1(c)
O

Supongamos que tenemos dos complejos de cadena C'y D, junto con
mapas elegidos al azar s, : C, — Dp41. Sean f, mapas desde Cp, a D,
definidos por la férmula f,, = df 150+ sn_ldg

d d
Cnt1—=Cp ——Cp

o
Dn+1 d > Dy, d; Dy

Omitiendo subindices, calculamos
df = d(ds + sd) = dds + dsd = dsd + sdd = (ds + sd)d = fd.
Asi f = ds + sd es un mapa de cadenas de C a D

Definicion 1.4.3. Diremos que un mapa f: C — D es homotdpicamente
nulo si hay mapas s, : Cp, — Dpy1 tal que f = ds + sd. Los mapas {sy}
son llamados una contraccion en cadena de f.

Ejercicio 18 (Ejercicio 1.4.3). Mostrar que C es un complejo de cadena
exacto que se parte si y solo si el mapa identidad en C es homotdpicamente
nulo.

Demostracion. Sea id : C — C el mapa identidad, tenemos el siguiente
diagrama

d d
Chy1——=Cp ——=Cy

S S
v

d d

Cn+1_ > Cn > Cn—l

Teniendo en cuenta la observacién
C es un complejo de cadenas exacto que se parte <=- existe, para todo n,
Sp : Cp — Cpyq con id = ds + sd <= idc : C — C' es homotdpicamente
nulo. ]

La construccion de la contracciéon de cadena nos brinda una manera facil
de proliferar mapas de cadenas: si g : C — D es cualquier mapa de cadena,
para cualquier eleccién de mapas s, tenemos que g + (ds + sd) no es muy
diferente de g es un sentido que ahora explicaremos:
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Definicion 1.4.4. Diremos que dos mapas de cadena f y g de C a D son
cadenas homotdpicas si su diferencia f — g es homotopicamente nulo, esto
es, st

f—g=sd+ds

Los mapas {sn} son llamados cadenas homotdpicas de f a g. Finalmente
diremos que f : C — D es una cadena homotopica equivalente si existe
un mapa g : D — C tal que gf y fg son cadenas homotdpicas de los
respectivos mapas identidad de C' y D

1.5. Mapa Cono

Definicion 1.5.1. Sea f : B. — C. un mapa de complejos de cadenas. El
mapa cono de f es el complejo de cadenas cono(f) cuyo n—esimo elemento
es By—1 ® Cy, la diferencial en cono(f) esta dada por la férmula:

d(b,c) = (=dZ_,(b),dS(c) — fu_1(b)), b€ B,_1,c€ C,

en general omitiremos los subindices. Podemos recordar el siguiente diagra-

ma
Bn—l Cn
dgll k id’?
Bn—2 Cn—l

Ejercicio 19 (Ejercicio 1.5.1). Sea idc el mapa identidad del complejo C,
denotaremos cone(C) al mapa cono de la identidad; este tiene a Cp—1 & Cp,
en el n—esimo elemento. Probar que cone(C') es split exacto, con s(b,c) =
(—c,0) que define los splitting map.

Demostracion. Veamos que cone(C') es realmente un complejo de cadenas
con la diferencial d : Cp,_1 & C,, —> Cyp_2 & Cp,_1 definida por:

d(cn—1,¢n) = (=dn-1(cn-1),dn(cn) — cn-1)

Cn—l Cn
dn_ll \ J«dn
id

Cn—2 Cn—l

Veamos que d o d = 0, dados (p,q) € C,—1 & Cy,

d(d(p,q)) = d(—dn-1(p), dn(q) — p)
= (_dan(_dnfl(p)% dnfl(dn(Q) - p) + dnfl(p))
= (0,dn-1(dn(q)) — dn—1(p) + dn-1(p)) = (0,0).
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Por ser cone(C') un complejo se cumple trivialmente Imd C kerd, sea (p, q) €
Cn-1 ® Cy con d(p,q) = (0,0) tenemos d(p,q) = (—dn-1(p),dn(q) — p) =
(0,0) luego p = dy(q). Por ultimo veamos que existe (a,b) € C,, ® Cp+1 con
d(a,b) = (p,q), basta tomar (a,b) = (—q,0),

d(—q,0) = (=dn(—q), dns1(0) — (—q)) = (p,q)

Asi cone(f) es exacto. Finalmente veamos que cone(f) se parte; definimos
s:Cho1 ®C, — Cp @ Cpyq con s(p,q) = (—¢q,0), vemos que se cumple
dsd =d

dsd(p, )ZdS( (r,9))
= d(s(—d(p),d(q) —p) =
( d(q) + p,0)
= (—d(—d(q) + p),d(0) — (=d(q) + p))
=( d(p),d(q) — p)
=d(p,q)-

Apéndice

A continuacién presentaremos algunas definiciones que seran de utilidad
a lo largo del siguiente capitulo.

Definicién 1.5.2. Una categoria A consiste de lo siguiente: una clase Obj(.A)
de objetos, y conjuntos Hom (A, B) de morfismos para todo par (A, B) de
objetos, un morfismo identidad idy € Hom4(A, A) para cada objeto A, y
una composicion de funciones

Hom (A, B) x Hom4(B,C) — Hom4(A,C)

definida para toda terna ordenada (A,B,C) de objetos. Escribiremos f :
A — B para indicar que f es un morfismo (o mapa) en Hom (A, B),
y gf 6 go f para la composicion f : A — B con g : B — C, dicha
composicion sujeta a dos axriomas:

i Azioma de asociatividad: (hg)f = h(gf) para f : A — B, g: B —
Cyh:C—D

idgo f=f=foids para f : A— B

Ejemplo 1.5.3. La categoria Ab de grupos abelianos. Los objetos son gru-
pos abelianos, y los morfismos son homomorfismos de grupos abelianos. La
composicion es justamente la composicion de homomorfismos.
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Definicion 1.5.4. Un morfismo f : B — C se llama ménico en A si para
cualquier par de morfismos distintos e1, ea tenemos que fey # fes; en otras
palabras podemos cancelar f por izquierda. (Equivalentemente f es mdnico
si fepr = fea = €1 = e3)

Observacién 4. Los morfismos mdénicos son precisamente generalizaciones
de las funciones inyectivas (monomorfismos) en el sentido usual.

Notemos lo siguiente; si f : B — C en una categoria A tiene inversa a
izquierda entonces es monico; supongamos fe1 = fes como existe la inversa
a izquierda (gf)er = (gf)ea, luego e; = es. La wvuelta, en general, no es
cterta ya que por ejemplo en la categoria de grupos si H es un subgrupo de
G entonces la inclusion i : H — G es siempre monico, pero i tiene inversa
a izquierda en esta categoria si y solo si H tiene complemento normal en G.

G=HK{hk;h € Hk € K}

Proposicion 1.5.5. Sea A un categoria y se f : B — C. f es mdnico si
y solo si

f«: Hom (A, B) — Homy(A,C)
h fo(h) = fh

es un mapa inyectivo de conjuntos.

Demostracion. f es ménico <= (fe1 = fea = €1 = eg) <=
(fe(e1) = fi(e2) => €1 = e2) <= f. es inyectiva. O

Definiciéon 1.5.6. Un morfismo f : B — C se llama epi en A si pa-
ra cualquier par de morfismos distintos g1, g2 tenemos que g1 f # gof; en
otras palabras podemos cancelar f por derecha. (Equivalentemente f es epi

sigrf =gof = g1 =92)

Definicién 1.5.7 (Funtor covariante). Sean A y B categorias. Un funtor
covariante T desde A a B es un par de funciones , ambas denotadas por T,
una que asigna a cada objeto de A un objeto de B y otra que a cada morfismo
de A le asigna un morfismo en B esto es: A € obj(A) = T(A) € obj(B),
ysif:A— A un morfismo en A entonces T(f) : T(A) — T(4') es
morfismo en B junto con las siguientes propiedades:

i T(1a) = 1pa) para todo morfismo identidad 14 en A

it T(gof)="T(g)oT(f) para cualquier par de morfismos f,g de A cuya
composicion estd definida.

Proposicion 1.5.8. Todo objeto en una categoria A, define un funtor co-
variante Ty desde la categoria A a la categoria de conjuntos §
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Demostracion. Sea A un objeto fijo en una categoria A, definimos Ty (B) =
Hom (A, B) para todo objeto B en Ay si f: B— B’ es morfismo en A,
tenemos

Ta(f): Homy(A, B) — Hom (A, B")
h— foh:A— B

Claramente T'4 estd bien definida ya que los conjuntos Hom 4(A, B) siempre
existen por definicién de categoria.

i Sea 1p la identidad de B en A y sea h € Homy(A, B), tenemos
TA(lB)(h) = 1B oh = h.

ii Sean f: B — B’y g: B — B” morfismos en A queremos ver si
Ta(go f)=Ta(g) o Ta(f)

Tigo f)(h) =(go f)oh=go(foh)="Talg)oTa(f)(h)
O

Definicién 1.5.9 (Funtor Contravariante). Sean A y B categorias. Un fun-
tor contravariante S desde A a B es un par de funciones,ambas denotadas
por S, una que asigna a cada objeto de A un objeto de B y otra que asigna ca-
da morfismo de A un morfismo en B esto es: A € obj(A) = S(A) € obj(B),
ysif:A— A un morfismo en A entonces S(f) : S(A") — S(A) junto
con las siguientes propiedades:

i S(1a) = 1g(a) para todo morfismo identidad 14 en A

it S(gof)=S(f)oT(g) para cualquier par de morfismos f,g de A cuya
composicion estd definida.

Ejemplo 1.5.10. Todo objeto en una categoria A, define un funtor con-
travariante T4 desde la categoria A a la categoria de conjuntos §, con
TA(B) = Homu(B,A) y si f : B— B’ tenemos

TA(f) : Homa(B', A) — Homu(B, A)
, la prueba es andloga a la realizada para funtor covariante.

A continuacién presentaremos el concepto de categoria opuesta, la cual
es también llamada categoria dual.

Definicién 1.5.11. Toda categoria A tiene una categoria opuesta A°P, don-
de Obj(A) = Obj(AP), pero los morfismos y composiciones se invierten, es-
to es hay una correspondencia 1—1 entre morfismos f — fP, si f: A— B
es un morfismo en A le corresponde un f? : B — A en A°P. Ademds si
la composicion fg esta definida en A, tenemos que (fg)? = g°Pf°P estd
definida en A°P. Si f es monico entonces f°P es epi y si g es epi entonces
g°P es monico.
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Observacién 5. Todo funtor covariante T de A en B define un funtor
contravariante S de AP en B, basta tomar S(A) = T'(A) y S(f°?) = T(f)
si f: A— B es morfismo en A.

Para mas detalles de la observacién anterior veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5.12. Sea A una categoria, I un objeto de A. El funtor co-
variante Ta(_) = Hom (A, ) en A define un funtor contravariante S4 =
Hom gop(_, A) en AP.

Por definicién tenemos 0bj(.A) = 0bj(A) asi S(A) estd definido ademds
para f: B — B’ en A existe f? : B' — B en A%

Sea Ty = Homy(I,_) en A, definimos T! = Hom gor(_, I) en A° donde
Tr(A) = Homy(I,A) y T'(A) = Hom go0 (A, I) estan bien definidos en sus
respectivos espacios. Sea f : A — A’ en A, por definicién de categoria
opuesta existe fP : A — A en A luego tenemos:

Tr(f) : Homa(I, A) — Homy (I, A")
he fh:I— A

del mismo modo

TI(f°P) : Homgor (A, I) — Hom gor(A',I)
hoP s P FOP L A — 5 T,

de forma andloga se muestran las otras propiedades.

Definicién 1.5.13 (Producto). Si C; :i € I es un conjunto de objetos
de A, un producto [[,c; C;, si este existe, es un objeto de A, junto con
mapas 7; : [Lic; Ci — Cj(j € I) tal que para todo A € A, y toda familia de
morfismos a; : A — Cj(j € I), existe un tinico morfismo o : A — [, C;
en A tal que mjo = oy, esto es el siguiente diagrama conmuta:

-

[lic; Ci 55— C;

Notemos que cualquier objeto de A isomorfo al producto es también un
producto, si [ [; C; existe es tinico salvo isomorfismos. Para el caso I = 1,2,
escribiremos C7 x (5. Dualmente definimos coproducto.

Definicién 1.5.14 (Coproducto). Si C; : i € I es un conjunto de objetos
de A, un coproducto [[;c; C;, si existe, es un objeto de A, junto con los
mapas 1; : C; — [1;c; Ci, (j € I) tal que para toda familia de morfismos
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«; : C; — A existe un unico morfismo « : ]_L-GI C; — A tal que oy = oy,
esto es el siguiente diagrama conmuta:

A
Pt
Hie] Cis—C;

(2 1/].
Ejercicio 20 (Ejercicio A.1.4). Sea C una categoria y sea {C;}ticr fami-

lia de objetos de C.Probar que [[;,c; Home(A,C;) ~ Home(A,[;c; Ci) v
;c; Home(A, Cy) ~ Home (A, 11,1 Ci)

Demostracion.

10} :Homc(A, H CZ‘) — HHomC(A7 Ci)

i€l 1€l

con ¢(f) = (m;f)i(un producto de familia de funciones), veamos que ¢ es
isomorfismo. Sea (f;) € [[;,c; Home(A,C;), luego para cada j tenemos que
fj + A — C;. Como por hipétesis existe [ [,.; C;, tenemos 7; : [[,; Cs —
Cj, luego existe una tnica f : A — [[;c;Ci con 7;f = f;, asi ¢(f) =
(mf) = (f;)-

¢ es inyectiva. Sean f, fi € Homc(A,[[;c;Ci), si a € A entonces f(a) =
(bj); con (b;); € [[Ci v m; f(a) = b; € Cj, del mismo modo f;(a) = (b}) con
(b;) € [1Ci y mj fi(a) = b} € Cj.

i 6(f) = (bs) = (b)) = 6(f1) enmtonces (m;f) = (m;/1), esto es f; = f1, para
todo j o sea f = f1.

De forma analoga para coproducto. O

Ejercicio 21 (Ejercicio A.1.5). Sea C una categoria y sean {A;}icr, {Citier
familias de objetos de C. Si {a; : A; — C;} es una familia de mapas en C,
mostrar que:

i) St[[Ai y []Ci existen, hay un dnico mapa v : [[ Ai — [[ C; tal que
Ty = aim;. Siocada o es monico, lo es y

it) Si ] Ai y [ Ci existen, hay un inico mapa X : [[ A; — [] C; tal que
u A = ay1;. Siocada oy es epi, lo es A

Demostracion. 1) Como por hipdtesis existen [[ A; y [[ Ci, tenemos los
mapas 7r3-4 1A — Ay 7er : [[Ci — Cj. Definimos la familia de
funciones {v; : [[4i — C;} con ~; = ajwf, luego por definicién de
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ii

producto existe un tnico 7y : [[ A; — [[ Ci con 7er7 = vj,

Hie[ Ai
A
Hie] & Cj

luego 7riC v = omriA. Veamos que si «; es moénico para todo ¢, v es
moénico, razonando por el absurdo. Supongamos que v : [[ 4; — [[ C;
no es monico, esto es existen g; # go con Yg; = Y92

Y91 = Y92
7%yvg1 = 1¥792

ajwfgl = ijﬂ'jAgg.
Llamamos 7T3-491 =f1y 7r3-4g2 = fo, claramente f1 # fo. Luego tenemos
a;fi = a;fa,
absurdo ya que por hipdtesis a; es moénico, luego v es moénico.

De forma andloga, como por hipétesis existen [[ A; y [[ Cs, tenemos
los mapas lJA A — [[Aiy Z]C : Cj — ][ C;. Definimos la familia
de funciones {\; : A; — [[C;} con A = zjcozj, luego por definicién de
coproducto existe un unico A : [[4; — [[ C; con )\13»4 = )j, esto es
)\Z]A = zjcaj.

Veamos que si o; es epi para todo i, \ es epi, razonando por el absurdo.
Supongamos que A : [[A; — [[ C; no es epi, esto es existen g1 # g2
con g1 A = go

GIA = g2
gy\@}-4 = gg)\zf

C C
glzj Oéj = ggzj Oéj.

Llamamos glz]-c =fiy ggZJC = fo, claramente f; # fs. Luego tenemos
frai = foau,

absurdo ya que por hipdtesis a; es epi, luego v es epi.
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Capitulo 2

Funtor derivado

PRELIMINARES CAPITULO 2

i) Sean Sy W funtores entre las categorias A y B. Una transformacién
natural 7: S — W es una familia de morfismos

T={1a:5(A) — W(A)}Aeobj(A)
que hace que el siguiente diagrama conmute para todo f : A — A’

en A
S(A) —=W(A)

smi lwm
S(A") A WA

ii) Un funtor exacto es un funtor aditivo entre categorias abelianas
F : A — B tal que para toda sucesién exacta corta 0 — A —
B — C — 0en Alasucesion 0 — F(A) — F(B) — F(C) — 0
es exacta en B.

2.1. 4- Funtor

Definicion 2.1.1. Un d—funtor homoldgico entre las categorias abelianas
A y B es una coleccion de funtores aditivos T, : A — B para n > 0,junto
con morfismos

O Th(C) — Th—1(A)

definido para cada sucesion exracta corta 0 — A — B — C' — 0 en
A. Convenimos que T,, = 0 para todo n > 0. Se imponen las siguientes
condiciones:

1. A cada sucesion exacta corta en A, como arriba, le corresponde una
sucesion exacta larga

5n+1

Tt (O) s Ty (A) —— Tu(B) T, (C)

39
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2. Para cada morfismo f que lleva :

0—A —B —C"—0

0—A—B—C—0

el siguiente diagrama conmuta

T (C") —2> T,y (4)
Tn(f)l lTnl(f)
Tn(C) T> n—l(A>

Ejemplo 2.1.2. La homologia da un 06— funtor homolégico H, de Ch>o(.A)
en A.

Demostracion. Sea A categoria abeliana entonces Ch(.A) es una categoria
abeliana.
Considero la coleccién de funtores (probado en Ejercicio 1.1.2)

H, : Chzo(.A) — A

-Veamos que son funtores aditivos esto es ver que
Hom(A,B) — Hom(H.(A), H.(B)) es morfismo de grupos. Sean f,g €
Hom(A, B):

Hy(fo+ gn) (@) = (fo + gn) (@) = fu(2) + gn(z) =

fn(2) + gn() = Hn(fn)(@) + Hn(gn)(2) = (Hn(fn) + Hn(gn))(2)

-Veamos que existen los d,, y que se cumplen las dos condiciones de la defi-
nicién

i) Por Teorema 1-3-1 para toda 0 — A — B — C' — 0 sucesién
exacta corta de complejos de cadenas existen mapeos naturales
on : Hy(C.) — Hp—1(A)
llamado morfismo de conexién, talque:

Ho(A) — Hp(B.) — Hp(C.) —2 Hy 1 (A) — ...

On41
- >

es una sucesion exacta larga.
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ii) Considero h un morfismo entre las dos sucesiones exactas cortas que
lleva :
0—A —B —C —0

0—A—B—C—0

por Teorema 1-3-4 existe h* tal que

Ont1 fi 9. On

- n+1(C/) - Hn(A/) - Hn(B/) - Hn(c/) - n—l(A/) -

|n | | |n |

— Hp41(C) —— Hyp(A) —— Hp(B) —— Hp(C) —— Hp—1(A) ——

On+1 f 9x on

el diagrama conmuta, asi en particular

Hy1 (C7) 25 H,, (A')

|~ |r
Hi1(C) 5= Ha(A)

6n+1

conmuta.

Luego H, es un d-funtor homoldgico. O

Ejercicio 22 (Ejercicio 2.1.1). Sea § un delta funtor homoldgico de A en
B, considero § la categoria de sucesiones exactas cortas

0—A—B—C—0

en A . Probar que los §;— son transformacion natural entre el funtor que
envia las sucesiones exactas cortas a T;(C) y el que envia las sucesiones
exactas cortas a T;—1(A)

Demostracion. Sea §— funtor homoldgico de A en B, es decir existe una
coleccién de funtores aditivos T, : A — B para n > 0, tal que para cada
sucesién exacta corta 0 — A — B — C — 0 en A tiene definido los
morfismos

S Tn(C) —> Ty_1(A)

que cumplen las dos condiciones de funtor homolégico.

Sea § la categoria abeliana de las sucesiones exactas cortas en A
Considero S y W funtores entre las categorias s y B tal que:
Smanda0) — A— B —C—0aT,(C)y

W manda0 — A — B — C — 0aT,_1(4)
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Definimos una transformacién 7 usando el §—funtor homolégico del siguiente
modo:

7= {7 : S(*) — W(*) }rcobj(s)

esto es
T= {T* =0;: ﬂ(C) — Ti—l(A)}*Gobj(s)

claramente 7 es una familia de morfismos. Ademas si f es un morfismo entre
sucesiones exactas cortas tenemos que el diagrama conmuta:
é
Th(C") —= Th1(4)
6
T(C) ——=Tn-1(4)

lo que equivale a:

T(+') —> S(+)
lT(f) S(f)
( T

)~ 5(3)

T

luego 7 es una transformacién natural. O

Ejercicio 23 (Ejemplo 2.1.3). (p-torsidn) Si p es un entero, los funtores

To(A) = A/pA y T1(A) =, A={a€ A:pa=0}

encajan para formar un 6-funtor homolégico de Ab(la categoria de grupos
abelianos ) en Ab.

Demostracion. Sea Ab la categoria de grupos abelianos .
Considero:

-La coleccién T}, : Ab — Ab
tal que: To(A) = A/pA, T1(A) =, Ay los otros ceros.

Efectivamente los T; son funtores ya que para cada A grupo abeliano,
pA y pA son subgrupos normales (luego grupo abeliano ) por lo tanto A/pA
es un grupo abeliano.

Sea f: A—> B con Ay B grupos abelianos. Veamos cual es el homo-
morfismo que le asocia, Ty y T

To(f) = To(A) — To(B) es decir Ty(f) : A/pA — B/pB es tal que
To(f)(@) = (@) y

Ti(f) : Th(A) — T1(B) es decir T1(f) :p A —p Bestalque T1(f)(z) =
f(x) estan bien definidos.

Probemos que son aditivos

Sean f1, fo : A — B homomorfismos de grupos

To(f1 + f2) (@) = (i + f2)(2) = fi(2) + fo(z) = (To(f1) + To(f2)) (%)
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Ti(fi + f2) (@) = (fL + fo)(2) = fi(2) + foz) = (T1(f1) + T1(f2))(2)

-Probemos que para cada sucesion exacta corta existe una sucesion exac-
ta larga
0—A—B—C—0

y el diagrama
f g

bl

7.0

A

P

0 A B

El diagrama conmuta esto es pf = fp v pg = gp, luego por el lema de
Snake la sucesion

kerpy —— Kerpg —— Kerpe 9 Cokerpy —— Cokerpg —— Cokerpc
es exacta y como
Ker(pa) ={a€ A:pa=0} =, A=Ti(A)

Ker(pg) ={be B:pb=0} =, B=T(B)
Ker(pc) ={ce C:pc=0}=,C=T1(C)

Coker(pa) = A/Img(p) = A/pA =Ty(A), Coker(pp) = B/pB = Ty(B)

y Coker(pc) = C/pC = Ty(C)
tenemos

Ty(A) — T1(B) —T;(C) —°

To(A) —=To(B) —1o(C)

es exacta

Ademads por lema de Snake como f es inyectiva, T1(A) — T1(B) es
inyectiva

y como g es sobre, Ty(B) — Tp(C) es sobre

por lo tanto tenemos que

4

es exacta con 6(c) = fipg~t(c), c€ Ker(pc)
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F un morfismo entre las dos sucesiones exactas cortas

f g

0 A B C 0 (%)
I
0 At g o 0

veamos que el siguiente diagrama conmuta

T1(C) — = To(4)
Fc Fa
T1(C) " To(4)
Debemos probar que: F 6 = 6F¢
usando la igualdad de & debemos probar que
Faf~'pg™t = (f)"'pld) " Fe
que es lo mismo Faf~tg~! = (f)~1(¢') "' Fc como el diagrama (*) conmuta

entonces vale. O

Generalizacion: La misma prueba muestra que si r es cualquier elemento
en un anillo R, entonces To(M) = M/rM y Ti(M) = rM encajan para
formar un ¢- funtor homolégico de R-moédulo a Ab.

Definicion 2.1.3. Sean S y T funtores

i) Un morfismo f : S — T de 6— funtores es un sistema de transfor-
maciones naturales S, — T,, que conmutan con § es decir:

Sn(C) —2= S,_1(A)
f if
T,(C) —= T_1(A)

i1) Un 0—funtor homoldgico T' es universal si, dado cualquier otro §— funtor
homolégico S y una transformacion natural fo : Sg — 1o, existe un
dnico morfismo {fn : S, — T} de d—funtores homoldgicos que ex-
tiende a fo

Ejemplo 2.1.4. Veremos en la seccion 2.4 que la homologia H, : Ch>(A)
en A es un d-funtor homoldgico.

Ejercicio 24 (Ejercicio 2.1.2). Si F' es un funtor exacto entre las categorias
A y B, demostrar que Ty = F y T, = 0 si n # 0 definen un d— funtor
homoldgico universal.
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Demostracion. Sea F' es un funtor exacto entre las categorias A y B, consi-
deremos la siguiente coleccién de funtores aditivos Ty = F' (como F' es funtor
exacto por definicién es aditivo), T,, = 0 si n # 0 y d, = 0 morfismo nulo
veamos que definen un é-funtor homolégico, en efecto dada 0 — A —
B — C — 0 en A por ser F funtor exacto tenemos que 0 — F(A) —
F(B) — F(C) — 0 es exacta, luego como F' = Ty

o — 0 —T1(C)=0— To(A) — TH(B) — Tp(C) — 0

es una sucesion exacta larga en B.
Dado f un morfismo entre sucesiones exactas cortas en A, claramente tene-
mos que el siguiente diagrama conmuta

Asi § = 0 es 0—funtor homoldgico.

Ahora veamos que es universal, sea S un cualquier d—funtor homoldgico
entre las categorias A y B y sea la transformacién natural fy : Sog — Tp,
definimos el morfismo entre d—funtores homolégicos como { f,, : S, — T}, =
0} con fr, =0 O

Observacién 6. Si F' : A — B es un funtor aditivo, entonces podemos
preguntar si existe un d-funtor T' (universal o no) de modo que Ty = F'. Cla-
ramente la obstruccion es que Ty debe ser exacto a derecha. Por definicion,
sin embargo, veremos que existe a lo sumo un(salvo isomorfismo) d-funtor
universal T' con Ty = F. Si existe una T universal,los T}, algunas veces, se
denominan funtores satélite a izquierda de F. Esta terminologia se debe a
la penetrante influencia del libro [CE]. Veremos que los funtores derivados,
cuando existen, son de hecho 0- funtores universales. Para esto necesitamos
el concepto de resoluciones proyectivas e inyectivas.

2.2. Resoluciones proyectivas

Un objeto P en la categoria abeliana A es proyectivo si satisface la
siguiente propiedad de elevacién universal:
Dado un epimorfismo g : B — C' y un mapeo v : P — (', existe al menos
un mapeo B : P — Btalque vy =gop
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Nos ocuparemos principalmente de médulos proyectivos (A la categoria
de R-médulos proyectivos).

Ejercicio 25. Todo R-mddulo libre es proyectivo.

Demostracion. Sea P un modulo libre luego existe S, una base de P, consi-
deremos el siguiente diagrama

P

g

B—Y-C—50

Para cada s € S, y(s) € C'y como g es sobreyectiva existe un bs € B tal que
v(s) = g(bs). Defino (s) = bs para todo s € S y extiendo por linealidad a
P. Veamos que v = g3 sobre S, sea s € S gB(s) = g(bs) = v(s) luego se
cumple la igualdad en todo S, por lo tanto son iguales en todo P.

O

Claramente, sumandos directos de mddulos libres son también maddu-
los proyectivos. Esta observacién es la condicién suficiente de la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.2.1. Un R-mddulo es proyectivo si y solo si es sumando
directo de un R-maodulo libre

Demostracion. (=) Sea A un R-modulo proyectivo, consideremos F(A) el
R-modulo libre sobre el conjunto subyacente A.y I4: A — A, como A es
proyectivo existe al menos un mapeo i : A — F(A) tal que I4 =7 o

Como la funcién I4 es inyectiva entonces i es inyectiva luego A ~ i(A) C
F(A). Como A ~ i(A) entonces A es un sumando directo del modulo libre
F(A).

(<) Probaremos que todo sumando directo A de un R-modulo libre F(A)
es proyectivo. Dado el diagrama

A
lf
B-Y-C—50

Como A es un sumando directo de F(A) luego sabemos que existe un mapeo
sobreyectivo m : FI(A) — Ay como F(A) es libre entonces es proyectivo
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luego existe existe al menos un mapeo 3’ : F(A) — B tal que for = ' og
esto es:

F(A)

/

0

como A es sumando directo existe el mapeo inclusién i : A — F(A) tal que
si definimos 3: A — Bcon B =01

F(A)
./
L

B C 0

goBla=go (B oila)=(gop)oila=foila=f

Por lo tanto A es proyectivo O

Ejemplo 2.2.2. Sobre muchos anillos (Z, campos, anillos de division, ...)
un mddulo proyectivo es, de hecho, un mdédulo libre. Mostraremos dos ejem-
plos donde esto no se cumple:

i

Si R = Ry X Ra, entonces P = Ry x0 y 0 x Ry son proyectivos porque
son sumandos de R. P no es un R-mddulo libre porque para (0,1) € R
(0,1)P = 0 luego no tiene base. Esto es cierto, por ejemplo, cuando
R=17/6=7/2xZ/3.Claramente Z/6 es Z/6-modulo libre y como Z /2
es sumando de un libre por proposicion anterior es proyectivo pero no
es un Z/6-mddulo libre pues no tiene base, 2 € /6 es tal que 2.1 =0
stn ser nulo cada uno en el conjunto al que pertenecen.

Considere el anillo R = M(F) de matrices n X n sobre un campo
F, actuando o izquierda sobre el espacio vectorial columna V = F™.
Veamos que V' es proyectivo pero no es R-mddulo libre:

-V no es un R-modulo libre (pues dada un vector columna no nulo
stempre existe una matriz cuadrada tal que por la columna dé cero sin
ser ninguno nulo.

-R es un R-mddulo libre (pues tiene una base idyzy, ).
-Veamos que V es sumando directo de R luego V' es proyectivo.

Sea v1,...,v, base de V' como espacio vectorial. Considero el ideal de
R, I; = Rej, formado por las matrices que tienen todas las columnas
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nulas excepto quizds la columna j, siendo ej la matriz idempotente de
R que tiene un uno en el lugar j,j un uno. La asignacion que envia
a Xej a la j-ésima columna de Xe; define un isomorfismo f de R-
mddulo de I; en V', luego V =~ I;. Como R~ I ® ---® I, entonces
RV & -8V luego V es un modulo proyectivo.

Observacion 7. La categoria A de grupos abelianos finitos es un ejemplo
de categoria abeliana que no tiene objetos proyectivos.

Como ejemplo veamos Z,, no es proyectivo. consideremos Id : Z,, — Zy, y €l
mapeo proyeccion al cociente de 7w : Z — L, sobreyectivo,como el diagrama

L

Z—"~7,—>0

no existe un mapeo B de Zyn a Z tal que g o 8 = Id ya que

n

0= p(0) = B(m) = 4(

—|

) =npB(1)

y 8 =0 no satisface go f = Id.
Es decir Z,, tiene generador {1} pero no es linealmente independiente,
luego no es Z-maodulo libre.

Decimos que A tiene suficientes proyectivos si para cada objeto A de
A existe un mapeo sobreyectivo P — A con P proyectivo.
Daremos una caracterizaciéon de objetos proyectivos en A:

Lema 2.2.3. M es proyectivo si y solo si Hom (M, —) es un funtor exacto.
Es decir, si para toda sucesion exacta en A

0—A—B—C—0
la sucesion de grupos
0 — Homa(M,A) — Homa(M,B) — Hom4(M,C) — 0
es exacta.

Demostracion. (=)
Hom(M,-): A— B

es un funtor entre la categoria abeliana A y la categoria B de grupos abe-
lianos (ya que como A es una categoria abeliana Hom(M, A) es un grupo
abeliano para todo A).
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Sea M proyectivo y sea la sucesion exacta.

0—>A-Jop 9.0 .0

Considero
0—— Homa(M, A) '~ Hom (M, B) —¥~ Homa(M,C) —0

Por proposicion 1-6-8 sabemos que :

0 — > Homa(M, A) —~ Homa(M, B) —¥~ Homa(M, C)

es exacta para toda sucesion exacta corta, debemos probar que

0 — > Homa(M, —) —~ Homa(M, —) —Z~ Hom(M, —) — 0

es exacta, es decir, ¢’ es sobreyectiva.
Dado v € Hom4(M, C) tenemos el siguiente diagrama

M

b

B——(C——0

como M es proyectivo existe 3 € Homa(M,B) : go 3 =~v = ¢ (8) =~
luego ¢’ es sobreyectiva.

(=)

Consideremos el siguiente diagrama

M
lv
B-—Y2-Cc—>0

con g sobreyectiva
Como Hom 4(M, —) es un funtor exacto,

Hom(M, B) —%~ Hom(M,C) —=0

es exacta, luego ¢’ es sobreyectiva, entonces existe § € Hom(M, B) tal que
v=gB=gop.

Por lo tanto M es proyectivo. O
Proposicién 2.2.4. Si P es proyectivo entonces la siguientes sucesion exac-

ta corta
0—A—B—P—

se parte.
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Demostracion. Dada la siguiente sucesiéon exacta corta 0 — A — B —»
P — consideramos el diagrama

0 A B-2.p 0

como por hipotesis P es proyectivo existe g : P — B tal que Bg = id, luego
la sucesién exacta corta se parte. O

Un complejo de cadena P en el cual cada P, es un proyectivo de A se
denomina Complejo de cadena de proyectivos. Este no necesariamente
es un objeto proyectivo en Ch

Ejercicio 26 (Ejercicio 2.2.1). Demostrar que un complejo de cadena P
es un objeto proyectivo en Ch si y solo si es un complejo exacto split de
proyectivos.

Demostracion. Si P es un objeto proyectivo en la categoria C'h, P[—1] tam-
bién lo es, luego por proposicién anterior la siguiente sucesién exacta de
complejos se parte:

0 — P — Cone(P) — P[-1] — 0

Esto es Cone(P) ~ P® P[—1], por Ejercicio 19 sabemos que el cono siempre
es exacto y se parte, luego P es exacto.

Consideramos el siguiente epimorfismo de cadenas g : Cone(P) — P[—1]
de forma que (P, P,—1) — P,—_1, como la sucesién de complejos se parte
tenemos que existe ¢ : P[—1] — Cone(P) un mapa de complejos de cade-
nas, tal que ¢(p) = (—p,6(p)) con 0 : P[—1] — P. El siguiente diagrama
conmuta por ser ¢ mapa de cadenas:

¢
PnHPn@Pn—&—l

-

Pn—l >Pn71@Pn

dado p en P,, tenemos
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luego nos queda

dn+1(0(p)) +p = —0(dn(p)
p = —(dns1(0(p)) + 0(dn(p))

asi Idp = —(d0+0d), luego 0 es una contraccién de la identidad por Ejercicio
18 P es split exacta.

Finalmente veamos que P es un complejo de proyectivos. Como P es un
complejo exacto que se parte, P, = B, ® BJ, con d |g,= 0 y un isomorfismo
entre B] y B,_1, es suficiente probar que BJ, es proyectivo. Supongamos
que hay un mapa f : B, — M, y una sobreyeccién g : N, — M,,.

b

N, —2~ M, —=0

Definimos los complejos de cadenas M y N con M, y N, en el lugar n y
todo los demads cero, del mismo modo definimos una epi N — M entre los
complejos N y M, ahora definimos el mapa v : P —» M de forma que en
el lugar n tenemos a la funcién 09 f : B, @ B], — M,, y cero en cualquier
otro caso, por ser P un objeto proyectivo de C'h existe un mapa de cadenas
£ mapa de cadenas,tal que el siguiente diagrama conmuta:

P

a

N—M——0

Para ver que B, es proyectivo, tenemos 7 : By, & B], — B}, con 7(p,q) = q
definimos h : B!, — N,, de forma que h(q) = B,(p,q), se cumple que
h(m(p,q)) = h(q) = Bn(p,q) para todo (p,q) en P, esto es el siguiente
diagrama conmuta:

B, ® B],
>
s

N,~—— B, 0

La proyectividad de B/, se deduce de (0@ f)(P,) = f(B},).

Si P es un complejo exacto que se parte podemos escribir P, = B, & B,
con B, = kerd,, y B], ~ B,_1. Como P, es proyectivo tenemos que B,, y
B/, son proyectivos, definimos el siguiente complejo;

Pn):...—0— B, — Bp,1 —0— ...
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Entonces P = @,, P(n). Ahora consideremos el siguiente diagrama

P

|1

B—(C——=0

con g epi de complejos de cadenas.f induce el morfismo restriccién f(n) =
P(n) — Y con f = > f(n), luego hay un morfismo h(n) : P(n) — X
tal que gh(n) = f(n). Finalmente h = )" h(n) : P — X hace conmutar el
diagrama anterior, luego P es proyectivo en la categoria Ch.

O

Ejercicio 27 (Ejercicio 2.2.2). Use el ejercicio anterior para demostrar que
st A tiene suficientes proyectivos, entonces también la categoria Ch(A) de
complejos de cadena sobre A.

Demostracion. Sea A un objeto de C'h(.A), como por hipdtesis la categoria
A tiene suficientes proyectivos para cada A, tenemos que existe un epimor-
fismo g, : P, — A, con P, proyectivo. Queremos encontrar un complejo
de cadenas P proyectivo y un epimorfismo de cadenas g : P — A, tenemos
el siguiente diagrama

PTL+1 Pn Pn,1

lgnﬂ—l lgn ign—l
dn,

dn+1
AnJrl — An — Ay

Ensamblaremos los P,, para formar el complejo P de proyectivos, construi-
remos sus diferenciales como sigue, definimos el mapa v,+1 = dnt+19n+1,
ademads como F,,;1 es proyectivo existen dﬁ 1y d,f que hacen conmutar el
siguiente diagrama

Pn+1

dﬁ/ J{'y +1
n

P, A 0

iy

gn—1
Py —— Ay 1—0

esto es gndﬁﬂ = Yp+1 = dnt19n+1, asi tenemos que

9n71d5dﬁ+1 = dn'}/nJrl
= dn(dn+19n+1)
= (dndn+1)gn+l) =0,
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luego d¥ dﬁ +1 = 0 ya que g,_1 es un epimorfismo. Luego P es un complejo
de proyectivos.

Para ver que P es un objeto proyectivo de la categoria C'h(.A) usaremos el
ejercicio anterior, tomamos la siguiente sucesion:

0 — P — Cone(P) — P[-1] — 0

la cual es exacta y se parte, ya que en cada grado n tenemos que la siguiente
sucesion
0O—P~P, —PFP,®oP,_1—P,-1—0

que es exacta y se parte, ya que cada P, es proyectivo, se sigue como la
demostracién anterior y probamos que el complejo P se parte, luego P es
un objeto proyectivo de Ch. O

Definicion 2.2.5. Sea M un objeto de A. Una Resolucién a izquierda de
M es un complejo P con P; = 0 parat < 0 junto con un mapeo € : Po — M
tal que el complejo aumentado

é J J

Py Py Py—=M 0

es exacto.Es una resolucién proyectiva si cada P; es proyectivo.

Lema 2.2.6. Todo R-mddulo M tiene resolucion proyectiva. Mas general-
mente, si una categoria abeliana A tiene suficientes proyectivos, entonces
todo objeto M en A tiene resolucidn proyectiva.

Demostracion. Sea M € A como por hipdtesis A tiene suficientes proyec-
tivos existe Py proyectivo y un epimorfismo ¢y : Py — M ,defino My =
Ker(ep). Inductivamente, como A tiene suficientes proyectivos, dado un
moédulo M,,_1, elegimos un proyectivo P, y un epimorfismo ¢, : P, —
M,,_1. Defino M,, = ker(ey,), vy sea o, la composiciéon P, — M, — P,_1.
Como 0, (P,) = Myp—1 = ker(6,—1), el complejo de cadena P es una resolu-
cién de M.(Ver el diagrama: resolucién empalmada) O

AN AN
P 7N,

0 0

€0

M

N N
N VN
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Ejercicio 28 (Ejercicio 2.2.3). Mostrar que si P es un complejo de proyecti-
vos con P; = 0 parai < 0 entonces el mapa € : Py —» M que da la resolucion
para M es igual que pensarlo como un mapa de cadenas € : P — M, donde
M es considerado como el complejo concentrado de grado cero.

Demostracion. Como P es resolucién proyectiva de M tenemos la siguiente
sucesién exacta;

Py—>M 0

Consideramos f : P — N, donde N es un complejo de cadenas con N, = 0
sin # 0y Ng = M, las diferenciales de IV son nulas, ademas f,, = 0sin # 0
v fo = €. Asi tenemos

Py Py Py —2>0 0
ol b
0 0 M 0 0

Claramente € o 61 = 0 por ser P resoluciéon proyectiva de M............ ]

Teorema 2.2.7 (Comparacién). Sea € : P — M una resolucion proyec-
tiva de M y '+ M — N un mapeo en A. Entonces para toda resolucion
n:Q — N de N existe un mapeo de cadena f : P — @Q que levanta a
f' en el sentido que no fo = f' oe. El mapeo de cadena f es tunico salvo
equivalencia homotdpica de cadena.

Py Py Py——~=M 0

L b bk

Q2 Q1 Qo —— N 0

Porismo 2.2.8. (Resultado de la demostracion del teorema de compara-
cion) La prueba dejard en claro que la hipdtesis de que sea una resolucion
proyectiva es demasiado fuerte. Es suficiente recibir un complejo de cadena

Py P Py M 0

con P; proyectivo. Luego, para cada resolucion Q — N de N, cada mapeo
M — N se eleva a un mapeo P — @, que es unico salvo la homotopia en
cadena. Esta version mdas fuerte del teorema de comparacion se usard en la
seccion 2.7 para construir el producto externo para Tor.

Demostracion. Construiremos el f,, y mostraremos su unicidad por induc-
cién sobre n, esto es Plk|: existen f; para i < k de modo que f;_10 = df;.
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Veamos que P[0] es verdadera, partiendo de f_1 = f' y que vale la

condicién f; = 0 para i < —1 | faltaria determinar f; tal que f_16 = 4 fo.
Consideremos el siguiente diagrama

Py

le

M

5
QOLNHO

Como la fila de abajo es exacta, 1 es epi y como Py es proyectivo existe
fo: Po — Qo tal que nfy = fie, por lo tanto P[0] es verdadero.

Inductivamente, supongamos que P[n] es verdadero veamos que P[n+1]
también es lo es. Hemos construido f; para i < n de modo que f;_16 = 4 f;.

P, P, Py—>M 0

T

Q2 Q1 Qo ——=M 0

Para construir f,11 consideramos los n -ciclos de Py Q.
Sin = —1, sabemos que Z_1(P) =My Z_1(Q) = N.

Sin > 0, el hecho de que f,_10 = §f,, significa que f, induce un mapa
fl de Z,(P) a Z,(Q) de la siguiente manera:

Ve € Z,(P) : fl(x) = fo(z) con fr(z) € Z,(Q) pues o(fn(x))
(0fn)(z) = (fn-10)(z) = fn-1(0) = 0.

Por lo tanto, tenemos dos diagramas con filas exactas.

Qni1 —> Z,(Q) —=0

0—> Zy(P)—= Py —> P,_,

<

0——s Zn(Q) —Qn—>Qn1

La propiedad universal de elevacién de P,;1 proyectivo produce un mapa
frn+1 de Poy1 a Qpni1, de modo que dfp11 = f10 = frd. Esto termina el
paso inductivo y demuestra que el mapa de cadena f : P — () existe.
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Para ver la unicidad de f salvo homotopia en cadena, supongamos que
existe g : P — @ es otra elevacién de f’ y definamos h = f — g; construi-
remos una contraccién en cadena {s, : P, — Qpn+1} de h por induccién
sobre n. Si n < 0, como F,, = 0, entonces establecemos s, = 0.

Sin =0, como nhy = eh_1 = e(f-1 — g—1) = e(f' — f") = 0,entonces el
mapeo hg envia Py a Zy(Q) = 6(Q1). Usamos la propiedad de elevacién de
Py para obtener un mapa, sg : Py — Q1 tal que hg = dsg = dsg + s_16.
Inductivamente, supongamos que existen mapeos s;(i < n) tal que h; =
0s; + s;_10 en particular parai =n — 1

hp—1 =081+ 8520

luego
08p—1 = hp—1 — Sp—20,

consideramos el mapa h,, — s,_16 de P, a @,. Calculemos
(5(hn — Snfl(S) = (5hn — 5Sn71(5 = 5hn — (hnfl — sn,gé)é

= 5hn—hn715—5n7255:0—020

Por lo tanto, hy,, — s,—10 de P, en Z,(Q) = Img(dp+1)n+1 La propiedad de
elevacién de P, produce el mapa deseados, : P, — @Qn11 tal que ds, =
hn — sn,lé

2.3. Resoluciones inyectivas

Un objeto I en la categoria abeliana A es inyectivo si satisface la siguiente
propiedad de elevacién universal:
Dado f : A — B ménico y un mapeo « : A — I, existe al menos un
mapeo B: B — I talquea=fo f

0—=A——B

Ejercicio 29. Si I es un R— mddulo inyectivo entonces toda sucesion exacta
corta 0 — [ — M — N — 0 se parte.
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Demostracion. Dada la sucesién exacta corta 0 — I — M — N — 0
considero el diagrama

T N 0

I
Id;l
I

con f monico, como I es inyectivo entonces dg : M — I tal que fg = Id;.
Luego la sucesién exacta se parte.
O]

Diremos que A tiene suficientes inyectivos si para cada objeto A en
A existe un ménico de A — I con [ inyectivo.

Ejercicio 30. Si {I,} es una familia de inyectivos, entonces el producto
[[1a es inyectivo.

Demostracion. Sea f: N — M moénicoy g: N — [] ILa,

[T 1o

Considero g, = pag, donde p, es la proyeccion del producto a I,. Como
para todo «, I, es inyectiva

0—=N—Ton

" i

Io

existe hq : M — I, tal que g, = hof entonces existe h : M — [] I, con
pah = hq la cual es tnica por definicién de producto, la igualdad g = hf se
cumple teniendo en cuenta go, = hof v ha = pah. ]

La nocién de médulo inyectivo era inventado por R. Baer en 1940, mucho
antes de que se pensaran los médulos proyectivos.

Criterio 2.3.1. (de Baer) Un R-modulo a derecha I es inyectivo si y solo
st para todo ideal a derecha J de R , todo mapeo J — I se puede extender
a un mapeo R — 1
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Demostracion. (=) Este es un caso especial de la definicién de inyectivo
donde considero i : J — R inyectiva.
(«<=) Dado el siguiente diagrama

0——=A——2RB
I

Dado un R-modulo B, un submédulo A y un mapeo oo : A — I. Sea & el
conjunto parcialmente ordenado de todas las extensiones o/ : A’ — I de
a para un submddulo intermedio A € A’ C B; siendo el orden parcial tal
que o < o si o’ extiende a o'.Claramente £ # & ya que « € . Por Lema
de Zorn existe un elemento maximal en &£, al cual llamaremos Ay, junto con
ag : Ag — I, veamos que Ay = B.

Supongamos que existe un b € B—Ag. El conjunto J = {r € R: br € Ay}
es un ideal a derecha de R. Definimos

h:J—1
r = h(r) = ag(br)

y por hipdtesis existe una extensién h* : R — [
Sea A; = Ap+ < b > submédulo de B y definimos «y : A1 — I por

ar(a+br)=ap(a) +h*(1)r,ac Ay y "€ R

Veamos que «a; estd bien definida: Sea ag + br = a( + br’ entonces b(r —
') = (ay — ap) lo que nos dice que b(r — ') € A, luego (r — ') € J.

aolay —ag) = ap(b(r — ")) = h(r —r') = h*(r — 1)

ademaés

ap(ag) — aglag) = h*(1)r — h*(1)r’
ao(ag) +h*(1)r" = ag(ag) + h*(1)r
ai(ay +br') = aq(ag + br)

Claramente «(ag) = ap(ag) para todo ag en Ap, lo que nos dice que oy se
extiende de ag absurdo ya que (A, ap) es maximal, esto provino de suponer
que existe b en B — Ag. Asi Ag = B y existe ag : B — I concluyendo que
I es inyectivo.

O]

Ejercicio 31. Sea R = Zy,. Use el criterio de Baer para probar que Zmp,
es un Zpy—modulo inyectivo. Entonces probar que Zg no es un Zpy,—mdodulo
inyectivo cuando d divide a m y algin p primo divide a d y m/d.
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Demostracion. Sea I ideal de Z,,, luego tenemos que =< d > talqued | m,
esto es m = kd para algin entero k (7 = k). Sea f :< d >— Z;, morfismo
defR—médulos, solo necesitamos saber cuanto vale f(d). Supongamos que
f(d) = @, luego por ser f morfismo de médulos tenemos:
o d o
0= f(m) = f(m.7) = f(k.d) = kf(d) = k.a
Asf f(d) =@ con k.a =0 , esto es m.k; = k.a luego m.k; = k.a entonces
k.d.k1 = k.a cancelando d.k; = a esto es d | a, lo que nos dice § es un entero.
Veamos que siempre podemos encontrar g : Zy, — Zpy, con g | _g. = f,

solo necesitamos conocer g(1).

a=f(d) = g(d) = g(d.1) = d.g(1),
por lo viste anteriormente § es un entero luego definimos g(1) = g. Veamos
que g |_go= f,seaT €< d > luego ¥ = k.d

9(@) = g(k.d) = g(k.d) = k.g(d) = k.f(d) = f(k.d) = (@),

luego por criterio de Baer Z,, es un Z,,—mddulo inyectivo.
O

Corolario 2.3.2. Supongamos que R = 7Z, o mas generalmente R es un
dominio de ideales principales.

Un R-maodulo A es inyectivo si y solo si es divisible, es decir, para cada
re€ R,r#0 y para todo a € A,a = br para algin b € A.

Demostracion. (=) Supongamos en primer lugar que A es inyectivo. Sea
a€AyneZ,n+#0. Consideremos < n > ideal de Z y el homomorfismo
fo :<n >— Adado por fy(mn) = ma por el criterio de Baer fj se extiende
a f:7Z — A. Entonces a = fo(n) = f(n) =nf(1).

0—><n>-—">7

s

A

(«<=) (Usaremos el criterio de Baer). Supongamos ahora que A es divisi-
ble, sea I = (n) un ideal de Z y sea fp : (n) — A un homomorfismo. Como
ne€Zy fo(n) € Ay A es divisible existe un a € A tal que fy(n) = na. Defi-
nimos f : Z — M mediante f(m) = ma, de modo que f(n) =na = fy(n),
luego fimn) = fo-

O

Ejemplo 2.3.3.
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i) El grupo abeliano Q es inyectivo. Q es divisible pues Vg € Q yn € Z
existe g/n € Q tal que ¢ = n.q/n, luego Q es inyectivo.
ii) El grupo abeliano Ly~ = Z[%]/Z es inyectivo.
i11) Todo grupo abeliano inyectivo es suma directa de estos. En particular,
el grupo abeliano inyectivo Q/Z es isomorfo a &Ly

Ahora mostraremos que Ab tiene suficientes inyectivos.

Sea A un grupo abeliano. Definimos I(A) al producto de copias del
grupo inyectivo Q/Z, indexado por el conjunto Homapn(A,Q/Z), por ser
producto de inyectivos I(A) es inyectivo. Existe un mapa candnico ey :
A — I(A), notemos que e4 es un morfismo de grupos abelianos. Esta es
nuestra inyeccién deseada de A en un inyectivo.

Ejercicio 32. Demostrar que e es inyectivo. Ayuda: Si a € A, determinar
un mapeo f :a. — Q/Z con f(a) #0 y extendemos f a f': A — Q/Z.

Demostracion. Dado a € A, tomamos < a >= aZ subgrupo de A y sea
p € Z primo, definimos f :< a >— Q/Z con f(a) = 1/p, veamos que f
es morfismo de grupos; si b,c €< a > tenemos que b = nya y ¢ = n.a con
Ny, Ne € Z

f(b + C) = f(nba + nca) - f((nb + nc)a) = (nb + nc)f(a)
= (np+ne)l/p= (mp+)1/p+ (nc)1/p
= f(0) + f(c).

Teniendo en cuenta que Q/Z es inyectivo, el siguiente diagrama

0*><a>L>A

| A

Q/Z

conmuta con f = f O

Ejercicio 33. Probar que un grupo abeliano A es cero si y solo si
Homp(A,Q/Z) = 0.

Demostracion. (=) Si el grupo abeliano A es cero, el tinico homomorfismo
f:0— Q/Z es el nulo, luego Hom (A, Q/Z) = 0.

(<) Si Homp(A,Q/Z) = 0 con A # 0 entonces por la construccién de
la ayuda anterior 3f' : A — Q/Z en Homap(A,Q/Z) tal que f' # 0

contradiccién. O

Lema 2.3.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un objeto I
en una categoria abeliana A:
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i) I es inyectivo en A
ii) I es proyectivo en AP

iii) El funtor contravariante Hom(—,I) es exacta, es decir toda sucesion
exacta corta en A lleva a sucesion exacta en Ab.

Demostracion. i) <= ii) si I es inyectivo en A, dados f : A — B ménico
y a: A — I morfismo existe 8 : B —> I con a = 8f esto es el siguiente
diagrama conmuta

0——=A—-2B

V4

1

luego por definicién de A°P; I € AP existe fP : B — A epi en A% del
mismo modo a’? : I — A es morfismo en A% y existe 8P : I — B con
a’? = (Bf)°P = foP°P obteniendo el siguiente diagrama conmutativo

0<—A<—2"B

aDPT A’Z’

1

luego I es proyectivo en A°P. De forma andloga se prueba la vuelta.
i1) <= 1iii) Si I es proyectivo en A° por Lema 2.2.3 tenemos Hom gor (I, )
es un funtor exacto, por observacién anterior tenemos que Hom gor (I, )
define un funtor contravariante Hom4(_, I), el cual es exacto ya que
Homyor(I, ) es exacto. O

Definicién 2.3.5. Sea M un objeto de A. Una resolucion a derecha de M
es un complejo de cadena I con I' =0 para i < 0 y un mapa M — I° tal
que el complejo aumentado

0 0

0 M 10 It I?

es exacta. Esto es lo mismo que un mapa de cocadenas M — I, donde M
se considera como un complejo concentrado en grado 0. Se llama resolucion
iyectiva si cada I' es inyectivo.

Lema 2.3.6. Si una categoria abeliana A tiene suficientes inyectivos en-
tonces todo objeto en A tiene resolucion inyectiva.

Teorema 2.3.7. (Comparacion) Dada N — I una resolucion inyectiva de
Ny f'+ M — N un mapa en A. Entonces para toda resolucion M — E
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existe un mapa de cocadena F : E — I que levanta a f'. El mapa f es
unica sobre cadena homotopica equivalente

0 M B0 gl 0. g2
R R
0 N 0. .p_9d.

Veremos ahora que la categoria de R—modulos tiene suficientes inyecti-
vos sobre cualquier anillo R.

Proposicién 2.3.8. Si A es un grupo abeliano y B es un R—mddulo a
izquierda, entonces Hom (B, A) es un R—mddulo a derecha via la regla

i Homap(B,A) Xx R — Hom a(B, A)
(f,r)y— fr:B— A

con b f(rd).

Demostracion. Hom ap(B, A) es un grupo abeliano, sean f,g € Hom (B, A)
y r € R, veamos que (f + g).r = for +g.r. Dado b € B

(f +9)r(b) = (f +9)(rb) = f(rb) + g(rb) = fr(b) + gr(b)
de forma andloga se prueban las otras propiedades. ]

Lema 2.3.9. Para todo R-modulo a derecha M, el mapeo natural

T: Homup(M, A) — Homp_mod(M, Hom (R, A))
fr—7(f) : M — Homa,(R, A)

es un isomorfismo, donde T(f)(m) es el mapeo que r — f(mr).
Es decir que para cada m € M

7(f)(m): R — A tal que Vr € R, 7(f)(m)(r) = f(mr)

Definiciéon 2.3.10. Un par de funtores L : A — B y R : B — A son
adjuntos si existe una biyeccion natural para todo A en A y B en B:

1%

T=7ap: Homp(L(A), B)

Hom (A, R(B))

Aqui la palabra natural significa que para todo f : A — A" € Ay
g: B — B’ € B el siguiente diagrama conmuta

*

Homg(L(A'), B) L~ Homy(L(A), B) —¥~ Homs(L(A), B')

P S |

Homa(A', R(B)) —L"~ Hom(A, R(B)) % Hom.(A, R(B))
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Llamaremos a L el adjunto a izquierda y a R el adjunto a derecha
de este par. El lema anterior enuncia que el funtor forgetful(olvidadizo)de
mod-R a Ab tiene Hom ap(R, —)como su adjunto a derecha.

A : categoria de R — mod, B : categoria abeliana
L:A—B:L(A)=A T=Hom(R,—):B— A
por lema anterior para todo R-médulo M y B € B el mapeo natural

T=17ymp : Homp(M, B)

Hom (M, Hom(R, B))

es decir

1R

Homy(M,T(B))

Proposiciéon 2.3.11. Si un funtor aditivo R : B — A es adjunto a derecha
de un funtor exacto L : A — B y I es un objeto inyectivo de BB, entonces
R(I) es un objeto inyectivo de A. ( Decimos que R preserva inyectivos).
Dualmente, si un funtor aditivo L : A — B es adjunto a izquierda de
un funtor exacto R : B — A y P es un objeto proyectivo de A, entonces
L(P) es un objeto proyectivo de B. ( Decimos que L preserva proyectivos).

Demostracion. Usaremos el Lema 3-4 para demostrar, esto es probaremos
que Hom 4(—, R(I)) es exacta. Dada una inyeccién f: A — A’ en A

-Como el funtor R : B — A es adjunto a derecha de un funtor L :
A — B tenemos que:

R

Homp(L(A"),T) Hom (A", R(I))

~

Homg(L(A), )

Hom (A, R(I))
-Considero la sucesion

f

00— A—— A

por ser f inyectiva la sucesién es exacta a izquierda, como L y Hom(—, I )
son funtores exactos a izquierda

Lf

0 L(A) L(A)

es exacta a izquierda por lo tanto Lf es inyectiva,

Homg(A, R(I)) —~ Homg(A', R(I))
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Homg(L(A), T) L Homp(L(A), T)

en definitiva tenemos el siguiente diagrama

Homg(L(A), T) L~ Homg(L(A"), I)

L

Homu(A, R(I)) —L = Homa(A', R(I))

Veamos que Lf* es sobreyectiva, sea g : A — R(I) luego existe ¢ :
L(A) — L(R(I)) es decir existe ¢ : L(A) — I y como Lf : L(A) —
L(A’) inyectiva con I inyectivo entonces Jo : L(A’) — I por lo tanto
da’ : A — R(I) Por lo tanto, el mapa inferior / * estd en, lo que demues-
tra que R (I) es un objeto inyectivo en A. O

Corolario 2.3.12. Si I es un grupo abeliano inyectivo, entonces Hom ap(R, I)
es un R-modulo inyectivo.
2.4. Funtores derivados a izquierda

Sea F': A — B un funtor exacto a derecha entre dos categorias abe-
lianas. Si A tiene suficientes proyectivos, podemos construir los funtores
derivados a izquierda L;F'(i > 0) de F' como sigue. Si A es un objeto de
A, elige (de una vez por todas)una resolucién proyectiva P — A y defino

LiF(A) = Hy(F(P)).

= Note que como P es una resolucién proyectiva de A entonces

P, Py Py—=A 0
es exacta y como F' es un funtor exacto
F(P) — F(Py)) — F(A) — 0
es exacta
= parat =10
Ho(F(P)) = Ker(dy)/Im(67) = F(Po)/Im(d7)
Si miramos en la resolucion proyectiva de A

F(P)— F(P) — F(A) —0
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al ser exacta I'm(0]) = ker(e) y como € es sobre tenemos
Ho(F(P)) = F(Py)/Im(67) = F(Py)/ ker(e) = F(A)

por lo tanto
Ho(F(P)) = F(A)

El objetivo de esta seccién es demostrar que L,F forma un d-funtor ho-
moldgico universal.

Lema 2.4.1. Los objetos L;F(A) de B estin bien definidos salvo isomor-
fismo natural. Es decir, si Q — A es una sequnda resolucién proyectiva,
entonces existe un isomorfismo canonico

“

LiF(A) = Hi(F(P))

Hi(F(Q))

En particular, una eleccion diferente de las resoluciones proyectivas produ-
ciria nuevos funtores L;F', que son naturalmente isomorfos a los funtores

Li(F).

Demostracion. Usando el teorema de comparacion, sea P — A una reso-
lucién proyectiva de A y sea Idy : A —> A entonces para cualquier otra
resolucién proyectiva Q —> A de A existe un mapeo f : P — @) que levanta
al mapeo identidad, produciendo un mapeo f, de H;(F(P)) a H;(F(Q)).

Cualquier otro mapa de cadena de este tipo f' : P — @ es una cadena
homotdpica para f, entonces f, = f.. Por lo tanto, el mapa f, es canénico.
Del mismo modo, existe un mapa de cadena g : ) — P que levanta Ida y
un mapa g.. Como gf e Idp son mapas de cadena P — P que levantan la
Id 4, tenemos

g« fv = (9f)« = (Idy)« = mapa de identidad en H;F(P).

Del mismo modo, fg e Idg levantan Id 4, entonces f, g es la identidad. Esto
prueba que f, y g« son isomorfismos. O

Corolario 2.4.2. Si P es proyectivo, entonces L;F(P) =0 para i # 0

Demostracion. Para calcular los L;F(P) = 0 para i # 0 necesito una reso-
lucién proyectiva de P. Considere el complejo

P2:0—>P1:0—>P0:P—>0
con el mapeo identidad € = Idp, estos hacen que la sucesién

..*>P2:0*>P1:0*>P0:PML>P*>O

sea exacta luego es una resoluciéon proyectiva de P, claramente tenemos
L;F(P) =0 para i # 0. O
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Definicién 2.4.3. Un objeto Q es llamado F-aciclico si L; F(Q) = 0 para
todo i # 0, es decir, si los funtores derivados mds altos de F desaparecen en

Q.

Por corolario anterior si P es proyectivo es F'—aciclico, para todo funtor
exacto a derecha F'. Existen otros F-aciclicos, por ejemplo, los mdédulos
planos son aciclicos para productos tensoriales.

Una resolucién a izquierda Q — A es F-aciclica si cada ); es F-
aciclico.

Mas adelante veremos que también puede calcular funtores derivados a
izquierda de resoluciones F-aciclicas, es decir, que L;(A) = Hi(F(Q)) para
cualquier resolucién F-aciclica () de A.

Lema 2.4.4. Si f : A — A’ es un mapeo en A, para cada i existe un
mapeo natural

Demostracion. Sea f: A — A’ es un mapeo en A, como A tiene suficientes
proyectivos existen P/ — A’ y P — A las resoluciones proyectivas de A
y A’ respectivamente. El teorema de comparacién produce una elevacién de
f a un mapa de cadena f de P’ a P, por lo tanto existe, un mapeo f* de
H,F(P') a H;F(P). Cualquier otra elevacién es una cadena homotdpica a
f*, ast el mapeo f* es independiente de la eleccién de f . El mapeo L;F(f)
es fx. O

Ejercicio 34 (Ejercicio 2.4.1). Demostrar que LoF(f) = F(f) bajo la iden-
tificacion LoF(A) ~ F(A)

Demostracion. Por ser F' un funtor entre las categorias A y B, tenemos que
para f : A’ — A morfismo en A, F(f) : F(A") — F(A) es un morfismo
en B. Por Lema anterior existe LoF(f) : HoF(P') — HoF(P) y como
HyF(P) = LyF(A) ~ F(A) y HyF(P') = LoF(A") ~ F(A") tenemos que
LoF(f): LoF(A") — LoF(A) finalmente:

LoF(f)(A) = LoF(f(A)) = LoF(A') = F(A") = F(f(A))

Luego
LoF(f) = F(f)

Teorema 2.4.5. Cada L;F' es un funtor aditivo de A en B.

Demostracion.
-VAe A LiF(A)=H;(F(P)) eB
-Vf:A— A" en A por lema anterior existe un mapeo natural L; F'(f) :
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-Considero f = Ids : A — A, aplicando el ejercicio anterior L; F'(Ids) =
Idy.
-Dado los mapeos
f 9

Al o A A//

y mapas de cadena f ,gque levantan a f y g, la composicién g f levanta a gf.
Por lo tanto, g«f« = (gf)«.

Por todo esto L;F' es un funtor de A en B

-Veamos que es aditivo

Si f;: A’ — A son dos mapas que levantan f; la suma fi + fo levanta
a f1 + fo. Por lo tanto f1, + fo, = (f1 + f2)«, lo que demuestra que L;F es
aditivo. O

Ejercicio 35 (Ejercicio 2.4.2). (Preservando los funtores derivados) Si U :
B — C es un funtor exacto,demostrar que

Demostracion. Sea F' funtor exacto a derecha entre las categorias Ay B, y
U funtor exacto entre las categorias By C. Dado A un objeto de A y

Py Py Py——A 0
una resolucién proyectiva de A, al siguiente complejo en B

F(e)

.. F(Py) — F(P) — F(P)) F(A) 0

le calculamos los espacios de homologia y obtenemos H;F(P) = L;F(A)
los cuales son objetos de la categoria B, finalmente aplicamos el funtor U y
tenemos U (H;F(P)) = U(L;F(A)) objetos de C.

Veamos que U F’ es un funtor exacto a derecha, sea A — B — C' — 0 una
sucesién exacta corta en A, luego como F' es exacto a derecha tenemos que
F(A) — F(B) — F(C) — 0 es una sucesién exacta en B, finalmente
como U es exacto tenemos que UF(A) — UF(B) — UF(C) — 0 es
exacta en C, lo que nos dice que UF es un funtor exacto a derecha entre las
categorias A y C, realizando un proceso similar al anterior calculamos los
objetos H;(UF(P)) = L;(UF(A)).

Lo que nos resta por ver es que el funtor exacto U conmuta con la homologia
H, esto es dado un complejo de cadenas B. en B, se cumple U(HB) =
H(UB). Como U un funtor es exacto tenemos que el siguiente diagrama
conmuta

0— B,(B) Zyn(B) H,(B) —=0

of ey

0—> UBy(B) —> UZy(B) — UH,(B) —=0

Luego U(HB) = H(UB). O
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Funtores olvidadizos como R-mod — Ab son a menudo exactos, y a me-
nudo es mas facil calcular los funtores derivados de U F' debido a la ausencia
de restricciones desordenadas.

Teorema 2.4.6. Los funtores derivados Ly F forman un d-funtor.

Teorema 2.4.7. Si A tiene suficientes proyectivos, entonces para todo fun-
tor exacto F' : A — B, los funtores derivados L,F forman un J-funtor
universal.

Demostracion. Por teorema 2.4.6 los funtores derivados L, F' forman un §-
funtor homoldgico, falta probar que es universal.

Consideremos T un J-funtor homoldgico y ¢g : Tp — LoF' una trans-
formacién natural. Debemos probar que ¢ admite una tnica extension a
un morfismo ¢ : Ty, — L,F de dé-funtores. Supongamos inductivamente
que @; : T; — L;F estan ya definidas para 0 < ¢ < n, y conmutan con las
d;’s apropiados. Dado A € A, como A tiene suficientes proyectivos, existe P
proyectivo tal que 0 — K — P — A — 0 sucesion exacta , K existe
pues puedo considerar el kernel de P — A.

Por corolario 2.4.2 como P es proyectivo L;F(P) = 0 para todo i # 0,
en particular para i = n, esto produce un diagrama conmutativo con filas
exactas:

T (A) —n

Th-1(K) Th-1(P)

¢n—1i @n—ll
1)

0— LoF(A) —2 Ly 1 F(K) —> Ly,_xF(P)

A partir de este diagrama podemos definir un tinico mapa ¢, (A) de T),(A)
a L, F(A), que conmuta con las §’s, de la siguiente manera:

v € Tp(A) —2 y € Ty_y(K)——=0 € Ty_1(P)

@n—ll

0€ L, 1F(P)
como el diagrama conmuta entonces
v € Tp(A) —2y € Ty (K) 0 € Ty_1(P)

Wnll ¢n1l

S Ln_lF(K) —0€ Ln_lF(P)

por lo tanto z € Kernel de L,_1F(K) — L,F(P)
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y como la sucesion es exacta z € I'mg de L,F(A) — L,_1F(K) luego
existe un ¢ € L,F(A) que por J, va a z y es unico pues esta funcién es
inyectiva. Defino entonces

on : Th(A) — L,F(A)

r+—>t

unica que hace que el diagrama conmute.

Debemos demostrar que ¢,, es una transformacién natural que conmuta
con todo los d,,’s para toda sucesién exacta corta.

Para ver que ¢, es una transformacién natural, consideremos

f:A— A
debemos probar que el siguiente diagrama conmuta

To(A) —2 L, F(A")

l |

To(A) —2= L,F(A)

Tn(f

~

para esto, sea una sucesién exacta 0 — K' — P’ — A’ — 0 con P’
proyectivo, luego podemos elevar f a g : P’ — P lo que produce el siguiente
diagrama

por lo tanto tenemos

0 K’ P’ A 0
Pl
0 K P A 0
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Para ver que ¢, conmuta con f construyamos el siguiente diagrama usando
el diagrama anterior y el hecho que T'y L,, F' son - funtores entonces tenemos
que

To(A) —2> Ty (K)

Tn(f)i lTnl(h)
Tn(A) - n—l(K)

L,F(A) —°~ L, |F(K)
LnF(f)T TLan(h)
L,F(A") —°~ L, \F(K')

que lo podemos ubicar como sigue

T, (') Lld) T,(A)
\ /
Ln—lF(K,) Lot Ln—lF(K)

T ™~
L,F(A L,F(A

(A') D) (A)

y teniendo en cuenta el primer diagrama, de esta demostracién, obtene-
mos:

T, (4) ol T,(4)
\ /
Tn_l(Kl) Tnfl(h‘) Tn_l(K)
on(A’) | %3 wn—1l l%_l *5 | on(A)

v *4
/leF(K ) n-1F(h) Lan(Ii)X




2.4. FUNTORES DERIVADOS A IZQUIERDA 71
Realizando el siguiente célculo

80 LnF(f) o pn(A) = (60 LnF(f))pn(A") = (Ln-1F(h) 0 8) 0 pn(A')
= Lp_1F(h)o(§0p,)(A") = L 1F(h) o (pn_106)(4)
= (Ln-1F(h) o pn-1) 0 6(A") = (n-1 0 Tn1(h)) 0 6(A')
= ¢n-10 (Tn-1(h) 0 0)(A") = pn1 0 (80 Tna(f))(A)
= (pn-100) 0 Tna(f)(A") = (00 pn(A)) 0 Tua (f)(A)

*

=00 pn(A) o Ty1(f)(A)
obtenemos
50 L (f) 0 pul(A') = 6 0 pu(A) 0 Tu1 (£)(A)

ycomod : LyF(A) — L,_1F(K)esmoénico (0 — L,F(A) — L, 1 F(K) —
L, F(P)) podemos cancelarla y conseguimos

LnF(f)o ‘Pn(A/) = n(A4) o Tr-1(f)

Por lo tanto el rectangulo exterior conmuta, es decir ¢,, es una transforma-
ci6n natural. Este argumento (con A = A"y f =1ida)

0 K’ P A 0
J{h ig J(ZdA
0 K P A 0

también muestra que ¢, (A) no depende de la eleccién de P.

Finalmente, necesitamos verificar que {¢,} es un sistema de transforma-
ciones naturales, esto es que ¢, conmuta con d,, para cada n .

Dado una sucesién exacta 0 — A" — A — A” — 0, consideremos
la siguiente sucesién exacta corta 0 — K” — P’ — A” — 0 con P”
proyectivo, podemos construir mapas h y g que hacen que el diagrama

O K// Pl/ A// 0
\Lh ig \Lid A
0 A A A" 0

conmute. Esto produce, como ya lo hicimos, un diagrama
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Tn(A”) Tn (Z‘dA”) Tn (A” )
\ /
Tnil(K”) Tn—l(h) Tnfl(A,)
en(A”) ‘Pnli \L‘pnl en(A”)
Ln—lF(K”) Ln—t4F h) Ln—lF(A,)

/ \

L F(A") R LaF(A”)

que conmuta. Teniendo en cuenta que Ty, (ida») = idr, (a7 y Lo (ida») =
idLnF(A”)), por ser funtores, se ve claramente que 0, : T),(A”) — T,,—1(A4")
es T—1(h)o con este tltimo § : T,(A”) — T,,—1(K”) y lo mismo para L, F,
nos queda el siguiente diagrama

Tn(A”) 0 Tnfl(K”) ﬂ_ Tn—l(A,)

©On i Pn—1 i Pn—1 l
LF(h)

L,F(A"Y—2~ L, \F(K)——2 L, F(A)

conmutativo, esto implica la relacién de conmutatividad deseada.

Ejercicio 36 (Ejercicio 2.4.4). Demostrar que la homologia
H,:Ch>o(A) — A y la cohomologia H, : Ch<o(A) — A
son 6— funtores universales.

Demostracion. Sea A una categoria aditiva, por ejemplo 1.2.3 (desarrolla-
do), H, : Ch>o(A) — A es un d—funtor homoldgico. Probemos que es
universal.

Consideremos Ty un d-funtor homolégico y ¢ : Ty —> Hp una trans-
formacién natural. Debemos probar que ¢g admite una tnica extension a
un morfismo ¢ : Ty — H, de d-funtores. Supongamos inductivamente que
w; + T; — H; estan ya definidas para 0 < i < n, y conmutan con las §;’s
apropiados. Dado A € A, consideremos cone(A), por ejercicio 1.5.1, es split
exacta luego, como es split, existe la sucesién exacta

0 Al—-1] cone(A) —= A ——=0
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con A[—1] la traslacién de A. y como es exacta, Hn(cone(A)) = 0, usando
que T, v H, son §—funtores tenemos el siguiente diagrama conmutativo con
filas exactas:

To(A) —% Ty 1 (A[~1]) — T (cone(A))

Son—ll Son—ll
6

0 ——> Hy(A) —2 H,_1 (A[~1]) —> H,,_1(cone(A))

A partir de este diagrama podemos definir un tinico mapa ¢, (A) de T,,(A)
a H,(A), que conmuta con las d’s, de la siguiente manera:

v € Th(A) —2 y € Tp_1(A[-1]) — 0 € Tp_1 (cone(A))

Wnll

0 € Hy—1(cone(A))

como el diagrama conmuta entonces

€ Th(A) % y € Th-1(A[-1]) ——=0 € T,,_1(cone(A))

Wnll @nll

z € Hy_1(A[-1]) ——=0 € H,,_1(cone(A))

por lo tanto z € Kernel de H,_1(A[-1]) — Hy(cone(A)) y como la
sucesion es exacta z € Img de H,(A) — H,_1(A[—1]) luego existe un
t € H,(A) que por 6, va a z y es tnico pues esta funcién es ménica. Defino
entonces

on : Th(A) — H,(A)
x+——t

Unica que hace que el diagrama conmute.

Debemos demostrar que ¢, es una transformacién natural que conmuta
con todo los d,,’s para toda sucesién exacta corta.

Para ver que ¢, es una transformacién natural, consideremos

f:A— A
debemos probar que el siguiente diagrama conmuta
To(A)) =22 H, (A"
Tn(f)l lH n(f)
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para esto, sea una sucesion exacta

0 — A'[-1] — cone(A’) — A’ — 0, luego podemos elevar f a
f@f:cone(A) — cone(A) y f: A[-1] — A[—1] logrando el siguiente
diagrama:

0—— A'[-1] ——=cone(A') —= A" ——0

L

0 —— A[-1] ——=cone(A) ——=A——0

Para ver que ¢,, conmuta con f construyamos el siguiente diagrama usando
el diagrama anterior y el hecho que T'y H,, son §- funtores entonces tenemos
que
1)
To(A") —= T2 (A[-1])
Tn(f)i iTnl(f)
Tn-1(A)

que lo podemos ubicar como sigue

T, (A) fld)

G

Tnfl(f)

Ty—1(A'[-1]) Tn1(A[-1])
Hya (A1) 2 a1
/ \
H, (A" T Hy(A)

y teniendo en cuenta el primer diagrama, de esta demostracién, obtene-
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mos:
T, (A) ot To(A)
\ /
Tn-1(f
T (A1) — =P 7, (a1-1))
on(A’) |3 son—ll l‘ﬂn—l 5 | pn(A)
Hy 1 (A'[1]) — = o Hyoa (A1)
/ \
H, (A H:ff) H,(A)

Realizando el siguiente célculo

0.0 Hy(f) 0 pn(A) = (6.0 Hu(f))pn(A) = (Hn-1(f) ©8) © on(A')
= Ho1(f) © (50 ¢n)(A) = Ha1(f) © (n-1 0 0)(A")
= (Hn1(h) © pn-1) © 6(A") = (pn-1 0 Tna(f)) 0 6(A)
= @n-10(Tn1(f) 0 0)(A") = 10 (60 T ())(A)
= (pn-100) 0 To 1 (f)(A) = (90 pn(A)) 0 Tra (f)(A)
= d0pn(A) o Th-1(f)(A)

obtenemos

60 Hy(f) o pn(A") =60 pn(A)oTh-1(f)(A)

y como 0 : H,(A) — H,_1(A[—1]) es mdnico
(0 — H,(A) — H,—1(A[-1]) — Hy,(cone(A)))

podemos cancelarla y conseguimos

Hn(f) 0 Qon(A/) = Qon(A) o n—l(f)

Por lo tanto el rectangulo exterior conmuta, es decir ¢,, es una transforma-
cién natural.

Finalmente, necesitamos verificar que {¢,,} es un sistema de transforma-
ciones naturales, esto es que ¢, conmuta con J,, para cada n .

Dado una sucesién exacta 0 — A’ — A — A” — 0, consideremos
la siguiente sucesion exacta corta 0 — A”[—1] — cone(A”) — A” — 0,
podemos construir el siguiente diagrama

00— A"[-1] —=cone(A”) —= A" ——=0

SN

0 A A A” 0
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conmutativo, (como ya lo hicimos). Esto produce, un diagrama

Tn (A”) Tn(idA”) Tn (A”)
\ /
Th-1(h
Ty (A1) —— 7, (4]
@n(A”) @nll i(pnl <Pn(A”)
Hy 1 (A7 [1]) s Hioa ()
7 ™~
H, (A7) T H, (A7)

que conmuta. Teniendo en cuenta que Ty, (ida») = idp, 4y ¥ Hn(ida») =
id g, a7y, por ser funtores, se ve claramente que 6, : T,,(A”) — T,,—1(A’) es
Ty—1(h)d con este ltimo ¢ : T),(A”) — T,—1(A'[—1]) y lo mismo para H,,
nos queda el siguiente diagrama

To(A) — 21,y (A1) "2 7, ()

Sani Gpnll SDnli
Hy(h)

Hy (A7) —% Hy g (A[-1]) " Hyog (4)

conmutativo, esto implica la relacién de conmutatividad deseada.

O]

Un funtor aditivo F' : A — B se llama borrable si para cada objetoA
de A existe un monomorfismo p : A — I tal que F(u) = 0. Llamamos
F' coborrable si para cada A existe un epimorfismo p : P — A tal que
F(p) = 0.

2.5. Funtores derivados a derecha

Sea F' : A — B un funtor exacto a izquierda entre dos categorias
abelianas. Si A tiene suficientes inyectivos, podemos construir los funtores
derivados a derecha R'F(i > 0) de F como sigue. Si A es un objeto de
A, elegimos (de una vez por todas)una resolucién inyectiva A — I y defino

R'F(A) = HY(F(I)).
Note que como I es una resolucion inyectiva de A entonces

0 — F(A) — F(I°) — F(I')
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es exacta pues F' es un funtor exacto a izquierda y siempre tenemos
RU(F(A)) = F(A)

Dado que F' también define un funtor exacto a derecha F°P : AP — B°P,
v AP tiene suficientes proyectivos, podemos construir los funtores derivados
a izquierda L;F°P. Como I se convierte en una resoluciéon proyectiva de A
en A° vemos que

R'F(A) = (L;FP)P(A).

Por lo tanto, todos los resultados sobre los funtores exactos a derecha se
aplican a los funtores exactos a izquierda. En particular, los objetos R'F(A)
son independientes de la eleccién de la resolucién inyectiva, R*F es un -
funtor cohomoldgico universal, y R'F(I) = 0 para i # 0 siempre que I sea
inyectivo. Llamaremos a un objeto Q F-aciclico si R'F(Q) = 0(i # 0) como
en 2.4.3, vemos que los funtores derivados a derecha de F' también pueden
ser calculado a partir de resoluciones F-aciclicas.

Definicién 2.5.1 (Funtor Ext). Para cada R—modulo A, el funtor Fp =
Hompg(-, B) es exacto a izquierda. Sus funtores derivados a derecha son
llamados grupo Ext

Extly(A, B) = R"Hompg(A, )(B)
En particular Ext% (A, B) = Hompg(A, B)
Podemos caracterizar los inyectivos por el siguiente ejercicio.
Ejercicio 37 (Ejercicio 2.5.2). Probar las siguientes equivalencias:
i) A es un R—mddulo proyectivo.

iit) Homp(A,—) es un funtor ezxacto.

iii) Ext'y (A, B) se anula para todo i # 0 y para todo B (A es Hompg(—, B)—acicli-
co para todo B).

Demostracion. i) <= ii) Es cierta por Lema 2.2.3
i) = ii1) Si A es un objeto proyectivo en A, por Corolario 2.4.2 tenemos
que L;F(A) = 0 para i # 0, con F' funtor exacto a derecha, en particular
para F' = Hompg(—, B).
iii) = iv) Si Extih(A, B) se anula para todo i # 0 y para todo B, en
particular se anula para ¢ = 1.

O



