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-El CyT (Ciencias y Técnica), por otorgarme una beca de finalización.
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1 Introducción

La teoŕıa de álgebras de Lie y sus generalizaciones es una parte muy importante de la teoŕıa
de Lie y ésta ocupa un lugar muy destacado en el álgebra moderna, la geometŕıa, el análisis y
recientemente han aparecido aplicaciones fundamentales en la computación. La teoŕıa de Lie
es muy vasta y en continuo desarrollo y crecimiento. Dentro de la teoŕıa de álgebras de Lie
el estudio de su (co)homoloǵıa es un área de mucho interés actual y de investigación activa
con aplicaciones a la teoŕıa de representaciones, la teoŕıa de deformaciones y la geometŕıa. En
particular un problema importante es la construcción expĺıcita de clases de homoloǵıa para
obtener aśı soluciones concretas de distintos problemas replanteados en términos homológicos.

Dada un álgebra de Lie g y un álgebra asociativa y conmutativa A, entonces el producto
tensorial g ⊗ A con el corchete [(x, a), (y, b)] = ([x, y], ab) es un álgebra de Lie. Una clase
particular de éstas ocurre cuando A = Ak = C[t]/〈tk〉 es el álgebra de polinomios truncada, y
en este caso gk = g⊗Ak es un álgebra de Lie truncada. La homoloǵıa de Lie de estas álgebras
ha sido y es objeto de diversas investigaciones.

Un problema natural es entender cómo están relacionadas las homoloǵıas de g y de gk. P.
Hanlon conjeturó en 1990 [Ha] que la homoloǵıa de gk es igual a

H(gk) ' H(g)⊗(k+1)

si g pertenece a una de las siguientes clases:

• g es semisimple compleja.

• g es el nilradical de una subálgebra parabólica de un álgebra semisimple compleja.

En ese mismo trabajo, Hanlon probó la conjetura para el álgebra simple g = sl(n). La conjetura
está abierta para una g semisimple cualquiera. Más tarde S. Kumar [SK] mostró que la conjetura
de Hanlon es falsa si g está en la segunda clase.

En este trabajo iniciamos el estudio de la homoloǵıa de álgebras de Lie de la forma g⊗Ak
donde Ak es el álgebra simétrica de rango n truncada Symk V = SymV/

⊕
i≥k Symi V donde

V es un espacio vectorial complejo con dimV = n. Es decir, como espacio vectorial Symk V =
C⊕ V ⊕ Sym2 V ⊕ · · · ⊕ Symk−1 V . Esta es el álgebra de polinomios en n variables truncada.
Cuando n = 1 estamos en el caso anterior ya que SymV = C[t] y Symk V = C[t]/〈tk〉.

Tomamos como álgebra g el álgebra 2-pasos nilpotente libre de rango n. Esto es, g = Ln =
V ⊕ Λ2V , donde V es un espacio vectorial complejo con dimV = n y los únicos corchetes no
nulos son [v, w] = v ∧ w, para v, w ∈ V . Aśı definimos las álgebras

Lkn = Ln ⊗ Symk V = (V ⊕ Λ2V )⊗ (C⊕ V ⊕ Sym2 V ⊕ · · · ⊕ Symk−1 V ).
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Tanto Ln como Symk V tienen estructura natural como GL(V )-módulos a partir de la
representación estandar de GL(V ) en V . Luego Lkn tiene una estructura natural de GL(V )-
módulo. Esta estructura pasa a la homoloǵıa y el problema es:

Determinar la estructura de GL(V )-módulo del i-ésimo grupo de homoloǵıa de Lkn
con coeficientes triviales, Hi(Lkn), para todo i, n y k.

En este trabajo calculamos la homolǵıa de Lkn, determinando previamente la homoloǵıa
del complejo de Koszul asociado (ΛLkn, ∂) usando la teoŕıa de representaciones de GL(V ). El
i-ésimo grupo de homoloǵıa, Hi(Lkn), es Nu ∂i/ Im ∂i+1, donde

Λi+1Lkn
∂i+1−→ ΛiLkn

∂i−→ Λi−1Lkn

es parte del complejo de Koszul. Los espacios involucrados son de dimensiones muy grandes
y crecen rápidamente con i, n y k. Por ejemplo, las dimensiones de algunas de las álgebras
consideradas son:

dim(Lkn)

n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8

k = 2 9 24 50 90 147 224 324

k = 3 18 60 150 315 588 1.008 1.620

Y las dimensiones de los espacios involucrados para calcular los primeros grupos de ho-
moloǵıa de algunas de éstas son:

dim(W )

W n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 n = 8

Λ2(L2
n) 36 276 1.225 4.005 10.731 24.976 52.326

Λ2(L3
n) 153 1.770 11.175 49.455 172.578 507.528 1.311.390

Λ3(L2
n) 84 2.024 19.600 117.480 518.665 1.848.224 5.616.324

Λ3(L3
n) 816 34.220 551.300 5.159.805 33.710.236 170.191.056 707.276.340
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Si fijamos un i y fijamos un k, la teoŕıa de representaciones nos permite independizarnos del
parámetro n, a pesar de que el conjunto de las dimensiones de las álgebras consideradas es no
acotada a medida que n crece. En este trabajo calculamos los primeros grupos de homoloǵıa
Hi(Lkn) para i = 0, 1, 2, para k = 2 y k = 3 y para todo n. Gracias al uso de la teoŕıa de
representaciones , en este caso basta considerar n ≤ 6, debido al álgebra de Lie y a un resultado
de estabilización de la estructura de los GL(V )-módulo para n > 6. El teorema de peso máximo
es usado como herramienta fundamental para descomponer los espacios involucrados y evaluar
las diferenciales correspondientes. Muchos de estos espacios son productos tensoriales de otros.
Una vez conocidos los tipos de los factores, la regla de Littlewood-Richardson da los tipos de
la descomposición del producto tensorial, pero no construye vectores de peso máximo. Por lo
tanto, sigue siendo necesario encontrar vectores de peso máximo por otros medios. Para esto el
uso de algoritmos implementados en Maple es una necesidad, dados los tamaños de los espacios
involucrados y la cantidad de cálculos necesarios. Estos constituyen una parte fundamental de
este trabajo. Aún contando con estos algoritmos es necesario un minucioso análisis previo y
la consideración de descomposiciones en submódulos grandes, no necesariamente irreducibles,
para los cuales se pueda determinar a priori el comportamiento de las diferenciales. Las des-
composiciones que aparecen en este trabajo no son caprichosas, son el fruto de este análisis, y
han hecho posible los resultados obtenidos.

La tesis está organizada por Secciones. Las primeras, del 2 al 5 inclusive contienen material
preliminar sobre álgebras de Lie, homoloǵıa de álgebras de Lie y la teoŕıa de representaciones
de GL(V ). Este material contiene lo necesario para la parte central de la tesis y permite leer el
resto de manera (casi) autocontenida. Las Secciones 6 y 7 continen el desarrollo del problema
y los resultados originales encontrados. Ah́ı se presentan tablas, algunas grandes, con las
descomposiciones mencionadas y los vectores de peso máximo necesarios. En algunos casos
éstos no se han incluido en forma escrita ya que ocupan muchas páginas; pero se encuentran
grabados en el soporte informático, sección 9, que acompaña a este trabajo con todos los
programas usados y todo el output producido. Por último en la sección 8 están sintetizados
los resultados de manera tal que el lector que tenga más o menos un manejo fluido del álgebra
lineal,álgebra multineal , teoŕıa de representaciones y Homoloǵıa de Lie, sin leer la secciones
anteriores, podrá aprovechar.
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2 Álgebras de Lie

Definición 2.1. Un álgebra de Lie g es un espacio vectorial sobre un cuerpo k con un producto
[ , ] : g× g −→ g bilineal, llamado corchete de Lie, con las siguientes propiedades:

(1) [X,X] = 0, para todo X ∈ g.

(2) [[X, Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y, Z], X] = 0, para todo X, Y, Z ∈ g. (Identidad de Jacobi).

Álgebras de Lie de matrices
El primer ejemplo de álgebra de Lie es gln(k), el espacio de matrices cuadradas de orden n

con coeficientes en el cuerpo k con el corchete definido por

[A,B] = AB −BA.
Algunas subálgebras de Lie de la anterior son:

(1) sln = el espacio de matrices de traza cero;

(2) t+n = el espacio de matrices estrictamente triangulares superiores;

(3) t−n = el espacio de matrices estrictamente triangulares inferiores;

(4) son = el espacio de matrices antisimétricas.

Álgebras de Lie abstractas
Toda álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo k de caracteristica 0 es isomorfa a

un álgebra de Lie de matrices. Esto es lo que afirma el Teorema de Ado.

Álgebras de Lie simples
Un subespacio I de un álgebra de Lie g se llama un ideal de g si [g, I] ⊂ I
Un álgebra de Lie g es simple si satisface que:

• los únicos ideales de g son 0 y g;

• dim(g) 6= 1.

Ejemplos de álgebras de Lie simples sobre el cuerpo C son:

• An = sln+1 para n ≥ 1,

• Bn = so2n+1 para n ≥ 2,

• Cn = sp2n para n ≥ 3,

• Dn = so2n para n ≥ 4.

Éstas, llamadas clásicas, junto con otras cinco álgebras de Lie simples llamadas excepcionales
E6, E7, E8, F4 y G2, completan la clasificación de todas las álgebras de Lie simples complejas
de dimensión finita.
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Álgebras de Lie solubles y nilpotentes
Toda álgebra de Lie tiene asociada dos series de ideales.

• La serie derivada ,

g(0) = g, g(1) = [g, g], . . . , g(k) = [g(k−1), g(k−1)].

Note que g(0) ⊇ g(1) . . . . . .

• La serie central descendente ,

g1 = g, g2 = [g, g], . . . , gk = [g, gk−1].

Note que g1 ⊇ g2 . . . . . .

A partir de estas series aparecen dos clases distinguidas de álgebras de Lie:

(1) Un álgebra de Lie g es soluble si su serie derivada se extingue, es decir si g(k) = 0 para
algún k. Si además g(k−1) 6= 0, entonces g es k-pasos soluble.

Ejemplo 2.2. El álgebra de Lie de matrices triangulares superiores nxn es soluble.

(2) Un álgebra de Lie g es nilpotente si su serie central descendente se extingue, es decir si
gk+1 = 0 para algún k. Si además gk 6= 0, entonces g es k-pasos nilpotente.

Ejemplo 2.3. El álgebra de Lie de matrices triangulares superiores nxn estrictas es n− 1
pasos nilpotente.

Álgebras de Lie libres y nilpotentes libres
Sea V un espacio vectorial de dimensión n y sea T (V ) el álgebra tensorial sobre V ;

T (V ) = C⊕ V ⊕ (V ⊗ V )⊕ · · · ⊕ V ⊗r ⊕ · · ·

T (V ) es el álgebra asociativa libre en n generadores. Como toda álgebra asociativa, es un
álgebra de Lie con corchete

[v, w] = v ⊗ w − w ⊗ v
para todo v, w ∈ T (V ).

Ahora, sea L la subálgebra de Lie de T (V ) generada por V . L es el álgebra de Lie libre de
rango n. L hereda la graduación de T (V ). Aśı

L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lr ⊕ · · ·

El álgebra de Lie
L(r) = L/(Lr+1 ⊕ Lr+2 ⊕ · · · )

es el álgebra de Lie r-pasos nilpotente libre de rango n. Como espacio vectorial

L(r) = L1 ⊕ · · · ⊕ Lr.

Por ejemplo el álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre es

L(2) = V ⊕ Λ2(V ).
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Álgebras de Lie de corrientes
Dadas g un álgebra de Lie y A un álgebra asociativa y conmutativa con unidad sobre C,

g⊗ A

es un álgebra de Lie con el corchete definido por:

[u⊗ a, v ⊗ b] = [u, v]⊗ ab, ∀u, v ∈ g y ∀a, b ∈ A.

Veamos que efectivamente este producto, aśı definido, es un corchete de Lie.

(1) Sean u ∈ g y a ∈ A. Entonces

[u⊗ a, u⊗ a] = [u, u]⊗ aa = 0⊗ aa = 0.

(2) Sean u, v, w ∈ g y sean a, b, c ∈ A. Entonces

[[u⊗ a, v ⊗ b], w ⊗ c] + [[w ⊗ c, u⊗ a], v ⊗ b] + [[v ⊗ b, w ⊗ c], u⊗ a] =

= [[u, v], w]⊗ (ab)c+ [[w, u], v]⊗ (ca)b+ [[v, w], u]⊗ (bc)a

= [[u, v], w]⊗ (ab)c+ [[w, u], v]⊗ (ac)b+ [[v, w], u]⊗ a(bc)

= [[u, v], w]⊗ (ab)c+ [[w, u], v]⊗ a(cb) + [[v, w], u]⊗ (ab)c

= [[u, v], w]⊗ (ab)c+ [[w, u], v]⊗ a(bc) + [[v, w], u]⊗ (ab)c

= [[u, v], w]⊗ (ab)c+ [[w, u], v]⊗ (ab)c+ [[v, w], u]⊗ (ab)c

= ([[u, v], w] + [[w, u], v] + [[v, w], u])⊗ (ab)c

= 0⊗ (ab)c

= 0.

Por lo tanto g⊗ A es un álgebra de Lie con este corchete.
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3 Homoloǵıa de álgebras de Lie

Definición 3.1. Sea g una álgebra de Lie y M un g- módulo. La homoloǵıa de g con coeficientes
en M , H∗(g,M), es la homoloǵıa del complejo de Koszul (Λg ⊗ M,∂) donde la diferencial
∂ = ⊕∂p, con

∂p : Λp(Λpg⊗M) −→ Λp−1g⊗M,

está definida por

∂p(x1 ∧ · · · ∧ xp ⊗m) =
∑
i<j

(−1)
i+j+1

[xi, xj] ∧ x1 · · · ∧ x̂i · · · ∧ x̂j · · · ∧ xp ⊗m

+

p∑
i=1

(−1)i+1x1 ∧ · · · ∧ x̂i · · · ∧ xp ⊗ xim

Es decir la diferencial ∂ satisface que ∂p ◦ ∂p+1 = 0 para todo p > 0 y el p-ésimo grupo de
homoloǵıa de g con coeficientes en M es

Hp(g,M) = ker(∂p)/ Im(∂p+1).

En el caso particular donde M = C y la representación de g en M es la trivial, la homoloǵıa
de g con coeficientes en C se denomina homoloǵıa trivial y se denota H∗(g).
En este caso se tiene

H0(g) = C y H1(g) = g/[g, g].
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4 Extensiones por polinomios truncados de álgebras 2-

pasos nilpotentes libres

Sea V un espacio vectorial complejo con dim(V ) = n. Por un lado consideremos el álgebra de
Lie 2-pasos nilpotente libre de rango n

Ln = V ⊕ Λ2V.

Los únicos corchetes no nulos son [X, Y ] = X ∧ Y para todo X, Y ∈ V y dim(Ln) = n(n+1)
2

.
Por otro lado sea A = Sym(V ) el álgebra simétrica sobre V

Sym(V ) =
∞⊕
i=0

Symi(V ) = C⊕ V ⊕ Sym2(V )⊕ . . . .

Ésta es isomorfa al álgebra de polinomios en n variables. Claramente para cualquier k

Ik =
∞⊕
i=k

Symi(V )

es un ideal de A. El cociente

Ak = A/Ik =
k−1⊕
i=0

Symi(V )

es el álgebra de polinomios truncada, cuya dimensión es

dim(Ak) =
k−1∑
i=0

(
n+ i− 1

n− 1

)
=

(
n+ k − 1

k − 1

)
.

Consideramos ahora el álgebra de corrientes

Ln ⊗ A

y el álgebra de corrientes truncada
Lkn = Ln ⊗ Ak,

cuya dimensión es

dim(Lkn) =
(n+ 1)(n+ k − 1)!

2(k − 1)!(n− 1)!
.

En lo que sigue trabajaremos con las álgebras L2
n y L3

n de dimensiones dim(L2
n) = n(n+1)2

2
y

dim(L3
n) = n(n+1)2(n+2)

4
respectivamente.
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5 Representaciones de GL(V )

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión n. Las representaciones del grupo general
lineal GL(V ) están en correspondencia con las representaciones de su álgebra de Lie, gl(V ), de
todas las transformaciones lineales de V en V ; ésta es claramente isomorfa al álgebra de Lie de
matrices n× n.

Definición 5.1. Una representación de g en un espacio vectorial W es un homomorfismo de
álgebras de Lie

ρ : g −→ gl(W ).

La dimensión de la representación ρ es la dimensión de W .

Ejemplo 5.2.

(1) La representación estándar de gl(V ) en V . En este caso g = gl(V ), W = V y
ρ : gl(V ) −→ gl(V ) está definida por: ρ(A)(v) = Av.

(2) La representación adjunta de g. Toda álgebra de Lie g tiene asociada esta representación
en W = gl(g),

ad : g −→ gl(g)

definida por
ρ(A)(B) = [A,B], para todo A,B ∈ g.

Esta representación juega un papel importante en la descripción de la estructura de las
álgebras simples.

Construcción de representaciones
Sea g un álgebra de Lie y sean ρ1, . . . , ρm representaciones de g en V1, . . . , Vm respectiva-

mente. A partir de éstas se definen otras.

• Suma directa

ρ : g −→ gl(V1 ⊕ · · · ⊕ Vm), ρ(X) = ρ1(X)⊕ · · · ⊕ ρm(X).

• Producto tensorial
µ : g −→ gl(V1 ⊗ · · · ⊗ Vm),

µ(X) = ρ1(X)⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + 1⊗ ρ2(X)⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ ρm(X) (5.1)

donde 1 representa la identidad en cada uno de los espacios.

• Producto simétrico En este caso consideramos una sóla representación ρ = ρ1 en W = V1.

µ : g −→ gl(SymkW ),

µ(X) = ρ(X)⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + 1⊗ ρ(X)⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ ρ(X) (5.2)

donde 1 representa la identidad en cada uno de los espacios.
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• Producto exterior En este caso consideramos una sóla representación ρ = ρ1 en W = V1.

µ : g −→ gl(ΛkW )

µ(X) = ρ(X) ∧ 1 ∧ . . . ∧ 1 + 1 ∧ ρ(X) ∧ 1 ∧ . . . ∧ 1 + 1 ∧ . . . ∧ 1 ∧ ρ(X), (5.3)

donde 1 representa la identidad en cada uno de los espacios.

Es fácil verificar directamente que las dos primeras son representaciones. En los dos últimos
casos la representación es inducida por la representación tensorial. Para esto hay que observar
que la acción definida en el producto tensorial preserva los ideales que definen al producto
simétrico y al producto exterior.

Definición 5.3. Una representación de g en V es irreducible si los únicos subespacios inva-
riantes por ρ son el subespacio nulo y V .

Ejemplo 5.4. La representación estándar de g = gl(V ) en V es irreducible, ya que dados un
vector cualquiera v 6= 0 y otro cualquiera w siempre existe una transformación lineal T tal que
Tv = w.

Definición 5.5. Una representación de g es completamente reducible si V se descompone como

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr,

donde cada subespacio Vi es invariante por ρ y la restricción de ρ a Vi es irreducible.

Teorema 5.6. Toda representación de gl(V ) de dimensión finita es completamente reducible.
Más aún, las representaciones irreducibles que aparecen y sus multiplicidades, es decir la can-
tidad de ellas que son isomorfas a una dada, son únicas.

Las representaciones irreducibles de gl(V ) están clasificadas por el Teorema de Peso Máximo.
A continuación describimos esta parametrización destacando los casos que más nos interesan:
los productos simétricos y exteriores de la representación estándar y productos tensoriales de
éstas.

El Teorema de Peso Máximo
Introducimos ahora una noción fundamental, la de vector peso. Para esto consideramos la

descomposición triangular
gl(V ) = t− ⊕ h⊕ t+,

donde t− es el espacio de matrices triangulares inferiores estrictas, t+ es el espacio de matrices
triangulares superiores estrictas y h es el espacio de matrices diagonales. Fijamos como base
de h al conjunto {H1, H2, . . . , Hn}, donde Hi es la matriz diagonal con todos sus elementos 0,
salvo un 1 en la posición i.

Sea ρ : gl(V ) −→ gl(W ) una representación de dimensión finita de g = gl(V ) en W .
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Notación: Cuando la representación ρ se sobreentiende del contexto, usualmente se denota

xw = x · w = ρ(x)(w),

para x ∈ g y w ∈ W .

Definición 5.7. Un vector w ∈ W es un vector peso de ρ, si Hi ·w = λiw, para todo i = 1 . . . n.
En este caso w es un vector peso de peso λ = (λ1, . . . , λn).

Además el peso total de w es λ1 + · · ·+ λn.

En los ejemplos que siguen suponemos que V es de dimensión n y que {e1, . . . , en} es una
base fija de V .

Ejemplo 5.8. W = V ⊗ ...⊗ V︸ ︷︷ ︸
m

.

Si A ∈ gl(V ), A actúa en W de acuerdo a (5.1) por

ρ(A)(v1 ⊗ v2 · · · ⊗ vm) = Av1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vm + v1 ⊗ Av2 ⊗ · · · ⊗ vm + · · ·+ v1 ⊗ v2 · · · ⊗ Avm.

Los vectores de la base canónica del producto tensorial son vectores peso. En efecto,

Hi.(ej1 ⊗ ej2 ⊗ · · · ⊗ ejm) =
∑
k

ej1 ⊗ · · · ⊗Hi(ejk)⊗ · · · ⊗ ejm

= λi(ej1 ⊗ · · · ⊗ ejk ⊗ · · · ⊗ ejm),

donde λi es la cantidad de veces que aparece el ı́ndice i entre los j’s.
Supongamos que dim(V ) = 4 y m = 4. Entonces

H1.(e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2) = 0;
H2.(e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2) = 2e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2;
H3.(e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2) = e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2;
H4.(e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2) = e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2;

Luego e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2 es un vector peso, de peso (0, 2, 1, 1).

Ejemplo 5.9. W = ΛmV .
Si A ∈ gl(V ), A actúa en W según (5.3) por

ρ(A)(v1 ∧ v2 · · · ∧ vm) = Av1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vm + v1 ∧ Av2 ∧ · · · ∧ vm · · ·+ v1 ∧ v2 · · · ∧ Avm.

Los vectores de la base canónica del producto exterior son vectores peso. En efecto,

Hi.(ej1 ∧ ej2 ∧ · · · ∧ ejm) =
∑
k

ej1 ∧ · · · ∧Hi(ejk) ∧ · · · ∧ ejm = λi(ej1 ∧ · · · ∧ ejk ∧ · · · ∧ ejm),

donde λi es la cantidad de veces que aparece el ı́ndice i entre los j’s que puede ser una vez o
ninguna.

Supongamos que dim(V ) = 3 y m = 2. Entonces
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H1.(e1 ∧ e3) = e1 ∧ e3;
H2.(e1 ∧ e3) = 0;
H3.(e1 ∧ e3) = e1 ∧ e3.

Luego e1 ∧ e3 es un vector peso, de peso (1, 0, 1).

Ejemplo 5.10. W = Symm V .
Si A ∈ gl(V ), A actúa en W de acuerdo a (5.2). Además, recordemos que si e2 ⊗ e2 ⊗ e3 es la

imagen en el producto simétrico de e2⊗e2⊗e3, entonces ρ(A)(e2 ⊗ e2 ⊗ e3) = ρ(A)(e2 ⊗ e2 ⊗ e3).
En general, abusando de la notación, escribiremos indistintamente e2 ⊗ e2 ⊗ e3 como elemento
del producto tensorial o simétrico. Aśı, por ejemplo, si dim(V ) = 3 y m = 3, entonces

H1.(e2 ⊗ e2 ⊗ e3) = 0;
H2.(e2 ⊗ e2 ⊗ e3) = 2(e2 ⊗ e2 ⊗ e3);
H3.(e2 ⊗ e2 ⊗ e3) = e2 ⊗ e2 ⊗ e3;

Luego e2 ⊗ e2 ⊗ e3 es un vector peso, de peso (0, 2, 1).

Los pesos son en estos casos m-uplas de enteros no negativos (esto no es cierto para cualquier
representación, pero si para las llamadas tensoriales).

Definición 5.11. Un peso λ = (λ1, . . . , λm) es dominante si λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm.

Los pesos dominantes se pueden representar con diagramas de Young. Al peso (λ1, λ2 . . . , λm)
le asociamos el diagama de Young con λ1 cuadritos en la primera fila, λ2 cuadritos en la segunda
fila y aśı sucesivamente para terminar con λm cuadritos en la última fila. Este diagrama tiene
un total de λ1 + λ2 + · · · + λm cuadritos y tiene k filas si λk 6= 0 y λk+1 = 0. Debemos hacer
notar que si no especificamos m, un mismo diagrama puede corresponderse en pesos distintos.
En cambio si m está previamente fijado no hay ambigüedad alguna.

Ejemplo 5.12. Si m = 5, el peso dominante (3, 2, 2, 1, 0) se representa por

Ahora, este mismo diagrama representa también al peso dominnante (3, 2, 2, 1) (con m = 4) y
a los pesos dominantes (3, 2, 2, 1, 0, 0) (con m = 6) y (3, 2, 2, 1, 0, 0, 0, 0, 0) (con m = 9).

Como vimos, las matrices diagonales de gl(V ) juegan un rol muy importante; permitieron
definir vectores peso y pesos. Las matrices triangulares superiores estrictas t+ e inferiores
estrictas t− de la descomposición triangular de gl(V ), también tienen roles importantes.
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Elegimos como base para t+ y t− las bases canónicas formadas por las matrices Eij (i 6= j),
aquellas con una única entrada no nula e igual a 1 en la posición i, j. Si i > j, Eij ∈ t− y si
i < j, Eij ∈ t+. Tenemos que

Eij(ek) =

{
ei, si j= k;

0, si j 6= k.

Veamos ahora como es la acción de las matrices Eij en los vectores peso de V ⊗ ... ⊗ V y
V ∧ ... ∧ V . (El caso Symk V es totalmente análogo al del producto tensorial.)

Veamos el caso particular del Ejemplo 5.8, donde dim(V ) = 4 y v = e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2 es
vector peso de peso (0, 2, 1, 1). Calculemos:

E12v = e1 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e1;

E13v = e2 ⊗ e1 ⊗ e4 ⊗ e2;

E14v = e2 ⊗ e3 ⊗ e1 ⊗ e2;

E23v = e2 ⊗ e2 ⊗ e4 ⊗ e2;

E24v = e2 ⊗ e3 ⊗ e2 ⊗ e2;

E34v = e2 ⊗ e3 ⊗ e3 ⊗ e2.

Las matrices Eij ∈ t+ aplicadas a v han producido vectores peso de diferente peso. Anotemos
como han cambiado los pesos:

(0, 2, 1, 1)
E12−−→(1, 1, 1, 1)

(0, 2, 1, 1)
E13−−→(1, 2, 0, 1)

(0, 2, 1, 1)
E14−−→(1, 2, 1, 0)

(0, 2, 1, 1)
E23−−→(0, 3, 0, 1)

(0, 2, 1, 1)
E24−−→(0, 3, 1, 0)

(0, 2, 1, 1)
E34−−→(0, 2, 2, 0)

Sigamos calculando.

E21v = 0;

E31v = 0;

E41v = 0;

E32v = e3 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e3;

E42v = e4 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3 ⊗ e4 ⊗ e4;

E43v = e2 ⊗ e4 ⊗ e4 ⊗ e2.

Las matrices Eij ∈ t− aplicadas a v han producido vectores peso de diferente peso. Anotemos
como han cambiado los pesos:
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(0, 2, 1, 1)
E21−−→(0, 0, 0, 0)

(0, 2, 1, 1)
E31−−→(0, 0, 0, 0)

(0, 2, 1, 1)
E41−−→(0, 0, 0, 0)

(0, 2, 1, 1)
E32−−→(0, 1, 2, 1)

(0, 2, 1, 1)
E42−−→(0, 1, 1, 2)

(0, 2, 1, 1)
E43−−→(0, 2, 0, 2)

Según el orden lexicográfico en los pesos, vemos que las matrices de t+ han hecho crecer el
peso, mientras que las matrices de t− lo han hecho decrecer. Los operadores de t+ se llaman
Operadores de crecimiento y los operadores de t− se llaman Operadores de decrecimiento.

Usando estos operadores analicemos el Ejemplo 5.9 donde dim(V ) = 3, m = 2 , {e1, e2, e3}
es la base canónica de V y v = e1 ∧ e3. Entonces

E12v = 0 E21v = e2 ∧ e3

E13v = 0 E31v = 0
E23v = e1 ∧ e2 E32v = 0

Los cambios de peso son

(1, 0, 1)
E12−−→(0, 0, 0) (1, 0, 1)

E21−−→(0, 1, 1)

(1, 0, 1)
E13−−→(0, 0, 0) (1, 0, 1)

E31−−→(0, 0, 0)

(1, 0, 1)
E23−−→(1, 1, 0) (1, 0, 1)

E32−−→(0, 0, 0)

Observamos que en este ejemplo las matrices Eij ∈ t+ han hecho crecer los pesos o los han
anulado.

Ejemplo 5.13. Consideremos la representación estandar vista en el Ejemplo 5.2. Los vectores
de la base de V son vectores peso; más aún, ei es de peso (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) con el 1 en la
i-ésima posición. El de mayor peso es entonces e1, cuyo peso es dominante. Además, es anulado
por todos los operadores de crecimiento y resulta que V = 〈{Eije1 : i > j}〉. Es decir, e1 es un
vector de peso dominante, anulado por todos los operadores de crecimiento, tal que junto con
los operadores de decrecimiento generan toda la representación.

Ejemplo 5.14. Sea ahora W = V ⊗ V , con dimV = 3, bajo la acción de gl(V ). Escribamos
algunos vectores peso, de peso domiante y veamos como actuan los operadores de crecimiento
y de decrecimiento en ellos. Por ejemplo

v1 = e1 ⊗ e1 y v2 = e1 ⊗ e2

son vectores peso de pesos (2, 0, 0) y (1, 1, 0) respectivamente.
El vector v1 es anulado por todos los operadores de crecimiento, mientras que v2 no. De

hecho E12v2 = v1. Veamos que obtenemos, a apartir de v = v1, aplicando repetidamente los
operadores de decrecimiento.
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Peso (2, 0, 0) : v = e1 ⊗ e1;

Peso (1, 1, 0) : E21(v) = e2 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2;

Peso (1, 0, 1) : E31v = e3 ⊗ e1 + e1 ⊗ e3;

Peso (0, 2, 0) : E21E21v = e2 ⊗ e2;

Peso (0, 1, 1) : E31E21v = e3 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3,

E21E31v = e3 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3,

E32E21E21v = e3 ⊗ e2 + e2 ⊗ e3;

Peso (0, 0, 2) : E31E31v = e3 ⊗ e3,

E32E31E21v = e3 ⊗ e3,

E32E21E31v = e3 ⊗ e3,

E32E32E21E21v = e3 ⊗ e3.

El subespacio generado por los 6 vectores peso que aparecen, es una representación irre-
ducible de gl(V ). Para ésta, v es un vector de peso máximo (único salvo escalares). Esta repre-
sentación es exactamente Sym2 V . Como esta representación tiene dimensión 6 y dimV ⊗V = 9,
luego V ⊗ V no es irreducible. Busquemos la(s) componente(s) irreducible(s) que falta(n) para
completar la descomposición de V ⊗ V . El vector v2 es vector peso de peso dominante pero
no es anulado por todos los operadores de crecimiento. Además, si hicieramos lo mismo que
hicimos con v1 encontraŕıamos por ejemplo que E21v2 = e2⊗e2, que ya está en la representación
anterior.

Hagamos entonces otra cosa. Busquemos un vector peso de peso (1, 1, 0) pero que sea
anulado por todos los operadores de crecimiento. Podemos tomar

v3 = e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1

y hacer lo mismo que hicimos con v1. Los vectores no nulos que se obtienen son

E32v3 = e1 ⊗ e3 − e3 ⊗ e1 y E31v3 = e3 ⊗ e2 − e2 ⊗ e3.

El subespacio generado por los 3 vectores peso que aparecen es otra representación irreducible
de gl(V ), dim(V ) = 3. Es exactamente Λ2V .

Como V ⊗ V = Sym2 V ⊕ Λ2V , hemos terminado. Cada una de estas representaciones
irreducibles están generadas por sus vectores de peso máximo cuyos pesos son dominantes,
luego podemos asociarles a cada una un diagrama de Young. Aśı podemos ahora escribir

V ⊗ V = ⊕ .
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Lo visto en este último ejemplo sucede en toda representación de gl(V ). Es decir, toda
representación es suma directa de subrepresentaciones irreducibles (ver Teorema 5.6) y cada
una de éstas tiene un vector de peso máximo a partir del cual se la puede obtener completa.
Esto es lo que afirma el siguiente teorema.

Teorema 5.15 (Teorema de peso máximo). Sea W una representación irreducible de gl(V ) de
dimensión finita. Entonces existe un vector v ∈ W , único salvo escalares, que satisface:

1. Es un vector peso de peso dominante.

2. Es anulado por todos los operadores de t+.

3. El espacio generado por v y Ti1 . . . Tilv con Ti ∈ t− es W .

El vector v es un vector de peso máximo de W . Además si W1 y W2 son dos representaciones
irreducibles con vectores de peso máximo v1 y v2 de pesos λ1 y λ2 respectivamente, W1 y W2

son equivalentes si y solo si λ1 = λ2.

Además dado un peso dominante λ, existe una representación irreducible Vλ de dimensión
finita de peso máximo λ. Es decir, las representaciones irreducibles de gl(V ) están parametrizadas
por los pesos dominantes. La dimensión de la representación correspondiente a λ = (λ1, . . . , λm)
es

dimVλ =
∏
i<j

(λj − λi) + j − i
j − i

.

Sobre la descomposición en irreducibles
Dada una representación W de gl(V ) no hay a priori ningún método efectivo para descom-

poner a W como suma directa de subrepresentaciones irreducibles.
En lo que sigue nosotros necesitamos descomponer muchas representaciones dadas como

sumas de irreducibles. Haremos esto de la siguiente manera. Empezaremos con una base de W
formada por vectores peso y distinguiremos aquellos elementos de la base de peso dominante;
luego para un peso dominante dado buscaremos entre todos los vectores peso de ese peso, vec-
tores de peso máximo. Asocidos a cada uno hay entonces una subrepresentación en irreducibles
de ese peso máximo. Haciendo esto con todos los pesos dominantes presentes descomponemos
la representación W dada.

El procedimiento descripto requiere gran cantidad de operaciones de la aritmética del álgebra
lineal en espacios de dimensión muy grande. Es por esto que es necesario usar la computadora
para llevarlos a cabo. Vale la pena observar que los resultados de los algoritmos implementados
en Maple pueden ser verificados y esto no es demasiado engorroso en general. Los algoritmos
entregan vectores de peso máximo linelamente independientes. Verificar que en efecto son
vectores de peso máximo es mucho más fácil y sencillo que encotrarlos; para esto hay que
verificar que los operadores de crecimiento los anulan. Que son linealmente independientes
suele ser posible por simple inspección. Luego, como sabemos de que dimensión es cada una
de la representaciones asociadas a cada vector de peso max́imo una vez alcanzada la dimensión
total estamos seguros de haber terminado.
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5.1 La homoloǵıa como representación de gl(V )

Para todo n ≥ 2 y todo k ≥ 1, el álgebra de Lie Lkn definida en la Sección 4 tiene una estruc-
tura natural de gl(V )-módulo dada por la representación estandar, sus productos exteriores,
simétricos y productos tensoriales y sumas de éstos. Luego, el complejo de Koszul también es
un gl(V )-módulo. Además, las diferenciales ∂p del complejo son gl(V )-morfismos. Aśı resulta
que los grupos de homoloǵıa de Lkn son gl(V )-módulos.

Veamos que las diferenciales ∂p son gl(V )-morfismos.

Demostración. Sean x, y ∈ Lkn y A ∈ gl(V )
A.[x, y] = A.(x ∧ y) = A.x ∧ y + x ∧A.y = [A.x, y] + [x,A.y] luego A.[x, y] = [A.x, y] + [x,A.y]
Probar que las diferenciales ∂p son gl(V )-morfismos es probar que:

∂pA = A∂p

∂pA(x1 ∧ . . . xp) =∂p
(∑

k

(x1 ∧ · · · ∧ A.xk ∧ . . . xp
)

=
∑
k

(
∂p(x1 ∧ · · · ∧ A.xk ∧ . . . xp)

)
=∑

k

( ∑
i<j;i,j 6=k

(−1)
i+j+1

[xi, xj] ∧ x1 · · · ∧ x̂i · · · ∧ A.xk ∧ . . . x̂j · · · ∧ xp+∑
i<k

(−1)
i+k+1

[xi, A.xk] ∧ x1 · · · ∧ x̂i · · · ∧ Â.xk ∧ · · · ∧ xp+∑
k<j

(−1)
j+k+1

[A.xk, xj] ∧ x1 · · · ∧ Â.xk ∧ · · · ∧ x̂j · · · ∧ xp
)

=∑
k

( ∑
i<j;i,j 6=k

(−1)
i+j+1

[xi, xj] ∧ x1 · · · ∧ x̂i · · · ∧ A.xk ∧ . . . x̂j · · · ∧ xp
)
+∑

i<j

(−1)
j+i+1(

[A.xi, xj] ∧ x1 · · · ∧ Â.xi ∧ · · · ∧ x̂j · · · ∧ xp+

[xi, A.xj] ∧ x1 · · · ∧ x̂i · · · ∧ Â.xj ∧ · · · ∧ xp
)

=∑
k

( ∑
i<j;i,j 6=k

(−1)
i+j+1

[xi, xj] ∧ x1 · · · ∧ x̂i · · · ∧ A.xk ∧ . . . x̂j · · · ∧ xp
)
+∑

i<j

(−1)
j+i+1

A.[xi, xj] ∧ x1 · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x̂j · · · ∧ xp =∑
i<j

(−1)
i+j+1

A
(
[xi, xj] ∧ x1 · · · ∧ x̂i . . . x̂j · · · ∧ xp

)
=

A.
(∑
i<j

(−1)
i+j+1

[xi, xj] ∧ x1 · · · ∧ x̂i . . . x̂j · · · ∧ xp
)

=

A.∂p(x1 ∧ . . . xp)
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6 Estructura de GL(V )-módulo de la homoloǵıa

En esta sección calcularemos los segundos grupos de homoloǵıa con coeficientes triviales de las
álgebras L2

n y L3
n. Esta sección es la parte central de este trabajo. Los cálculos realizados y los

resultados obtenidos eran hasta ahora desconocidos.

Recordemos que los segundos grupos de homoloǵıa que queremos determinar son

H2(L2
n) =

Nu(∂2 : Λ2L2
n −→ L2

n)

Im(∂3 : Λ3L2
n −→ Λ2L2

n)

y

H2(L3
n) =

Nu(∂2 : Λ2L3
n −→ L3

n)

Im(∂3 : Λ3L3
n −→ Λ2L3

n)
.

Los espacios lineales que aparecen son de dimensiones muy grandes y no acotadas cuando n
crece. Por ejemplo para L2

n tenemos que

dim(L2
n) dim(Λ2(L2

n)) dim(Λ3(L2
n))

n = 2 9 36 84

n = 3 24 276 2.024

n = 4 50 1.225 19.600

n = 5 90 4.005 117.480

n = 6 147 10.731 518.665

n = 10 605 182.710 36.724.710

n = 20 4.410 9.721.845 14.284.630.920

n d2

2
d2(d2−2)

8
d2(d2−2)(d2−4)

48

donde d2 = n(n+ 1)2

Para L3
n tenemos que
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dim(L3
n) dim(Λ2(L3

n)) dim(Λ3(L3
n))

n = 2 18 153 816

n = 3 60 1.170 34.220

n = 4 150 11.175 551.300

n = 5 315 49.455 5.159.805

n = 6 588 172.578 33.710.236

n = 10 3.630 6.586.635 7.965.437.260

n = 20 48.510 1.176.585.795 19.024.607.914.620

n d3

4
d3(d3−4)

32
d3(d3−4)(d3−8)

384

donde d3 = n(n+ 1)2(n+ 2)

Los tamaños de los espacios involucrados y sobre todo el hecho de ser no acotados hace imposible
calcular los espacios de homoloǵıa que nos interesan usando solamante álgebra lineal. De hecho
ni siquiera es posible para n chico usando la computadora.

La teoŕıa de representaciones resulta una herramienta fundamental que nos permite calcular
los grupos de homoloǵıa que nos interesan, no sólo para algunos valores de n sino sorprenden-
temente para todo valor de n.

Las álgebras L2
n y L3

n tienen una estructura natural de GL(V )-módulos como también sus
potencias exteriores. Estas estructuras pasan a la homoloǵıa ya que los operadores de borde ∂p
son GL(V )-morfismos.

El problema es entonces determinar la estructura de GL(V )-módulo de los grupos de ho-
moloǵıa que nos interesan. Para esto a partir de la estructuras de GL(V )-módulo de las álgebras
L2
n y L3

n, d́eterminamos la estructura de GL(V )-módulo de sus potencias exteriores de orden 2
y 3 para luego calcular el segundo grupo de homoloǵıa.

Estabilización

La estructura como GL(V )-módulo de L2
n se estabiliza a partir de n = 3 y la de L3

n a
partir de n = 4. Correspondientemente las estructuras de las potencias exteriores involucradas
también se estabilizan para ciertos n. Este fenómeno es el que nos permite independizarnos
de n y calcular la homoloǵıa que nos interesa para todo n. Más precisamente la estructura
de GL(V )-módulo de Λ3L2

n y la de Λ3L3
n se estabilizan para n = 6 (para los submódulos que
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nos interesa descomponer). Aún en estos casos los espacios involucrados son de tamaño muy
grande. En efecto recordemos que para n = 6,

dimL2
n = 147; dim Λ2L2

n = 1.0731; dim Λ3L2
n = 518.665

y
dimL3

n = 588; dim Λ2L3
n = 172.578; dim Λ3L3

n = 33.710.236.

Las estructura de GL(V )-módulo de los espacios involucrados, para n ≤ 6, la determinamos
calculando todos los vectores de peso máximo. Esto lo hacemos implementando los algoritmos
lineales correspondientes en Maple.

Aśı, por ejemplo para encontrar vectores de peso máximo del submódulo V ⊗(V ⊗Sym2 V )⊗
(Λ2V ⊗Sym2 V ) ⊂ Λ3L3

n, para n = 6, cuya dimensión es 238.140, se agrupó los vectores de una
base formada por vectores peso según su peso, consideramos sólo los de peso dominante y en
el espacio que éstos generan se determinó el núcleo común de los 15 operadores de crecimiento.
Para este caso concreto una computadora moderna demoró aproximadamente 36 horas, para
obtener como resultado 93 vectores de peso máximo que ocupan casi 95 páginas.

Las componentes irreducibles de cada submódulo (de Lkn, Λ2(Lkn) y Λ3(Lkn) con k = 2, 3)
fueron encontradas usando los programas que están en la sección 7 y se encuentran en la
sección 9 bajo el t́ıtulo Vectores de peso máximo de Lnk. Una vez propuestos los vectores
de peso máximo, es fácil comprobar que en efecto lo son, verificando que son anulados por
todos los operadores de crecimiento. Luego usando las fórmulas usuales se puede determinar las
dimensiones del submódulo a descomponer y la de los correspondientes submódulos irreducibles.
Si la suma de las dimensiones de todas las componentes irreducibles propuestas es igual a la
del submódulo en cuestión se sigue que esa es su descomposición en irreducibles.

6.1 Caso L2
n

Dado V un espacio vectorial de dimensión n consideramos el álgebra de corrientes

L2
n = (V ⊕ Λ2V )⊗ (C⊕ V )

introducida en el Caṕıtulo 4.

6.1.1 Estructura de L2
n

Consideramos la siguiente descomposición de L2
n como suma directa de submódulos:

L2
n =

(
V ⊗ C

)
⊕
(
V ⊗ V

)
⊕
(
Λ2V ⊗ C

)
⊕
(
Λ2V ⊗ V

)
.

Tenemos la siguiente tabla
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L2
n

Submódulo Peso Total Dimensión
1 V ⊗ C 1 n

2 Λ2V ⊗ C 2 n(n−1)
2

3 V ⊗ V 2 n2

4 Λ2V ⊗ V 3 n2(n−1)
2

Table 1: Descomposición de L2
n

6.1.2 Estructura de Λ2(L2
n)

Recordemos que dado dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo W1 y W2

Λ2(W1 ⊕W2) ∼= Λ2W1 ⊕ (W1 ⊗W2)⊕ Λ2W2.

Aśı, resulta que:

Λ2(L2
n) =

(
Λ2(V ⊗ C)

)
⊕
(
Λ2(V ⊗ V )

)
⊕
(
Λ2(Λ2(V )⊗ C)

)
⊕
(
Λ2(Λ2(V )⊗ V )

)
⊕
(
(V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V )

)
⊕
(
(V ⊗ C)⊗ (Λ2(V )⊗ C)

)
⊕
(
(V ⊗ C)⊗ (Λ2(V )⊗ V )

)
⊕
(
(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C)

)
⊕
(
(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

)
⊕
(
(Λ2(V )⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V )

)
.

En esta primera descomposición de Λ2(L2
n) ordenaremos los 10 submódulos de acuerdo a su

peso total en la tabla que sigue. Hacemos notar que la mayoŕıa de éstos no son irreducibles.

Λ2(L2
n)

Submódulo Peso Total Dimensión

Λ2(V ⊗ C) 2 n(n−1)
2

(V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V ) 3 n3

(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C) 3 n2(n−1)
2

Λ2(V ⊗ V ) 4 n2(n2−1)
2

Λ2(Λ2V ⊗ C) 4 n(n−1)(n2−n−2)
8

(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 4 n3(n−1)
2

(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C) 4 n3(n−1)
2

(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 5 n4(n−1)
2

Λ2(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 5 n3(n−1)2

4

Λ2(Λ2V ⊗ V ) 6 n2(n−1)(n3−n2−2)
8
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6.1.3 Análisis del núcleo e imagen de ∂2 para L2
n

Basta Considerar V tal que dim(V ) = 6 pues en Λ2(L2
n) el peso total máximo que aparece es

6. Fijo {e, f, g, h, v, w} una base de V .
Recordemos que

∂2 : Λ2(L2
n) −→ L2

n.

Proposición 6.1. La diferencial ∂2 : Λ2(L2
n) −→ L2

n como homomorfismo de GL(V )-módulo
satisface que

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

1 Λ2(V ⊗ C) 0 Λ2V ⊗ C

2 (V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V ) < v1
2 > ⊕ < v2

2 + v3
2 > Λ2V ⊗ V

3 (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C) (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C) 0

4 Λ2(V ⊗ V ) Λ2(V ⊗ V ) 0

5 Λ2(Λ2V ⊗ C) Λ2(Λ2V ⊗ C) 0

6 (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

7 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C) (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C) 0

8 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

9 Λ2(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

10 Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V ) 0

Donde v1
2 es un vector de peso máximo de peso (3, 0, . . . , 0) y v2

2 + v3
2 es un vector de peso

máximo de peso (2, 1, 0, . . . , 0) ambos pertenecientes a (V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V ).

Notación.

• Con la letra uji , denotaremos a los vectores de peso máximo de Lkn,

• Con la letra vji , denotaremos a los vectores de peso máximo de Λ2(Lkn),

• Con la letra wji , denotaremos a los vectores de peso máximo de Λ3(Lkn).

donde i nos indica el submódulo al cual pertenece en la descomposición previamente
fijada de Lkn, Λ2(Lkn) y Λ3(Lkn) respectivamente y j el lugar del vector de peso máximo en
la descomposición en irreducibles de dicho submódulo obtenidos con los procedimientos
Maple de la Sección 7.Estos se encuentran en el output del Maple grabado en el CD de
la Sección 9. En la mayoŕıa de los casos los vectores de peso máxino utilizados han sido
transcriptos.
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Prueba. Procedemos caso por caso.

Primer submódulo: Λ2(V ⊗ C)

Si (x ⊗ 1) ∧ (y ⊗ 1) ∈ Λ2(V ⊗ C), ∂2

(
(x ⊗ 1) ∧ (y ⊗ 1)

)
= (x ∧ y) ⊗ 1 ∈ Λ2V ⊗ C. Luego

∂2(Λ2(V ⊗ C)) ⊆ Λ2V ⊗ C.
Observemos que Λ2V ⊗C es el segundo submódulo en la descomposición de L2

n y que tanto
Λ2(V ⊗ C) como Λ2V ⊗ C son irreducibles.

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2(V ⊗ C) Λ2V ⊗ C

(1, 1, 0, 0, . . . , 0) v1
1 = (e⊗ 1) ∧ (f ⊗ 1) u1

2 = (e ∧ f)⊗ 1

Evaluando tenemos que

∂2(v1
1) = ∂2

(
(e⊗ 1) ∧ (f ⊗ 1)

)
= (e ∧ f)⊗ 1

= u1
2.

Aśı, resulta que:

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

Λ2(V ⊗ C) 0 Λ2V ⊗ C

Segundo submódulo: (V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V )

Si (x⊗ 1)⊗ (y ⊗ z) ∈ (V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V ), ∂2

(
(x⊗ 1)⊗ (y ⊗ z)

)
= (x ∧ y)⊗ z ∈ Λ2V ⊗ V .

Luego ∂2((V ⊗ C) ⊗ (V ⊗ V )) ⊆ Λ2V ⊗ V . La siguiente tabla muestra la descomposición en
irreducibles de ambos módulos y vectores de peso máximo para cada uno de ellos con sus pesos
correspondientes. Cabe observar que Λ2V ⊗ V es el cuarto submódulo en la descomposición de
L2
n.

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

(V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V ) Λ2V ⊗ V

(3, 0, 0, 0, . . . , 0) v1
2 = (e⊗ 1)⊗ (e⊗ e)

(2, 1, 0, 0, . . . , 0) v2
2 = (e⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e⊗ 1)⊗ (f ⊗ e) u1

4 = (e ∧ f)⊗ e

v3
2 = (e⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (f ⊗ 1)⊗ (e⊗ e)

(1, 1, 1, 0, . . . , 0) v4
2 = (e⊗ 1)⊗ (f ⊗ g)− (e⊗ 1)⊗ (g ⊗ f)− u2

4 = (f ∧ g)⊗ e− (e ∧ g)⊗ f+

(f ⊗ 1)⊗ (e⊗ g) + (f ⊗ 1)⊗ (g ⊗ e)+ (e ∧ f)⊗ g

(g ⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (g ⊗ 1)⊗ (f ⊗ e)
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Evaluamos ahora ∂2 en estos vectores de peso máximo.

Para el vector de peso (3, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂2

(
v1

2

)
= ∂2

(
(e⊗ 1)⊗ (e⊗ e)

)
= (e ∧ e)⊗ 1

= 0.

Para los vectores de peso (2, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂2

(
v2

2

)
= ∂2

(
(e⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e⊗ 1)⊗ (f ⊗ e)

)
= −(e ∧ f)⊗ e
= −u1

4

∂2

(
v3

2

)
= ∂2

(
(e⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (f ⊗ 1)⊗ (e⊗ e)

)
= (e ∧ f)⊗ e
= u1

4.

Para el vector de peso (1, 1, 1, 0, . . . , 0)

∂2

(
v4

2

)
= ∂2

(
(e⊗ 1)⊗ (f ⊗ g)− (e⊗ 1)⊗ (g ⊗ f)− (f ⊗ 1)⊗ (e⊗ g)

+ (f ⊗ 1)⊗ (g ⊗ e) + (g ⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (g ⊗ 1)⊗ (f ⊗ e)
)

= 2(e ∧ f)⊗ g − 2(e ∧ g)⊗ f + 2(f ∧ g)⊗ e
= 2u2

4.

Aśı, resulta que:

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2) ⊆ Λ2V ⊗ V

(V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V ) < v1
2 = (e⊗ 1)⊗ (e⊗ e) > ⊕ Λ2V ⊗ V

< v2
2 + v3

2 = 2(e⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e⊗ 1)⊗ (f ⊗ e)−

(f ⊗ 1)⊗ (e⊗ e) >

Tercer submódulo: (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C)

Si (x⊗ 1) ∧ (y ∧ z ⊗ 1) ∈ (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C), ∂2

(
(x⊗ 1)⊗ (y ∧ z ⊗ 1)

)
= 0⊗ 1 = 0.

Aśı, resulta que:

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C) (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C) 0

35



Cuarto submódulo: Λ2(V ⊗ V )

Si (x⊗ y)∧ (z ⊗w) ∈ Λ2(V ⊗ V ), ∂2

(
(x⊗ y)⊗ (z ⊗w)

)
= x∧ z ⊗ 0 = 0. Notar que esto es

debido al producto del álgebra asociativa truncada A2.
Aśı, resulta que:

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

Λ2(V ⊗ V ) Λ2(V ⊗ V ) 0

Submódulos restantes

La imagen por ∂2 de estos 6 submódulos es nula, ya que Λ2V ⊗ (C⊕ V ) es el centro de L2
n

y el segundo factor tensorial de estos submodulos son Λ2V ⊗ C o Λ2V ⊗ V .
Aśı, resulta que:

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

Λ2(Λ2V ⊗ C) Λ2(Λ2V ⊗ C) 0

(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C) (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C) 0

(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

Λ2(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V ) 0

6.1.4 Estructura de Λ3(L2
n)

Como hicimos con Λ2(L2
n), podemos descomponer Λ3(L2

n) como suma directa de 20 submódulos
ordenados de acuerdo a su peso total en la tabla que sigue.
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Λ3(L2
n)

Submódulo Peso Dimensión

Total

1 Λ3(V ⊗ C) 3 n(n−1)(n−2)
6

2 Λ2(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C) 4 n2(n−1)2

4

3 Λ2(V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V ) 4 n3(n−1)
2

4 Λ2(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ C) 5 n3(n2−1)
2

5 Λ2(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 5 n3(n−1)2

4

6 Λ2(Λ2V ⊗ C)⊗ (V ⊗ C) 5 n2(n−1)(n(n−1)−2)
8

7 (V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C) 5 n4(n−1)
2

8 (V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 6 n5(n−1)
2

9 Λ3(V ⊗ V ) 6 n2(n2−1)(n2−2)
6

10 Λ3(Λ2V ⊗ C) 6 n(n−1)(n(n−1)−2)(n(n−1)−4)
48

11 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C) 6 n3(n−1)2(n+1)
4

12 Λ2(Λ2V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V ) 6 n3(n−1)(n(n−1)−2)
8

13 (V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 6 n4(n−1)2

4

14 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 7 n4(n−1)2(n+1)
4

15 Λ2(Λ2V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 7 n3(n−1)2(n2−n−2)
16

16 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ C) 7 n3(n−1)(n2(n−1)−2)
8

17 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ V ) 7 n5(n−1)2

4

18 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) 8 n4(n−1)(n2(n−1)−2)
8

19 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ C) 8 n3(n−1)2(n2(n−1)−2)
16

20 Λ3(Λ2V ⊗ V ) 9 n2(n−1)(n2(n−1)−2)(n2(n−1)−4)
48

6.1.5 Análisis de la imagen de ∂3 para L2
n

En esta sección sólo analizaremos la imagen de ∂3 pues es lo que necesitamos para determinar
el segundo grupo de homoloǵıa.

Observemos que a pesar de que el máximo peso total es 9, la dimensión de V con la que
seguiremos trabajando es 6 ya que el peso total máximo de los submódulos que necesitamos
descomponer como suma de irreducibles a lo sumo es 6.

Como ya lo hicimos en la demostración del proposición 6.1, dado un submódulo de la
descomposición de Λ3(L2

n) evaluaremos expĺıcitamente ∂3 en un elemento genérico de éste, para
saber donde está contenida su imágen. A continuación obtendremos las imágenes de los vectores
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de peso máximo de cada componente irreducible de dicho submódulo para escribir la imagen
como suma directa de irreducibles. Luego de analizar todos los submódulos enunciaremos el
lema con las conclusiones.

Cabe recordar que las componentes irreducibles de cada submódulo (de Lkn, Λ2(Lkn) y Λ3(Lkn)
con k = 2, 3) fueron encontradas usando los programas que están en la sección 7 y dichas
componentes se encuentran en la sección bajo el t́ıtulo Vectores de peso máximo de Lnk.

Observaciones.

• De aqúı en adelante, para abreviar la nomenclatura de los submódulos involucrados en
la descomposición de Λ3(L2

n) y de Λ2(L2
n), identificaremos aquellos que tengan un factor

de la forma W ⊗ C con W , ya que estos son isomorfos. Aśı, Λ3(V ⊗ C) ∼= Λ3V y
(V ⊗C)⊗ (V ⊗V )⊗ (Λ2V ⊗C) ∼= V ⊗ (V ⊗V )⊗Λ2V . Esto no causará confusión si uno
sabe en que contexto está trabajando. Por ejemplo Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) se corresponde con
el submódulo Λ2(V ⊗ C) ⊗ (V ⊗ V ) en Λ3(L2

n) y con (Λ2V ⊗ C) ⊗ (V ⊗ V ) en Λ2(L2
n).

Por otra parte el submódulo Λ2V ⊗ Λ2V se corresponde con Λ2(V ⊗ C)⊗ (Λ2V ⊗ C) en
Λ3(L2

n) .

• Con el objetivo de que la notación no interfiera en el desarrollo de lo que sigue, de
ahora en adelante, en la notación suprimiremos la unidad del álgebra asociativa y los
productos tensoriales y exteriores. Aśı, un elemento de Λ3V ∼= Λ3(V ⊗ C) de la forma
(x⊗ 1) ∧ (y ⊗ 1) ∧ (z ⊗ 1)

)
lo identificaremos con xyz. Esto no causará confusión si uno

sabe en que contexto está trabajando. Por ejemplo xyzt ∈ Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) ⊂ Λ2(L2
n) es

en realidad el vector (x ∧ y ⊗ 1) ⊗ (z ⊗ t), pero xyzt ∈ Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) ⊂ Λ3(L2
n) es el

vector (x⊗ 1) ∧ (y ⊗ 1)⊗ (z ⊗ t).

• Recordemos que:

-Con la letra uji , denotaremos a los vectores de peso máximo de Lkn,
-Con la letra vji , denotaremos a los vectores de peso máximo de Λ2(Lkn) y
-Con la letra wji , denotaremos a los vectores de peso máximo de Λ3(Lkn).

donde i nos indica el submódulo al cual pertenece en la descomposición previamente
fijada de Lkn, Λ2(Lkn) y Λ3(Lkn) respectivamente y j el lugar del vector de peso máximo en
la descomposición en irreducibles de dicho submódulo obtenidos con los procedimientos
Maple de la Sección 7.En la mayoŕıa de los casos los vectores de peso máxino utilizados
han sido transcriptos.

Primer submódulo: Λ3V

Si xyz = x ∧ y ∧ z ∈ Λ3V ,

∂3(xyz) = (x ∧ y)⊗ z − (x ∧ z)⊗ y + (y ∧ z)⊗ x
= xyz − xzy + yzx ∈ Λ2V ⊗ V.
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Luego necesitamos la descomposición en irreducibles de Λ3V y Λ2V ⊗ V . La siguiente tabla
muestra la descomposición en irreducibles de ambos módulos y vectores de peso máximo para
cada uno de ellos con sus pesos correspondientes.Observemos que Λ3V es irreducible.

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ3V Λ2V ⊗ V

(2, 1, 0, 0, . . . , 0) — v1
3 = efe

(1, 1, 1, 0, . . . , 0) w1
1 = efg v2

3 = fge− egf + efg

Para el vector de peso máximo de peso (1, 1, 1, 0, . . . , 0)

∂3(w1
1) = ∂3(e ∧ f ∧ g)

= (e ∧ f)⊗ g − (e ∧ g)⊗ f + (f ∧ g)⊗ e
= efg − egf + fge

= v2
3.

Notemos que v1
3 no pertenece a Im(∂3)

Aśı, resulta que:

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2V ⊗ V ∂3(Λ3V ) ⊆ Λ2V ⊗ V

(2, 1, 0, 0, . . . , 0) v1
3 -

(1, 1, 1, 0, . . . , 0) v2
3 v2

3

Segundo submódulo: Λ2V ⊗ (Λ2V )

Si xyzt = (x⊗ 1) ∧ (y ⊗ 1)⊗ (z ∧ t⊗ 1) ∈ Λ2V ⊗ (Λ2V ),

∂3(xyzt) = ∂3

(
(x⊗ 1) ∧ (y ⊗ 1)⊗ (z ∧ t⊗ 1)

)
= ([x, y]⊗ 1) ∧ (z ∧ t⊗ 1)− ([x, z ∧ t]⊗ 1) ∧ (y ⊗ 1)

+ ([y, z ∧ t]⊗ 1) ∧ (x⊗ 1)

= (x ∧ y ⊗ 1) ∧ (z ∧ t⊗ 1)− 0 + 0

= xyzt ∈ Λ2(Λ2V )

El módulo Λ2V ⊗ (Λ2V ) no es irreducible, en cambio Λ2(Λ2V ) si. En efecto tenemos que
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2V ⊗ (Λ2V ) Λ2(Λ2V )

(2, 2, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
2 = efef —

(2, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w2
2 = efeg − egef v1

5 = efeg

(1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) w3
2 = −efgh+ egfh− ehfg− —

fgeh+ fheg − ghef

Evaluando ∂3 en cada uno de los vectores de peso máximo de Λ2V ⊗ (Λ2V )

Para el vector de peso (2, 2, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
2) = 0.

Para el vector de peso (2, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w2
2) = ∂3(efeg)

= efeg

= v1
5.

Para el vector de peso (1, 1, 1, 1, 0 . . . , 0)

∂3(w3
2) = 0.

Aśı, resulta que:

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2(Λ2V ) ∂3(Λ2V ⊗ (Λ2V )) ⊆ Λ2(Λ2V )

(2, 1, 1, 0, . . . , 0) v1
5 v1

5

Tercer submódulo: Λ2V ⊗ (V ⊗ V )

Si xyzt ∈ Λ2V ⊗ (V ⊗ V )

∂3(xyzt) = [x, y]zt− [x, z]ty + [y, z]tx

= (xyzt) + (−xzty + yzty) ⊂ Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V.

La descomposición en irreducibles de Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) y Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V está
dada en la siguiente tabla.
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V

(3, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
3 = −efee v1

7 = efee v1
6 = efee

(2, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w2
3 = −fgee+ egef − efeg v2

7 = −fgee+ egef − efeg v2
6 = −fgee+ egef − efeg

w3
3 = fgee− egfe+ efge v3

7 = fgee− egfe+ efge v3
6 = fgee− egfe+ efge

(2, 2, 0, 0, 0, . . . , 0) w4
3 = efef − effe v4

7 = efef − effe v4
6 = efef − effe

(1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) w5
3 = −ghef + fheg − fgeh+ v5

7 = −ghef + fheg − fgeh+ v5
6 = −ghef + fheg − fgeh+

ghfe− ehfg + egfh− fhge+ ghfe− ehfg + egfh− fhge+ ghfe− ehfg + egfh− fhge+

ehgf − efgh+ fghe− ehgf − efgh+ fghe− ehgf − efgh+ fghe−

eghf + efhg eghf + efhg eghf + efhg

Para el vector de peso máximo de peso (3, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
3) = [−efee] + [efee]

= −v1
7 + v1

6.

Esta imagen junto con v1
6 o v1

7 son linealmente independientes y como en Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) ⊕
(Λ2V ⊗ V ) ⊗ V hay dos vectores de peso máximo de peso (3, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) sin pérdida de
generalidad podemos suponer que v1

6 o v1
7 no pertenece a la imagen de ∂3.

Para los vectores de peso máximo de peso (2, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w2
3) = −[fgee− egfe+ efge]− [efeg − egef + egfe− efge]

= v2
7 + v2

6 + v3
6

∂3(w3
3) = [fgee− egfe+ efge] + 2[efeg − egef + fgee]

= v3
7 − 2v2

6.

Estas imágenes junto con v2
6 y v3

6 ( o v2
7 y v3

7) son linealmente independientes y como en
Λ2V ⊗(V ⊗V )⊕(Λ2V ⊗V )⊗V hay cuatro vectores de peso máximo de peso (2, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)
sin pérdida de generalidad podemos suponer que v2

6 y v3
6 ( o v2

7 y v3
7) no pertenecen a la imagen

de ∂3.

Para el vector de peso máximo de peso (2, 2, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w4
3) = [efef − effe] + [−effe+ efef ]

= v4
7 + v4

6.

Esta imagen junto con v4
6 o v4

7 son linealmente independientes y como en Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) ⊕
(Λ2V ⊗ V ) ⊗ V hay dos vectores de peso máximo de peso (2, 2, 0, 0, 0, . . . , 0) sin pérdida de
generalidad podemos suponer que v4

6 o v4
7 no pertenece a la imagen de ∂3.
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Para el vector de peso máximo de peso (1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)

∂3(w5
3) = −[ghef − fheg + fgeh− ghfe+ ehfg − egfh+ fhge

− ehgf + efgh− fghe+ eghf − efhg]

− 2[egfh− ehfg − efgh+ ehgf + efhg − eghf − fgeh
+ fheg − fhge+ fghe− ghef + ghfe]

= v5
7 − 2v5

6.

Esta imagen junto con v5
6 o v5

7 son linealmente independientes y como en Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) ⊕
(Λ2V ⊗ V ) ⊗ V hay dos vectores de peso máximo de peso (1, 1, 1, 1, 0 . . . , 0) sin pérdida de
generalidad podemos suponer que v5

6 o v5
7 no pertenecen a la imagen de ∂3.

Aśı, resulta que:

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V ∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V )) ⊆ Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V

(3, 1, 0, 0, . . . , 0) v1
7 v1

6 −v1
7 + v1

6

(2, 1, 1, 0, . . . , 0) v2
7 v2

6 v2
7 + v2

6 + v3
6

v3
7 v3

6 v3
7 − 2v3

6

(2, 2, 0, 0, . . . , 0) v4
7 v4

6 v4
7 + v4

6

(1, 1, 1, 1, . . . , 0) v5
7 v5

6 v5
7 − 2v5

6

Observación. Observamos que

∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V )) =< −v1
7 + v1

6 > ⊕ < v2
7 + v2

6 + v3
6 > ⊕ < v3

7 − 2v3
6 >

⊕ < v4
7 + v4

6 > ⊕ < v5
7 − 2v5

6 >
∼= Λ2V ⊗ (V ⊗ V )
∼= (Λ2V ⊗ V )⊗ V

Por lo tanto(
Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V

)
/ Im ∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V )) ' (Λ2V ⊗ V )⊗ V

o (
Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V

)
/ Im ∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V )) ' Λ2V ⊗ (V ⊗ V ).

Cuarto submódulo: Λ2(V ⊗ V )⊗ V
Si xyztu ∈ Λ2(V ⊗ V )⊗ V

∂3(xyztu) = −[x, u]yzt+ [z, u]txy

= −xuyzt+ zutxy ∈ (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ).

La descomposición de Λ2(V ⊗ V ) ⊗ V y (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ V ) en submódulos irreducibles se
muestra en la siguiente tabla:
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2(V ⊗ V )⊗ V (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )

(4, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
4 = −eeefe v1

8 = −efeee

w2
4 = −eefee

(3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w3
4 = eeffe− effee− 2eeeff v5

8 = efeef − effee

w4
4 = eeffe− eeeff − eefef v6

8 = efeef − efefe

(3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w5
4 = −eefge + eegfe + efgee− egfee− 2fegee v2

8 = fgeee− egeef + efeeg

w6
4 = efgee− egfee− fegee− eeegf + eeefg v3

8 = −fgeee + egefe− efege

w7
4 = −fegee + eegef − eefeg v4

8 = −fgeee + egfee− efgee

w8
4 = efege + efgee− egfee− fegee

(2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w9
4 = −efgef + egfef − effge + 2efgfe− egffe− v7

8 = fgeef − fgefe− egfef + egffe + efgef − efgfe

fegfe− ffgee + eefgf − eegff + 2fegef

w10
4 = efgfe− egffe− fefge− ffgee + eefgf− v8

8 = −fgeef + egeff − efegf + fgfee− egffe + effge

eegff − efegf + fegef

v9
8 = −fgefe + egeff − efefg + fgfee− egfef + effeg

(2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w11
4 = feghe− fehge− fghee + fhgee + gehfe+ v10

8 = egehf − efehg − ghfee + ehfge− egfhe + fhgee−

gfhee− eeghf + eehgf + eghef − ehgef − 2gehef+ ehgfe + gheef − fheeg + fgeeh + ehefg − egefh−

eefhg − eehfg − efheg + ehfeg + 2feheg− ehegf + efegh + efghe− fghee + eghfe− efhge

eefgh + eegfh + efgeh− egfeh− 2fegeh

w12
4 = efghe− efhge− egfhe + eghfe+ v11

8 = ehefg − egefh− ehegf + efegh + egehf − efehg−

ehfge− ehgfe + feghe− fehge− fghee+ ehfeg + egfeh + ehfge− egfhe + ehgef − efgeh−

fhgee + gehfe + gfhee− 2eeghf + 2eehgf+ ehgfe + efghe− eghef + efheg + eghfe− efhge

2egehf − 2gehef + 2eefhg − 2eehfg − 2efehg+

2feheg − 2eefgh + 2eegfh + 2efegh− 2fegeh

v12
8 = −gheef + fheeg − fgeeh + ghefe−

ehefg + egefh− fhege + ehegf−

efegh + fgehe− egehf + efehg

(1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) v13
8 = hvefg − gvefh + ghefv − hvegf + fvegh−

fhegv + gvehf − fvehg + fgehv − ghevf + fhevg−

fgevh− hvfeg + gvfeh− ghfev + hvfge− evfgh+

ehfgv − gvfhe + evfhg − egfhv + ghfve− ehfvg+

egfvh + hvgef − fvgeh + fhgev − hvgfe + evgfh−

ehgfv + fvghe− evghf + efghv − fhgve + ehgvf−

efgvh− gvhef + fvheg − fghev + gvhfe− evhfg+

eghfv − fvhge + evhgf − efhgv + fghve− eghvf+

efhvg + ghvef − fhveg + fgveh− ghvfe + ehvfg−

egvfh + fhvge− ehvgf + efvgh− fgvhe + egvhf − efvhg

Evaluamos ahora ∂3 en cada uno de los vectores de peso máximo.
Para los vectores de peso máximo de peso (4, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
4) = 0

∂3(w2
4) = −v1

8.
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Luego v1
8 pertenece a la imagen de ∂3.

Para los vectores de peso máximo de peso (3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w3
4) = −3effee+ 3efeef

= 3v5
8

∂3(w4
4) = −2effee+ efeef + efefe

= 2v5
8 − v6

8.

Como las imágenes de w3
4 y w4

4 son linelmente independientes pues v5
8 y v6

8 lo son, 3v5
8 y 2v5

8−v6
8

pertenecen a la imagen de ∂3 o lo que es lo mismo v5
8 y v6

8.
Para los vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w5
4) = 2egefe− 2efege+ efeeg − egeef + efgee− egfee

= v2
8 + 2v3

8 − v4
8

∂3(w6
4) = 2efeeg − 2egeef − efege+ egefe− efgee+ egfee

= 2v2
8 + v3

8

∂3(w7
4) = −2efege+ 2egefe− 2fgeee+ 2egfee

= 2v3
8

∂3(w8
4) = efeeg − egeef + egefe− efege

= v2
8 + v3

8.

De estas cuatros imágenes sólo tres de ellas son linealmente independientes, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que son las tres primeras. Luego v2

8 + 2v3
8 − v4

8, 2v2
8 + v3

8 y 2v3
8

pertenecen a la imagen de ∂3 o lo que es lo mismo v2
8 , v3

8 y v4
8.

Para los vectores de peso máximo de peso (2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w9
4) = v7

8 + v9
8

∂3(w10
4 ) = −v7

8 + 2v9
8 − v8

8.

Estas dos imágenes junto con v9
8 son linelmente independientes y como hay tres vectores de peso

máximo de peso (2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ V ) podemos, hasta aqúı, suponer
que v9

8 no pertenece a la imagen de ∂3.
Para los vectores de peso máximo de peso (2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w11
4 ) = −4v12

8 − 2v10
8

∂3(w12
4 ) = −4v12

8 − 4v10
8 + 3v11

8 .

Estas dos imágenes junto con v12
8 son linelmente independientes y como hay tres vectores de

peso máximo de peso (2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗(V ⊗V ) podemos, hasta aqúı, suponer
que v12

8 no pertenece a la imagen de ∂3.
Aśı, resulta que:
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) ∂3(Λ2(V ⊗ V )⊗ V )

(4, 1, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) v1
8 v1

8

(3, 2, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) v5
8 v5

8

v6
8 v6

8

(3, 1, 1, 0, 0, 0 . . . , 0) v2
8 v2

8

v3
8 v3

8

v4
8 v4

8

(2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) v7
8 v7

8 + v9
8

v8
8 −v7

8 + 2v9
8 − v8

8

v9
8 –

(2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) v10
8 −4v12

8 − 2v10
8

v11
8 −4v12

8 − 4v10
8 + 3v11

8

v12
8 –

(1, 1, 1, 1, 0, 0 . . . , 0) v13
8 –

Quinto submódulo: Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )

Si xyztu ∈ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ), ∂3(xyztu) = xyztu ∈ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) luego es sobre.
Aśı, resulta que:

Submódulo Im(∂3)

Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )

Sexto submódulo: Λ2(Λ2V )⊗ V

Si xyztu ∈ Λ2(Λ2V )⊗ V

∂3(xyztu) = [xy, zt]u− [xy, u]zt+ [zt, u]xy

= 0u− 0zt+ 0xy

= 0.

Aśı, resulta que:

Submódulo Im(∂3)

Λ2(Λ2V )⊗ V 0

Séptimo submódulo: V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V
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Si xyztu ∈ V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V

∂3(xyztu) = [x, y]ztu− [x, t]uyz + 0x

= [x, y]ztu− [x, t]uyz ∈ (Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V

(Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V ∼= Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) ⊂ Im(∂3) por el quinto submódulo.
Aśı, resulta que:
∂3

(
V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V

)
no aporta nada nuevo a la imagen de ∂3.

Octavo submódulo: V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

Si xyztuv ∈ V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ),

∂3(xyztuv) = [x, y]ztuv − [x, tu]vyz + [yz, tu]vx

= xyztuv − 0vyz + 0vx

= xyztuv ∈ Λ2(Λ2V ⊗ V ).

Los vectores de peso máximo de V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) y Λ2(Λ2V ⊗ V ) se muestran en la
siguiente tabla.

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V )

(5, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
8 = −eeeefe

(4, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w2
8 = −eefege + eegefe + eeeegf − eeeefg v4

10 = −efeege

w3
8 = −efeege + egeefe + eeeegf − eeeefg

w4
8 = −eeefge + eeeegf − eeeefg

w5
8 = −feeege + geeefe + eeeegf − eeeefg

(4, 2, 0, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) w6
8 = efeefe− feeefe

w7
8 = −eefefe + efeefe

w8
8 = efeefe− eeeeff

(3, 2, 1, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) w9
8 = −eeffge + effege− egfefe + feefge− ffeege + fgeefe v2

10 = −efeefg + efefge− effege

w10
8 = efgefe− egfefe− eegeff + egeeff + eefefg − efeefg v3

10 = −efeegf + 2efefge− effege

w11
8 = eeffge− feefge− eefegf + feeegf + eefefg − feeefg

w12
8 = eeffge + efefge− effege + egfefe− feefge− eeefgf−

egeeff + feeegf + efeefg − feeefg

w13
8 = efgefe− egfefe− fegefe + gefefe + egeeff − geeeff−

efeefg + feeefg

w14
8 = efgefe− egfefe− fegefe + fgeefe + gefefe− gfeefe

w15
8 = efefge− feefge− efeegf + feeegf + efeefg − feeefg

w16
8 = −efefge + effege− efgefe + feefge− fefege + fegefe

(3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w17
8 = heefge− hefege + hegefe− eeeghf + eegehf − eehegf+ v5

10 = −efeegh + efeehg−

feeghe− fegehe + fehege− geefhe + gefehe− gehefe+ efeghe + efgehe− efhege−

eeefhg − eefehg + eehefg − eeefgh + eefegh− eegefh egeehf + egefhe− egfehe−
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ehefge

w18
8 = efgehe− efhege− egfehe + eghefe + ehfege− ehgefe+

feeghe− fegehe + fehege− geefhe + gefehe− gehefe+

heefge− hefege + hegefe− eeeghf + egeehf − eheegf

eeefhg − efeehg + eheefg − eeefgh + efeegh− egeefh

w19
8 = eefghe− eegfhe + eehfge− feeghe + fegehe− fehege+

egeefhe− gefehe + gehefe− heefge + hefege− hegefe

w20
8 = efeghe− egefhe + ehefge− eeeghf + egeehf − eheegf

eeefhg − efeehg + eheefg − eeefgh + efeegh− egeefh

w21
8 = −feeghe + fgeehe− fheege + geefhe− gfeehe + gheefe−

heefge + hfeege− hgeefe + eeeghf − egeehf + eheegf−

eeefhg + efeehg − eheefg + eeefgh− efeegh + egeefh

w22
8 = −feeghe + geefhe− heefge + eeeghf − geeehf + heeegf−

eeefhg + feeehg − heeefg + eeefgh− feeegh + geeefh

(3, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w23
8 = −effefe + ffeefe + eefeff − feeeff v1

10 = efeeff

w24
8 = −fefefe + ffeefe + eefeff − efeeff

(2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w25
8 = −eefghf + egfehf − ehfegf + feeghf − fgeehf + fheegf+ v6

10 = efeghf − effghe−

effghe− egffhe + ehffge− ffeghe + fgefhe− fhefge egefhf + egffhe + ehefgf−

eeffhg − effehg + ehfefg − feefhg + ffeehg − fheefg− ehffge

eeffgh + effegh− egfefh + feefgh− ffeegh + fgeefh

w26
8 = fefghe− fegfhe + fehfge− ffeghe + ffgehe− ffhege+ v7

10 = −efgefh + efgehf−

fgefhe− fgfehe + fghefe− fhefge + fhfege− fhgefe− efgfhe− efhegf + efhfge−

eefghf + eegfhf − eehfgf + efeghf − efgehf + efhegf− egfehf + egffhe− ehffge−

egefhf + egfehf − egheff + ehefgf − ehfegf + ehgeff fgefhe

w27
8 = fghefe− fhgefe− gfhefe + ghfefe + hfgefe− hgfefe− v8

10 = −efefgh + efefhg−

egheff + ehgeff + geheff − gheeff − hegeff + hgeeff+ efeghf + effegh− effehg+

efhefg − ehfefg − fehefg + fheefg + hefefg − hfeefg− effghe− efgehf + efgfhe+

efgefh + egfefh + fegefh− fgeefh− gefefh + gfeefh efhegf − efhfge + 2egfehf−

2egffhe + 2ehffge + 2fgefhe

w28
8 = effghe− efgfhe + efhfge + fegfhe− fehfge− ffeghe−

geffhe + gfefhe + heffge− hfefge− eefghf + efgehf−

efhegf + feeghf − fegehf + fehegf + gefehf − gfeehf−

hefegf + hfeegf + eeffhg − effehg + efhefg − feefhg−

fehefg + ffeehg + hefefg − hfeefg − eeffgh + effegh−

efgefh + feefgh + fegefh− ffeegh− gefefh + gfeefh

w29
8 = fegfhe− fehfge− ffgehe + ffhege− geffhe + gffehe−

gfhefe + heffge− hffege + hfgefe− eegfhf + eehfgf+

efgehf − efhegf + geefhf + geheff − gfeehf − heefgf−

hegeff + hfeegf + eeffhg − effehg + efhefg − feefhg−

fehefg + ffeehg + hefefg − hfeefg − eeffgh + effegh−

efgefh + feefgh + fegefh− ffeegh− gefefh + gfeefh

w30
8 = effghe− efgfhe + efhfge− fefghe + fegfhe− fehfge−
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efeghf + efgehf − efhegf + feeghf − fegehf + fehegf+

efefhg − effehg + efhefg − feefhg + fefehg − fehefg−

efefgh + effegh− efgefh + feefgh− fefegh + fegefh

(2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w31
8 = efgfge− egffge− ffgege + fgfege + gfgefe− ggfefe−

eegfgf + egefgf + fegegf − fgeegf − gegeff + ggeeff+

eeffgg − efefgg − fefegg + ffeegg + gefefg − gfeefg

v32
8 = −efgfge + egffge + fegfge− fgefge− geffge + gfefge+

efgegf − egfegf − fegegf + fgeegf + gefegf − gfeegf−

efgefg + egfefg + fegefg − fgeefg − gefefg + gfeefg

w33
8 = −efgfge + egffge + ffgege− fgefge− fggefe + gfefge−

gffege + ggfefe + eegfgf − egfegf + eggeff − fegegf+

fgeegf − geefgf + gefegf − ggeeff − eeffgg + effegg−

efgefg + feefgg + fegefg − ffeegg − gefefg + gfeefg

(2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w34
8 = efghve− efhgve + efvghe− egfhve + eghfve− egvfhe+ v9

10 = efeghv − efegvh+

ehfgve− ehgfve + ehvfge− evfghe + evgfhe− evhfge− efehvg − efghve + efhgve−

feghve + fehgve− fevghe + fgehve− fgheve + fgvehe− efvghe− egefhv + egefvh−

fhegve + fhgeve− fhvege + fveghe− fvgehe + fvhege+ egehvf + egfhve− eghfve+

gefhve− gehfve + gevfhe− gfehve + gfheve− gfvehe+ egvfhe + ehefgv − ehefvg+

ghefve− ghfeve + ghvefe− gvefhe + gvfehe− gvhefe− ehegvf − ehfgve + ehgfve−

hefgve + hegfve− hevfge + hfegve− hfgeve + hfvege− ehvfge− evefgh + evefhg−

hgefve + hgfeve− hgvefe + hvefge− hvfege + hvgefe+ eveghf + evfghe− evgfhe+

vefghe− vegfhe + vehfge− vfeghe + vfgehe− vfhege+ evhfge

vgefhe− vgfehe + vghefe− vhefge + vhfege− vhgefe

w35
8 = fgehve− fhegve + fveghe− gfehve + ghefve− gvefhe+

hfegve− hgefve + hvefge− vfeghe + vgefhe− vhefge−

egehvf + ehegvf − eveghf + geehvf − gheevf + gveehf−

heegvf + hgeevf − hveegf + veeghf − vgeehf + vheegf+

efehvg − ehefvg + evefhg − feehvg + fheevg − fveehg+

heefvg − hfeevg + hveefg − veefhg + vfeehg − vheefg−

efegvh + egefvh− evefgh + feegvh− fgeevh + fveegh−

geefvh + gfeevh− gveefh + veefgh− vfeegh + vgeefh+

efeghv − egefhv + ehefgv − feeghv + fgeehv − fheegv+

geefhv − gfeehv + gheefv − heefgv + hfeegv − hgeefv

w36
8 = efghve− efhgve + efvghe− egfhve + eghfve− egvfhe+

ehfgve− ehgfve + ehvfge− evfghe + evgfhe− evhfge−

eeghvf + eehgvf − eevghf + egehvf − eghevf + egvehf−

ehegvf + ehgevf − ehvegf + eveghf − evgehf + evhegf+

eefhvg − eehfvg + eevfhg − efehvg + efhevg − efvehg+

ehefvg − ehfevg + ehvefg − evefhg + evfehg − evhefg−

eefgvh + eegfvh− eevfgh + efegvh− efgevh + efvegh−

egefvh + egfevh− egvefh + evefgh− evfegh + evgefh+

eefghv − eegfhv + eehfgv − efeghv + efgehv − efhegv+
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egefhv − egfehv + eghefv − ehefgv + ehfegv − ehgefv

w37
8 = feghve− fehgve + fevghe− fgehve + fhegve− fveghe−

gefhve + gehfve− gevfhe + gfehve− ghefve + gvefhe+

hefgve− hegfve + hevfge− hfegve + hgefve− hvefge−

vefghe + vegfhe− vehfge + vfeghe− vgefhe + vhefge−

eeghvf + eehgvf − eevghf + egehvf − ehegvf + eveghf−

gehevf + gevehf + gheevf − gveehf + hegevf − hevegf−

hgeevf + hveegf − vegehf + vehegf + vgeehf − vheegf+

eefhvg − eehfvg + eevfhg − efehvg + ehefvg − evefhg+

fehevg − fevehg − fheevg + fveehg − hefevg + hevefg+

hfeevg − hveefg + vefehg − vehefg − vfeehg + vheefg−

eefgvh + eegfvh− eevfgh + efegvh− egefvh + evefgh−

fegevh + fevegh + fgeevh− fveegh + gefevh− gevefh−

gfeevh + gveefh− vefegh + vegefh + vfeegh− vgeefh+

eefghv − eegfhv + eehfgv − efeghv + egefhv − ehefgv+

fegehv − fehegv − fgeehv + fheegv − gefehv + gehefv+

gfeehv − gheefv + hefegv − hegefv − hfeegv + hgeefv

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) w38
8 = fghvwe− fgvhwe + fgwhve− fhgvwe + fhvgwe− fhwgve+ v10

10 = efghvw − efghwv+

fvghwe− fvhgwe + fvwghe− fwghve + fwhgve− fwvghe− efgvwh− efhgvw + efhgwv−

gfhvwe + gfvhwe− gfwhve + ghfvwe− ghvfwe + ghwfve− efhvwg + efvghw − efvgwh+

gvfhwe + gvhfwe− gvwfhe + gwfhve− gwhfve + gwvfhe+ efvhwg − efwghw + efwgvh−

hfgvwe− hfvgwe + hfwgve− hgfvwe + hgvfwe− hgwfve+ efwhvg − egfhvw + egfhwv−

hvfgwe− hvgfwe + hvwfge− hwfgve + hwgfve− hwvfge− egfvwh + eghfvw − eghfwv+

vfghwe + vfhgwe− vfwghe + vgfhwe− vghfwe + vgwfhe− eghvwf − egvfhw + egvfwh−

vhfgwe + vhgfwe− vhwfge + vwfghe− vwgfhe + vwhfge+ egvhwf + egwfhv − egwfvh+

wfghve− wfhgve + wfvghe− wgfhve + wghfve− wgvfhe+ egwhvf + ehfgvw − ehfgwv+

whfgve− whgfve + whvfge− wvfghe + wvgfhe− wvhfge− ehfvwg − ehgfvw + ehgfwv−

eghvwf + egvhwf − egwhvf + ehgvwf − ehvgwf + ehwgvf− ehgvwf + ehvfgw − ehvfwg+

evghwf + evhgwf − evwghf + ewghvf − ewhgvf + ewvghf+ ehvgwf − ehwfgv + ehwfvg−

gehvwf − gevhwf + gewhvf − ghevwf + ghvewf − ghwevf+ ehwgvf − evfghw + evfgwh−

gvehwf − gvhewf + gvwehf − gwehvf + gwhevf − gwvehf− evfhwg + evgfhw − evgfwh+

hegvwf + hevgwf − hewgvf + hgevwf − hgvewf + hgwevf− evghwf − evhfgw + evhfwg−

hvegwf + hvgewf − hvwegf + hwegvf − hwgevf + hwvegf+ evhgwf + evwfgh− evwfhg+

veghwf − vehgwf + vewghf − vgehwf + vghewf − vgwehf+ evwghf + ewfghv − ewfgvh+

vhegwf − vhgewf + vhwegf − vweghf + vwgehf − vwhegf− ewfhvg − ewgfhv + ewgfvh−

weghvf + wehgvf − wevghf + wgehvf − wghevf + wgvehf− ewghvf + ewhfgv − ewhfvg+

whegvf + whgevf − whvegf + wveghf − wvgehf + wvhegf+ ewhgvf − ewvfgh + ewvfhg−

efhvwg − efvhwg + efwhvg − ehfvwg + ehvfwg − ehwfvg+ ewvghf + fgehvw − fgehwv+

evfhwg − evhfwg + evwfhg − ewfhvg + ewhfvg − ewvfhg− fgevwh− fghvwe + fgvhwe−

fehvwg + fevhwg − fewhvg + fhevwg − fhvewg + fhwevg− fgwhve− fhegvw + fhegwv−

fvehwg + fvhewg − fvwehg + fwehvg − fwhevg + fwvehg+ fhevwg + fhgvwe− fhvgwe+

hefvwg − hevfwg + hewfvg − hfevwg + hfvewg − hfwevg+ fhwgve + fveghw − fvegwh+
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hvefwg − hvfewg + hvwefg − hwefvg + hwfevg − hwvefg− fvehwg − fvghwe + fvhgwe−

vefhwg + vehfwg − vewfhg + vfehwg − vfhewg + vfwehg− fvwghe− fweghv + fwegvh−

vhefwg + vhfewg − vhwefg + vwefhg − vwfehg + vwhefg+ fwehvg + fwghve− fwhgve+

wefhvg − wehfvg + wevfhg − wfehvg + wfhevg − wfvehg+ fwvghe + ghevwf − ghfvwe−

whefvg − whfevg + whvefg − wvefhg + wvfehg − wvhefg− gvehwf + gvfhwe + gwehvf−

efgvwh + efvgwh− efwgvh + egfvwh− egvfwh + egwfvh− gwfhve

evfgwh + evgfwh− evwfgh + ewfgvh− ewgfvh + ewvfgh+

fegvwh− fevgwh + fewgvh− fgevwh + fgvewh− fgwevh+

fvegwh− fvgewh + fvwegh− fwegvh + fwgevh− fwvegh−

gefvwh + gevfwh− gewfvh + gfevwh− gfvewh + gfwevh−

gvefwh + gvfewh− gvwefh + gwefvh− gwfevh + gwvefh+

hvefgwh− vegfwh + vewfgh− vfegwh + vfgewh− vfwegh+

vgefwh− vgfewh + vgwefh− vwefgh + vwfegh− vwgefh−

wefgvh + wegfvh− wevfgh + wfegvh− wfgevh + wfvegh−

wgefvh + wgfevh− wgvefh + wvefgh− wvfegh + wvgefh+

efghwv − efhgwv + efwghv − egfhwv + eghfwv − egwfhv+

ehfgwv − ehgfwv + ehwfgv − ewfghv + ewgfhv − ewhfgv−

feghwv + fehgwv − fewghv + fgehwv − vfghewv + fgwehv−

fhegwv + fhgewv − fhwegv + fweghv − fwgehv + fwhegv+

gefhwv − vgehfwv + gewfhv − gfehwv + gfhewv − gfwehv+

ghefwv − ghfewv + ghwefv − gwefhv + gwfehv − gwhefv−

hefgwv + hegfwv − hewfgv + hfegwv − hfgewv + hfwegv−

hgefwv + hgfewv − hgwefv + hwefgv − hwfegv + hwgefv+

wefghv − wegfhv + wehfgv − wfeghv + wfgehv − wfhegv+

wgefhvwgfehv + wghefv − whefgv + whfegv − whgefv−

efghvw + efhgvw − efvghw + egfhvw − eghfvw + egvfhw−

ehfgvw + ehgfvw − ehvfgw + evfghw − evgfhw + evhfgw+

feghvw − fehgvw + fevghw − fgehvw + fghevw − fgvehw+

fhegvw − fhgevw + fhvegw − fveghw + fvgehw − fvhegw−

gefhvw + gehfvw − gevfhw + gfehvw − gfhevw + gfvehw−

ghefvw + ghfevw − ghvefw + gvefhw − gvfehw + gvhefw+

hefgvw − hegfvw + hevfgw − hfegvw + hfgevw − hfvegw+

hgefvw − hgfevw + hgvefw − hvefgw + hvfegw − hvgefw−

vefghw + vegfhw − vehfgw + vfeghw − vfgehw + vfhegw−

vgefhw + vgfehw − vghefw + vhefgw − vhfegw + vhgefw

Evaluamos ∂3 en cada uno de estos vectores.
Para vectores de peso máximo de peso (5, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
8) = 0.

pues Λ2(Λ2V ⊗ V ) no tiene vectores de peso máximo de peso (5, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0).
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Para vectores de peso máximo de peso (4, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w2
8) = 0,

∂3(w3
8) = 2v4

10,

∂3(w4
8) = 0,

∂3(w5
8) = −2v4

10.

Luego el vector de peso máximo v4
10, de peso (4, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0), pertenece a Im(∂3).

Para los vectores de peso máximo de peso (4, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

Como Λ2(Λ2V ⊗ V )no tiene vectores de peso máximo de este peso

∂3(w6
8) = 0

∂3(w7
8) = 0

∂3(w8
8) = 0

Para vectores de peso máximo de peso (3, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w9
8) = −v3

10,

∂3(w10
8 ) = 2v2

10 − v3
10,

∂3(w11
8 ) = −v2

10 + v3
10,

∂3(w12) = −2v2
10 + 2v3

10,

∂3(w13
8 ) = 4v2

10 + 2v3
10,

∂3(w14
8 ) = 2v2

10 − 2v3
10,

∂3(w15
8 ) = −2v2

10 + 2v3
10,

∂3(w16
8 ) = −2v2

10 − 2v3
10.

Luego los vectores de peso máximo v3
10 y 2v2

10 − v3
10 de peso (3, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) pertenecen

a Im(∂3) o lo que es lo mismo v2
10y v3

10 pertenecen a Im(∂3).

Para vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w17
8 ) = v5

10,

∂3(w18
8 ) = v5

10,

∂3(w19
8 ) = −v5

10,

∂3(w20
8 ) = −v5

10,

∂3(w21
8 ) = v5

10,

∂3(w22
8 ) = −v5

10.

Luego el vector de peso máximo v5
10 de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) pertenece a Im(∂3).
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Para vectores de peso máximo de peso (3, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w23
8 ) = 2v1

10,

∂3(w24
8 ) = −v1

10.

Luego el vector de peso máximo v1
10 de peso (3, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) pertenece a Im(∂3) .

Para los vectores de peso máximo de peso (2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w25
8 ) = 2v8

10,

∂3(w26
8 ) = v8

10 + 2v6
10,

∂3(w27
8 ) = 2v8

10 + 4v7
10,

∂3(w28
8 ) = v8

10 + 4v7
10,

∂3(w29
8 ) = 2v8

10 + 2v6
10 + 4v7

10,

∂3(w30
8 ) = 2v8

v + 4v7
10.

Luego los vectores de peso máximo 2v8
10 ,v8

10 + 2v6
10 y 2v8

10 + 4v7
10 de peso (2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

pertenecen a Im(∂3), ya que los restantes son combinación lineal de estos, o lo que es lo mismo
v8

10 ,v6
10 y v7

10 pertenecen a Im(∂3).
Para los vectores de peso máximo de peso (2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)
Como Λ2(Λ2V ⊗ V ) no tiene vectores de peso máximo de este peso

∂3(w31
8 ) = 0,

∂3(w32
8 ) = 0,

∂3(w33
8 ) = 0.

Para los vectores de peso máximo de peso (2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w34
8 ) = −2v9

10,

∂3(w35
8 ) = 2v9

10,

∂3(w36
8 ) = −v9

10,

∂3(w37
8 ) = −v9

10.

Luego el vector de peso máximo −2v9
10de peso (2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) pertenece a Im(∂3) o lo

que es lo mismo v9
10 pertenece a Im(∂3).

Para el vector de peso máximo de peso (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)

∂3(w38
8 ) = −4v10

10.

Luego v10
10 pertenece a Im(∂3) .

Aśı, resulta que:
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2(Λ2V ⊗ V ) ∂3(Λ2(Λ2V ⊗ V ))

(4, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) v4
10 v4

10

(3, 2, 1, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) v2
10 v2

10

v3
10 v3

10

(3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) v5
10 v5

10

(3, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) v1
10 v1

10

(2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) v6
10 v6

10

v7
10 v7

10

v8
10 v8

10

(2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) v9
10 v9

10

(1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) v10
10 v10

10

Noveno submódulo: Λ3(V ⊗ V )

Si xyztuv ∈ Λ3(V ⊗ V )

∂3(xyztuv) = [x, z]0uv − [x, u]0zt+ [z, u]0xy

= 0.

Aśı, resulta que:

Submódulo Im(∂3)

Λ3(V ⊗ V ) 0

Décimo submódulo: Λ3(Λ2V )

Si xyztuv ∈ Λ3(Λ2V )

∂3(xyztuv) = [xy, zt]uv − [xy, uv]zt+ [zt, uv]xy

= 0uv − 0zt+ 0xy

= 0.

Aśı, resulta que:
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Submódulo Im(∂3)

Λ3(Λ2V ) 0

Submódulos restantes:

La imagen por ∂3 de estos 10 submódulos es nula debido al corchete definido en el álgebra
de Lie Ln o al álgebra asociativa truncada A2, sólo tiene sentido analizar ∂3 en los submódulos
que contengan dos factores tensoriales de la forma es (V ⊗ C) ∼= V o que contenga el factor
tensorial (V ⊗C)⊗ (V ⊗ V ) ∼= V ⊗ (V ⊗ V ), como vimos en la demostración de la Proposición
6.1. La siguiente tabla muestra éstos resultados.

Submódulo Im(∂3)

11 Λ2(V ⊗ V )⊗ Λ2V 0

12 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ V ) 0

13 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

14 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

15 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

16 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ V 0

17 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

18 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) 0

19 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ) 0

20 Λ3(Λ2V ⊗ V ) 0

Para sintetizar enunciamos la siguiente proposición cuya demostración se basa en los calculos
anteriores

Proposición 6.2. La diferencial ∂3 : Λ3(L2
n) −→ Λ2(L2

n) como homomorfismo de GL(V )-
módulo es tal que

∂3(Λ3(L2
n))

Submódulo ∂3(Submódulo)⊆ ∂3(Submódulo)=

1 Λ3V Λ2V ⊗ V =< v1
3 > ⊕ < v2

3 > < v2
3 >

2 Λ2V ⊗ (Λ2V ) Λ2(Λ2V ) Λ2(Λ2V )

3 Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) = < −v1
7 + v1

6 > ⊕

< v1
7 > ⊕ · · ·⊕ < v5

7 > < v2
7 + v2

6 + v3
6 > ⊕
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⊕ < v3
7 − 2v3

6 > ⊕

(Λ2V ⊗ V )⊗ V = < v4
7 + v4

6 > ⊕

< v1
7 > ⊕ · · ·⊕ < v5

7 > < v5
7 − 2v5

6 >

4 Λ2(V ⊗ V )⊗ V (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) = < v1
8 > ⊕ < v2

8 > ⊕

< v1
8 > ⊕ · · ·⊕ < v13

8 > < v3
8 > ⊕ < v4

8 > ⊕

< v5
8 > ⊕ < v6

8 > ⊕

< v7
8 + v9

8 > ⊕

< −v7
8 + 2v9

8 − v8
8 > ⊕

< −4v12
8 − 2v10

8 > ⊕

< −4v12
8 − 4v10

8 + 3v11
8 >

5 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )

6 Λ2(Λ2V )⊗ V 0 0

7 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V

8 (V ⊗ C)⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V )

9 Λ3(V ⊗ V ) 0 0

10 Λ3(Λ2V ) 0 0

11 Λ2(V ⊗ V )⊗ Λ2V 0 0

12 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

13 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

14 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

15 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

16 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ V 0 0

17 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

18 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

19 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V 0 0

20 Λ3(Λ2V ⊗ V ) 0 0
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6.1.6 Cálculo de las homoloǵıas de L2
n

Teorema 6.3. Dado V un espacio vectorial de dimensión n consideramos el álgebra de corri-
entes

L2
n = (V ⊕ Λ2(V ))⊗ (C⊕ V )

Entonces

H0(L2
n) =C

H1(L2
n) =V ⊗ (C⊕ V )

H2(L2
n) = < v1

2 > ⊕ < v2
2 + v3

2 > ⊕ < v1
3 > ⊕Λ2(V ⊗ V )⊕(

Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V
)
/ Im ∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V ))

⊕ < v9
8 > ⊕ < v12

8 > ⊕ < v13
8 >

' < v1
2 > ⊕ < v2

2 + v3
2 > ⊕ < v1

3 > ⊕Λ2(V ⊗ V )

⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V⊕
< v9

8 > ⊕ < v12
8 > ⊕ < v13

8 >

' < v1
2 > ⊕ < v2

2 + v3
2 > ⊕ < v1

3 > ⊕Λ2(V ⊗ V )

⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕
< v9

8 > ⊕ < v12
8 > ⊕ < v13

8 > .

Prueba.

∂0 : C −→ 0 por lo tanto Nu(∂0) = C,
∂1 : L2

n −→ 0 por lo tanto Im(∂1) = 0

y como H0(L2
n) = Nu(∂0)/ Im(∂1)

Concluimos que

H0(L2
n) = C/0 = C.

∂1 : L2
n −→ 0 por lo tanto Nu(∂1) = L2

n,

por Proposición 6.1

∂2 : Λ2(L2
n) −→ L2

n es tal que Im(∂2) = Λ2V ⊗ (C⊕ V )

y como H1(L2
n) = Nu(∂1)/ Im(∂2)

Concluimos que

H1(L2
n) = L2

n/Λ
2V ⊗ (C⊕ V ) = V ⊗ (C⊕ V ).
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∂3 : Λ3(L2
n) −→ Λ2(L2

n)

por Proposición 6.1 y Proposición 6.2 el Nu(∂2) y la Im(∂3) respectivamente son:

Submódulo de Λ2(L2
n) Nu(∂2) Im(∂3)

1 Λ2V 0 −

2 V ⊗ (V ⊗ V ) < v1
2 >=< e⊗ (e⊗ e) > ⊕ −

< v2
2 + v3

2 >=< 2e⊗ (e⊗ f)− e⊗ (f ⊗ e)− f ⊗ (e⊗ e) >

3 V ⊗ Λ2V ∼= Λ2V ⊗ V Λ2V ⊗ V = < v2
3 >

< v1
3 = eef > ⊕ < v2

3 >

4 Λ2(V ⊗ V ) Λ2(V ⊗ V ) −

5 Λ2(Λ2V ) Λ2(Λ2V ) Λ2(Λ2V )

6 V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) < −v1
7 + v1

6 > ⊕

< v2
7 + v2

6 + v3
6 > ⊕

< v3
7 − 2v3

6 > ⊕

7 (V ⊗ V )⊗ Λ2V (V ⊗ V )⊗ Λ2V < v4
7 + v4

6 > ⊕

< v5
7 − 2v5

6 >

8 (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) ∼= (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) = < v1
8 > ⊕ < v2

8 > ⊕ < v3
8 > ⊕

(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) < v1
8 > ⊕ < v2

8 > ⊕ · · · ⊕ < v13
8 > < v4

8 > ⊕ < v5
8 > ⊕ < v6

8 > ⊕

< v7
8 + v9

8 > ⊕ < −v7
8 + 2v9

8 − v8
8 > ⊕

< −4v12
8 − 2v10

8 > ⊕

< −4v12
8 − 4v10

8 + 3v11
8 > ⊕

9 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )

10 Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V )

El análisis de la homoloǵıa de orden 2 de L2
n lo haremos analizando cada submódulo de Λ2(L2

n)
del cuadro anterior.

Primer Submódulo: Λ2V

Como Nu(∂2) ∩ Λ2V = 0 luego este submódulo no aporta nada a la homoloǵıa.
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Segundo Submódulo: V ⊗ (V ⊗ V )

Como Nu(∂2)∩ (V ⊗ (V ⊗ V )) =< v1
2 > ⊕ < v2

2 + v3
2 > y Im(∂3)∩ (V ⊗ (V ⊗ V )) = 0 luego

< v1
2 > ⊕ < v2

2 + v3
2 >⊆ H2.

Tercer Submódulo: V ⊗ Λ2V ∼= Λ2V ⊗ V
Como Nu(∂2) ∩ (V ⊗ Λ2V ) =< v1

3 > ⊕ < v2
3 > y Im(∂3) ∩ (V ⊗ Λ2V ) =< v2

3 > luego

< v1
3 >⊆ H2.

Cuarto Submódulo: Λ2(V ⊗ V )

Como Nu(∂2) ∩ Λ2(V ⊗ V ) = Λ2(V ⊗ V ) y Img(∂3) ∩ Λ2(V ⊗ V ) = 0 luego

Λ2(V ⊗ V ) ⊆ H2.

Quinto Submódulo: Λ2(Λ2V )

Como Nu(∂2)∩Λ2(Λ2V ) = Λ2(Λ2V ) y Img(∂3)∩Λ2(Λ2V ) = Λ2(Λ2V ). Luego este submódulo
no aporta nada a la homoloǵıa.

Sexto y Séptimo Submódulo: V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊕ (V ⊗ V )⊗ Λ2V

De la observación hecha en página 42, resulta:(
Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V

)
/ Im ∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V )) ' (Λ2V ⊗ V )⊗ V

ó (
Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V

)
/ Im ∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V )) ' Λ2V ⊗ (V ⊗ V ).

Octavo Submódulo: (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

Como

Nu(∂2) ∩ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) = (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

=< v1
8 > ⊕ < v2

8 > ⊕ < v3
8 > ⊕ < v4

8 >

⊕ < v5
8 > ⊕ < v6

8 > ⊕ < v7
8 + v9

8 >

⊕ < −v7
8 + 2v9

8 − v8
8 > ⊕ < −4v12

8 − 2v10
8 >

⊕ < −4v12
8 − 4v10

8 + 3v11
8 >

⊕ < v9
8 > ⊕ < v12

8 > ⊕ < v13
8 > y

Img(∂3) ∩ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) =< v1
8 > ⊕ < v2

8 > ⊕ < v3
8 > ⊕ < v4

8 >

⊕ < v5
8 > ⊕ < v6

8 > ⊕ < v7
8 + v9

8 >

⊕ < −v7
8 + 2v9

8 − v8
8 > ⊕ < −4v12

8 − 2v10
8 >

⊕ < −4v12
8 − 4v10

8 + 3v11
8 >,
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luego
< v9

8 > ⊕ < v12
8 > ⊕ < v13

8 >⊆ H2.

Noveno y Décimo Submódulo: Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊕ Λ2(Λ2V ⊗ V )

Al igual que el Quinto submódulo estos dos submódulos no aportan nada a la homoloǵıa.
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6.2 Caso L3
n

Dado V un espacio vectorial de dimensión n consideramos el álgebra de corrientes

L3
n = (V ⊕ Λ2V )⊗ (C⊕ V ⊕ Sym2 V )

introducida en el caṕıtulo 4.

6.2.1 Estructura de L3
n

Consideremos la siguiente descomposición de L3
n como suma directa de ciertos submódulos, no

necesariamente irreducibles,

L3
n =

(
V ⊗ C

)
⊕
(
V ⊗ V

)
⊕
(
V ⊗ Sym2 V

)
⊕
(
Λ2V ⊗ C

)
⊕
(
Λ2V ⊗ V

)
⊕
(
Λ2V ⊗ Sym2 V

)
que con la notación que convenimos se reduce a:

L3
n = V ⊕

(
V ⊗ V

)
⊕
(
V ⊗ Sym2 V

)
⊕ Λ2V ⊕

(
Λ2V ⊗ V

)
⊕
(
Λ2V ⊗ Sym2 V

)
.

En la tabla que sigue ordenamos los seis submódulos de acuerdo a su peso total respetando el
orden de la de la tabla 1:

L3
n

Submódulo Peso Total Dimensión

1 V 1 n

2 Λ2V 2 n(n−1)
2

3 V ⊗ V 2 n2

4 Λ2V ⊗ V 3 n2(n−1)
2

5 V ⊗ Sym2(V ) 3 n2(n+1)
2

6 Λ2V ⊗ Sym2(V ) 4 n2(n−1)(n+1)
4

Table 5: Descomposición de L3
n

6.2.2 Estructura de Λ2(L3
n)

Una primera descomposición de Λ2(L3
n) en 21 submódulos, no necesariamente irreducibles,

ordenados respetando la primera descomposición de Λ2(L2
n) y luego según su peso total, se

muestra en la tabla que sigue.
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Λ2(L3
n)

Submódulo Peso Total Dimensión

D1 Λ2V 2 n(n−1)
2

D2 V ⊗ (V ⊗ V ) 3 n3

D3 V ⊗ Λ2V 3 n2(n−1)
2

D4 Λ2(V ⊗ V ) 4 n2(n2−1)
2

D5 Λ2(Λ2V ) 4 n(n−1)(n2−n−2)
8

D6 V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 4 n3(n−1)
2

D7 (V ⊗ V )⊗ Λ2V 4 n3(n−1)
2

D8 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 5 n4(n−1)
2

D9 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 5 n3(n−1)2

4

D10 Λ2(Λ2V ⊗ V ) 6 n2(n−1)(n3−n2−2)
8

D11 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 4 n3(n+1)
2

D12 (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 5 n4(n+1)
2

D13 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 5 n3(n−1)(n+1)
4

D14 V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 5 n3(n−1)(n+1)
4

D15 (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 6 n4(n−1)(n+1)
4

D16 (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 6 n4(n−1)(n+1)
4

D17 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 6 n3(n−1)2(n+1)
8

D18 Λ2(V ⊗ Sym2 V ) 6 n2(n2(n+1)−2)(n+1)
8

D19 (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 7 n4(n−1)2(n+1)
8

D20 (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 7 n4(n−1)(n+1)2

8

D21 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) 8 n2(n−1)(n+1)(n2(n−1)(n+1)−4)
32

6.2.3 Análisis del núcleo e imagen de ∂2 para L3
n

A pesar de que el máximo peso total es 8, la base ordenada de V con la que continuaremos
trabajando será {e, f, g, h, u, v} ya que 4 es el máximo peso total de los submódulos que nece-
sitaremos descomponer en irreducibles.

Recordemos que
∂2 : Λ2(L3

n) −→ L3
n.
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Proposición 6.4. La diferencial ∂2 : Λ2(L3
n) −→ L3

n como homomorfismo de GL(V )-módulo
satisface que

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

D1 Λ2V 0 Λ2V

D2 V ⊗ (V ⊗ V ) < v1
2 = e⊗ (e⊗ e) > ⊕ Λ2V ⊗ V

< v2
2 + v3

2 = 2e⊗ (e⊗ f)− e⊗ (f ⊗ e)− f ⊗ (e⊗ e) >

D3 V ⊗ Λ2V V ⊗ Λ2V 0

D4 Λ2(V ⊗ V ) < v1
4 = −eeef > ⊕ Λ2V ⊗ Sym2 V

⊕ < v3
4 = eefg − eegf − 2efeg + efge− egfe > ⊕

D11 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) < v1
11 = −eeee > ⊕

< v4
11 = eeff − efef − feef + ffee > ⊕

< 2v3
11 − v2

11 = −2eeef + efee + feee > ⊕

< 2v2
4 + v2

11 = −eefe + (efee− feee) > ⊕

< 2v4
4 + v5

11 >=< (−eefg + eegf + efeg − fege)

+(efeg − egef − feeg + fgee + geef − gfee) >

D5 Λ2(Λ2V ) Λ2(Λ2V ) 0

D6 V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

D7 (V ⊗ V )⊗ Λ2V (V ⊗ V )⊗ Λ2V 0

D8 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

D9 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

D10 Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V ) 0

D12 (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0

D13 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0

D14 V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

D15 (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

D16 (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

D17 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

D18 Λ2(V ⊗ Sym2 V ) Λ2(V ⊗ Sym2 V ) 0

D19 (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

D20 (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

D21 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

Prueba. Procedemos caso por caso.
El análisis de los diez primeros submódulos excepto el cuarto es idéntico al de la Proposición

6.1, procedamos entonces caso por caso sobre estos doce submódulos restantes.

Submódulo D4 = Λ2(V ⊗ V )
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Si xyzw ∈ Λ2(V ⊗ V ), ∂2

(
xyzw

)
= x ∧ z ⊗ yw = xzyw ∈ Λ2V ⊗ Sym2 V .

Luego ∂2

(
Λ2(V ⊗V )) ⊆ Λ2V ⊗Sym2 V . Descomponemos en submódulos irreducibles Λ2(V ⊗V )

y Λ2V ⊗ Sym2 V .

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2(V ⊗ V ) Λ2V ⊗ Sym2 V

(3, 1, 0, 0, . . . , 0) v1
4 = −eeef u1

6 = −efee

v2
4 = −eefe

(2, 1, 1, 0, . . . , 0) v3
4 = eefg − eegf − 2efeg + efge− egfe u2

6 = efeg − egef + fgee

v4
4 = −eefg + eegf + efeg − fege

Evaluando ∂2 en estos vectores de peso máximo.

Para vectores de peso (3, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂2

(
v1

4

)
= 0

∂2

(
v2

4

)
= −efee = u1

6.

Para vectores de peso (3, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂2

(
v3

4

)
= −egef + egef = 0

∂2

(
v4

4

)
= −efeg + egef − fgee = −u2

6.

Aśı, resulta que:

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

Λ2(V ⊗ V ) < v1
4 > Λ2V ⊗ Sym2 V

< v3
4 >

Como existe otro submódulo (D11) cuya imagen está contenida en Λ2V ⊗ Sym2 V aún no
podemos concluir en forma definitiva.

Submódulo D11 = V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

Si xyzw ∈ V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ), ∂2

(
xyzw

)
= x ∧ y ⊗ zw = xyzw ∈ Λ2V ⊗ Sym2 V . Luego

∂2

(
V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

)
⊆ Λ2V ⊗ Sym2 V

La descomposición en irreducibles de Λ2V ⊗ Sym2 V fue detallada anterioriormente y la de
V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) se muestra en la tabla que sigue.
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) Λ2V ⊗ Sym2 V

(4, 0, 0, 0, . . . , 0) v1
11 = −eeee

(3, 1, 0, 0, . . . , 0) v2
11 = efee− feee u1

6

v3
11 = −eeef + efee

(2, 2, 0, 0, . . . , 0) v4
11 = eeff − efef − feef + ffee

(2, 1, 1, 0, . . . , 0) v5
11 = efeg − egef − feeg + fgee+ geef − gfee u2

6

Evaluando ∂2 en estos vectores de peso máximo.
Para el vector de peso (4, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂2

(
v1

11

)
= 0.

Para vectores de peso (3, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂2

(
v2

11

)
= 2efee = −2u1

6

∂2

(
v3

11

)
= efee = −u1

6.

Para el vector de peso (2, 2, 0, 0, . . . , 0)

∂2

(
v4

11

)
= −efef + efef = 0.

Para el vector de peso (2, 1, 1, 0, . . . , 0)

∂2

(
v5

11

)
= 2efeg − 2egef + 2fgee = 2u2

6

Aśı, resulta que:

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) < v1
11 > < u1

6 > ⊕ < u2
6 >=

< 2v3
11 − v2

11 > Λ2V ⊗ Sym2 V

< v4
11 >

Notemos que:

∂2

(
2v2

4 + v2
11

)
= ∂2

(
2v2

4

)
+ ∂2

(
v2

11

)
= −2efee+ 2efee = 2u1

6 − 2u1
6

= 0

∂2

(
2v4

4 + v5
11

)
= ∂2

(
2v4

4

)
+ ∂2

(
v5

11

)
= −2u2

6 + 2u2
6

= 0
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luego < 2v2
4 + v2

11 > ⊕ < 2v4
4 + v5

11 >∈ Nu(∂2) por lo tanto

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2) ⊆ Λ2V ⊗ Sym2 V

Λ2(V ⊗ V ) < v1
4 > ⊕ < v3

4 > ⊕ Λ2V ⊗ Sym2 V

⊕ < v1
11 > ⊕ < 2v3

11 − v2
11 > ⊕ < v4

11 > ⊕

V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) < 2v2
4 + v2

11 > ⊕ < 2v4
4 + v5

11 >

Submódulo D12 . . . D21

Para todo submódulo Di con i = 12 . . . 21 :

∂2

(
Di

)
= 0.

La imagen por ∂2 de estos 10 submódulos es nula debido al corchete definido en el álgebra de
Lie Ln o al álgebra asociativa truncada A3. Sólo tiene sentido analizar ∂2 en los submódulos
que contengan factores tensoriales de la forma es V y (V ⊗ V ). Aśı, resulta que:

Submódulo Nu(∂2) Im(∂2)

12 (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0

13 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0

14 V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

15 (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

16 (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

17 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

18 Λ2(V ⊗ Sym2 V ) Λ2(V ⊗ Sym2 V ) 0

19 (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

20 (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

21 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

6.2.4 Estructura de Λ3(L3
n)

Descomponemos Λ3(L3
n) como suma directa de 54 submódulos, no necesariamente irreducibles,

ordenándolos en la tabla que sigue, respetando el orden de la tabla de la descomposición de
Λ3(L2

n) para aprovechar el análisis realizado.
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Λ3(L3
n)

Submódulo Peso Total Dimensión

T1 Λ3V 3 n(n−1)(n−2)
6

T2 Λ2V ⊗ (Λ2V ) 4 n2(n−1)2

4

T3 Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) 4 n3(n−1)
2

T4 Λ2(V ⊗ V )⊗ V 5 n3(n2−1)
2

T5 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 5 n3(n−1)2

4

T6 Λ2(Λ2V )⊗ V 5 n2(n−1)(n(n−1)−2)
8

T7 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V 5 n4(n−1)
2

T8 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 6 n5(n−1)
2

T9 Λ3(V ⊗ V ) 6 n2(n2−1)(n2−2)
6

T10 Λ3(Λ2V ) 6 n(n−1)(n(n−1)−2)(n(n−1)−4)
48

T11 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ) 6 n3(n−1)2(n+1)
4

T12 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ V ) 6 n3(n−1)(n(n−1)−2)
8

T13 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 6 n4(n−1)2

4

T14 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 7 n4(n−1)2(n+1)
4

T15 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 7 n3(n−1)2(n(n−1)−2)
16

T16 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ V 7 n3(n−1)(n2(n−1)−2)
8

T17 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 7 n5(n−1)2

4

T18 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) 8 n4(n−1)(n2(n−1)−2)
8

T19 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V 8 n3(n−1)2(n2(n−1)−2)
16

T20 Λ3(Λ2V ⊗ V ) 9 n2(n−1)(n2(n−1)−2)(n2(n−1)−4)
48

T21 Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 5 n3(n−1)(n+1)
4

T22 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 6 n3(n−1)2(n+1)
8

T23 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 6 n5(n+1)
2

T24 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 6 n4(n−1)(n+1)
4

T25 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 7 n5(n+1)(n−1)
4

T26 Λ2(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 7 n4(n+1)2(n−1)
4

T27 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V 7 n3(n+1)(n2(n+1)−2)
8

T28 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 7 n5(n−1)(n+1)
4
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T29 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 8 n5(n−1)(n+1)2

8

T30 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 8 n4(n−1)2(n+1)2

8

T31 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 7 n3(n2−1)(n(n−1)−2)
16

T32 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 7 n4(n−1)2(n+1)
8

T33 (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 7 n5(n−1)(n+1)
4

T34 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 8 n4(n+1)(n2(n+1)−2)
8

T35 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 8 n3(n2−1)(n2(n+1)−2)
16

T36 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 8 n4(n2−1)(n2(n+1)−2)
16

T37 V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 8 n5(n−1)2(n+1)
8

T38 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 8 n5(n−1)2(n+1)
8

T39 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 8 n5(n−1)2(n+1)
8

T40 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 8 n3(n2−1)(n−1)(n(n−1)−2)
16

T41 Λ3(V ⊗ Sym2 V ) 9 n2(n+1)(n2(n+1)−2)(n2(n+1)−4)
48

T42 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 9 n4(n2−1)(n2(n−1)−2)
16

T43 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 9 n4(n2−1)(n−1)(n2(n−1)−2)
32

T44 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V 9 n3(n2−1)(n2(n2−1)−2)
8

T45 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 9 n6(n−1)2(n+1)
8

T46 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 9 n5(n−1)2(n+1)2

16

T47 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 9 n5(n−1)3(n+1)
16

T48 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 10 n4(n2−1)(n+1)(n2(n−1)−2)
32

T49 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 10 n4(n2−1)(n2(n2−1)−2)
8

T50 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 10 n3(n2−1)(n−1)(n2(n−1)−2)
16

T51 (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 10 n6(n−1)2(n+1)2

16

T52 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 11 n3(n2−1)(n+1)(n2(n2−1)−2)
16

T53 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 11 n4(n2−1)(n−1)(n2(n−1)−2)
16

T54 Λ3(Λ2V ⊗ Sym2 V ) 12 n2(n2 − 1)(n2(n2 − 1)− 2)×

[n2(n2 − 1)(n2(n2 − 1)− 2)− 8].
n2(n2−1)(n2(n2−1)−2)−16

3072
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Observaciones.

1. Esta tabla se ordenó como ya dijimos desde el submódulo 1 al 20 conincidiendo con la
tabla de Λ3(L2

n) y los restantes poniendo primero los que no se anulan y luego los que se
anulan por ∂3.

2. El máximo peso total es 12, por lo tanto la máxima dimensión de V que se debeŕıa
considerar es 12; sin embargo veremos que basta con dim(V ) = 6 gracias a que los
submódulos que necesitamos descomponer en irreducibles se estabilizan para este valor.

6.2.5 Análisis de la imagen de ∂3 para L3
n

Analizaremos la imágen por ∂3 de estos 54 submódulos, viendo en primer lugar a donde están
contenidas.

Submódulo T1 = Λ3V

Si xyz ∈ Λ3V , ∂3(xyz) = xyz − xzy + yzx ∈ Λ2V ⊗ V ∼= D3.
Luego

∂3(T1) ⊆ D3.

Submódulo T2 = Λ2V ⊗ (Λ2V )

Si xyzt ∈ Λ2V ⊗ (Λ2V ), ∂3(xyzt) = xyzt− 0 + 0 = xyzt ∈ Λ2(Λ2V ) = D5.

Luego
∂3(T2) ⊆ D5.

Submódulo T3 = Λ2V ⊗ (V ⊗ V )

Si xyzt ∈ Λ2V ⊗(V ⊗V ), ∂3(xyzt) = xyzt−xzty+yztx ∈ Λ2V ⊗(V ⊗V )⊕(Λ2V ⊗V )⊗V =
D7 ⊕D6.
Luego

∂3(T3) ⊆ D7 ⊕D6.

Submódulo T4 = Λ2(V ⊗ V )⊗ V

Si xyztu ∈ Λ2(V ⊗ V ) ⊗ V , ∂3(xyztu) = xzytu − xuyzt + zutxy ∈ Λ2V ⊗ Sym2 V ⊗ V ⊕
(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) = D14 ⊕D8.
Luego

∂3(T4) ⊆ D14 ⊕D8.

Submódulo T5 = Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )
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Si xyztu ∈ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗V ), ∂3(xyztu) = xyztu−0+0 = xyztu ∈ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗V ) = D9.
Luego

∂3(T5) ⊆ D9.

Submódulo T6 = Λ2(Λ2V )⊗ V
Si xyztu ∈ Λ2(Λ2V )⊗ V , ∂3(xyztu) = 0.

Luego
∂3(T6) = 0.

Submódulo T7 = V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V

Si xyztu ∈ V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V , ∂3(xyztu) = xyztu− 0 + 0 ∈ (Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V = D9.
Luego

∂3(T7) ⊆ D9.

Submódulo T8 = V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

Si xyztuw ∈ V⊗(V⊗V )⊗(Λ2V⊗V ), ∂3(xyztuw) = xyztuw−0+0 ∈ Λ2V⊗(Λ2V⊗V ) = D10.
Luego

∂3(T8) ⊆ D10.

Submódulo T9 = Λ3(V ⊗ V )

Si xyztvw ∈ Λ3(V ⊗ V ), ∂3(xyztvw) = xzytvw − xvywzt + zvtwxy ∈ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗
(V ⊗ V ) = D16.
Luego

∂3(T9) ⊆ D16.

Submódulo T10 = Λ3(Λ2V )

Si xyztuw ∈ Λ3(Λ2V ), ∂3(xyztuw) = 0− 0 + 0 = 0.
Luego

∂3(T10) = 0.

Submódulo T11 = Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V )

Si xyztuv ∈ Λ2(V ⊗V )⊗(Λ2V ), ∂3(xyztuv) = xzytuv−0+0 = xzytuv ∈ (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗
Λ2V = D17.
Luego

∂3(T11) ⊆ D17.

Submódulo T12 = Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ V )
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Si xyztuv ∈ Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ V ), ∂3(xyztuv) = 0.
Luego

∂3(T12) = 0.

Submódulo T13 = V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )

Si xyztuv ∈ V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ), ∂3(xyztuv) = 0.
Luego

∂3(T13) = 0.

Submódulo T14 = Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

Si xyztuvw ∈ Λ2(V ⊗ V ) ⊗ (Λ2V ⊗ V ), ∂3(xyztuvw) = xzytuvw − 0 + 0 = xzytuvw ∈
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) = D19.
Luego

∂3(T14) ⊆ D19.

Submódulo T15 = Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

Si xyztuvw ∈ Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ V ), ∂3(xyztuvw) = 0.
Luego

∂3(T15) = 0.

Submódulo T16 = Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ V

Si xyztuvw ∈ Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ V , ∂3(xyztuvw) = 0.
Luego

∂3(T16) = 0.

Submódulo T17 = (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )

Si xyztuvw ∈ (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ), ∂3(xyztuvw) = 0.
Luego

∂3(T17) = 0.

Submódulo T18 = Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )

Si xyztuvw ∈ Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ), ∂3(xyztuvw) = 0.
Luego

∂3(T18) = 0.

Submódulo T19 = Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V
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Si xyztuvwr ∈ Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V , ∂3(xyztuvwr) = 0.
Luego

∂3(T19) = 0.

Submódulo T20 = Λ3(Λ2V ⊗ V )

Si xyztuvwrs ∈ Λ3(Λ2V ⊗ V ), ∂3(xyztuvwrs) = 0.
Luego

∂3(T20) = 0.

Submódulo T21 = Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

Si xyztv ∈ Λ2V ⊗(V ⊗Sym2 V ), ∂3(xyztv) = xyztv+xztvy−yztvx ∈ Λ2V ⊗(V ⊗Sym2 V )⊕
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V = D13 ⊕D14.
Luego

∂3(T21) ⊆ D13 ⊕D14.

Submódulo T22 = Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Si xyztuv ∈ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ), ∂3(xyztuv) = xyztuv ∈ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) = D17

Luego
∂3(T22) ⊆ D17.

Submódulo T23 = V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

Si xyztuv ∈ V ⊗ (V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ), ∂3(xyztuv) = xyz − xtuv + 0 ∈ (Λ2V ⊗ V ) ⊗
(V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) = D15 ⊕D16.
Luego

∂3(T23) ⊆ D15 ⊕D16.

Submódulo T24 = V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V

Si xyztuv ∈ V ⊗(V ⊗Sym2 V )⊗Λ2V , ∂3(xyztuv) = xyztuv−0+0 ∈ (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗Λ2V =
D17.
Luego

∂3(T24) ⊆ D17.

Submódulo T25 = V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Si xyztuvw ∈ V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ), ∂3(xyztuvw) = xyztuvw − 0 + 0 ∈ (Λ2V ⊗
V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) = D19.
Luego

∂3(T25) ⊆ D19.
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Submódulo T26 = Λ2(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

Si xyztuv ∈ Λ2(V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ), ∂3(xyztuvw) = xzytuvw − 0 + 0 = xzytuv ∈
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) = D20.
Luego

∂3(T26) ⊆ D20.

Submódulo T27 = Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V
Si xyztuvw ∈ Λ2(V ⊗ Sym2 V ) ⊗ V , ∂3(xyztuvw) = 0 − xwyztuv + twuvxyz ∈ (Λ2V ⊗

Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) = D20.
Luego

∂3(T27) ⊆ D20

Submódulo T28 = V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

Si xyztuvw ∈ V ⊗(V ⊗Sym2 V )⊗(Λ2V ⊗V ), ∂3(xyztuvw) = xyztuvw−0+0 = xyztuvw ∈
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) = D19.
Luego

∂3(T28) ⊆ D19.

Submódulo T29 = V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Si xyztuvws ∈ V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ), ∂3(xyztuvws) = xyztuvws− 0 + 0 =
xyztuvws ∈ Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) = D21.
Luego

∂3(T29) ⊆ D21.

Submódulo T30 = Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Si xyztuvwr ∈ Λ2(V ⊗V )⊗(Λ2V ⊗Sym2 V ), ∂3(xyztuvwr) = xzytuvwr−0+0 ∈ Λ2(Λ2V ⊗
Sym2 V ) = D21.
Luego

∂3(T30) ⊆ D21.

Submódulos T31 . . . T54

La evaluación de ∂3 en todos estos submódulos se anulan ya sea por el corchete definido en
el algebra de Lie Ln o por el álgebra asociativa truncada A3.
Luego

∂3(Ti) = 0, para 31 ≤ i ≤ 54

Sintetizamos estos resultados en la siguiente tabla.
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∂3(Λ3(L3
n))

Submódulo ∂3(Ti) ⊆ Di

T1 Λ3V Λ2V ⊗ V D3

T2 Λ2V ⊗ (Λ2V ) Λ2(Λ2V ) D5

T3 Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) D7

⊕ ⊕

(Λ2V ⊗ V )⊗ V D6

T4 Λ2(V ⊗ V )⊗ V (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) D8

⊕ ⊕

(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V D14

T21 Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V D14

⊕ ⊕

Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) D13

T5 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) D9

T6 Λ2(Λ2V )⊗ V 0 0

T7 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) D9

T8 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V ) D10

T9 Λ3(V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) D16

T23 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) D16

⊕ ⊕

(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) D15

T10 Λ3(Λ2V ) 0 0

T11 Λ2(V ⊗ V )⊗ Λ2V (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V D17

T22 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) D17

T24 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V D17

T12 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

T13 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T14 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) D19
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T25 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) D19

T28 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) D19

T15 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T16 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ V 0 0

T17 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T18 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

T19 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V 0 0

T20 Λ3(Λ2V ⊗ V ) 0 0

T26 Λ2(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) D20

T27 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) D20

T29 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) D21

T30 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) D21

T31 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T32 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T33 (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0 0

T34 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

T35 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0 0

T36 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T37 V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T38 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T39 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T40 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T41 Λ3(V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T42 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T43 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T44 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V 0 0

T45 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T46 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0
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T47 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T48 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T49 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

T50 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0 0

T51 (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T52 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T53 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T54 Λ3(Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

Observaciones.

• El submódulo de mayor peso total que no se anula por ∂3 es de peso total 9 por lo que se
redujo la dimensión de V a considerar de 12 a 9.

• El análisis de la imágen por ∂3 de los 20 primeros submódulos es el mismo al realizado
en el estudio de la imágen de ∂3 para L2

n excepto para cuatro de ellos (T4, T9, T11 y T14)
los cuales en este caso se modifican y serán realizados a continuación.

• Observemos además que para hallar la imágen de ∂3 para todo n faltaŕıa analizar la
imágen por ∂3 de 14 de estos submódulos con n ≤ 9 .

Procedamos caso por caso sobre estos 14 submódulos.

Submódulo T4 = Λ2(V ⊗ V )⊗ V

∂3(Λ2(V ⊗ V )⊗ V ) ⊆ (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V.

La descomposición de Λ2(V ⊗V )⊗V , (Λ2V ⊗V )⊗(V ⊗V ) y Λ2V ⊗Sym2 V ⊗V en submódulos
irreducibles se muestra en la tabla que sigue recordando que la de los dos primeros fue detallada
en el análisis de la imágen por ∂3 de Λ3(L2

n).
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2(V ⊗ V )⊗ V (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V

(4, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
4 v1

8 v1
14 = −efeee

w2
4

(3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w3
4 v5

8 v2
14 = efefe− efeef

w4
4 v6

8

(3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w5
4 v2

8 v3
14 = fgeee− egeef + efeeg

w6
4 v3

8 v4
14 = efege− egefe + egeef − efeeg

w7
4 v4

8

w8
4

(2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w9
4 v7

8 v5
14 = effge− egffe+

fgefe− efegf + egeff − fgeef

w10
4 v8

8

v9
8

(2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w11
4 v10

8 v6
14 = fgehe− fhege + ghefe− egehf+

ehegf − gheef + efehg − ehefg+

fheeg − efegh + egefh− fgeeh

w12
4 v11

8

v12
8

(1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) v13
8

Evaluamos ahora ∂3 en cada uno de los vectores de peso máximo.

Para vectores de peso máximo de peso (4, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
4) = 0,

∂3(w2
4) = −efeee− v1

8

= v1
14 − v1

8.

Para vectores de peso máximo de peso (3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w3
4) = 0− 3effee+ 3efeef

= 3v5
8,

∂3(w4
4) = efefe− efeef + 2v5

8 − v6
8

= v2
14 + 2v5

8 − v6
8.

Estas dos imágenes no nulas son linealmente independientes.
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Para vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w5
4) = −2efege+ 2egefe− 2fgeee+ v2

8 + 2v3
8 − v4

8

= −2v3
14 + 2v4

14 + v2
8 + 2v3

8 − v4
8

∂3(w6
4) = egefe− efege− fgeee+ 2v2

8 + v3
8

= −v3
14 − v4

14 + 2v2
8 + v3

8

∂3(w7
4) = −fgeee+ egeef − efeeg + 2v3

8

= v3
14 + 2v3

8

∂3(w8
4) = egefe− efege− fgeee+ v2

8 + v3
8

= −v3
14 − v4

14 + v2
8 + v3

8.

De estas cuatros imágenes sólo tres de ellas son linealmente independientes, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que son las tres primeras.

Para vectores de peso máximo de peso (2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w9
4) = −egeff + efegf − effge+ 2egffe− effge− fgefe−

fgefe+ efegf − egeff + 2fgeef + v7
8 + v9

8

= −2v5
14 + v7

8 + v9
8

∂3(w10
4 ) = egffe− effge− fgefe+ efegf − egeff + fgeef−

v7
8 + 2v9

8 − v8
8

= −v5
14 − v7

8 + 2v9
8 − v8

8.

Estas dos imágenes no nulas son linealmente independientes.

Para vectores de peso máximo de peso (2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w11
4 ) = 2v6

14 − 4v12
8 − 2v10

8

∂3(w12
4 ) = 2v6

14 − 4v12
8 − 4v10

8 + 3v11
8 .

Estas dos imágenes no nulas son linealmente independientes.

Hasta aqúı podemos concluir que :
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V ∂3(T4)

⊆ (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V

(4, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) v1
8 v1

14 v1
14 − v1

8

(3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) v5
8 v2

14 3v5
8

v6
8 v2

14 + 2v5
8 − v6

8

(3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) v2
8 v3

14 −2v3
14 + 2v4

14 + v2
8 + 2v3

8 − v4
8

v3
8 v4

14 −v3
14 − v4

14 + 2v2
8 + v3

8

v4
8 v3

14 + 2v3
8

(2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) v7
8 v5

14 −2v5
14 + v7

8 + v9
8

v8
8 −v5

14 − v7
8 + 2v9

8 − v8
8

v9
8

(2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) v10
8 v6

14 2v6
14 − 4v12

8 − 2v10
8

v11
8 2v6

14 − 4v12
9 − 4v10

8 + 3v11
8

v12
8

(1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) v13
8

Pero existen otros submódulos que por ∂3 van a parar a (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗V por lo que aún
no podemos concluir que estos son todos los vectores de peso máximo de (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V
que pertenecen a la imagen de ∂3.

Submódulo T21 = Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊆Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V
' (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V

Observación. En este caso necesitamos la descomposición en submódulos irreducibles de
T21 = Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ), D13 = Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) y D14 = (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ V .
La descomposición de D14 fue detallada en el análisis de la imagen por ∂3 de T4; la de D13

y T21 no se hizo aún pero como D14 es isomorfo a D13 y a T21 los vectores de peso máximo
de uno se pueden obtener reordenando los del otro. Para ilustrar esto veamos el siguiente
ejemplo, el vector v = xyztw ∈ (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗V se corresponde con el vector v

′
= xywzt ∈

Λ2V ⊗(V ⊗Sym2 V ) ⊂ Λ2(L3
n) y con en el vector v

′′
= xywzt ∈ Λ2V ⊗(V ⊗Sym2 V ) ⊂ Λ3(L3

n).
De todas maneras daremos en detalle la descomposición en irreducibles de T21.
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V

(4, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
21 = −efeee v1

13 v1
14

(3, 2, 0, 0, 0, . . . , 0) w2
21 = efeef − effee v2

13 v2
14

(3, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w3
21 = fgeee− egfee + efgee v3

13 v3
14

w4
21 = efeeg − egeef + egfee− efgee v4

13 v4
14

(2, 2, 1, 0, 0, . . . , 0) w5
21 = efefg − egeff+ v5

13 v5
14

fgeef − effeg + egfef − fgfee

(2, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) w6
21 = fgeeh− fheeg + gheef − egfeh+ v6

13 v6
14

ehfeg − ghfee + efgeh− ehgef+

fhgee− efheg + eghef − fghee

Evaluamos ∂3 en cada uno de los vectores de peso máximo.
Para el vector de peso máximo de peso (4, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
21) = −v1

13 − v1
14.

Esta imagen es linealmente independiente con los vectores de peso máximo v1
14 − v1

8 de peso
(4, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) hallada en el análisis de la imagen T4 y con v1

14 ( o v1
13) y como en (Λ2V ⊗

V )⊗ (V ⊗V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗V ⊕Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) hay tres vectores de peso máximo
de este peso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v1

14 (o v1
13) no pertenece a la

imagen de ∂3.
Para el vector de peso máximo de peso (3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w2
21) = v2

13 − v2
14.

Esta imágen es linealmente independiente con los vectores de peso máximo 3v5
8, v2

14 + 2v5
8 − v6

8

de peso (4, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) hallados en el análisis de la imagen T4 y con v2
14 ( o v2

13) y como
en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ V ⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) hay cuatro vectores
de peso máximo de este peso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v2

14 (o v2
13) no

pertenece a la imagen de ∂3.
Para vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w3
21) = v3

13 + 2v3
14

∂3(w4
21) = v4

13 − 2v3
14 − v4

14.

Estas dos imágenes son linealmente independientes junto con −2v3
14 + 2v4

14 + v2
8 + 2v3

8 − v4
8,

−v3
14 − v4

14 + 2v2
8 + v3

8, v3
14 + 2v3

8 hallados en el análisis de la imagen T4 y con los vectores de
peso máximo v3

14 y v4
14 ( o v3

13 y v4
13) y como en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V ⊕

Λ2V ⊗(V ⊗Sym2 V ) hay siete vectores de peso máximo de este peso, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que v3

14 y v4
14 (o v3

13 y v4
13) no pertenecen a la imagen de ∂3.

Para el vector de peso máximo de peso (2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w5
21) = v5

13 − v5
14.
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Esta imagen es linealmente independiente junto con −2v5
14 + v7

8 + v9
8 , −v5

14 − v7
8 + 2v9

8 − v8
8

hallados en el análisis de la imagen T4 y con los vectores de peso máximo v5
14 y v9

8 ( o v5
13 y

v9
8) y como en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V ⊕Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) hay cinco

vectores de peso máximo de este peso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v5
14 y

v9
8 (o v5

13 y v9
8) no pertenecen a la imagen de ∂3.

Para el vector de peso máximo de peso (2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w6
21) = v6

13 + 2v6
14.

Esta imágen es linealmente independiente junto con 2v6
14−4v12

8 −2v10
8 , 2v6

14−4v12
9 −4v10

8 + 3v11
8

hallados en el análisis de la imagen T4 y con los vectores de peso máximo v6
14 y v12

8 ( o v6
13 y

v12
8 ) y como en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V ⊕Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) hay cinco

vectores de peso máximo de este peso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v6
14 y

v12
8 (o v6

13 y v12
8 ) no pertenecen a la imagen de ∂3.

Aśı, resulta que:

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V ∂3(T4 ⊕ T21)

⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊆ (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V ⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

(4, 1, 0, 0, . . . , 0) v1
8 v1

14 v1
13 v1

14 − v1
8

−v1
13 − v1

14

(3, 2, 0, 0, . . . , 0) v5
8 v2

14 v2
13 3v5

8

v6
8 v2

14 + 2v5
8 − v6

8

v2
13 − v2

14

(3, 1, 1, 0, . . . , 0) v2
8 v3

14 v3
13 −2v3

14 + 2v4
14 + v2

8 + 2v3
8 − v4

8

v3
8 v4

14 v4
13 −v3

14 − v4
14 + 2v2

8 + v3
8

v4
8 v3

14 + 2v3
8

v3
13 + 2v3

14

v4
13 − 2v3

14 − v4
14

(2, 2, 1, 0, . . . , 0) v7
8 v5

14 v5
13 −2v5

14 + v7
8 + v9

8

v8
8 −v5

14 − v7
8 + 2v9

8 − v8
8

v9
8 v5

13 − v5
14

(2, 1, 1, 1, . . . , 0) v10
8 v6

14 v6
13 2v6

14 − 4v12
8 − 2v10

8

v11
8 2v6

14 − 4v12
8 − 4v10

8 + 3v11
8

v12
8 v6

13 + 2v6
14

(1, 1, 1, 1, 1, . . . , 0) v13
8
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Observación.

∂3(Λ2(V ⊗ V )⊗ V⊕Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )) =< v1
14 − v1

8 > ⊕ < −v1
13 − v1

14 >

⊕ < 3v5
8 > ⊕ < v2

14 + 2v5
8 − v6

8 > ⊕ < v2
13 − v2

14 >

⊕ < −2v3
14 + 2v4

14 + v2
8 + 2v3

8 − v4
8 > ⊕ < −v3

14 − v4
14 + 2v2

8 + v3
8 >

⊕ < v3
14 + 2v3

8 > ⊕ < v3
13 + 2v3

14 > ⊕ < v4
13 − 2v3

14 − v4
14 >

⊕ < −2v5
14 + v7

8 + v9
8 > ⊕ < −v5

14 − v7
8 + 2v9

8 − v8
8 >

⊕ < v5
13 − v5

14 > ⊕ < 2v6
14 − 4v12

8 − 2v10
8 >

⊕ < 2v6
14 − 4v12

8 − 4v10
8 + 3v11

8 > ⊕ < v6
13 + 2v6

14 >

=< v1
14 − v1

8 > ⊕ < 3v5
8 > ⊕ < v2

14 + 2v5
8 − v6

8 >

⊕ < −2v3
14 + 2v4

14 + v2
8 + 2v3

8 − v4
8 > ⊕ < −v3

14 − v4
14 + 2v2

8 + v3
8 >

⊕ < v3
14 + 2v5

8 > ⊕ < −2v5
14 + v7

8 + v9
8 >

⊕ < −v5
14 − v7

8 + 2v9
8 − v8

8 > ⊕ < 2v6
14 − 4v12

8 − 2v10
8 >

⊕ < 2v6
14 − 4v12

8 − 4v10
8 + 3v11

8 > ⊕Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

=< v1
14 − v1

8 > ⊕ < 3v5
8 > ⊕ < v2

14 + 2v5
8 − v6

8 >

⊕ < −2v3
14 + 2v4

14 + v2
8 + 2v3

8 − v4
8 > ⊕ < −v3

14 − v4
14 + 2v2

8 + v3
8 >

⊕ < v3
14 + 2v3

8 > ⊕ < −2v5
14 + v7

8 + v9
8 >

⊕ < −v5
14 − v7

8 + 2v9
8 − v8

8 > ⊕ < 2v6
14 − 4v12

8 − 2v10
8 >

⊕ < 2v6
14 − 4v12

8 − 4v10
8 + 3v11

8 > ⊕Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ).

(
D8 ⊕D13 ⊕D14

)
/ Im ∂3(T4 ⊕ T21) ' v9

8 ⊕ v12
8 ⊕ v13

8

⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

o (
D8 ⊕D13 ⊕D14

)
/ Im ∂3(T4 ⊕ T21) ' v9

8 ⊕ v12
8 ⊕ v13

8

⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V.

Submódulo T23 = V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

∂3(V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )) ⊆ (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ).

Observemos que los submódulos (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V ) y (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V )
son isomorfos por lo que los vectores de peso máximo de uno se puede obtener apartir de los
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del otro reordenandolos. Para ilustrar esto, veamos el siguiente ejemplo: x = abcdef , vector
de peso máximo de (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V ) se corresponde con el vector de peso máximo
x
′
= abefcd en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ), por esta razón solo ilustramos los vectores de peso

máximo de V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) y (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) en detalle.

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V )

(6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
23 = −eeeeee

(5, 1, 0, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) w2
23 = efeeee− feeeee v1

16 = −efeeee

w3
23 = −eefeee + efeeee

w4
23 = −eeefee + efeeee

w5
23 = −eeeeef + efeeee

(4, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w6
23 = −eeefef + eeffee + feeeef − fefeee v2

16 = efefee− efeefe

w7
23 = eeeeff − eefeef − feeeef + fefeee v3

16 = efefee− efeeef

w8
23 = eeffee− efefee− fefeee + ffeeee

w9
23 = eeeeff − efeeef − feeeef + ffeeee

w10
23 = eeeeff − effeee− 2feeeef + fefeee + ffeeee

w11
23 = −eeeeff + eeffee + 2feeeef − feefee− fefeee

(4, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w12
23 = −eeefeg + eeegef + efeeeg − efegee− egeeef + egefee v4

16 = efegee− egefee + egeefe− efeege

w13
23 = efeeeg − efgeeg − egeeef + egfeee− feeeeg + fegeee+ v5

16 = −fgeeee + egeefe− efeege

geeeef − gefeee

w14
23 = eefgee− eegfee− efegee + efgeee + egefee− egfeee v6

16 = −egeeef + efeeeg + egeefe− efeege

w15
23 = −eefeeg + eegeef + efeeeg − efgeee− egeeef + egfeee

w16
23 = efeeeg − egeeef − feeeeg + fgeeee + geeeef − gfeeee

w17
23 = efeeeg − efegee− eeegef + egefee− feeeeg + feegee+

geeeef − geefee

(3, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w18
23 = −efeeff + efefef + effeef − efffee + feeeff − feefef− v7

16 = −efffee + efefef + efeffe− efeeff

fefeef + feffee

w19
23 = −eeefff + eefeff + efefef − effeef + feefef − fefeef−

ffefee + fffeee

w20
23 = eefeff − eeffef − effeef + efffee− feeeff + feefef+

ffeeef − ffefee

(3, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w21
23 = −efeefg + efefeg − egefef + feeefg − feefeg− v8

16 = −effgee + egffee− egefef + efefeg+

fgeeef + fgefee− geeeff + geefef + gfeeef − gfefee efegfe− egeffe + egeeff − efeefg

w22
23 = −eefefg + eegeff + efefeg − efgfee− egefef + egffee+ v9

16 = −efegef + efefeg + efegfe−

feeefg − feefeg + fefeeg − 2fegeef + fegfee− ffeeeg+ efeefg − efefge + efeegf

ffegee + fgeeef − fgfeee− geeeff + geefef − gefeef − geffee

w23
23 = −eefefg + eegeff + efefeg − efgeef − egefef + egfeef + v10

16 = −effgee + egffee− fgefee+

feeefg − feefeg + fefeeg − fegeef − ffeeeg + ffgeee efegfe− egeffe + fgeefe

fgefee− fgfeee− geeeff + geefef + gfeeef − gfefee

w24
23 = −eeffeg + eefgef + efefeg − effge− egefef+ v11

16 = −effgee + egffee− fgeeef+

egffee− feegef + fefeeg − ffeeeg + ffegee + fgeeef− efegfe− 2egeffe + fgeefe+

fgfeee + geefef − gefeef − gfefee + gffeee egeeff + efefge− efeegf

w25
23 = efefeg − effeeg − egefef + egfeef − feefeg + fefeeg+

fgefee− fgfeee + geefef − gefeef − gfefee + gffeee

w26
23 = −eeffeg + eefgef + efefeg − efegef + fefeeg−

fefgee− ffeeeg + ffegee− gefeef + geffee + gfeeef − gfefee

w27
23 = −eefefg + eeffeg − eegeff − eegfef + feeefg − feefeg−

fegeef + fegfee− geeeff + geefef + gefeef − geffee

w28
23 = eeeffg − eeegff − eeffeg + eefgef − feeefg + feegef+

fefeeg − fefgee + geeeff − geefef − gefeef + geffee

(3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w29
23 = −eefgeh + eefheg + eegfeh− eeghef − eehfeg + eehgef+ v12

16 = gheeef − fheeeg + fgeeeh− gheefe+

efegeh− efeheg − efgeeh + efheeg − egefeh + egehef+ eheefg − egeefh + fheege− eheegf+

egfeeh− egheef + ehefeg − ehegef − ehfeeg + ehgeef+ efeegh− fgeehe + egeehf − efeehg
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feghee− fhegee− fgehee + fgheee + fhegee− fhgeee−

gefeeh + gehfee + gfehee− gfheee− ghefee + ghfeee+

hefgee− hegfee− hfegee + hfgeee + hgefee− hgfeee

w30
23 = −efgeeh + efheeg + egfeeh− egheef − ehfeeg + ehgeef+ v13

16 = fgehee− fhegee + ghefee− egehef+

fegeeh− feheeg − fgeeeh + fgheee + fheeeg − fhgeee− ehegef − gheeef + efeheg − ehefeg+

gefeeh + geheef + gfeeeh− gfheee− gheeef + ghfeee+ fheeeg − efegeh + egefeh− fgeeeh

hefeeg − hegeef − hfeeeg + hfgeee + hgeeef − hgfeee

w31
23 = efghee− efhgee− egfhee + eghfee + ehfgee− ehgfee− v14

16 = fgehee− fhegee + ghefee− egehfe+

feghee + fehgee + fgehee− fgheee− fhegee + fhgeee+ ehegfe− gheefe + efehge− ehefge+

gefhee− gehfee− gfehee + gfheee + ghefee− ghfeee− fheege− efeghe + egefhe− fgeehe

hefgee + hegfee + hfegee− hfgeee− hgefee + hgfeee

w32
23 = eefgeh− eefheg − eegfeh + eeghef + eehfeg − eehgef+

efgeeh− efheeg − egfeeh + egheef + ehfeeg − ehgeef−

feegeh + feeheg − feghee + fehgee + fgeeeh− fgheee−

fheeeg + fhgeee + geefeh− geehef + gefhee− gehfee−

gfeeeh + gfheee + gheeef − ghfeee− heefeg + heegef−

hefgee + hegfee + hfeeeg − hfgeee− hgeeef + hgfeee

(2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w33
23 = −eeffgh− eefgfg + eegffg − eeggff + efefgg − efegfg− v15

16 = −efggef + egfgef − fgegef + effgeg−

efgfeg + efggef − egeffg + egegff + egffeg − egfgef+ egffeg + fgefeg + efggfe− egfgfe+

fefegg − fefgeg − fegefg + feggef − ffeegg + ffegeg+ fgegfe− efegfg + egeffg − fgeefg−

ffgeeg − ffggee + fgeefg − fgegef − fgfeeg + fgfgee− effgge + egffge− fgefge+

gefefg + geffeg + gegeff − gegfef + gfeefg − gfefeg− efeggf − egefgf + fgeegf

gfgeef + gfgfee− ggeeff + ggefef + ggfeef − ggeeff+

ggefef + ggfeef − ggffee

w34
23 = −effgg − eefgfg + eegffg + eeggff − effegg + effgeg+

efgefg − efggef − egfefg − egffeg + eggeff + eggfef−

feefgg + feegfg + fegfeg − feggef + ffeegg − ffegeg−

ffgeeg + ffggee− fgeefg + fgefeg + fggeef − fggfee+

geeffg − geegff − geffeg + gefgef − gfeefg + gfegef+

gffeeg − gffgee + ggeeff − ggefef − ggfeef + ggffee

(2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w35
23 = −efegfh + efehfg + effgeh− effheg + egeffg − egehff− v16

16 = egfhef − ehfgef − fgehef + fhegef−

egffeh + egfhef − eheffg + ehegff + ehffeg − ehfgef+ effheg + ehffeg − fhefeg + effgeh−

feegfh− feehfg − fefgeh + fefheg − fgeefh + fgehef+ egffeh + fgefeh− egfhfe + ehfgfe+

fgfeeh− fgfhee + fheefg − fgehef − fhfeeg + fhfgee− fgehfe− fhegfe + efehfg − eheffg+

geeffh + geehff + geffeh− gefhef + gfeefh− gfehef− fheefg − efegfh + egeffh− fgeefh+

gffeeh + gffhee− gheeff + ghefef + ghfeef − ghffee+ effhge− ehffge + fhefge− efehgf+

heeffg − heegff − heffeg + hefgef − hfeefg + hfegef+ ehefgf − fheegf − effghe + egffhe−

hffeeg − hffgee + hgeffe− hgefef − hgfeef + hgffee fgefhe + efeghf − egefhf + fgeehf

w36
23 = −eefgfh + eefgfh + eegffh− eeghff − eehffg + eehgff+ v17

16 = −fgfhee + fhfgee− ghffee + fgehef−

effgeh− effheg − efgefh + efghef + efhefg − efhgef+ fhegef + ghefef + egfhfe− ehfgfe+

egfefh− egffeh− egehff + eghfef − ehfefg + ehffeg+ gheffe− egehff + ehegff − gheeff−

fhgeff − ehgfef + feegfh− feehfg − fegfeh + feghef+ effhge + ehffge− fhefge + efehgf−

fehfeg − fehgef − ffegeh + ffeheg + ffgeeh− ffghee− ehefgf + fheegf + effghe− egffhe+

ffheeg + ffhgee− fgeefh + fgefeh + fgheef − fghfee+ fgefhe− efeghf + egefhf − fgeehf

fheefg − fhefeg − fhgeef + fhgfee− geeffh + geehff+

geffeh− gefhef + gfeefh− gfehef − gffeeh + gffhee−

gheeff + ghefef + ghfeef − ghffee + heeffg − heegff−

heffeg + hefgef − hfeefg + hfegef + hffeeg − hffgee+

hgeeff − hgefef − hgfeef + hgffee

w37
23 = eefgfh− eefhfg − eegffg + eegffh + eeghff + eehffg−

eehgff − effgeh + effheg + efgfeh− efghef − efhfeg+

efhgef − feegfh + feehfg + fegefh− feghef − fehefg+

ffegeh− ffeheg − ffgeeh + ffghee + ffheeg − ffhgee+

geeffh− geehff − gefefh + gefhef + geheff − gehfef−

gfefeh + gfehef + gffeeh− gffhee− gfheef + gfhfee−

heeffg + heegff + hefefg − hefgef − hegeff + hegfef+
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hfefeg − hfegef − hffeeg + hffgee + hfgeef − hfgfee

(2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w38
23 = efghev − efgveh− efhgev + efhveg + efvgeh− efvheg− v18

16 = −ghevef + gvehef − hvegef + fheveg−

egfhev + egfveh + eghfev − eghvef − egvfeh + egvhef+ fveheg + hvefeg − fgeveh + fvegeh−

ehfgev − ehfveg − ehgfev + ehgvef + ehvfeg − ehvgef− gvefeh + fgehev − fhegev + ghefev+

evfgeh + evfheg + evgfeh− evghef − evhfeg + evhgef− ghevfe− gvehfe + hvegfe− ehevfg+

feghev + fegveh + fehgev − fehveg − fevgeh + fevheg+ evehfg − evehfg + egevfh− evegfh+

fgehev − fgeveh− fgheev + fghvee + fgveeh− fgvhee− gveefh− egehfv + ehegfv − gheefv−

fhegev + fheveg + fhgeev − fhgvee− fhveeg + fhvgee+ fhevge + fvehge− hvefge + ehevgf−

fvegeh− fveheg − fvgeeh + fvghee + fvheeg − fvhgee+ evehgf + hveegf − efevgh + evefgh−

gefhev − gefveh− gehfev + gehvef + gevfeh− gevhef− fveegh + efehgv − ehefgv + fheegv+

gfehev + gfeveh + gfheev − gfhvee− gfveeh + gfvgee+ fgevhe− fveghe + gvefhe− egevhf+

gehfev − ghevef − ghfeev + ghfvee + ghveef − ghvfee− eveghf − gveehf + efevhg − evefhg+

gvefeh + gvehef + gvfeeh− gvfhee− gvheef + gvhfee− fveehg − efeghv + egefhv − fgeehv−

hefgev + hefveg + hegfev − hegvef − hevfeg + hevgef+ fgehve + fhegve− ghefve + egehvf−

hfegev − hfeveg − hfgeev + hfgvee + hfveeg − hfvgee− ehegvf + gheevf − efehvg + ehefvg−

hgefev + hgevef + hgfeev − hgfvee− hgveef + hgvfee+ fheevg + efegvh− egefvh + fgeevh

hvefeg − hvegef − hvfeeg + hvfgee + hvgeef − hvgfee+

vefgeh− vefheg − vegfeh + veghef + vehfeg − vehgef−

vfegeh + vfeheg + vfgeeh− vfghee− vfheeg + vfhgee+

vfegeh− vgehef − vgfeeh + vgfhee + vgheef − vghfee−

vhefeg + vhegef + vhfeeg − vhfgee− vhgeef + vhfgee+

Evaluamos ∂3 en cada uno de los vectores de peso máximo de V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ).
Para el vector de peso (6, 0, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
23) = 0,

Para vectores de peso (5, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w2
23) = −2v1

15 + v1
16 y

∂3(w3
23) = −v1

15

Como estas dos imágenes son linealmente independientes y sólo hay dos vectores de peso
máximo de peso (5, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗
(V ⊗ V ) no tiene sentido calcular la imagen de los restantes vectores de peso máximo de peso
(5, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) de V ⊗(V ⊗V )⊗(V ⊗Sym2 V ) pues serán combinaciones lineales de éstas,
además podemos afirmar que todos los vectores de peso máximo de peso (5, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)
en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) pertenecen a la imágen de ∂3.

Para vectores de peso (4, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w6
23) = −v2

15 + 2v3
16,

∂3(w7
23) = v2

15 − v3
16,

∂3(w8
23) = −v2

15 + v3
15 − 2v2

16 + 2v3
16 y

∂3(w9
23) = v2

16.

Como estas cuatros imágenes son linealmente independientes y hay cuatro vectores de peso
máximo de peso (4, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗(V ⊗Sym2 V )⊕(Λ2V ⊗Sym2 V )⊗(V ⊗V ),
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al igual que el caso anterior, no tiene sentido calcular las imágenes de los dos restantes y todos
los vectores de peso máximo de peso (4, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (4, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w12
23) = v4

15 − v6
15 − v4

16,

∂3(w13
23) = 2v4

15 − v4
16 + v6

16,

∂3(w14
23) = −v6

15 + v6
16,

∂3(w15
23) = v4

15,

∂3(w16
23) = 2v4

15 − 2v5
15 − v4

16 y

∂3(w17
23) = 2v4

15 − 2v6
15 − v4

16 + 2v5
16.

Como estas seis imágenes son linealmente independientes y hay seis vectores de peso máximo
de peso (4, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V ),
afirmamos que todos los vectores de peso máximo de peso (4, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗
V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w18
23) = 2v7

15 + 2v7
16 y

∂3(w19
23) = −v7

16.

Como estas dos imágenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso máximo
de peso (3, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ),no
tiene sentido calcular la imagen del vector de peso máximo de este peso en V ⊗ (V ⊗V )⊗ (V ⊗
Sym2 V ) que falta, además todos los vectores de peso máximo de peso (3, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)
en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w21
23) = 2v8

15 − 2v9
15 + 2v10

15 − 2v11
15 − 0v8

16 + 0v9
16 − v10

16 + 0v11
16,

∂3(w22
23) = 2v8

15 − 2v9
15 − v10

15 + 0v11
15 − v8

16 − v9
16 − v10

16 + v11
16,

∂3(w23
23) = 2v8

15 − 2v9
15 + v10

15 − 211
15 − 0v8

16 − v9
16 − v10

16 + 0v11
16,

∂3(w24
23) = 2v8

15 − v9
15 − v10

15 − v11
15 + 2v8

16 − 2v9
16 − 2v10

16 + 0v11
16,

∂3(w25
23) = 2v8

15 − 2v9
15 + 0v10

15 − 2v11
15 + v8

16 − v9
16 − v10

16 + 0v11
16,

∂3(w26
23) = 0v8

15 − v9
15 + v10

15 − v11
15 + 2v8

16 − 2v9
16 − 0v10

16 − 2v11
16,

∂3(w27
23) = 0v8

15 − v9
15 + v10

15 − v11
15 − v8

16 + v9
16 − v10

16 + v11
16 y

∂3(w28
23) = −v8

15 + 0v9
15 + 0v10

15 + 0v11
15 + 2v8

16 − 2v9
16 + 2v10

16 − 2v11
16.

Como estas ocho imágenes son linealmente independientes y hay ocho vectores de peso máximo
de peso (3, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V )
luego todos los vectores de peso máximo de peso (3, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗
Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) pertenecen a la imagen de ∂3.
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Para vectores de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w29
23) = −v12

15 + v13
15 − v14

15 + v12
16 − v13

16 + v14
16,

∂3(w30
23) = 0v12

15 + 0v13
15 − 2v14

15 + v12
16 + v13

16 − v14
16,

∂3(w31
23) = 2v12

15 + 0v13
15 + 0v14

15 − 2v12
16 + 0v13

16 + 0v14
16 y

∂3(w32
23) = v12

15 + v13
15 + v14

15 − v12
16 + v13

16 + v14
16.

Como estas cuatros imágenes son linealmente independientes y hay seis vectores de peso máximo
de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V )
luego hay dos vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗
Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V ) que no pertenecen a la imagen de ∂3. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que v13

16 y v14
16 son esos vectores ya que estos dos junto con los

otros cuatros son linealmente independientes.
Para vectores de peso (2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w33
23) = −v15

15 − 2v15
16 y

∂3(w34
23) = −v15

15 + v15
16.

Como estas dos imágenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso máximo
de peso (2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V )
luego todos los vectores de peso máximo de peso (2, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗
Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w35
23) = 2v16

15 + 2v17
15 − 0v16

16 + 2v17
16,

∂3(w36
23) = v16

15 + 2v17
15 + v16

16 + 2v17
16 y

∂3(w37
23) = −v16

15 + 0v17
15 − 2v16

16 − 2v17
16.

Como estas tres imágenes son linealmente independientes y hay cuatro vectores de peso máximo
de peso (2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V )
luego existe un vector de peso máximo de peso (2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗
Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V ) que no pertenece a la imagen de ∂3. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que v17

16 es ese vector.
Para el vector de peso (2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w38
23) = −2v18

15 + v18
16.

Como existen 2 vectores de peso máximo en (Λ2V⊗V )⊗(V⊗Sym2 V )⊕(Λ2V⊗Sym2 V )⊗(V⊗V )
de peso (2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0), luego hay un vector de peso máximo de peso (2, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)
en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) que no pertenece a la imagen de
∂3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que v18

16 es ese vector.
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Hasta aqúı, existen cuatro vectores de peso máximo en (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V )

v13
16 de peso (3, 1, 1, 1, 0, . . . , 0),

v14
16 de peso (2, 2, 1, 1, 0, . . . , 0),

v17
16 de peso (2, 2, 1, 1, 0, . . . , 0) y

v18
16 de peso (2, 1, 1, 1, 1, 0 . . . , 0)

que aparentemente no pertenecen a la imagen de ∂3. Evaluemos ∂3 en T9 para poder concluir
pues ∂3(T9) ⊂ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ).

Submódulo T9 = Λ3(V ⊗ V )

∂3(Λ3(V ⊗ V )) ⊂ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ).

Los vectores de peso máximo de peso

(3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0), (2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) y (2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

de la descomposición en irreducibles de Λ3(V ⊗ V ), que nos interesa analizar, es la que figura
en la siguiente tabla:

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

(Λ3(V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V )

(3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w9
9 = −eeefgh + eeefhg + eeegfh− eeeghf − eeehfg+ v12

16

eeehgf − 3efegeh + efeghe− efehge + egehfe

w10
9 = efegeh− efeghe + efehge + efgehe− egehfe− v13

16

egfehe + ehfege− fegehe

w11
9 = eefegh− eefehg − eefghe + eefhge + eegehf + eegfhe− 3efegeh+ v14

16

3efeghe− 3efehge− 2efgehe + 3egehfe + 2egfehe− 2ehfege

(2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w13
9 = −2eefgfh + 2eefghf − 2eefhgf − 2eegfhf + efegfh− v16

16

3efeghf − efehfg + 3efehgf + effghe− effhge + efgehf+

efgfhe− 2egehff − egfefh− egfehf − 2egffhe + ehfefg+

ehfegf + 2ehffge− 3fefghe + 3fefhge + fegehf + fegfhe− 2ffgehe

w17
16

(2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) v18
16

Para vectores de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w9
9) = 0,

∂3(w10
9 ) = −v13

16 + v14
16,

∂3(v11
9 ) = v12

16 + 3v13
16 − v14

16.
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De estas 3 imágenes sólo una, la segunda, es linealmente independiente con las otras cuatro, de
este peso, que ya encontramos y hay seis vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)
en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) luego un vector de peso máximo
de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ V )
no pertenece a la imagen de ∂3. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que v14

16 es dicho
vector.

Para el vector de peso (2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w13
9 ) = 3v16

16 + 2v17
16.

Como esta imagen junto con las otras tres ya encontradas son linealmente independientes
y hay cuatro vectores de peso máximo con este peso en (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗
Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) luego todos los vectores de peso máximo de peso (2, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en
(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para el vector de peso (2, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)
No tiene, por lo que el vector de peso máximo v18

16 no pertenece a la imagen de ∂3.
Luego los vectores de peso máximo de (Λ2V ⊗V )⊗(V ⊗Sym2 V )⊕(V ⊗V )⊗(Λ2V ⊗Sym2 V )

que no pertenecen a la imagen de ∂3 son v14
16 y v18

16.
Aśı, resulta que

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) ∂3(T23 ⊕ T9)

⊆ (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V )

(5, 1, 0, 0, . . . , 0) v1
15 v1

16 v1
15 , v1

16

(4, 2, 0, 0, . . . , 0) v2
15 v2

16 v2
15 , v3

15

v3
15 v3

16 v2
16 , v3

16

(4, 1, 1, 0, . . . , 0) v4
15, v

5
15, v

6
15 v4

16, v
5
16, v

6
16 v4

15, v
5
15, v

6
15

v4
16, v

5
16, v

6
16

(3, 3, 0, 0, . . . , 0) v7
15 v7

16 v7
15 , v7

16

(3, 2, 1, 0, . . . , 0) v8
15, v

9
15, v

10
15 , v

11
15 v8

16, v
9
16, v

10
16 , v

11
16 v8

15, v
9
15, v

10
15 , v

11
15

v8
16, v

9
16, v

10
16 , v

11
16

(3, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) v12
15 v12

16 −v12
15 + v13

15 − v14
15 + v12

16 − v13
16 + v14

16

v13
15 v13

16 −2v14
15 + v12

16 + v13
16 − v14

16

v14
15 v14

16 2v12
15 − 2v12

16

v12
15 + v13

15 + v14
15 − v12

16 + v13
16 + v14

16

−v13
16 + v14

16

(2, 2, 2, 0, . . . , 0) v15
15 v15

16 v15
15

v15
16

(2, 2, 1, 1, 0, . . . , 0) v16
15 v16

16 2v16
15 + 2v17

15 + 2v17
16

v17
15 v17

16 v16
15 + 2v17

15 + v16
16 + 2v17

16

−v16
15 − 2v16

16 − 2v17
16

3v16
16 + 2v17

16

(2, 1, 1, 1, 1, . . . , 0) v18
15 v18

16 −2v18
15 + v18

16
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Submódulo T22 = Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

∂3(Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )) = Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Aśı, resulta que ∂3 retringida al submódulo T22 es sobre.

Submódulo T11 = Λ2(V ⊗ V )⊗ Λ2V

∂3(Λ2(V ⊗ V )⊗ Λ2V ) ⊆ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊆ Im(∂3).

La imagen del submódulo T11 no aporta nada nuevo a la imágen de ∂3 gracias al submódulo
anterior.

Submódulo T24 = V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V

∂3(V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ) ⊆ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊆ Im(∂3).

Idem al caso anterior, la imagen del submódulo T24 no aporta nada nuevo a la imagen de ∂3.

De estos tres últimos submódulos, T22, T24 y T11, resulta que:

Submódulo ∂3(T24 ⊕ T22 ⊕ T11) ⊆ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Observación. Apartir de aqúı, los vectores de peso áximo de los submódulos T25, T26, T27,
T29, D19, D20 y T21 no fueron transcriptos debido a sus tamaños, llegando a ocupar uno de ellos
95 páginas. Sin embargo se encuentran en el output de la sección 9 grabada en el CD, bajo el
t́ıtulo Vectores de peso máximo de Lnk.

Submódulo T25 = V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

∂3(V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )) ⊆ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ).

La cantidad de vectores de peso máximo de los submódulos V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) y
(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) se muestran en la siguiente tabla agrupados según su peso.
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

(6, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
25

(5, 2, 0, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) w2
25, w

3
25, w

4
25 v1

19

(5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w5
25, w

6
25, w

7
25, w

8
25 v17

19

(4, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w9
25, w

10
25, w

11
25 v2

19

(4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w12
25 . . . w

20
25 v3

19 . . . v
6
19

(4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w21
25 . . . w

26
25 v18

19 . . . v
20
19

(3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w27
25 . . . w

31
25 v7

19, v
8
19

(3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w32
25 . . . w

36
25 v9

19, v
10
19, v

11
19

(3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w37
25 . . . w

45
25 v12

19 . . . v
16
19

(3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w46
25 . . . w

49
25 v21

19 , v
22
19 , v

23
19

(2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w50
25, w

51
25, w

52
25 v24

19, v
25
19

(2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w53
25, w

54
25, w

55
25 v26

19, v
27
19

(2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) w56
25 v28

19

Observación.

Observemos que T25 y D19 son los primeros submódulos donde el peso total, 7, es mayor
que la dimV = 6 que prefijamos. Antes de comenzar con el análisis de la Im(∂3) verificaremos
que para dim(V ) = 6 las descomposiciones de éstos se estabilizan.
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∗En la tabla anterior se observa que para 2 ≤ n ≤ 8 las dimensiones de los submódulos
irreducibles propuestos como vectores de peso máximo de T25 es igual a la dimensión de T25,
luego esta es la descomposición de T25 para 2 ≤ n ≤ 8. Probaremos que ésto es cierto para
todo n.

dim(6, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + 3 dim(5, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + 4 dim(5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)+

3 dim(4, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + 9 dim(4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + 6 dim(4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)+

5 dim(3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + 5 dim(3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + 9 dim(3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)+

4 dim(3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) + 3 dim(2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) + 3 dim(2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)+

dim(2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) =

(n+5).(n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n.(n−1)
840

+3(n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n2.(n−1)
360

+4(n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2)
336

+3(n+3).(n+2).(n+1)2.n2.(n−1)
360

+ 9(n+3).(n+2).(n+1).n2.(n−1).(n−2)
144

+ 6(n+3).(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3)
252

+

5(n+2).(n+1)2.n2.(n−1).(n−2)
240

+ 5(n+2).(n+1).n2.(n−1)2.(n−2)
240

+ 9(n+2).(n+1).n2.(n−1).(n−2).(n−3)
144

+

4(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4)
336

+ 3(n+1).n2.(n−1)2.(n−2).(n−3)
360

+ 3(n+1).n2.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4)
360

+

(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4).(n−5)
840

= 2(n+1).n.(n−1).(n4+71n2+120)
840

+ 6(n+1).n3.(n−1).(2n2+37)
360

+

8(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2)(n2+12)
336

+ 18(n+2).(n+1).n3.(n−1).(n−2)
144

+ 10(n+2).(n+1).n3.(n−1).(n−2)
240

+

6(n+3).(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3)
252

= (n+1).n.(n−1).(n4+71n2+120)
420

+ (n+1).n3.(n−1).(2n2+37)
60

+

(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2)(n2+12)
42

+ (n+2).(n+1).n3.(n−1).(n−2)
8

+ (n+2).(n+1).n3.(n−1).(n−2)
24

+

(n+3).(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3)
42

= 21(n+1).n3.(n−1).(n2+1)
420

+ (n+1).n3.(n−1).(2n2+37)
60

+

4(n+2).(n+1).n3.(n−1).(n−2)
24

= (n+1).n3.(n−1).(n2+1)
20

+ 3(n+1).n3.(n−1).(4n2−1)
60

=

(n+1).n3.(n−1).(n2+1+4n2−1)
20

= (n+1).n5.(n−1)
4

= dim(T25)

Como estos 56 vectores de peso máximo propuestos de T25 son linealmente independientes
y las sumas de sus dimensiones es la dimensión de T25, luego ésta es su descomposición en
irreducibles para todo n.

De manera análoga para D19
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∗Se observa en la tabla anterior que para 2 ≤ n ≤ 8 las dimensiones de los submódulos
irreducibles propuestos como vectores de peso máximo de D19 es igual a la dimensión de D19,
luego esta es la descomposición de D19 para 2 ≤ n ≤ 8. Probaremos que esto es cierto para
todo n.

dim(5, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + dim(5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + dim(4, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)+

4 dim(4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + 3 dim(4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) + 2 dim(3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)+

3 dim(3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) + 5 dim(3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) + 3 dim(3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)+

2 dim(2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) + 2 dim(2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) + dim(2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) =

(n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n2.(n−1)
360

+ (n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2)
336

+ (n+3).(n+2).(n+1)2.n2.(n−1)
360

+

4(n+3).(n+2).(n+1).n2.(n−1).(n−2)
144

+ 3(n+3).(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3)
252

+ 2(n+2).(n+1)2.n2.(n−1).(n−2)
240

+

3(n+2).(n+1).n2.(n−1)2.(n−2)
240

+ 5(n+2).(n+1).n2.(n−1).(n−2).(n−3)
144

+ 3(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4)
336

+

2(n+1).n2.(n−1)2.(n−2).(n−3)
360

+ 2(n+1).n2.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4)
360

+ (n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4).(n−5)
840

=

(n+3).(n+2).(n+1).n2.(n−1).(2n+5)
360

+2(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(2n2−7n+24)
336

+3(n+2).(n+1).n2.(n−1).(n−2)(3n−1)
144

+

(n+3).(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3)
84

+ (n+2).(n+1).n2.(n−1).(n−2).(5n−1)
240

+

(n+1).n2.(n−1).(n−2).(n−3).(2n−5)
180

+ (n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4).(n−5)
840

=

3(n+1).n2.(n−1).(2n3−5n2+37n−10
360

+ 2(n+2).(n+1).n2.(n−1).(n−2).(10n−3)
240

+

(n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(4n2−7n+6)
168

+ (n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4).(n−5)
840

=

(n+1).n2.(n−1).(12n3−8n2−3n+2)
120

+ (n+2).(n+1).n.(n−1).(n−2).(4n2−7n+6)
168

+

(n+1).n.(n−1).(n−2).(n−3).(n−4).(n−5)
840

= (n+1).n.(n−1).(105n4−105n3)
840

= (n+1).n4.(n−1)2

8
= dim(D19).

Como estos 28 vectores de peso máximo propuestos de D19 son linealmente independientes y
las sumas de sus dimensiones es la dimensión de D19 para todo n, luego ésta es la descomposición
en irreducibles de D19.

Evaluamos ∂3 en cada uno de los vectores de peso máximo de T25.
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Para el vector de peso (6, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
25) = 0.

Para el vector de peso (5, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w2
25) = 2v1

19.

Como sólo hay un vector de peso máximo de peso (5, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗(Λ2V ⊗
Sym2 V ) no tiene sentido calcular la imagen de los restantes vectores de peso máximo de este
peso en V ⊗ (V ⊗V )⊗ (Λ2V ⊗Sym2 V ) pues serán combinaciones lineales de ésta o se anularán.

Para el vector de peso (5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w5
25) = −v17

19.

Como solo hay un vector de peso máximo de peso (5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗(Λ2V ⊗
Sym2 V ) no tiene sentido calcular la imagen de los restantes vectores de peso máximo de este
peso en V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ).

Para el vector de peso (4, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w9
25) = v2

19.

Al igual que el caso anterior no tiene sentido calcular la imagen de w10
25 y w11

25

Para vectores de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w12
25) = v4

19,

∂3(w13
25) = −v3

19 + v4
19 + v5

19,

∂3(w14
25) = v4

19 − v6
19 y

∂3(w15
25) = 2v3

19.

Como estas cuatro imágenes son linealmente independientes y hay cuatro vectores de peso
máximo de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗(Λ2V ⊗Sym2 V ), luego todos los vectores
de peso máximo de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a
la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w21
25) = v19

19 − v20
19,

∂3(w22
25) = v18

19 − v19
19,

∂3(w23
25) = −v19

19 + v20
19 y

∂3(w24
25) = 2v20

19.
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Sólo tres de estas cuatros imágenes son linealmente independientes (la primera, la segunda y
la cuarta) y hay tres vectores de peso máximo de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗
(Λ2V ⊗ Sym2 V ), luego no tiene sentido calcular las imágenes de w25

25 y w26
25. Todos los vectores

de peso máximo de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a
la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w27
25) = −v7

19 + v8
19 y

∂3(w28
25) = −v7

19.

Estas dos imágenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso máximo de peso
(3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗(Λ2V ⊗Sym2 V ) luego todos los vectores de peso máximo
de peso (3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w32
25) = 2v9

19 − 2v11
19,

∂3(w33
25) = −2v9

19 − v10
19 + v11

19 y

∂3(w34
25) = −2v10

19.

Estas tres imágenes son linealmente independientes y hay tres vectores de peso máximo de peso
(3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗(Λ2V ⊗Sym2 V ) luego todos los vectores de peso máximo
de peso (3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w37
25) = −v14

19,

∂3(w38
25) = v14

19 − 2v15
19 − v16

19,

∂3(w39
25) = −v12

19 + v15
19,

∂3(w40
25) = −2v14

19 + v16
19,

∂3(w41
25) = v12

19 + v14
19 − v15

19 − v16
19 y

∂3(w42
25) = v12

19 + 2v13
19 + v14

19 − v15
19 − 2v16

19.

Sólo cinco de estas imágenes son linealmente independientes, en particular podemos conciderar
la primera a la cuarta junto con la sexta, y como hay cinco vectores de peso máximo de peso
(3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗(Λ2V ⊗Sym2 V ) luego todos los vectores de peso máximo
de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗V )⊗ (Λ2V ⊗Sym2 V ) pertenecen en la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w46
25) = −2v17

19 − 2v18
19,

∂3(w47
25) = 2v19

19,

∂3(w48
25) = v18

19 y

∂3(w49
25) = −2v17

19.
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Sólo tres de estas imágenes son linealmente independiente, en particular podemos conciderar las
tres últimas, y como hay tres vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗
V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) luego todos los vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)
en (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w50
25) = −v24

19 − v25
19 y

∂3(w51
25) = −2v24

19.

Estas dos imágenes son linealmente independiente y como hay dos vectores de peso máximo
de peso (2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) entonces todos los vectores de
peso máximo de peso (2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la
imagen de ∂3.

Para vectores de peso (2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w53
25) = 2v26

19 + 2v27
19 y

∂3(w54
25) = 2v27

19.

Estas dos imágenes son linealmente independiente y como hay dos vectores de peso máximo
de peso (2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) luego todos los vectores de
peso máximo de peso (2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la
imagen de ∂3.

Para el vector de peso (2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)

∂3(w56
25) = −2v28

19.

Esta imagen es no nula y como sólo hay un vector de peso máximo de peso (2, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)
en (Λ2V ⊗ V ) ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) luego todos los vectores de peso máximo de este peso en
(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Aśı, resulta que:

Submódulo ∂3(T25) ⊆ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Submódulo T14 = Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

∂3(Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )) ⊆ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

⊆ Im(∂3).
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Submódulo T28 = V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

∂3(V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )) ⊆ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

⊆ Im(∂3).

Por submódulo anterior.

Submódulo T27 = Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V

∂3(Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V ) ⊆ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ).

Los vectores de peso máximo del submódulo Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V y (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗
Sym2 V ) se detallan en la siguiente tabla.

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

(6, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
27, w

2
27 v1

20

(5, 2, 0, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) w3
27, w

4
27, w

5
27 v2

20, v
3
20

(5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w6
27, . . . , w

9
27 v4

20, v
5
20, v

6
20

(4, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w10
27, w

11
27, w

12
27 v7

20, v
8
20

(4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w13
27, . . . , w

17
27 v9

20, . . . , v
13
20

(4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w18
27, w

19
27 v14

20, v
15
20, v

16
20

(3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w20
27, . . . , w

23
27 v17

20, v
18
20, v

19
20

(3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w24
27, w

25
27 v20

20, v
21
20

(3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w26
27, w

27
27, w

28
27 v22

20, . . . , v
25
20

(3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) v26
20

(2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w29
27 v27

20

(2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w30
27 v28

20

El peso total de los submódulos T27 y D20, 7, es mayor que la dimV = 6 que prefijamos.
Antes de comenzar con el análisis de la Im(∂3) verificaremos que para dim(V ) ≥ 6 las descom-
posiciones de estos se estabilizan.
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En las dos tablas anteriores se observa que para 2 ≤ n ≤ 8 las dimensiones de los submódulos
irreducibles, por su respectivas multiplicidades, de T27 y D20 es igual a la dimensión de T27 y
D20 respectivamente, luego estas son sus descomposiciónes en irreducibles para 2 ≤ n ≤ 8.
∗ Probar que la suma de las dimensiones de los submódulos irreducibles es igual a la di-

mensión del submódulo, para todo n, es sencillo e innecesaria, basta probarlo para n = 7 para
poder concluir que ésta es su descomposición en irreducibles.

En cada submódulo, los vectores de peso máximo son linealmente independientes y las sumas
de sus dimensiones es igual a su dimensión entonces esta es su descomposición en irreducibles.
Evaluamos ∂3 en cada uno de los vectores de peso máximo de T27.

Para vectores de peso (6, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
27) = 0

∂3(w2
27) = v1

20.

Como sólo hay un vector de peso máximo de peso (6, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗
(V ⊗ Sym2 V ) entonces todos los vectores de peso máximo con este peso en (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗
(V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a Im(∂3).

Para vectores de peso (5, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w3
27) = −3v2

20

∂3(w4
27) = −v2

20 − v3
20.

Como estas dos imágenes son linealmente independientes y sólo hay dos vectores de peso
máximo de peso (5, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) no tiene sen-
tido calcular la imagen del tercer vector de peso máximo de peso (5, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) de
Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V pues será combinación lineal de éstas.

Para vectores de peso (5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w6
27) = −v4

20 + 2v5
20 + v6

20

∂3(w7
27) = v4

20 + 2v5
20 + 3v6

20

∂3(w8
27) = 2v4

20.

Como estas tres imagenes son linealmente independientes y hay tres vectores de peso máximo
de peso (5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) no tiene sentido calcular la
imagen del cuarto vector de peso máximo de peso (5, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) de Λ2(V ⊗Sym2 V )⊗V
pues será combinación lineal de ésta.

Para vectores de peso (4, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w10
27) = −v7

20

∂3(w11
27) = −v8

20.
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Al igual que el caso anterior no tiene sentido calcular la imagen de w12
20.

Para los vectores de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w13
27) = −v10

20 − v12
20 − 2v13

20

∂3(w14
27) = 2v10

20 + 2v11
20 − v12

20 + v13
20,

∂3(w15
27) = v9

20 + v10
20 + v11

20 + v13
20,

∂3(w16
27) = −v10

20 − 2v13
20 y

∂3(w17
27) = 2v9

20 − v10
20 − v13

20.

De estas cinco imágenes sólo cuatro son linealmente independientes (sin pérdida de generalidad
podemos suponer que son las cuatro primeras), como hay cinco vectores de peso máximo de peso
(4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) y v13

20 es linealmente independiente
con estas cuatro imagenes, hasta aqúı, podemos concluir que el vector de peso máximo v13

20 de
peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) no pertenece a la imagen de
∂3.

Para vectores de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w18
27) = v14

20 + 3v15
20 − v16

20 y

∂3(w19
27) = 2v14

20 + 2v16
20.

Estas dos imágenes junto con v16
20 son linealmente independientes y hay tres vectores de peso

máximo de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) por lo que en este
punto el vector de peso máximo v16

20 de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗
Sym2 V ) no pertenece a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w20
27) = 2v17

20 − 2v18
20

∂3(w21
27) = v17

20 − 2v18
20 + v19

20 y

∂3(w22
27) = −v17

20 + 2v18
20 − 2v19

20.

Estas tres imágenes son linealmente independientes y hay tres vectores de peso máximo de
peso (3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ), por lo que no tiene sentido
buscar la imagen de w23

27 y todos los vectores de peso máximo de peso (3, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)
en (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w24
27) = −v20

20 − v21
20 y

∂3(w25
27) = −3v21

20.

Estas dos imágenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso máximo de peso
(3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) luego todos los vectores de peso
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máximo de peso (3, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la
imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w26
27) = 2v22

20 + 4v23
20 + 2v24

20,

∂3(w27
27) = 2v22

20 + 2v24
20 − v25

20 y

∂3(w28
27) = v22

20 + 2v23
20 − v25

20.

Estas tres imágenes son linealmente independientes junto con v24
20, y como hay cuatro vectores

de peso máximo de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ), hasta
aqúı podemos concluir que el vector de peso máximo v23

20 de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) no pertenece a Im(∂3).

Para vectores de peso (3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)
No tiene por lo que el vector de peso máximo v26

20 de peso (3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) de (Λ2V ⊗
Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) aparentemente no perteneceŕıa a Im(∂3).

Para el vector de peso (2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w29
27) = v27

20.

Como hay un vector de peso máximo de peso (2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗
(V ⊗ Sym2 V ) entonces todos los vectores de peso máximo de peso (2, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a Im(∂3).

Para el vector de peso (2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w30
27) = −2v28

20.

Como hay un vector de peso máximo de peso (2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗
(V ⊗ Sym2 V ) luego todos los vectores de peso máximo de peso (2, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a Im(∂3).

Hasta aqúı resulta que los vectores de peso máximo de (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ):

v13
20 de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0),

v16
20 de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0),

v24
20 de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) y

v26
20 de peso (3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0).

no pertenecen a Im(∂3), pero ∂3(T26) ⊆ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) por lo que aún no
podemos concluir en forma definitiva.

Submódulo T26 = Λ2(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

∂3(Λ2(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )) ⊆ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ).
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En este caso no necesitamos la descomposición en irreducibles completa de T26, sólo algunas
componentes, las cuales a lo sumo tienen peso total 5 ≤ 6 = dim(V ).

Los vectores de peso máximo de los submódulos Λ2(V ⊗ V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) y (Λ2V ⊗
Sym2 V )⊗ (V ⊗Sym2 V ) que nos interesan se muestran agrupados según su peso en la siguiente
tabla .

Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

Λ2(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

(4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w17
26, . . . , w

26
26 v9

20, . . . , v
13
20

(4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w27
26, . . . , w

32
26 v14

20, v
15
20, v

16
20

(3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w43
26, . . . , w

50
26 v22

20, . . . , v
25
20

(3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w51
26, w

52
26 v26

20

Para el vector de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w17
26) = −v9

20 + v11
20 + v13

20.

Como la imagen por ∂3 del vector de peso máximo w17
26 en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ),

de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0), es linealmente con las cuatro primeras imágenes por ∂3 de los
vectores de peso máximo w13

27 , w14
27, w15

27 y w16
27 de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) y hay cinco vec-

tores de peso (4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) entonces podemos
concluir que todos los vectores de peso máximo en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ), de peso
(4, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0), pertenecen a Im(∂3), además no tiene sentido calcular las 9 imágenes
restantes pues serán combinaciones lineales de estas cinco seleccionadas.

Para el vector de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w27
26) = v16

20.

Como la imagen por ∂3 del vector de peso máximo w27
26 en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ),

de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0), es linealmente con las dos imágenes por ∂3 de los vectores
de peso máximo w18

27 , w14
27 y w19

27 de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) y hay tres vectores de peso
(4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗(V ⊗Sym2 V ) entonces podemos concluir que todos
los vectores de peso máximo de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) de (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗ (V ⊗Sym2 V )
pertenecen a Im(∂3), además no tiene sentido calcular las 5 imágenes restantes pues serán com-
binaciones lineales de estas tres seleccionadas.
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Para el vector de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w44
26) = −2v23

20 + 2v22
20.

Como la imagen por ∂3 del vector de peso máximo w49
26 en (Λ2V ⊗ Sym2 V ) ⊗ (V ⊗ Sym2 V ),

de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0), es linealmente con las tres imágenes por ∂3 de los vectores
de peso máximo w26

27 , w27
27 y w28

27 de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) y hay cuatro vectores de peso
(3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗(V ⊗Sym2 V ) entonces podemos concluir que todos
los vectores de peso máximo en (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗(V ⊗Sym2 V ), de peso (3, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0),
pertenecen a Im(∂3), además no tiene sentido calcular las 7 imágenes restantes pues serán com-
binaciones lineales de estas tres seleccionadas.

Para el vector de peso (3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w51
26) = 2v26

20.

Como solo hay un vector de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en (Λ2V ⊗Sym2 V )⊗
(V ⊗ Sym2 V ) podemos concluir que todos los vectores de peso máximo con este peso en
(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a Im(∂3).

Aśı, resulta que:

Submódulo ∂3(T27 ⊕ T26) ⊆ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

Submódulo T29 = V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

∂3(V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )) ⊆ Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ).

La cantidad de vectores de peso máximo del submódulo V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )
y Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) se muestran en la siguiente tabla.
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Peso Vectores de peso máximo de Vectores de peso máximo de

V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )

(7, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w1
29

(6, 2, 0, 0, 0, 0, 0 . . . , 0) w2
29 . . . w

4
29

(6, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w5
29 . . . w

8
29 v1

21

(5, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w9
29 . . . w

12
29 v2

21

(5, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w13
29 . . . w

22
29 v3

21

v4
21

(5, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w23
29 . . . w

28
29 v5

21

(4, 4, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w29
29

w30
29

(4, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w31
29 . . . w

40
29 v6

21

v7
21

(4, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w41
29 . . . w

47
29 v8

21

(4, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w48
29 . . . w

59
29 v9

21

v10
21

v11
21

v12
21

(4, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w60
29 . . . w

63
29 v13

21

(3, 3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) w64
29 . . . w

68
29 v14

21

v15
21

(3, 3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w69
29 . . . w

75
29 v16

21

(3, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) w76
29 . . . w

82
29 v17

21

(3, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w83
29 . . . w

88
29 v19

21

v20
21

(3, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) w89
29 v21

21

(2, 2, 2, 2, 0, 0, 0, . . . , 0) w90
29

(2, 2, 2, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) w91
29 v22

21

w92
29

(2, 2, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) w93
29

El peso total de los submódulos T29 y D21, 8, es mayor que la dimV = 6 que prefijamos.
Antes de comenzar con el análisis de la Im(∂3) verificaremos que para dim(V ) ≥ 6 las descom-
posiciones de estos se estabilizan.
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En las dos tablas anteriores se observa que para n ≥ 6 las descomposiciónes en irreducibles
de T29 y D21 se estabilizan, luego estas son sus descomposiciones en irreducibles.
Evaluamos ∂3 en cada uno de los vectores de peso máximo de T29.

Para el vector de peso (7, 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w1
29) = 0.

Para vectores de peso (6, 2, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w2
29) = 0,

∂3(w3
29) = 0 y

∂3(w4
29) = 0.

Para el vector de peso (6, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w5
29) = 2v1

21.

Como sólo hay un vector de peso máximo de peso (6, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗Sym2 V )
no tiene sentido calcular las imágenes de los restantes vectores de peso máximo de peso
(6, 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) de V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ).

Para el vector de peso (5, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w11
29) = −2v2

21.

Al igual que el caso anterior no tiene sentido calcular la imagen de los restantes vectores de
peso máximo de peso (5, 3, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0).

Para vectores de peso (5, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w13
29) = v3

21 y

∂3(w14
29) = v4

21.

Como estas dos imágenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso máximo
de peso (5, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗Sym2 V ), luego todos los vectores de peso máximo
de peso (5, 2, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para el vector de peso (5, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w23
29) = 2v5

21.

Como sólo hay un vector de peso máximo de peso (5, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗Sym2 V ),
no tiene sentido calcular las imágenes de los vectores de peso máximo restantes de este peso,
luego todos los vectores de peso máximo de peso (5, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )
pertenecen a la imagen de ∂3.
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Par vectores de peso (4, 4, 0, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w29
29) = 0 y

∂3(w30
29) = 0.

Para vectores de peso (4, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w31
29) = v7

21 y

∂3(w34
29) = v6

21 − v7
21.

Estas dos imágenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso máximo de peso
(4, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) luego todos los vectores de peso máximo de peso
(4, 3, 1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para el vector de peso (4, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w41
29) = −2v8

21.

Como sólo hay un vector de peso máximo de peso (4, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗Sym2 V )
entonces todos los vectores de peso máximo de peso (4, 2, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V⊗Sym2 V )
pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (4, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w48
29) = −2v12

21 + 2v11
21 + 4v9

21,

∂3(w49
29) = v12

21 + v11
21 + v10

21 − 2v9
21,

∂3(w50
29) = 2v12

21 − 2v11
21 + 2v10

21 − 4v9
21 y

∂3(w52
29) = 2v12

21 − 2v11
21 − 2v9

21.

Estas cuatros imágenes son linealmente independiente y como hay cuatro vectores de peso
máximo en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ), de peso (4, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0), entonces todos los vectores de
peso máximo de peso (4, 2, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de
∂3.

Para el vector de peso (4, 1, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w60
29) = −v13

21.

Como hay un vector de peso máximo de peso (4, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )
entonces todos los vectores de peso máximo de peso (4, 1, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V⊗Sym2 V )
pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w63
29) = −3v14

21 − 3v15
21 y

∂3(w65
29) = v14

21 − 3v15
21.
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Estas dos imágenes son linealmente independiente y hay dos vectores de peso máximo de peso
(3, 3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) entonces todos los vectores de peso máximo de
peso (3, 3, 2, 0, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para el vector de peso (3, 3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w69
29) = 2v16

21.

Como hay un vector de peso máximo de peso (3, 3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )
luego todos los vectores de peso máximo en Λ2(Λ2V ⊗Sym2 V ), de peso (3, 3, 1, 1, 0, 0, 0, . . . , 0),
pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w76
29) = −4v17

21 − 2v18
21 y

∂3(w77
29) = 5v17

21 + 2v18
21.

Estas dos imágenes son linealmente independiente y hay dos vectores de peso máximo de peso
(3, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) entonces todos los vectores de peso máximo de
peso (3, 2, 2, 1, 0, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imagen de ∂3.

Para vectores de peso (3, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w83
29) = 4v19

21 − 2v20
21 y

∂3(w84
29) = v19

21 − v20
21.

Estas dos imágenes son linealmente independiente y hay dos vectores de peso máximo de peso
(3, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) entonces todos los vectores de peso máximo de
peso (3, 2, 1, 1, 1, 0, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) pertenecen a la imágen de ∂3.

Para el vector de peso (3, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)

∂3(w89
29) = 4v21

21.

Como solo hay un vector de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗Sym2 V )
entonces todos los vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V⊗Sym2 V )
pertenecen a la imagen de ∂3.

Para el vector de peso (2, 2, 2, 2, 0, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w90
29) = 0.

Para el vector de peso (2, 2, 2, 1, 1, 0, 0, . . . , 0)

∂3(w91
29) = 4v22

21.

Como sólo hay un vector de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V ⊗Sym2 V )
entonces todos los vectores de peso máximo de peso (3, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) en Λ2(Λ2V⊗Sym2 V )
pertenecen a la imagen de ∂3.
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Para el vector de peso (2, 2, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0)

∂3(w93
29) = 0.

Aśı, resulta que:

Submódulo ∂3(T29) ⊆ Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )

Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )

Submódulo T30 = Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

∂3(Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )) ⊆ Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )

⊆ Im(∂3),

esto se deduce del submódulo anterior.

Submódulos restantes:

La imagen por ∂3 de estos 24 submódulos es nula debido al corchete definido en el álgebra
de Lie Ln o al álgebra asociativa truncada A3, sólo tiene sentido analizar ∂3 en los submódulos
que contengan dos factores tensoriales de la forma V o (V ⊗ V ) (iguales o distintos), como
vimos en la demostración de la Proposición 6.1. Aśı, resulta que:

Submódulo Im(∂3)

T31 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0

T32 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T33 (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0

T34 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 0

T35 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0

T36 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

T37 V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T38 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T39 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

T40 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T41 Λ3(V ⊗ Sym2 V ) 0
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T42 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0

T43 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T44 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V 0

T45 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T46 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T47 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T48 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T49 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 0

T50 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0

T51 (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

T52 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0

T53 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0

T54 Λ3(Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0

Observaciones.

Para determinar la imagen por ∂3 de Ti, no es necesario encontrar su descomposición en irre-
ducible completa, solo basta con hallar sus vectores de peso máximo cuyo peso coincida con los
pesos de la descomposición en irreducibles de Dj, con Dj tal que ∂3(Ti) ⊆ Dj.

Para determinar la imagen de ∂3 se trabajo con dim(V ) ≤ 6.

Para sintetizar enunciamos la siguiente proposición cuya demostración se basa en los cálculos
anteriores.
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Proposición 6.5. La diferencial ∂3 : Λ3(L3
n) −→ Λ2(L3

n) como homomorfismo de GL(V )-
módulo es tal que

∂3(Λ3(L3
n))

Submódulo ∂3(Submódulo)⊆ ∂3(Submódulo)=

T1 Λ3V Λ2V ⊗ V < v2
3 >

T2 Λ2V ⊗ (Λ2V ) Λ2(Λ2V ) Λ2(Λ2V )

T3 Λ2V ⊗ (V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (V ⊗ V )

⊕

(Λ2V ⊗ V )⊗ V < −v1
7 + v1

6 > ⊕

< v2
7 + v2

6 + v3
6 > ⊕

< v3
7 − 2v3

6 > ⊕

< v4
7 + v4

6 > ⊕

< v5
7 − 2v5

6 >

T4 Λ2(V ⊗ V )⊗ V (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) < v1
14 − v1

8 > ⊕ < −v1
13 − v1

14 > ⊕

⊕ < 3v2
8 > ⊕ < v2

14 + 2v2
8 − v3

8 > ⊕

(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V < v2
13 − v3

14 > ⊕

T21 Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊕ < −2v3
14 + 2v4

14 + v4
8 + 2v5

8 − v6
8 > ⊕

Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) < −v1
14 − v4

14 + 2v4
8 + v5

8 > ⊕ < v3
14 + 2v5

8 > ⊕

< v3
13 + 2v3

14 > ⊕ < v4
13 − 2v3

14 − v4
14 > ⊕

< −2v5
14 + v7

8 + v9
8 > ⊕

< −v5
14 − v7

8 + 2v9
8 − v8

8 > ⊕ < v5
13 − v5

14 > ⊕

< 2v6
14 − 4v12

8 − 2v10
8 > ⊕

< 2v6
14 − 4v12

8 − 4v10
8 + 3v11

8 > ⊕

< v6
13 + 2v6

14 >

T5 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )

T6 Λ2(Λ2V )⊗ V 0 0

T7 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ Λ2V Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V

T8 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V )

T9 Λ3(V ⊗ V ) (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊕

T23 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) < v1
16 > ⊕ < v2

16 > ⊕ < v3
16 > ⊕

(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) = < v4
16 > ⊕ < v5

16 > ⊕ < v6
16 > ⊕

< v1
16 > ⊕ · · · ⊕ < v18

16 > < v7
16 > ⊕ < v8

16 > ⊕ < v9
16 > ⊕

< v10
16 > ⊕ < v11

16 > ⊕ < v12
16 > ⊕

< v13
16 > ⊕ < v15

16 > ⊕ < v16
16 > ⊕ < v17

16 >

T10 Λ3(Λ2V ) 0 0

T11 Λ2(V ⊗ V )⊗ Λ2V (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V

T22 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

T24 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V

T12 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

T13 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T14 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

T25 V ⊗ (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

T28 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )

T15 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T16 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ V 0 0

T17 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T18 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

T19 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ Λ2V 0 0

T20 Λ3(Λ2V ⊗ V ) 0 0

T26 Λ2(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

T27 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ V

T29 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )

T30 Λ2(V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )
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T31 Λ2(Λ2V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T32 V ⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T33 (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0 0

T34 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

T35 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0 0

T36 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T37 V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T38 (V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T39 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T40 Λ2(Λ2V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T41 Λ3(V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T42 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T43 Λ2(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T44 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V 0 0

T45 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T46 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T47 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T48 Λ2(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T49 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) 0 0

T50 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V 0 0

T51 (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T52 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) 0 0

T53 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) 0 0

T54 Λ3(Λ2V ⊗ Sym2 V ) 0 0

6.2.6 Cálculo de las homoloǵıas de L3
n

Teorema 6.6. Dado V un espacio vectorial de dimensión n ≥ 2 consideramos el álgebra de
corrientes

L3
n = (V ⊕ Λ2(V ))⊗ (C⊕ V ⊕ Sym2 V )

Entonces

H0(L3
n) =C

H1(L3
n) =V ⊗ (C⊕ V ⊕ Sym2 V )

H2(L3
n) = < v1

2 > ⊕ < v2
2 + v3

2 > ⊕ < v1
3 > ⊕ < v1

4 > ⊕ < v3
4 > ⊕ < v1

11 > ⊕
< v4

11 > ⊕ < 2v3
11 − v2

11 > ⊕ < 2v2
4 + v2

11 > ⊕ < 2v4
4 + v5

11 > ⊕(
Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V

)
/ Im ∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V ))⊕(

(V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊕ V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V⊕
Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

)
/ Im ∂3

(
V ⊗ Λ2(V ⊗ V )⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

)
⊕

(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕ < v14
16 > ⊕ < v18

16 > ⊕Λ2(V ⊗ Sym2 V ).
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con (
Λ2V ⊗ (V ⊗ V )⊕ (Λ2V ⊗ V )⊗ V

)
Im ∂3(Λ2V ⊗ (V ⊗ V ))

' (Λ2V ⊗ V )⊗ V

' Λ2V ⊗ (V ⊗ V ).

y (
(V ⊗ V )⊗ Λ2V ⊕ V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V ⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

)
Im ∂3

(
V ⊗ Λ2(V ⊗ V )⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ sym2V )

)
'< v9

8 > ⊕ < v12
8 > ⊕ < v13

8 > ⊕Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

'< v9
8 > ⊕ < v12

8 > ⊕ < v13
8 > ⊕(Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V .

Prueba.

∂0 : C −→ 0 por lo tanto Nu(∂0) = C,
∂1 : L3

n −→ 0 por lo tanto Im(∂1) = 0

y como H0(L3
n) = Nu(∂0)/ Im(∂1)

Concluimos que
H0(L3

n) = C/0 = C.

∂1 : L3
n −→ 0 por lo tanto Nu(∂1) = L3

n,

por Proposición 6.4

∂2 : Λ2(L3
n) −→ L3

n es tal que Im(∂2) = Λ2V ⊗ (C⊕ V ⊕ Sym2 V )

y como H1(L3
n) = Nu(∂1)/ Im(∂2)

Concluimos que

H1(L3
n) = L3

n/Λ
2V ⊗ (C⊕ V ⊕ Sym2 V ) = V ⊗ (C⊕ V ⊕ Sym2 V ).

.

∂2 : Λ2(L3
n) −→ L3

n

∂3 : Λ3(L3
n) −→ Λ2(L3

n)

de las Proposiciones 6.4 y 6.5 sabemos que el núcleo de ∂2 y la Im(∂3) son:
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Submódulos de Λ2(L3
n) Núcleo ∂2 Im(∂3)

D1 Λ2V 0 –

D2 V ⊗ (V ⊗ V ) < v1
2 = e⊗ (e⊗ e) > ⊕ –

< v2
2 + v3

2 >= –

< 2e⊗ (e⊗ f)− e⊗ (f ⊗ e)− f ⊗ (e⊗ e) >

D3 V ⊗ Λ2V V ⊗ Λ2V =< v1
3 > ⊕ < v2

3 > < v2
3 >

D4 Λ2(V ⊗ V ) < v1
4 = −eeef > ⊕ –

⊕ < v3
4 = eefg − eegf − 2efeg + efge− egfe > ⊕

D11 V ⊗ (V ⊗ Sym2 V ) < v1
11 = −eeee > ⊕

< v4
11 = eeff − efef − feef + ffee > ⊕

< 2v3
11 − v2

11 = −2eeef + efee + feee > ⊕

< 2v2
4 + v2

11 = −eefe + (efee− feee) > ⊕

< 2v4
4 + v5

11 >=< (−eefg + eegf + efeg − fege)

+(efeg − egef − feeg + fgee + geef − gfee) >

D5 Λ2(Λ2V ) Λ2(Λ2V ) Λ2(Λ2V )

D6 V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) < −v1
7 + v1

6 > ⊕

⊕ ⊕ < v2
7 + v2

6 + v3
6 > ⊕

D7 (V ⊗ V )⊗ Λ2V (V ⊗ V )⊗ Λ2V < v3
7 − 2v3

6 > ⊕

< v4
7 + v4

6 > ⊕

< v5
7 − 2v5

6 >

D8 (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) (V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ V ) < v1
14 − v1

8 > ⊕ < −v1
13 − v1

14 > ⊕

=< v1
8 > ⊕ · · · ⊕ < v13

8 > < 3v2
8 > ⊕ < v2

14 + 2v2
8 − v3

8 > ⊕

< v2
13 − v3

14 > ⊕

< −2v3
14 + 2v4

14 + v4
8 + 2v5

8 − v6
8 > ⊕

D13 (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V (V ⊗ Sym2 V )⊗ Λ2V < −v1
14 − v4

14 + 2v4
8 + v5

8 > ⊕

=< v1
13 > ⊕ · · · ⊕ < v6

13 > < v3
14 + 2v5

8 > ⊕ < v3
13 + 2v3

14 > ⊕

< v4
13 − 2v3

14 − v4
14 > ⊕ < −2v5

14 + v7
8 + v9

8 > ⊕

< −v5
14 − v7

8 + 2v9
8 − v8

8 > ⊕ < v5
13 − v5

14 > ⊕

D14 V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) < 2v6
14 − 4v12

8 − 2v10
8 > ⊕

=< v1
14 > ⊕ · · · ⊕ < v6

14 > < 2v6
14 − 4v12

8 − 4v10
8 + 3v11

8 > ⊕

< v6
13 + 2v6

14 >

D9 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ V )

D10 Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V ) Λ2(Λ2V ⊗ V )

D12 (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) –

D15 (Λ2V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ V )⊗⊗(V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )⊕

D16 (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ (V ⊗ V ) = < v1
16 > ⊕ < v2

16 > ⊕ < v3
16 > ⊕

< v1
16 > ⊕ · · · ⊕ < v18

16 > < v4
16 > ⊕ < v5

16 > ⊕ < v6
16 > ⊕

< v7
16 > ⊕ < v8

16 > ⊕ < v9
16 > ⊕

< v10
16 > ⊕ < v11

16 > ⊕ < v12
16 > ⊕

< v13
16 > ⊕ < v15

16 > ⊕ < v16
16 > ⊕ < v17

16 >

D17 Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

D18 Λ2(V ⊗ Sym2 V ) Λ2(V ⊗ Sym2 V ) -

D19 (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

D20 (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ) (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

D21 Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ) Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )

Analizaremos la intersección del núcleo por ∂2 restringida a estos veintiun submódulos con la
imagen de ∂3 teniendo en cuenta que el análisis de los submódulos D1, D2, D3, D5, D6, D7, D9

y D10 es idéntico al realizado en el cálculo de la homoloǵıa de L2
n.
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Submódulo D4 ⊕D11=Λ2(V ⊗ V )⊕ V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

Del calculo del núcleo de ∂2 y la imagen de ∂3 restringida a estos submódulos es

Nu(∂2) ∩ (D4 ⊕D11) =< v1
4 > ⊕ < v3

4 > ⊕ < v1
11 >

⊕ < v4
11 > ⊕ < 2v3

11 − v2
11 >

⊕ < 2v2
4 + v2

11 > ⊕ < 2v4
4 + v5

11 > .

Im(∂3) ∩ (D4 ⊕D11) = 0.

Aśı, resulta que:

< v1
4 > ⊕ < v3

4 > ⊕ < v1
11 > ⊕ < v4

11 > ⊕ < 2v3
11 − v2

11 >
⊕ < 2v2

4 + v2
11 > ⊕ < 2v4

4 + v5
11 >⊂ H2.

Submódulo D8 ⊕D13 ⊕D14

De la observación de página 81(
D8 ⊕D13 ⊕D14

)
/ Im ∂3(T4 ⊕ T21) ' v9

8 ⊕ v12
8 ⊕ v13

8

⊕ Λ2V ⊗ (V ⊗ Sym2 V )

o (
D8 ⊕D13 ⊕D14

)
/ Im ∂3(T4 ⊕ T21) ' v9

8 ⊕ v12
8 ⊕ v13

8

⊕ (Λ2V ⊗ Sym2 V )⊗ V.

Submódulo D12=(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

Del cálculo del núcleo de ∂2 y la imágen de ∂3

Nu(∂2) ∩ (D12) = (V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V )

Im(∂3) ∩ (D12) = 0.

Aśı resulta que:

(V ⊗ V )⊗ (V ⊗ Sym2 V ) ⊂ H2.

Submódulo D15 ⊕D16

De la tabla anterior los vectores de peso máximo de la Im(∂3) en D15⊕D16 unido a los vectores
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de peso máximo < v14
16 > y < v18

16 > forman una base de vectores propios de D15 ⊕D16 por lo
que podemos suponer que:

< v14
16 > ⊕ < v18

16 > ⊂ H2.

Submódulo D17=Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Del cálculo del núcleo de ∂2 y la imágen de ∂3

Nu(∂2) ∩ (D17) = Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Im(∂3) ∩ (D17) = Λ2V ⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ).

Aśı resulta que este submódulo no aporta nada a la homoloǵıa.

Submódulo D18=Λ2(V ⊗ Sym2 V )

Del cálculo del núcleo de ∂2 y la imágen de ∂3

Nu(∂2) ∩ (D18) = Λ2(V ⊗ Sym2 V )

Im(∂3) ∩ (D18) = 0.

Aśı, resulta que:

Λ2(V ⊗ Sym2 V ) ⊂ H2.

Submódulo D19=(Λ2V ⊗ V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Del cálculo del núcleo de ∂2 y la imágen de ∂3

Nu(∂2) ∩ (D19) = Λ2(Λ2V ⊗ V )

Im(∂3) ∩ (D19) = Λ2(Λ2V ⊗ V ).

Aśı resulta que este submódulo no aporta nada a la homoloǵıa.

Submódulo D20=(V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Del cálculo del núcleo de ∂2 y la imágen de ∂3

Nu(∂2) ∩ (D20) = (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V )

Im(∂3) ∩ (D20) = (V ⊗ Sym2 V )⊗ (Λ2V ⊗ Sym2 V ).

Aśı resulta que este submódulo no aporta nada a la homoloǵıa.

Submódulo D21=Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )

Del cálculo del núcleo de ∂2 y la imágen de ∂3

Nu(∂2) ∩ (D21) = 0.

Aśı resulta que este submódulo no aporta nada a la homoloǵıa.
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7 Programas Maple

En esta sección están escritos todos los programas que se necesitaron, organizados en grupos
según su función. El paquete completo descompone, v́ıa el Teorema de peso máximo, los
módulos del complejo de Koszul como suma de submódulos irreducibles proveyendo además
vectores de peso máximo para cada uno de ellos.

El paquete se inicia con una base ordenada del espacio V y un procedimiento auxiliar que
devuleve el orden de un elemento dado de la base.

Un primer grupo produce bases de los espacios involucrados formadas por vectores peso y
un segundo grupo los clasifica según su peso distinguiendo los de peso dominante.

El cuarto grupo de procedimientos implementa la acción de los operadores de crecimiento,
que se aplican a los distintos subespacios de vectores de peso dominante y calcula los núcleos
de éstos para luego encontrar los vectores de peso máximo. Estos procedimientos utilizan otros
agrupados en el tercer grupo, los precedimientos de ordenar. Los procedimientos de ordenar
reescriben los vectores devueltos por los operadores de crecimiento en términos de las bases
canónicas utilizadas.

Un quinto grupo contiene el procedimiento de intersección de subespacios, que permite
determinar los vectores de peso máximo de un peso dado intersecando los núcleos devueltos
por los procedimientos anteriores. Este procedimiento devuelve una base de la intersección
en coordenadas. Luego un último procedimiento reescribe esta base en términos de las bases
canónicas utilizadas.

Por último escribimos un procedimiento que calcula la dimensión de un submódulo irre-
ducible de peso dado. Este se utilizó en una etapa preliminar como herramienta para chequear
los procedimientos escritos comparando las dimensiones de los espacios a descomponer con la
suma de las dimensiones de los submódulos irreducibles encontrados.

7.1 Preliminares

ALPH: lista de letras que serán usadas como una base ordenada de V.
Ejemplo

> ALPH:=[e,f,g,h,v,w,x,y];

ALPH := [e, f, g, h, v, w, x, y]

ORDALPH: es un procedimiento que devuelve el orden de un elemento de la base ALPH.
Input: una letra de la base ALPH.
Output: el lugar que ocupa dicha letra en ALPH.

> ORDALPH:=table():
> for i from 1 to nops(ALPH) do
> ORDALPH[ALPH[i]]:=i:
> od:
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Ejemplo

> print(ORDALPH[f]);

2

7.2 Bases

Este grupo tiene varios procedimientos que escriben las bases canónicas de subespacios que luego
deben ser descompuestos como suma de módulos irreducibles. La mayoŕıa de los subespacios
referidos son productos tensoriales de potencias tensoriales, simétricas y exteriores de V ; además
hay potencias exteriores de algunos de los anteriores.

BASET: da una base de V ⊗ V ⊗ ....⊗ V .
BASEALT: da una base de Λ2V ⊗ Λ2V ⊗ ....⊗ Λ2V .
BASESYMM: da una base de Sym2 V ⊗ Sym2 V ⊗ ....⊗ Sym2 V .
BASESP1: da una base de Λ2(V ⊗ V ).
BASESP2: da una base de Λ2(V ⊗ Sym2 V ).
BASE : da una base de (V ⊗ ... ⊗ V ) ⊗ (Λ2V ⊗ ... ⊗ Λ2V ) ⊗ (Sym2 V ⊗ ... ⊗ Sym2 V ) ⊗

Λ2(V ⊗ V )⊗ Λ2(V ⊗ Sym2 V ).
BASESP3: da una base de Λ3(V ⊗ V ).
BASESP4: da una base de Λ2(Λ2(V )⊗ V ).
BASESP5: da una base de Λ2(Λ2(V )).
BASESP6: da una base de Λ2(Λ2(V )⊗ Sym2 V ).
Con el objetivo de determinar los vectores de peso máximo de estos submódulos una vez

que conseguimos mediante los programas anteriores determinar una base de estos necesitamos
clasificar los vectores de una base dada según su peso creando aśı el grupo:

BASET: es un procedimiento que nos da una base de V ⊗ · · · ⊗ V .
Input: n y p donde:
n: es la dimensión de V y
p: es la cantidad de factores V .
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASET:=proc(n,p) local d,BT,i,j,aux:
> d:=n:
> BT:=matrix(d^p,p):
> for i from 1 to d^p do
> aux:=convert(i-1,base,d):
> for j from 1 to p do
> if j<=nops(aux) then BT[i,p-j+1]:=ALPH[aux[j]+1]:
> else BT[i,p-j+1]:=ALPH[1]: fi:
> od:
> od:
> BT:
> end:
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Ejemplo

> print(BASET(2,3)): 

e e e

e e f

e f e

e f f

f e e

f e f

f f e

f f f


BASEALT: es un procedimiento que nos da una base de Λ2V ⊗ · · · ⊗ Λ2V .
Input: n y q donde :
n: es la dimensión de V y
q: es la cantidad de factores Λ2V .
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASEALT:=proc(n,q) local d,B,BA,i,j,aux:
> d:=(n-1)*n/2:
> B:=[]:
> for i from 1 to n-1 do
> for j from i+1 to n do
> B:=[op(B),[ALPH[i],ALPH[j]]]:
> od:
> od:
> BA:=matrix(d^q,2*q):
> for i from 1 to d^q do
> if d<>1 then aux:=convert(i-1,base,d): else aux:=[]: fi:
> for j from 1 to q do:
> if j<=nops(aux)
> then BA[i,2*q-2*j+1]:=B[aux[j]+1,1]:
> BA[i,2*q-2*j+2]:=B[aux[j]+1,2]:
> else BA[i,2*q-2*j+1]:=B[1,1]:
> BA[i,2*q-2*j+2]:=B[1,2]:
> fi:
> od:
> od:
> BA:
> end:

Ejemplo

> print(BASEALT(4,1));
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e f

e g

e h

f g

f h

g h



BASESYMM: es un procedimiento que nos da una base de Sym2 V ⊗ · · · ⊗ Sym2 V .
Input: n y r donde:
n: es la dimensión de V y
r: es la cantidad de factores Sym2 V .
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASESYMM:=proc(n,r) local d,B,BS,i,j,aux:
> d:=(n+1)*n/2:
> B:=[]:
> for i from 1 to n do
> for j from i to n do
> B:=[op(B),[ALPH[i],ALPH[j]]]:
> od:
> od:
> BS:=matrix(d^r,2*r):
> for i from 1 to d^r do
> aux:=convert(i-1,base,d):
> for j from 1 to r do:
> if j<=nops(aux)
> then BS[i,2*r-2*j+1]:=B[aux[j]+1,1]:
> BS[i,2*r-2*j+2]:=B[aux[j]+1,2]:
> else BS[i,2*r-2*j+1]:=B[1,1]:
> BS[i,2*r-2*j+2]:=B[1,2]:
> fi:
> od:
> od:
> BS:
> end:

Ejemplo

> print(BASESYMM(2,2)):
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e e e e

e e e f

e e f f

e f e e

e f e f

e f f f

f f e e

f f e f

f f f f



BASESP1: es un procedimiento que nos da una base de Λ2(V ⊗ V ).
Input: n, donde:
n: es la dimensión de V .
Output:una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASESP1:=proc(n) local d,B,BS1,i,j,aux:
> d:=n^2*(n^2-1)/2:
> B:=BASET(n,2):
> BS1:=matrix(d,4):
> aux:=1:
> for i from 1 to n^2-1 do
> for j from i+1 to n^2 do
> BS1[aux,1]:=B[i,1]:
> BS1[aux,2]:=B[i,2]:
> BS1[aux,3]:=B[j,1]:
> BS1[aux,4]:=B[j,2]:
> aux:=aux+1:
> od:
> od:
> BS1:
> end:

Ejemplo

> print(BASESP1(2)):
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e e e f

e e f e

e e f f

e f f e

e f f f

f e f f


BASESP2: es un procedimiento que nos da una base de Λ2(V ⊗ Sym2 V ).
Input: n ,donde :
n: es la dimensión de V .
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASESP2:=proc(n) local B,d,BB,aux,i,j,BS2:
> B:=BASESYMM(n,1):
> d:=n^2*(n+1)/2:
> BB:=matrix(d,3):
> aux:=1:
> for i from 1 to n do
> for j from 1 to n*(n+1)/2 do
> BB[aux,1]:=ALPH[i]:
> BB[aux,2]:=B[j,1]:
> BB[aux,3]:=B[j,2]:
> aux:=aux+1:
> od:
> od:
> d:=n^2*(n+1)*(n^2*(n+1)-2)/8:
> BS2:=matrix(d,6):
> aux:=1:
> for i from 1 to n^2*(n+1)/2-1 do
> for j from i+1 to n^2*(n+1)/2 do
> BS2[aux,1]:=BB[i,1]:
> BS2[aux,2]:=BB[i,2]:
> BS2[aux,3]:=BB[i,3]:
> BS2[aux,4]:=BB[j,1]:
> BS2[aux,5]:=BB[j,2]:
> BS2[aux,6]:=BB[j,3]:
> aux:=aux+1:
> od:
> od:
> BS2:
> end:

Ejemplo

> print(BASESP2(2)):
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e e e e f f

e e e f e e

e e e f e f

e e e f f f

e e f e f f

e e f f e e

e e f f e f

e e f f f f

e f f f e e

e f f f e f

e f f f f f

f e e f e f

f e e f f f

f e f f f f



BASE: es un procedimiento que nos da una base de:
(V ⊗· · ·⊗V )⊗(Λ2V ⊗· · ·⊗Λ2V )⊗(Sym2 V ⊗· · ·⊗Sym2 V )⊗Λ2(V ⊗V )⊗Λ2(V ⊗Sym2 V ).
Input: n, p, q, r, s y t donde :
n: es la dim de V ,
p: es la cantidad de factores V ,
q: es la cantidad de factores Λ2V ,
r: es la cantidad de factores Sym2 V ,
s: es la cantidad (1 o 0) de factores Λ2(V ⊗ V ),
t: es la cantidad (1 o 0) de factores Λ2(V ⊗ Sym2 V ).
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.
Observación:dicha información queda guardada en la letra B (pues está definida global-
mente).
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> BASE:=proc(n,p,q,r,s,t)local a,b,B1,B2,B3,B4,B5,b1,b2,
> b3,b4,b5,i,j,k,l,m,aux: global B:
> a:=n^p * ((n-1)*n/2)^q * ((n+1)*n/2)^r *
> (n^2*(n^2-1)/2)^s * (n^2*(n+1)*
> (n^2*(n+1)-2)/8)^t:
> b:=p+2*q+2*r+4*s+6*t:
> B:=matrix(a,b):
> B1:=BASET(n,p):
> B2:=BASEALT(n,q):
> B3:=BASESYMM(n,r):
> if s<>0 then B4:=BASESP1(n): else B4:=matrix(1,0): fi:
> if t<>0 then B5:=BASESP2(n): else B5:=matrix(1,0): fi:
> b1:=rowdim(B1):
> b2:=rowdim(B2):
> b3:=rowdim(B3):
> b4:=rowdim(B4):
> b5:=rowdim(B5):
> aux:=1:
> for i from 1 to b1 do
> for j from 1 to b2 do
> for k from 1 to b3 do
> for l from 1 to b4 do
> for m from 1 to b5 do
> B:=copyinto(transpose(convert(row(B1,i),matrix)),B,aux,1):
> B:=copyinto(transpose(convert(row(B2,j),matrix)),B,aux,1+p):
> B:=copyinto(transpose(convert(row(B3,k),matrix)),B,aux,
> 1+p+2*q):
> B:=copyinto(transpose(convert(row(B4,l),matrix)),B,aux,
> 1+p+2*q+2*r):
> B:=copyinto(transpose(convert(row(B5,m),matrix)),B,aux,
> 1+p+2*q+2*r+4*s):
> aux:=aux+1:
> od:
> od:
> od:
> od:
> od:
> B:
> end:

Ejemplo

> print(BASE(2,1,2,0,0,0)):print(B);[
e e f e f

f e f e f

]
[
e e f e f

f e f e f

]
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BASESP3: es un procedimiento que nos da una base de Λ2(V ⊗ V ).
Input: n, donde:
n: es la dimensión de V .
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASESP3:=proc(n)local X,m,Y,s,i,j,t:
> X:=BASE(n,2,0,0,0,0):
> m:=rowdim(X):
> Y:=matrix(m*(m-1)*(m-2)/6,3*coldim(X)):
> s:=0:
> for i from 1 to m-2 do
> for j from i+1 to m-1 do
> for t from j+1 to m do
> s:=s+1:
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,i),matrix)),Y,s,1):
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,j),matrix)),Y,s,
> coldim(X)+1):
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,t),matrix)),Y,s,
> 2*coldim(X)+1):
> od:
> od:
> od:
> Y:
> end:

Ejemplo

> print(BASESP3(2)): 
e e e f f e

e e e f f f

e e f e f f

e f f e f f



BASESP4: es un procedimiento que nos da una base para Λ2(Λ2V ⊗ V ).
Input: n, donde:
n: es la dimensión de V .
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.
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> BASESP4:=proc(n) local B,X,i,j,Y,m,s:
> B:=BASEALT(n,1):
> X:=matrix(rowdim(B)*n,coldim(B)+1):
> for i from 1 to rowdim(B)do
> for j from 1 to n do
> X[n*(i-1)+j,coldim(B)+1]:=ALPH[j]:
> X:=copyinto(transpose(convert(row(B,i),matrix)),X,
> n*(i-1)+j,1):
> od:
> od:
> m:=rowdim(X):
> Y:=matrix(m*(m-1)/2,2*coldim(X)):
> s:=0:
> for i from 1 to m-1 do
> for j from i+1 to m do
> s:=s+1:
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,i),matrix)),Y,s,1):
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,j),matrix)),Y,s,
> coldim(X)+1):
> od:
> od:
> end:

Ejemplo

> print(BASESP4(2)); [
e f e e f f

]
BASESP5: es un procedimiento que nos da la base de Λ2(Λ2V ).
Input: n, donde:
n: es la dimensión de V .
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASESP5:=proc(n) local B,X,i,j,Y,m,s:
> X:=BASEALT(n,1):
> m:=rowdim(X):
> Y:=matrix(m*(m-1)/2,2*coldim(X)):
> s:=0:
> for i from 1 to m-1 do
> for j from i+1 to m do
> s:=s+1:
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,i),matrix)),Y,s,1):
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,j),matrix)),Y,s,
> coldim(X)+1):
> od:
> od:
> Y:
> end:

130



Ejemplo

> print(BASESP5(3)); 
e f e g

e f f g

e g f g


BASESP6: es un procedimiento que nos da la base de Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ).
Input: n, donde :
n: es la dimensión de V .
Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASESP6:=proc(n)local X,m,Y,s,i,j:
> X:=BASE(n,0,1,1,0,0):
> m:=rowdim(X):
> Y:=matrix(m*(m-1)/2,2*coldim(X)):
> s:=0:
> for i from 1 to m-1 do
> for j from i+1 to m do
> s:=s+1:
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,i),matrix)),Y,s,1):
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,j),matrix)),Y,s,
> coldim(X)+1):
> od:
> od:
> Y:
> end:

Ejemplo

> print(BASESP6(2)); 
e f e e e f e f

e f e e e f f f

e f e f e f f f


7.3 Pesos

PESOS: es un procedimiento que clasifica los vectores peso de una base producida por
algún procedimiento base.
Input: A y n, donde :
A: es una matriz cuyas filas son los elementos de una base que quiero calcular su peso y
clasificar y
n: es la dimensión de V .
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Output: tablas con indices:
TP [pos]: una lista con todos los pesos dominantes,
TP [neg]: una lista con todos los pesos no dominates y
TP [i]: una lista con los vectores pesos de la base cuyo peso es el i-esimo de TP [pos] si i > 0
o el (-i)-esimos de TP [neg] si i < 0.

> PESOS:=proc(A,n) local a,b,C,i,j,aux,z,TP:
> b:=coldim(A):
> a:=rowdim(A):
> TP:=table():
> TP[pos]:=[]:
> TP[neg]:=[]:
> for i from 1 to a do
> C:=[seq(0,l=1..n)]:
> for j from 1 to b do
> C[ORDALPH[A[i,j]]]:=C[ORDALPH[A[i,j]]]+1
> od:
> aux:=0:
> for j from 1 to n-1 do:
> if C[j]<C[j+1] then aux:=1: break: fi:
> od:
> if aux=0
> then if member(C,TP[pos],’z’)
> then TP[z]:=[op(TP[z]),row(A,i)]:
> else TP[pos]:=[op(TP[pos]),C]: z:=nops(TP[pos]):
> TP[z]:=[row(A,i)]:
> fi:
> else if member(C,TP[neg],’z’)
> then TP[-z]:=[op(TP[-z]),row(A,i)]:
> else TP[neg]:=[op(TP[neg]),C]: z:=nops(TP[neg]):
> TP[-z]:=[row(A,i)]:
> fi:
> fi:
> od:
> TP:
> end:

Ejemplo

> print(PESOS(BASET(2,3),2)[1]);

[
[
e e e

]
]

> print(PESOS(BASET(2,3),2)[2]);

[
[
e e f

]
,
[
e f e

]
,
[
f e e

]
]

> print(PESOS(BASET(2,3),2)[pos]);

[[3, 0], [2, 1]]

> print(PESOS(BASET(2,3),2)[neg]);
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[[1, 2], [0, 3]]

> print(PESOS(BASET(2,3),2)[-2]);

[
[
f f f

]
]

> print(PESOS(BASET(2,3),2)[-1]);

[
[
e f f

]
,
[
f e f

]
,
[
f f e

]
]

7.4 Operador de crecimiento

OPERADORC: es un procedimiento que calcula el nucleo de un operador de crecimiento
con los vectores de peso dominante de una base cualquier luego de haberlos clasificado con el
programa PESOS.
Input: n, p, q, r, s, t, l, k, ind y e, donde :
n: es la dimensión del espacio V ,
p: la cantidad de factores V ,
q: la cantidad de factores Λ2V ,
r: la cantidad de factores Sym2 V ,
s: la cantidad (1 o 0) de factores Λ2(V ⊗ V ),
t: la cantidad de factores (1 o 0) de factores Λ2(V ⊗ Sym2 V ),
l: el lugar en el alfabeto de la letra que quiero cambiar,
k: el lugar en el alfabeto de la letra por la que quiero cambiar y
ind :es el indice positivo a donde voy a aplicar el operador,
e :nos dice que base voy a utilizar para ordenar por lo tanto los valores que puede tomar son:

e = 0 :labaseesBASE,

e = 3 :labaseesBASESP3,

e = 4 :labaseesBASESP4,

e = 5 :labaseesBASESP5 y

e = 6 :labaseesBASESP6.

Output: una matriz, cuyas columnas son las coordenadas respecto a la nueva base.
Observación: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (Λ2V ) queda
guardada en la letra expo (pues está definida globalmente).
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> OPERADORC:=proc(n,p,q,r,s,t,k,l,TP,ind,e) local m,
> peso1,peso2 ,nn,pp,B1,b1,b2,i,B1l,j,H: global T, B2:
> pp:=TP[pos]:
> nn:=TP[neg]:
> peso1:=pp[ind]:
> peso2:=peso1:
> peso2:=subsop(k=peso2[k]+1,l=peso2[l]-1,peso2):
> if member(peso1,pp,’z’) then B1:=TP[z]: fi:
> if member(peso1,nn,’z’) then B1:=TP[-z]: fi:
> if member(peso2,pp,’z’) then B2:=TP[z]: fi:
> if member(peso2,nn,’z’) then B2:=TP[-z]: fi:
> if not member(peso2,[op(pp),op(nn)]) then
> T:=matrix(1,nops(B1),0):return:fi:
> b1:=nops(B1): b2:=nops(B2):
> B2:=map(xx->convert(xx,list),B2):
> T:=matrix(b2,b1,0):
> m:=0:
> for i from 1 to b1 do
> B1l:=convert(B1[i],list):
> for j from 1 to nops(B1l) do
> H:=B1l:
> if H[j]=ALPH[l] then m:=1:H:=subsop(j=ALPH[k],H):if e=0
> then H:=ORD||0(H,n,p,q,r,s,t)
> else H:=ORD||e(H,n):fi:
> if H<>NULL then member(H,B2,’z’):
> T[z,i]:=T[z,i]+(-1)^expo: fi:
> fi:
> od:
> od:
> if m=0 then T:=transpose(matrix(nops(B1),1,0)):return:fi:
> T:
> end:

Ejemplo

> BASE(3,1,1,0,0,0):
> print(B);
> TP:=PESOS(B,3):
> OPERADORC(3,1,1,0,0,0,2,3,TP,2,0):
> print(T);
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e e f

e e g

e f g

f e f

f e g

f f g

g e f

g e g

g f g


[

0 1 1
]

7.5 Ordenar

ORD0: es un procedimiento que dada un lista A con ”p+2∗q+2∗r+4∗s+6∗ t elementos
los ordena de la siguiente manera:
los p primeros elementos según el orden de la base de V ⊗ · · · ⊗ V con p la cantidad de
factores V ,
los 2q siguientes según el orden de la base de Λ2V ⊗ · · ·⊗Λ2V con q la cantidad de factores
Λ2V ,
los 2r siguientes según el orden de la base de Sym2 V ⊗ · · · ⊗ Sym2 V con r la cantidad de
factores Sym2 V ,
los 4s siguientes según el orden de la base de Λ2(V ⊗ V ) con s la cantidad de veces que
aparece (que puede ser 0 o 1) y
los 6t últimos según el orden de la bae de Λ2(V ⊗ Sym2 V ) con t la cantidad de veces que
aparece (que puede ser 0 o 1).
Input: A, n, p, q, r, s y t donde:
A: una lista,
n : la dimensión de V ,
p: la cantidad de factores V ,
q: la cantidad de factores Λ2V , r: la cantidad de factores Sym2 V ,
s: la cantidad (1 o 0) de factores Λ2(V ⊗ V ) y
t: la cantidad (1 o 0) de factores Λ2(V ⊗ Sym2 V ).
Output: una lista.
Observación: en general la lista de entrada proviene de aplicar un operador de crecimiento
(que luego veremos),la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (Λ2V )
queda guardada en la letra expo (pues está definida globalmente).

135



> ORD0:=proc(A,n,p,q,r,s,t) local B,c,j,x,X,ORDX,i,L,a1,a2,a3:
> global expo:
> c:=nops(A):B:=[seq(0,j=1..c)]:expo:=0:
> for j from 1 to p do B[j]:=A[j]:od:
> for j from 1 to q do x:=p+2*j-1:
> if ORDALPH[A[x]]>ORDALPH[A[x+1]] then B[x]:=A[x+1]:
> B[x+1]:=A[x]:expo:=expo+1:
> else if ORDALPH[A[x]]=ORDALPH[A[x+1]]then
> B:=NULL: return:
> else B[x]:=A[x]:B[x+1]:=A[x+1]: fi:fi:od:
> for j from 1 to r do x:=p+2*q+2*j-1:
> if ORDALPH[A[x]]>ORDALPH[A[x+1]] then
> B[x]:=A[x+1]:B[x+1]:=A[x]
> else B[x]:=A[x]:B[x+1]:=A[x+1]:fi:od:
> if s<>0 thenX:=BASE(n,2,0,0,0,0):ORDX:=table():
> for i from 1 to rowdim(X) do
> L:=convert(row(X,i),list):
> ORDX[op(L)]:=i:od: x:=p+2*q+2*r+1:
> if ORDX[A[x],A[x+1]]=ORDX[A[x+2],A[x+3]] then B:=NULL:
> return: fi:
> if ORDX[A[x],A[x+1]]>ORDX[A[x+2],A[x+3]] then B[x]:=A[x+2]:
> B[x+1]:=A[x+3]: B[x+2]:=A[x]:B[x+3]:=A[x+1]:expo:=expo+1:
> else B[x]:=A[x]: B[x+1]:=A[x+1]: B[x+2]:=A[x+2]:
> B[x+3]:=A[x+3]:fi:fi:
> if t<>0 then x:=p+2*q+2*r+4*s+1:
> B[x]:=A[x]: B[x+1]:=A[x+1]: B[x+2]:=A[x+2]:
> B[x+3]:=A[x+3]:
> B[x+4]:=A[x+4]:B[x+5]:=A[x+5]:
> if ORDALPH[A[x+1]]>ORDALPH[A[x+2]]then
> B[x+1]:=A[x+2]:B[x+2]:=A[x+1]:fi:
> if ORDALPH[A[x+4]]>ORDALPH[A[x+5]]then
> B[x+4]:=A[x+5]:B[x+5]:=A[x+4]:fi:
> X:=BASE(n,1,0,1,0,0): ORDX:=table():
> for i from 1 to rowdim(X) do
> L:=convert(row(X,i),list):
> ORDX[op(L)]:=i:od:
> if ORDX[B[x],B[x+1],B[x+2]]=ORDX[B[x+3],B[x+4],B[x+5]] then B:=NULL:return:
fi:
> if ORDX[B[x],B[x+1],B[x+2]]>ORDX[B[x+3],B[x+4],B[x+5]] then a1:=B[x]:a2:=B[x+1]:a3:=B[x+2]:
> B[x]:=B[x+3]: B[x+1]:=B[x+4]:
> B[x+2]:=B[x+5]:B[x+3]:=a1:B[x+4]:=a2: B[x+5]:=a3:expo:=expo+1:fi:
> fi:B:end:

Ejemplo

> print(ORD0([e,e,f,e,f,g,f,f,g,e,g,g,g,e,g,f,e],3,1,2,1,1,1));
> print(expo)

[e, e, f, e, f, f, g, e, g, f, g, g, e, f, g, e, g]

2
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ORD3: es un procedimiento que ordena un elemento de Λ3(V ⊗V ) según el orden de V ⊗V .
Input: A y n donde:
A: una lista y
n: la dimensión de V .
Output: una lista.
Observación: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (de Λ3(V ⊗V )
) queda guardada en la letra expo (pues está definida globalmente).

> ORD3:=proc(A,n)local H,X,ORDX,i,L,S1,S2,S3:global expo:
> X:=BASE(n,2,0,0,0,0):
> ORDX:=table():
> for i from 1 to rowdim(X) do
> L:=convert(row(X,i),list):
> ORDX[op(L)]:=i:
> od:
> S1:=[A[1],A[2]]:
> S2:=[A[3],A[4]]:
> S3:=[A[5],A[6]]:
> H:=A:
> expo:=0:
> if ORDX[op(S1)]<ORDX[op(S2)] and ORDX[op(S2)]>ORDX[op(S3)]
> and ORDX[op(S1)]<ORDX[op(S3)] then
> H:=[op(S1),op(S3),op(S2)]:expo:=expo+1:fi:
> if ORDX[op(S1)]>ORDX[op(S2)] and ORDX[op(S2)]<ORDX[op(S3)]
> and ORDX[op(S1)]<ORDX[op(S3)] then
> H:=[op(S2),op(S1),op(S3)]:expo:=expo+1:fi:
> if ORDX[op(S1)]<ORDX[op(S2)] and ORDX[op(S2)]>ORDX[op(S3)]
> and ORDX[op(S1)]>ORDX[op(S3)] then
> H:=[op(S3),op(S1),op(S2)]:expo:=expo+2:fi:
> if ORDX[op(S1)]>ORDX[op(S2)] and ORDX[op(S2)]>ORDX[op(S3)]
> and ORDX[op(S1)]<ORDX[op(S3)] then
> H:=[op(S2),op(S3),op(S1)]:expo:=expo+2:fi:
> if ORDX[op(S1)]>ORDX[op(S2)] and ORDX[op(S2)]>ORDX[op(S3)]
> and ORDX[op(S1)]>ORDX[op(S3)] then
> H:=[op(S3),op(S2),op(S1)]:expo:=expo+3:fi:
> if ORDX[op(S1)]=ORDX[op(S2)] or ORDX[op(S2)]=ORDX[op(S3)]
> or ORDX[op(S1)]=ORDX[op(S3)] then
> H:=NULL:fi:
> H:
> end:

Ejemplo

> ORD3([e,e,f,e,e,f],3);
> expo

[e, e, e, f, f, e]

1
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ORD4: es un procedimiento que ordena un elemento de Λ2(Λ2V ⊗ V ).
Input: A y n donde: A: es una lista y
n: la dimensión de V .
Output: una lista.
Observación: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (de Λ2V )
queda guardada en la letra”expo”(pues está definida globalmente).

> ORD4:=proc(A,n)local H,a,b,c:global expo:
> expo:=0:
> H:=A:
> if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[2]]then
> a:=H[1]:b:=H[2]:H[1]:=b:H[2]:=a:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[4]]>ORDALPH[H[5]]then
> a:=H[4]:b:=H[5]:H[4]:=b:H[5]:=a:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[4]]then
> a:=H[1]:b:=H[2]:c:=H[3]:
> H[1]:=H[4]:H[2]:=H[5]:H[3]:=H[6]:
> H[4]:=a:H[5]:=b:H[6]:=c:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[1]]=ORDALPH[H[4]]then
> if ORDALPH[H[2]]>ORDALPH[H[5]]then
> a:=H[2]:b:=H[3]:
> H[2]:=H[5]:H[3]:=H[6]:
> H[5]:=a:H[6]:=b:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[2]]=ORDALPH[H[5]]then
> if ORDALPH[H[3]]>ORDALPH[H[6]]then
> a:=H[3]:
> H[3]:=H[6]:H[6]:=a:expo:=expo+1:fi
> fi:
> fi:
> if (H[1]=H[4] and H[2]=H[5] and H[3]=H[6])or
> H[1]=H[2]or H[4]=H[5]then H:=NULL:fi:
> H:
> end:

Ejemplo

> ORD4([e,f,f,e,f,e],3);
> expo

[e, f, e, e, f, f ]

1

ORD5: es un procedimiento que ordena un elemento de Λ2(Λ2V ).
Input: A y n donde:
A: es una lista y
n: la dimensión de V .
Output: una lista.
Observación: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (de Λ2V )
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queda guardada en la letra expo(pues está definida globalmente).

> ORD5:=proc(A,n)local H,X,a,b,c,d,i,S1,S2,ORDX,L:global expo:
> X:=BASE(n,0,1,0,0,0):
> ORDX:=table():
> for i from 1 to rowdim(X) do
> L:=convert(row(X,i),list):
> ORDX[op(L)]:=i:
> od:
> H:=A:
> expo:=0:
> if (H[1]=H[3] and H[2]=H[4])or H[1]=H[2]
> or H[3]=H[4]then H:=NULL:return:fi:
> if ORDALPH[H[3]]>ORDALPH[H[4]]then a:=H[3]:
> H[3]:=H[4]:H[4]:=a:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[2]]then a:=H[1]:
> H[1]:=H[2]:H[2]:=a:expo:=expo+1:fi:
> if ORDX[H[1],H[2]]>ORDX[H[3],H[4]] then
> H:=[H[3],H[4],H[1],H[2]]:
> expo:=expo+1:fi:
> if ORDX[H[1],H[2]]=ORDX[H[3],H[4]] then H:=NULL:fi:
> H:
> end:

> ORD5([g,f,f,e],3);
> expo

[e, f, f, g]

3

ORD6: es un procedimiento que ordena un elemento de Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V ).
Input: A y n donde:
A: es una lista ( elemento de Λ2(Λ2V ⊗ Sym2 V )) y
n: la dimensión de V .
Output: una lista.
Observación: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (Λ2V ) queda
guardada en la palabra expo(pues está definida globalmente).
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> ORD6:=proc(A,n)local H,X,a,b,c,d,i,S1,S2,ORDX,L:global expo:
> X:=BASE(n,0,1,1,0,0):
> ORDX:=table():
> for i from 1 to rowdim(X) do
> L:=convert(row(X,i),list):
> ORDX[op(L)]:=i:
> od:
> H:=A:
> expo:=0:
> if (H[1]=H[5] and H[2]=H[6] and H[3]=H[7]and
> H[4]=H[8])or H[1]=H[2]or H[6]=H[5]then H:=NULL:return:fi:
> if ORDALPH[H[3]]>ORDALPH[H[4]]then a:=H[3]:
> H[3]:=H[4]:H[4]:=a:fi:
> if ORDALPH[H[7]]>ORDALPH[H[8]]then a:=H[7]:
> H[7]:=H[8]:H[8]:=a:fi:
> if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[2]]then a:=H[1]:
> H[1]:=H[2]:H[2]:=a:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[5]]>ORDALPH[H[6]]then a:=H[5]:
> H[5]:=H[6]:H[6]:=a:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[5]]then a:=H[1]:
> b:=H[2]:c:=H[3]:d:=H[4]:
> H[1]:=H[5]:H[2]:=H[6]:H[3]:=H[7]:H[4]:=H[8]:
> H[5]:=a:H[6]:=b:H[7]:=c:
> H[8]:=d:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[1]]=ORDALPH[H[5]]then
> if ORDALPH[H[2]]>ORDALPH[H[6]]then
> a:=H[2]:b:=H[3]:c:=H[4]:H[2]:=H[6]:H[3]:=H[7]:H[4]:=H[8]:
> H[6]:=a:H[7]:=b:H[8]:=c:expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[2]]=ORDALPH[H[6]]then if
> ORDALPH[H[3]]>ORDALPH[H[7]]then a:=H[3]:b:=H[4]:H[3]:=H[7]:
> H[4]:=H[8]:H[7]:=a:H[8]:=b;
> expo:=expo+1:fi:
> if ORDALPH[H[3]]=ORDALPH[H[7]]and ORDALPH[H[4]]>ORDALPH[H[8]] then
a:=H[4]:H[4]:=H[8]:H[8]:=a:
> expo:=expo+1:fi:
> fi:
> fi:
> if ORDX[H[1],H[2],H[3],H[4]]>ORDX[H[5],H[6],H[7],H[8]]
> then H:=[H[5],H[6],H[7],H[8],H[1],H[2],H[3],H[4]]:
> expo:=expo+1:fi:
> if ORDX[H[1],H[2],H[3],H[4]]=ORDX[H[5],H[6],H[7],H[8]] then H:=NULL:fi:
> H
> end:

Ejemplo

> ORD6([e,f,f,e,e,f,e,e],2)

[e, f, e, e, e, f, e, f ]

140



7.6 Obtención de vectores de peso máximo

INTERSECCIÓN: es un procedimiento que calcula la intersección de subespacios de un
mismo espacio vectorial.
Input: una lista de conjuntos, donde cada uno de ellos contiene una base,expresado en
coordenadas,de los subespacios.
Output: una matriz donde cada columna es un vector de la base de dicha intersección.

> INTERSECCIÓN:=proc(Espacios) local aux,i,EE,M,c,j,m,cc,k:
> global E:
> if nops(Espacios[1])=0 then E:={}: return:
> else E:=transpose(matrix([op(Espacios[1])])):
> fi:
> aux:=coldim(E):
> for i from 2 to nops(Espacios) do
> if nops(Espacios[i])=0 then E:={}: return: fi:
> EE:=concat(E,transpose(matrix([op(Espacios[i])]))):
> M:=kernel(EE):
> if nops(M)=0 then E:={}: return: else
> c:=[]:
> for j from 1 to nops(M) do
> m:=M[j]:
> cc:=0:
> for k from 1 to aux do
> cc:=cc+m[k]*convert(col(E,k),list):
> od:
> c:=[op(c),cc]:
> od:
> E:=transpose(convert([op(c)],matrix)):
> aux:=coldim(E):
> fi:
> od:
> E:
> end:

Ejemplo
> E1:={[1,0,1],[0,2,0]}: E2:={[0,1,0]}:
> print(INTERSECCIÓN([E1,E2])); 

0

2

0


NU: es un procedimiento para ser usado despues de hacer la INTERSECCIÓN de los op-
eradores de crecimiento.
Input: B y C donde:
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B: es la base que la sacamos de TP[ind] (y TP[pos][ind] es el peso de los elementos de
TP[ind]) y
C: son las coordenadas sacadas de la INTERSECCIÓN.
Output: una lista de lista con los vectores de peso máximo.

> NU:=proc(B,C) local i,j,R,n,m,RT:
> if nops(C)=0 then RT:={NULL}: else
> RT:=[]:
> for i from 1 to coldim (C)do
> R:=[]:
> for j from 1 to nops (B)do
> if C[j,i]<>0 then R:=[op(R),C[j,i]*B[j]]:fi:
> od:
> RT:=[op(RT),R]:
> od:
> fi:
> RT:
> end:

Ejemplo

> BASE(3,1,1,0,0,0):
> TP:=PESOS(B,3):
> c:=0:
> for ind from 1 to nops(TP[pos]) do
> k:=1: l:=2:
> OPERADORC(n,1,1,0,0,0,k,l,TP,ind,0):
> K1:=kernel(T):
> k:=1: l:=3:
> OPERADORC(n,1,1,0,0,0,k,l,TP,ind,0):
> K2:=kernel(T):
> k:=2: l:=3:
> OPERADORC(n,1,1,0,0,0,k,l,TP,ind,0):
> K3:=kernel(T):
> INTERSECCION([K1,K2,K3]):
> X:=NU(TP[ind],E):
> print(X):
> c:=c+nops(X)* DIM(TP[pos][ind]):
> od:
> m:=DIMSUBESP(n,1,1,0,0,0):
> print(c,m):

[[−
[
e e f

]
]]

[[−
[
e f g

]
,
[
f e g

]
,−
[
g e f

]
]]
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7.7 Dimensiones

Este grupo contiene dos programas: DIM y DIMSUBESP, que se usaron para controlar, a partir
de la dimensión, si la descomposición de un submódulo en suma directa de pesos máximo tiene
sentido.

DIM: calcula la dimensión del módulo correpondiente a un peso dominante dado.
Input: A, una lista que representa el peso dominante.
Output: la dimensión del módulo irreducible de peso A.

> DIM:=proc(A) local i,j,x,n:
> n:=nops(A):
> x:=1:
> for i from 1 to n-1 do
> for j from i+1 to n do
> x:=x*(A[i]-A[j]+j-i)/(j-i):
> od:
> od:
> end:

Ejemplo

> DIM([7,1,0,0]);

315

DIMSUBESP: es un procedimiento que calcula la dimensión de:
(V ⊗· · ·⊗V )⊗(Λ2V ⊗· · ·⊗Λ2V )⊗(Sym2 V ⊗· · ·⊗Sym2 V )⊗Λ2(V ⊗V )⊗Λ2(V ⊗Sym2 V ).
Input: n, p, q, r, s y t donde:
n: es la dimensión de V ,
p: es la cantidad de factores de V en el primer factor,
q: es la cantidad de factores Λ2V en el segundo factor,
r: es la cantidad de factores Sym2 V en el tercer factor ,
s: es la cantidad (1 o 0) de factores Λ2(V ⊗ V ) en el cuarto factor y
t: la cantidad (1 o 0) de factores Λ2(V ⊗ Sym2 V ) en el quinto factor.
Output: la dimensión.

> DIMSUBESP:=proc(n,p,q,r,s,t) local d:
> d:=n^p * ((n-1)*n/2)^q * ((n+1)*n/2)^r *
> (n^2*(n^2-1)/2)^s * (n^2*(n+1)*(n^2*(n+1)-2)/8)^t:
> d:
> end:

Ejemplo

> DIMSUBESP(4,2,1,0,0,0);

96
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8 Resultados

En esta sección recopilamos los resultados obtenidos. Además de presentar la estrcutura de
GL(V )-módulo de los grupos de homoloǵıa calculados, damos clases de homoloǵıa de peso
máximo expĺıcitas para cada submódulo irreducible. Para entender a qué subespacios pertenecen
éstos introducimos la notación VA = V , VL = V y Z = Λ2V para distinguir los espacios V
según sean parte de Ln o de Ak; es decir tenemos que

L2
n =

(
VL ⊕ Z

)
⊗
(
C⊕ VA

)
y L3

n =
(
VL ⊕ Z

)
⊗
(
C⊕ VA ⊕ Sym2 VA

)

8.1 Homoloǵıas de L2
n

Teorema 8.1. Para todo natural n ≥ 2 sea V un espacio vectorial complejo de dimensión n,
sea Ln = V ⊕Λ2V el álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre en n generadores y sea L2

n el álgebra
de Lie de corrientes L2

n = Ln ⊗ (C⊕ V ).

Entonces la estrutura de GL(V )-módulo de los primeros grupos de homoloǵıa de L2
n está

dada por:

H0 = ∅

H1 = ⊕ ⊕

H2 = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

Más aún, los que siguen son vectores clases del segundo grupo de homoloǵıa de peso máximo
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para cada submódulo irreducible con sus dimensiones.

= 〈v1
2 = (e⊗ 1)⊗ (e⊗ e)〉 ⊆

(
VL ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

n(n+ 1)(n+ 2)

6
.

= 〈v2
2 + v3

2 = 2(e⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e⊗ 1)⊗ (f ⊗ e)− (f ⊗ 1)⊗ (e⊗ e)〉
⊆
(
VL ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)

3
.

= 〈v1
3 = (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ 1)〉 ⊆

(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)

3
.

= 〈v1
4 = −(e⊗ e) ∧ (e⊗ f)〉 ⊆ Λ2

(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

8
.

= 〈v2
4 = −(e⊗ e) ∧ (f ⊗ e)〉 ⊆ Λ2

(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

8
.

' 〈v1
7 = (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ e)〉 ' 〈v1

6 = (e ∧ f ⊗ e)⊗ (e⊗ 1)〉
⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

8
.
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' 〈v4
7 = (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ f)〉

' 〈v4
6 = (e ∧ f ⊗ f)⊗ (e⊗ 1)− (e ∧ f ⊗ f)⊗ (e⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)

12
.

= 〈v9
8 = −(f ∧ g ⊗ e)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ g ⊗ e)⊗ (f ⊗ f)−
(e ∧ f ⊗ e)⊗ (f ⊗ g) + (f ∧ g ⊗ f)⊗ (e⊗ e)−
(e ∧ g ⊗ f)⊗ (e⊗ f) + (e ∧ f ⊗ f)⊗ (e⊗ g)〉

⊆
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)

24
.

= 〈v3
4 = (e⊗ e) ∧ (f ⊗ g)− (e⊗ e) ∧ (g ⊗ f)− 2(e⊗ f) ∧ (e⊗ g)+

(e⊗ f) ∧ (g ⊗ e)− (e⊗ g) ∧ (f ⊗ e)〉
⊆ Λ2

(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

8
.

= 〈v4
4 = (e⊗ e) ∧ (f ⊗ g) + (e⊗ e) ∧ (g ⊗ f)+

(e⊗ f) ∧ (e⊗ g)− (f ⊗ e) ∧ (g ⊗ e)〉
⊆ Λ2

(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

8
.
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' 〈v2
7 = −(f ∧ g ⊗ 1)⊗ (e⊗ e) + (e ∧ g ⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ g)〉

' 〈v2
6 = −(f ∧ g ⊗ e)⊗ (e⊗ 1) + (e ∧ g ⊗ e)⊗ (f ⊗ 1)− (e ∧ f ⊗ e)⊗ (g ⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

8
.

' 〈v3
7 = (f ∧ g ⊗ 1)⊗ (e⊗ e)− (e ∧ g ⊗ 1)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (g ⊗ e)〉

' 〈v3
6 = (f ∧ g ⊗ e)⊗ (e⊗ 1) + (e ∧ g ⊗ f)⊗ (e⊗ 1)− (e ∧ f ⊗ g)⊗ (e⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

8
.

' 〈v5
7 = −(g ∧ h⊗ 1)⊗ (e⊗ f) + (f ∧ h⊗ 1)⊗ (e⊗ g)−
(f ∧ g ⊗ 1)⊗ (e⊗ h) + (g ∧ h⊗ 1)⊗ (f ⊗ e)−
(e ∧ h⊗ 1)⊗ (f ⊗ g) + (e ∧ g ⊗ 1)⊗ (f ⊗ h)−
(f ∧ h⊗ 1)⊗ (g ⊗ e) + (e ∧ h⊗ 1)⊗ (g ⊗ f)−
(e ∧ f ⊗ 1)⊗ (g ⊗ h) + (f ∧ g ⊗ 1)⊗ (h⊗ e)−
(e ∧ g ⊗ 1)⊗ (h⊗ f) + (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (h⊗ g)〉

' 〈v5
6 = −(g ∧ h⊗ e)⊗ (f ⊗ 1) + (f ∧ h⊗ e)⊗ (g ⊗ 1)−
(f ∧ g ⊗ e)⊗ (h⊗ 1) + (g ∧ h⊗ f)⊗ (e⊗ 1)−
(e ∧ h⊗ f)⊗ (g ⊗ 1) + (e ∧ g ⊗ f)⊗ (h⊗ 1)−
(f ∧ h⊗ g)⊗ (e⊗ 1) + (e ∧ h⊗ g)⊗ (f ⊗ 1)−
(e ∧ f ⊗ g)⊗ (h⊗ 1) + (f ∧ g ⊗ h)⊗ (e⊗ 1)−
(e ∧ g ⊗ h)⊗ (f ⊗ 1) + (e ∧ f ⊗ h)⊗ (g ⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n

24
.
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= 〈v12
8 = −(g ∧ h⊗ e)⊗ (e⊗ f) + (f ∧ h⊗ e)⊗ (e⊗ g)−
(f ∧ g ⊗ e)⊗ (e⊗ h) + (g ∧ h⊗ e)⊗ (f ⊗ e)− (e ∧ f ⊗ e)⊗ (g ⊗ h)+

(f ∧ g ⊗ e)⊗ (h⊗ e)− (e ∧ g ⊗ e)⊗ (h⊗ f) + (e ∧ f ⊗ e)⊗ (h⊗ g)〉
⊆
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

30
.

= 〈v13
8 = (h ∧ v ⊗ e)⊗ (f ⊗ g)− (g ∧ v ⊗ e)⊗ (f ⊗ h) + (g ∧ h⊗ e)⊗ (f ⊗ v)−

(h ∧ v ⊗ e)⊗ (g ⊗ f) + (f ∧ v ⊗ e)⊗ (g ⊗ h)− (f ∧ h⊗ e)⊗ (g ⊗ v)+

(g ∧ v ⊗ e)⊗ (h⊗ f)− (f ∧ v ⊗ e)⊗ (h⊗ g) + (f ∧ g ⊗ e)⊗ (h⊗ v)−
(g ∧ h⊗ e)⊗ (v ⊗ f) + (f ∧ h⊗ e)⊗ (v ⊗ g)− (f ∧ g ⊗ e)⊗ (v ⊗ h)−
(h ∧ v ⊗ f)⊗ (e⊗ g) + (g ∧ v ⊗ f)⊗ (e⊗ h)− (g ∧ h⊗ f)⊗ (e⊗ v)+

(h ∧ v ⊗ f)⊗ (g ⊗ e)− (e ∧ v ⊗ f)⊗ (g ⊗ h) + (e ∧ h⊗ f)⊗ (g ⊗ v)−
(g ∧ v ⊗ f)⊗ (h⊗ e) + (e ∧ v ⊗ f)⊗ (h⊗ g)− (e ∧ g ⊗ f)⊗ (h⊗ v)+

(g ∧ h⊗ f)⊗ (v ⊗ e)− (e ∧ h⊗ f)⊗ (v ⊗ g) + (e ∧ g ⊗ f)⊗ (v ⊗ h)+

(h ∧ v ⊗ g)⊗ (e⊗ f)− (f ∧ v ⊗ g)⊗ (e⊗ h) + (f ∧ h⊗ g)⊗ (e⊗ v)−
(h ∧ v ⊗ g)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ v ⊗ g)⊗ (f ⊗ h)− (e ∧ h⊗ g)⊗ (f ⊗ v)+

(f ∧ v ⊗ g)⊗ (h⊗ e)− (e ∧ v ⊗ g)⊗ (h⊗ f) + (e ∧ f ⊗ g)⊗ (h⊗ v)−
(f ∧ h⊗ g)⊗ (v ⊗ e) + (e ∧ h⊗ g)⊗ (v ⊗ f)− (e ∧ f ⊗ g)⊗ (v ⊗ h)−
(g ∧ v ⊗ h)⊗ (e⊗ f) + (f ∧ v ⊗ h)⊗ (e⊗ g)− (f ∧ g ⊗ h)⊗ (e⊗ v)+

(g ∧ v ⊗ h)⊗ (f ⊗ e)− (e ∧ v ⊗ h)⊗ (f ⊗ g) + (e ∧ g ⊗ h)⊗ (f ⊗ v)−
(f ∧ v ⊗ h)⊗ (g ⊗ e) + (e ∧ v ⊗ h)⊗ (g ⊗ f)− (e ∧ f ⊗ h)⊗ (g ⊗ v)+

(f ∧ g ⊗ h)⊗ (v ⊗ e)− (e ∧ g ⊗ h)⊗ (v ⊗ f) + (e ∧ f ⊗ h)⊗ (v ⊗ g)+

(g ∧ h⊗ v)⊗ (e⊗ f)− (f ∧ h⊗ v)⊗ (e⊗ g) + (f ∧ g ⊗ v)⊗ (e⊗ h)−
(g ∧ h⊗ v)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ h⊗ v)⊗ (f ⊗ g)− (e ∧ g ⊗ v)⊗ (f ⊗ h)+

(f ∧ h⊗ v)⊗ (g ⊗ e)− (e ∧ h⊗ v)⊗ (g ⊗ f) + (e ∧ f ⊗ v)⊗ (g ⊗ h)−
(f ∧ g ⊗ v)⊗ (h⊗ e) + (e ∧ g ⊗ v)⊗ (h⊗ f)− (e ∧ f ⊗ v)⊗ (h⊗ g)〉

⊆
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 4)(n− 3)(n− 2)(n− 1)n

120
.
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8.2 Homoloǵıas de L3
n

Teorema 8.2. Para todo natural n ≥ 2 sea V un espacio vectorial complejo de dimensión n,
sea Ln = V ⊕Λ2V el álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre en n generadores y sea L3

n el álgebra
de Lie de corrientes L3

n = Ln ⊗ (C ⊕ V ⊕ Sym2 V ). Entonces la estrutura de GL(V )-módulo
de los primeros grupos de homoloǵıa de L3

n está dada por:

H0 = ∅.

H1 = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ .

H2 = ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕
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⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⊕ ⊕ .
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Más aún, los que siguen son vectores clases del segundo grupo de homoloǵıa de peso máximo
para cada submódulo irreducible con sus dimensiones.

= 〈v1
2 = (e⊗ 1)⊗ (e⊗ e)〉 ⊆

(
VL ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

n(n+ 1)(n+ 2)

6
.

= 〈v2
2 + v3

2 = 2(e⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e⊗ 1)⊗ (f ⊗ e)− (f ⊗ 1)⊗ (e⊗ e)〉
⊆
(
VL ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)

3
.

= 〈v1
3 = (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ 1)〉 ⊆

(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)

3
.

= 〈v1
4 = −(e⊗ e) ∧ (e⊗ f)〉 ⊆ Λ2

(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

8
.

= 〈2v3
11 − v2

11 = −2(e⊗ 1) ∧ (e⊗ ef)〉 ⊆ VL ⊗ (VL ⊗ Sym2 VA
)

dim =
(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

8
.

= 〈2v2
4 + v2

11 = −2(e⊗ e) ∧ (f ⊗ e) + (e⊗ 1) ∧ (f ⊗ ee)− (f ⊗ 1) ∧ (e⊗ ee)〉
⊆ Λ2

(
VL ⊗ VA

)
⊕ VL ⊗ (VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

8
.
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' 〈v1
7 = (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ e)〉 ' 〈v1

6 = (e ∧ f ⊗ e)⊗ (e⊗ 1)〉
⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

8
.

' 〈v4
11 = (e⊗ 1) ∧ (e⊗ ff)− (e⊗ 1) ∧ (f ⊗ ef)− (f ⊗ 1) ∧ (e⊗ ef)+

(f ⊗ 1) ∧ (f ⊗ ee)〉 ⊆ VL ⊗ (VL ⊗ Sym2 VA
)

dim =
(n− 1)n2(n+ 1)

12
.

' 〈v4
7 = (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ f)〉

' 〈v4
6 = (e ∧ f ⊗ f)⊗ (e⊗ 1)− (e ∧ f ⊗ f)⊗ (e⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)

12
.

' 〈v1
11 = (e⊗ 1) ∧ (e⊗ ee) ⊆ VL ⊗ (VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

24
.

= 〈v3
4 = (e⊗ e) ∧ (f ⊗ g)− (e⊗ e) ∧ (g ⊗ f)− 2(e⊗ f) ∧ (e⊗ g)+

(e⊗ f) ∧ (g ⊗ e)− (e⊗ g) ∧ (f ⊗ e)〉
⊆ Λ2

(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

8
.

' 〈v2
7 = −(f ∧ g ⊗ 1)⊗ (e⊗ e) + (e ∧ g ⊗ 1)⊗ (e⊗ f)− (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (e⊗ g)〉

' 〈v2
6 = −(f ∧ g ⊗ e)⊗ (e⊗ 1) + (e ∧ g ⊗ e)⊗ (f ⊗ 1)− (e ∧ f ⊗ e)⊗ (g ⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

8
.
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' 〈v3
7 = (f ∧ g ⊗ 1)⊗ (e⊗ e)− (e ∧ g ⊗ 1)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (g ⊗ e)〉

' 〈v3
6 = (f ∧ g ⊗ e)⊗ (e⊗ 1) + (e ∧ g ⊗ f)⊗ (e⊗ 1)− (e ∧ f ⊗ g)⊗ (e⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

8
.

= 〈2v4
4 + v5

11 = −2(e⊗ e) ∧ (f ⊗ g) + 2(e⊗ e) ∧ (g ⊗ f)+

2(e⊗ f) ∧ (e⊗ g)− 2(f ⊗ e) ∧ (g ⊗ e)+
(e⊗ 1) ∧ (f ⊗ eg)− (e⊗ 1) ∧ (g ⊗ ef)− (f ⊗ 1) ∧ (e⊗ eg)+

(f ⊗ 1) ∧ (g ⊗ ee) + (g ⊗ 1) ∧ (e⊗ ef)− (g ⊗ 1) ∧ (f ⊗ ee)〉
⊆ Λ2

(
VL ⊗ VA

)
⊕ VL ⊗ (VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

8
.

' 〈v5
7 = −(g ∧ h⊗ 1)⊗ (e⊗ f) + (f ∧ h⊗ 1)⊗ (e⊗ g)−
(f ∧ g ⊗ 1)⊗ (e⊗ h) + (g ∧ h⊗ 1)⊗ (f ⊗ e)−
(e ∧ h⊗ 1)⊗ (f ⊗ g) + (e ∧ g ⊗ 1)⊗ (f ⊗ h)−
(f ∧ h⊗ 1)⊗ (g ⊗ e) + (e ∧ h⊗ 1)⊗ (g ⊗ f)−
(e ∧ f ⊗ 1)⊗ (g ⊗ h) + (f ∧ g ⊗ 1)⊗ (h⊗ e)−
(e ∧ g ⊗ 1)⊗ (h⊗ f) + (e ∧ f ⊗ 1)⊗ (h⊗ g)〉

' 〈v5
6 = −(g ∧ h⊗ e)⊗ (f ⊗ 1) + (f ∧ h⊗ e)⊗ (g ⊗ 1)−
(f ∧ g ⊗ e)⊗ (h⊗ 1) + (g ∧ h⊗ f)⊗ (e⊗ 1)−
(e ∧ h⊗ f)⊗ (g ⊗ 1) + (e ∧ g ⊗ f)⊗ (h⊗ 1)−
(f ∧ h⊗ g)⊗ (e⊗ 1) + (e ∧ h⊗ g)⊗ (f ⊗ 1)−
(e ∧ f ⊗ g)⊗ (h⊗ 1) + (f ∧ g ⊗ h)⊗ (e⊗ 1)−
(e ∧ g ⊗ h)⊗ (f ⊗ 1) + (e ∧ f ⊗ h)⊗ (g ⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ C

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
⊕
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
dim =

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n

24
.
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' 〈v5
14 = (e ∧ f ⊗ eg)⊗ (e⊗ 1)− (e ∧ g ⊗ ff)⊗ (e⊗ 1) + (f ∧ g ⊗ ef)⊗ (e⊗ 1)−

(e ∧ f ⊗ eg)⊗ (f ⊗ 1) + (e ∧ g ⊗ ef)⊗ (f ⊗ 1) + (f ∧ g ⊗ ee)⊗ (f ⊗ 1)

' 〈v5
13 = (e⊗ eg)⊗ (e ∧ f ⊗ 1)− (e⊗ ff)⊗ (e ∧ g ⊗ 1) + (e⊗ ef)⊗ (f ∧ g ⊗ 1)−

(f ⊗ eg)⊗ (e ∧ f ⊗ 1) + (f ⊗ ef)⊗ (e ∧ g ⊗ 1) + (f ⊗ ee)⊗ (f ∧ g ⊗ 1)〉
⊆
(
Z ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
'
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
Z ⊗ C

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)

24
.

= 〈v9
8 = −(f ∧ g ⊗ e)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ g ⊗ e)⊗ (f ⊗ f)− (e ∧ f ⊗ e)⊗ (f ⊗ g)+

(f ∧ g ⊗ f)⊗ (e⊗ e)− (e ∧ g ⊗ f)⊗ (e⊗ f) + (e ∧ f ⊗ f)⊗ (e⊗ g)〉
⊆
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)

24
.

= 〈v11
12 == −(e⊗ e)⊗ (f ⊗ fg) + (e⊗ e)⊗ (g ⊗ ff) + (e⊗ f)⊗ (f ⊗ eg)−
(e⊗ f)⊗ (g ⊗ ef) + (f ⊗ e)⊗ (e⊗ fg)− (f ⊗ e)⊗ (g ⊗ ef)−
(f ⊗ f)⊗ (e⊗ eg) + (f ⊗ f)⊗ (g ⊗ ee)− (g ⊗ e)⊗ (e⊗ ff)+

(g ⊗ e)⊗ (f ⊗ ef) + (g ⊗ f)⊗ (e⊗ ef)− (g ⊗ f)⊗ (f ⊗ ee)〉
⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)

24
.

= 〈v12
12 = −(e⊗ f)⊗ (e⊗ fg) + (e⊗ f)⊗ (f ⊗ eg) + (e⊗ g)⊗ (e⊗ ff)−
(e⊗ g)⊗ (f ⊗ ef) + (f ⊗ e)⊗ (e⊗ fg)− (f ⊗ e)⊗ (f ⊗ eg)−
(f ⊗ g)⊗ (e⊗ ef) + (f ⊗ g)⊗ (f ⊗ ee)− (g ⊗ e)⊗ (e⊗ ff)+

(g ⊗ e)⊗ (f ⊗ ef) + (g ⊗ f)⊗ (e⊗ ef)− (g ⊗ f)⊗ (f ⊗ ee)〉
⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)

24
.
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' 〈v6
14 = (f ∧ g ⊗ eh)⊗ (e⊗ 1)− (f ∧ h⊗ eg)⊗ (e⊗ 1) + (g ∧ h⊗ ef)⊗ (e⊗ 1)−

(e ∧ g ⊗ eh)⊗ (f ⊗ 1) + (e ∧ h⊗ eg)⊗ (f ⊗ 1)− (g ∧ h⊗ ee)⊗ (f ⊗ 1)+

(e ∧ f ⊗ eh)⊗ (g ⊗ 1)− (e ∧ h⊗ ef)⊗ (g ⊗ 1) + (f ∧ h⊗ ee)⊗ (g ⊗ 1)+

(e ∧ f ⊗ eg)⊗ (h⊗ 1) + (e ∧ g ⊗ ef)⊗ (h⊗ 1)− (f ∧ g ⊗ ee)⊗ (h⊗ 1)

' 〈v6
13 = (e⊗ eh)⊗ (f ∧ g ⊗ 1)− (e⊗ eg)⊗ (f ∧ h⊗ 1) + (e⊗ ef)⊗ (g ∧ h⊗ 1)−

(f ⊗ eh)⊗ (e ∧ g ⊗ 1) + (f ⊗ eg)⊗ (e ∧ h⊗ 1)− (f ⊗ ee)⊗ (g ∧ h⊗ 1)+

(g ⊗ eh)⊗ (e ∧ f ⊗ 1)− (g ⊗ ef)⊗ (e ∧ h⊗ 1) + (g ⊗ ee)⊗ (f ∧ h⊗ 1)+

(h⊗ eg)⊗ (e ∧ f ⊗ 1) + (h⊗ ef)⊗ (e ∧ g ⊗ 1)− (h⊗ ee)⊗ (f ∧ g ⊗ 1)〉
⊆
(
Z ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
'
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
Z ⊗ C

)
dim =

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

30
.

= 〈v12
8 = −(g ∧ h⊗ e)⊗ (e⊗ f) + (f ∧ h⊗ e)⊗ (e⊗ g)− (f ∧ g ⊗ e)⊗ (e⊗ h)+

(g ∧ h⊗ e)⊗ (f ⊗ e)− (e ∧ f ⊗ e)⊗ (g ⊗ h) + (f ∧ g ⊗ e)⊗ (h⊗ e)−
(e ∧ g ⊗ e)⊗ (h⊗ f) + (e ∧ f ⊗ e)⊗ (h⊗ g)〉 ⊆

(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

30
.

= 〈v13
12 = (e⊗ f)⊗ (g ⊗ eh)− (e⊗ f)⊗ (h⊗ eg)− (e⊗ g)⊗ (f ⊗ eh)+

(e⊗ g)⊗ (h⊗ ef) + (e⊗ h)⊗ (f ⊗ eg)− (e⊗ h)⊗ (g ⊗ ef)−
(f ⊗ e)⊗ (g ⊗ eh) + (f ⊗ e)⊗ (h⊗ eg) + (f ⊗ g)⊗ (e⊗ eh)−
(f ⊗ g)⊗ (h⊗ ee)− (f ⊗ h)⊗ (e⊗ eg) + (f ⊗ h)⊗ (g ⊗ ee)+
(g ⊗ e)⊗ (f ⊗ eh)− (g ⊗ e)⊗ (h⊗ ef)− (g ⊗ f)⊗ (e⊗ eh)+

(g ⊗ f)⊗ (h⊗ ee) + (g ⊗ h)⊗ (e⊗ ef)− (g ⊗ h)⊗ (f ⊗ ee)−
(h⊗ e)⊗ (f ⊗ eg) + (h⊗ e)⊗ (g ⊗ ef) + (h⊗ f)⊗ (e⊗ eg)−
(h⊗ f)⊗ (g ⊗ ee)− (h⊗ g)⊗ (e⊗ ef) + (h⊗ g)⊗ (f ⊗ ee)〉

⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

30
.
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' 〈v1
14 = −(e ∧ f ⊗ ee)⊗ (e⊗ 1)〉 ⊆

(
Z ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
' 〈v1

13 = (e⊗ ee)⊗ (e ∧ f ⊗ 1)〉 ⊆
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
Z ⊗ C

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

30
.

' 〈v2
12 = (e⊗ e)⊗ (e⊗ ef)− (e⊗ e)⊗ (e⊗ ef)

⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

30
.

' 〈v3
12 = (e⊗ e)⊗ (e⊗ ef)− (e⊗ f)⊗ (e⊗ ee)

⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

30
.

' 〈v4
12 = (e⊗ e)⊗ (e⊗ ef)− (f ⊗ e)⊗ (e⊗ ee)〉

⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

30
.

' 〈v3
14 = (f ∧ g ⊗ ee)⊗ (e⊗ 1)− (e ∧ g ⊗ ee)⊗ (f ⊗ 1) + (e ∧ f ⊗ ee)⊗ (g ⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
' 〈v3

13 = (e⊗ ee)⊗ (f ∧ g ⊗ 1)− (f ⊗ ee)⊗ (e ∧ g ⊗ 1) + (g ⊗ ee)⊗ (e ∧ f ⊗ 1)〉
⊆
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
Z ⊗ C

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

20
.
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' 〈v4
14 = (e ∧ f ⊗ eg)⊗ (e⊗ 1)− (e ∧ g ⊗ ef)⊗ (e⊗ 1)+

(e ∧ g ⊗ ee)⊗ (f ⊗ 1)− (e ∧ f ⊗ ee)⊗ (g ⊗ 1)〉
⊆
(
Z ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
' 〈v4

13 = (e⊗ eg)⊗ (e ∧ f ⊗ 1)− (e⊗ ef)⊗ (e ∧ g ⊗ 1)+

(f ⊗ ee)⊗ (e ∧ g ⊗ 1)− (g ⊗ ee)⊗ (e ∧ f ⊗ 1)〉
⊆
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
Z ⊗ C

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

20
.

' 〈v8
12 = −(e⊗ e)⊗ (f ⊗ eg) + (e⊗ e)⊗ (g ⊗ ef)− (e⊗ f)⊗ (g ⊗ ee)+
(e⊗ g)⊗ (f ⊗ ee) + (f ⊗ e)⊗ (e⊗ eg)− (f ⊗ g)⊗ (e⊗ ee)−
(g ⊗ e)⊗ (e⊗ ef) + (g ⊗ f)⊗ (e⊗ ee)〉

⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

20
.

' 〈v9
12 = (e⊗ e)⊗ (f ⊗ eg)− (e⊗ e)⊗ (g ⊗ ef)− (f ⊗ e)⊗ (e⊗ eg)+

(f ⊗ e)⊗ (g ⊗ ee) + (g ⊗ e)⊗ (e⊗ ef)− (g ⊗ e)⊗ (f ⊗ ee)〉
⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

20
.

' 〈v10
12 = −(e⊗ f)⊗ (e⊗ eg) + (e⊗ g)⊗ (e⊗ ef) + (f ⊗ e)⊗ (e⊗ eg)−
(f ⊗ g)⊗ (e⊗ ee)− (g ⊗ e)⊗ (e⊗ ef) + (g ⊗ f)⊗ (e⊗ ee)〉

⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

20
.
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' 〈v3
18 = (e⊗ ee) ∧ (e⊗ ff)− (e⊗ ee) ∧ (f ⊗ ef) + (e⊗ ef) ∧ (f ⊗ ee)

⊆ Λ2
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

80
.

' 〈v14
16 = (f ∧ g ⊗ eh)⊗ (e⊗ e)− (f ∧ h⊗ eg)⊗ (e⊗ e) + (g ∧ h⊗ ef)⊗ (e⊗ e)−

(e ∧ g ⊗ eh)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ h⊗ eg)⊗ (f ⊗ e)− (g ∧ h⊗ ee)⊗ (f ⊗ e)+
(e ∧ f ⊗ eh)⊗ (g ⊗ e)− (e ∧ h⊗ ef)⊗ (g ⊗ e) + (f ∧ h⊗ ee)⊗ (g ⊗ e)−
(e ∧ f ⊗ eg)⊗ (h⊗ e) + (e ∧ g ⊗ ef)⊗ (h⊗ e)− (f ∧ g ⊗ ee)⊗ (h⊗ e)

⊆
(
Z ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)

144
.

' 〈v18
16 = −(g ∧ h⊗ ev)⊗ (e⊗ f) + (g ∧ v ⊗ eh)⊗ (e⊗ f)− (h ∧ v ⊗ eg)⊗ (e⊗ f)+

(f ∧ h⊗ ev)⊗ (e⊗ g)− (f ∧ v ⊗ eh)⊗ (e⊗ g) + (h ∧ v ⊗ ef)⊗ (e⊗ g)−
(f ∧ g ⊗ ev)⊗ (e⊗ h) + (f ∧ v ⊗ eg)⊗ (e⊗ h)− (g ∧ v ⊗ ef)⊗ (e⊗ h)+

(f ∧ g ⊗ eh)⊗ (e⊗ v)− (f ∧ h⊗ eg)⊗ (e⊗ v) + (g ∧ h⊗ ef)⊗ (e⊗ v)+

(g ∧ h⊗ ev)⊗ (f ⊗ e)− (g ∧ v ⊗ eh)⊗ (f ⊗ e) + (h ∧ v ⊗ eg)⊗ (f ⊗ e)−
(e ∧ h⊗ ev)⊗ (f ⊗ g) + (e ∧ v ⊗ eh)⊗ (f ⊗ g)− (h ∧ v ⊗ ee)⊗ (f ⊗ g)+

(e ∧ g ⊗ ev)⊗ (f ⊗ h)− (e ∧ v ⊗ eg)⊗ (f ⊗ h) + (g ∧ v ⊗ ee)⊗ (f ⊗ h)−
(e ∧ g ⊗ eh)⊗ (f ⊗ v) + (e ∧ h⊗ eg)⊗ (f ⊗ v)− (g ∧ h⊗ ee)⊗ (f ⊗ v)−
(f ∧ h⊗ ev)⊗ (g ⊗ e) + (f ∧ v ⊗ eh)⊗ (g ⊗ e)− (h ∧ v ⊗ ef)⊗ (g ⊗ e)+
(e ∧ h⊗ ev)⊗ (g ⊗ f)− (e ∧ v ⊗ eh)⊗ (g ⊗ f) + (h ∧ v ⊗ ee)⊗ (g ⊗ f)−
(e ∧ f ⊗ ev)⊗ (g ⊗ h) + (e ∧ v ⊗ ef)⊗ (g ⊗ h)− (f ∧ v ⊗ ee)⊗ (g ⊗ h)+

(e ∧ f ⊗ eh)⊗ (g ⊗ v)− (e ∧ h⊗ ef)⊗ (g ⊗ v) + (f ∧ h⊗ ee)⊗ (g ⊗ v)+

(f ∧ g ⊗ ev)⊗ (h⊗ e)− (f ∧ v ⊗ eg)⊗ (h⊗ e) + (g ∧ v ⊗ ef)⊗ (h⊗ e)−
(e ∧ g ⊗ ev)⊗ (h⊗ f) + (e ∧ v ⊗ eg)⊗ (h⊗ f)− (g ∧ v ⊗ ee)⊗ (h⊗ f)+

(e ∧ f ⊗ ev)⊗ (h⊗ g)− (e ∧ v ⊗ ef)⊗ (h⊗ g) + (f ∧ v ⊗ ee)⊗ (h⊗ g)−
(e ∧ f ⊗ eg)⊗ (h⊗ v) + (e ∧ g ⊗ ef)⊗ (h⊗ v)− (f ∧ g ⊗ ee)⊗ (h⊗ v)−
(f ∧ g ⊗ eh)⊗ (v ⊗ e) + (f ∧ h⊗ eg)⊗ (v ⊗ e)− (g ∧ h⊗ ef)⊗ (v ⊗ e)+
(e ∧ g ⊗ eh)⊗ (v ⊗ f)− (e ∧ h⊗ eg)⊗ (v ⊗ f) + (g ∧ h⊗ ee)⊗ (v ⊗ f)−
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(e ∧ f ⊗ eh)⊗ (v ⊗ g) + (e ∧ h⊗ ef)⊗ (v ⊗ g)− (f ∧ h⊗ ee)⊗ (v ⊗ g)+

(e ∧ f ⊗ eg)⊗ (v ⊗ h)− (e ∧ g ⊗ ef)⊗ (v ⊗ h) + (f ∧ g ⊗ ee)⊗ (v ⊗ h)

⊆
(
Z ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 4)(n− 3)(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)

144
.

' 〈v10
18 = (e⊗ ef) ∧ (g ⊗ fh)− (e⊗ ef) ∧ (h⊗ fg)− (e⊗ eg) ∧ (f ⊗ fh)+

(e⊗ eg) ∧ (h⊗ ff) + (e⊗ eh) ∧ (f ⊗ fg)− (e⊗ eh) ∧ (g ⊗ ff)−
(e⊗ ff) ∧ (g ⊗ eh) + (e⊗ ff) ∧ (h⊗ eg)− (e⊗ fg) ∧ (f ⊗ eh)−
(e⊗ fg) ∧ (h⊗ ef)− (e⊗ fh) ∧ (f ⊗ eg) + (e⊗ fh) ∧ (g ⊗ ef)−

(f ⊗ ee) ∧ (g ⊗ fh) + (f ⊗ ee) ∧ (h⊗ fg) + (f ⊗ ef) ∧ (g ⊗ eh)−
(f ⊗ ef) ∧ (h⊗ eg)− (f ⊗ eg) ∧ (h⊗ ef) + (f ⊗ eh) ∧ (g ⊗ ef)+

(f ⊗ fg) ∧ (h⊗ ee)− (f ⊗ fh) ∧ (g ⊗ ee)− (g ⊗ ee) ∧ (h⊗ ff)+

2(g ⊗ ef) ∧ (h⊗ ef)− (g ⊗ ff) ∧ (h⊗ ee)
⊆ Λ2

(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 3)(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)

80
.

' 〈v1
18 = (e⊗ ee) ∧ (f ⊗ ee) ⊆ Λ2

(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

24
.

' 〈v2
18 = (e⊗ ee) ∧ (e⊗ ef) ⊆ Λ2

(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)

24
.

' 〈v6
18 = (e⊗ ef) ∧ (e⊗ ff)− (e⊗ ef) ∧ (f ⊗ ef) + (e⊗ ff) ∧ (f ⊗ ee)+

(f ⊗ ee) ∧ (f ⊗ ef) ⊆ Λ2
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)2(n+ 2)

144
.
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' 〈v7
18 = −(e⊗ ee) ∧ (f ⊗ ff) + 2(e⊗ ef) ∧ (e⊗ ff) + (e⊗ ff) ∧ (f ⊗ ee)+

2(f ⊗ ee) ∧ (f ⊗ ef) ⊆ Λ2
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)2(n+ 2)

144
.

' 〈v4
18 = −(e⊗ ee) ∧ (f ⊗ eg) + (e⊗ ee) ∧ (g ⊗ ef) + (e⊗ ef) ∧ (g ⊗ ee)−

(e⊗ eg) ∧ (f ⊗ ee)− 2(f ⊗ ee) ∧ (g ⊗ ee) ⊆ Λ2
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

72
.

' 〈v5
18 = (e⊗ ee) ∧ (f ⊗ eg) + (e⊗ ee) ∧ (g ⊗ ef)− (e⊗ ef) ∧ (e⊗ eg)+

(f ⊗ ee) ∧ (g ⊗ ee) ⊆ Λ2
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

72
.

' 〈v8
18 = (e⊗ ee) ∧ (f ⊗ fg)− (e⊗ ee) ∧ (g ⊗ ff)− (e⊗ ef) ∧ (f ⊗ eg)+

2(e⊗ ef) ∧ (g ⊗ ef)− (e⊗ eg) ∧ (f ⊗ ef)− (e⊗ ff) ∧ (g ⊗ ee)+
(e⊗ fg) ∧ (f ⊗ ee) ⊆ Λ2

(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)(n+ 2)

45
.

' 〈v9
18 = −(e⊗ ef) ∧ (e⊗ fg) + 2(e⊗ ef) ∧ (f ⊗ eg)− (e⊗ ef) ∧ (g ⊗ ef)+

(e⊗ eg) ∧ (e⊗ ff)− (e⊗ eg) ∧ (f ⊗ ef) + (e⊗ ff) ∧ (g ⊗ ee)−
(e⊗ fg) ∧ (f ⊗ ee)− 2(f ⊗ ee) ∧ (f ⊗ eg) + (f ⊗ ee) ∧ (g ⊗ ef)−
2(f ⊗ ef) ∧ (g ⊗ ee)

⊆ Λ2
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 2)(n− 1)n2(n+ 1)(n+ 2)

45
.
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' 〈v1
12 = −(e⊗ e)⊗ (e⊗ ee) ⊆

(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 5)(n− 4)(n− 3)(n− 2)(n− 1)n

120
.

' 〈v2
14 = (e ∧ f ⊗ ef)⊗ (e⊗ 1)− (e ∧ f ⊗ ee)⊗ (f ⊗ 1)〉

⊆
(
Z ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
VL ⊗ C

)
' 〈v2

13 = (e⊗ ef)⊗ (e ∧ f ⊗ 1)− (f ⊗ ee)⊗ (e ∧ f ⊗ 1)〉
⊆
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
⊗
(
Z ⊗ C

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)(n+ 2)

24
.

' 〈v5
12 = −(e⊗ e)⊗ (e⊗ ff) + (e⊗ e)⊗ (f ⊗ ef)+

(e⊗ f)⊗ (e⊗ ef)− (e⊗ f)⊗ (f ⊗ ee)〉
⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)(n+ 2)

24
.

' 〈v6
12 = −(e⊗ e)⊗ (f ⊗ ef) + (e⊗ f)⊗ (e⊗ ef)+

(f ⊗ e)⊗ (f ⊗ ee)− (f ⊗ f)⊗ (e⊗ ee)〉
⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)(n+ 2)

24
.

' 〈v7
12 = (e⊗ e)⊗ (e⊗ ff)− (e⊗ e)⊗ (f ⊗ ef)−
(f ⊗ e)⊗ (e⊗ ef) + (f ⊗ e)⊗ (f ⊗ ee)〉

⊆
(
VL ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ Sym2 VA

)
dim =

(n− 1)n2(n+ 1)(n+ 2)

24
.
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' 〈v13
8 = (h ∧ v ⊗ e)⊗ (f ⊗ g)− (g ∧ v ⊗ e)⊗ (f ⊗ h) + (g ∧ h⊗ e)⊗ (f ⊗ v)−

(h ∧ v ⊗ e)⊗ (g ⊗ f) + (f ∧ v ⊗ e)⊗ (g ⊗ h)− (f ∧ h⊗ e)⊗ (g ⊗ v)+

(g ∧ v ⊗ e)⊗ (h⊗ f)− (f ∧ v ⊗ e)⊗ (h⊗ g) + (f ∧ g ⊗ e)⊗ (h⊗ v)−
(g ∧ h⊗ e)⊗ (v ⊗ f) + (f ∧ h⊗ e)⊗ (v ⊗ g)− (f ∧ g ⊗ e)⊗ (v ⊗ h)−
(h ∧ v ⊗ f)⊗ (e⊗ g) + (g ∧ v ⊗ f)⊗ (e⊗ h)− (g ∧ h⊗ f)⊗ (e⊗ v)+

(h ∧ v ⊗ f)⊗ (g ⊗ e)− (e ∧ v ⊗ f)⊗ (g ⊗ h) + (e ∧ h⊗ f)⊗ (g ⊗ v)−
(g ∧ v ⊗ f)⊗ (h⊗ e) + (e ∧ v ⊗ f)⊗ (h⊗ g)− (e ∧ g ⊗ f)⊗ (h⊗ v)+

(g ∧ h⊗ f)⊗ (v ⊗ e)− (e ∧ h⊗ f)⊗ (v ⊗ g) + (e ∧ g ⊗ f)⊗ (v ⊗ h)+

(h ∧ v ⊗ g)⊗ (e⊗ f)− (f ∧ v ⊗ g)⊗ (e⊗ h) + (f ∧ h⊗ g)⊗ (e⊗ v)−
(h ∧ v ⊗ g)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ v ⊗ g)⊗ (f ⊗ h)− (e ∧ h⊗ g)⊗ (f ⊗ v)+

(f ∧ v ⊗ g)⊗ (h⊗ e)− (e ∧ v ⊗ g)⊗ (h⊗ f) + (e ∧ f ⊗ g)⊗ (h⊗ v)−
(f ∧ h⊗ g)⊗ (v ⊗ e) + (e ∧ h⊗ g)⊗ (v ⊗ f)− (e ∧ f ⊗ g)⊗ (v ⊗ h)−
(g ∧ v ⊗ h)⊗ (e⊗ f) + (f ∧ v ⊗ h)⊗ (e⊗ g)− (f ∧ g ⊗ h)⊗ (e⊗ v)+

(g ∧ v ⊗ h)⊗ (f ⊗ e)− (e ∧ v ⊗ h)⊗ (f ⊗ g) + (e ∧ g ⊗ h)⊗ (f ⊗ v)−
(f ∧ v ⊗ h)⊗ (g ⊗ e) + (e ∧ v ⊗ h)⊗ (g ⊗ f)− (e ∧ f ⊗ h)⊗ (g ⊗ v)+

(f ∧ g ⊗ h)⊗ (v ⊗ e)− (e ∧ g ⊗ h)⊗ (v ⊗ f) + (e ∧ f ⊗ h)⊗ (v ⊗ g)+

(g ∧ h⊗ v)⊗ (e⊗ f)− (f ∧ h⊗ v)⊗ (e⊗ g) + (f ∧ g ⊗ v)⊗ (e⊗ h)−
(g ∧ h⊗ v)⊗ (f ⊗ e) + (e ∧ h⊗ v)⊗ (f ⊗ g)− (e ∧ g ⊗ v)⊗ (f ⊗ h)+

(f ∧ h⊗ v)⊗ (g ⊗ e)− (e ∧ h⊗ v)⊗ (g ⊗ f) + (e ∧ f ⊗ v)⊗ (g ⊗ h)−
(f ∧ g ⊗ v)⊗ (h⊗ e) + (e ∧ g ⊗ v)⊗ (h⊗ f)− (e ∧ f ⊗ v)⊗ (h⊗ g)〉
⊆
(
Z ⊗ VA

)
⊗
(
VL ⊗ VA

)
dim =

(n− 4)(n− 3)(n− 2)(n− 1)n

120
.

163





9 Programas Maple ejecutables y data (CD)

En el CD que se adjunta están grabados los programas Maple ejecutables tal cual se in-
cluyeron en la Sección 7. El paquete está organizado en secciones y éstas aparecen como sigue:

> with(linalg)

I Alfabeto, Orden del alfabeto

I Bases

I Pesos

I Operador de crecimiento

I Ordenar

I Obtención de vectores de peso máximo

I Dimensiones

I Vectores de peso máximo de Lnk

Además están grabados los outputs de los mismos y en particular los vectores de peso
máximo utilizados en la Secćıon 6. Recordamos que muchos de ellos han sido transcriptos en
las secciones anteririores, pero algunos de ellos no dado su tamaño. Por ejemplo los vectores
de peso máximo del submódulo T29 = V ⊗

(
V ⊗ Sym2 V

)
⊗
(
Λ2V ⊗ Sym2 V

)
de la primera

descomposición de Λ3(L3
n) llamados w1

29, . . . , w
94
29 no fueron transcriptos ya que ocupan alrededor

de 90 páginas. Para transcribir a partir del output los vectores de peso máximo es necesario
interpretar las salidas según como fueron escritos los procedimientos. El siguiente ejemplo
muestra como hacer esto.

Ejemplo 9.1.
El vector w94

29 de peso (2, 2, 1, 1, 1, 1, 0, . . . , 0) se encuentra en la sección Vectores de peso
máximo de Lnk en la subsección Ln3, donde se encuentran todos los vectores de peso máximo
que se usaron para el caso L3

n, en el paquete V x(V xSym∧2(V ))x(Alt∧2(V )xSym∧2V ) siendo
el último de la lista del output.

Los primeros 3 sumandos, de los 708, y los tres últimos del vector w94
29 son devuletos por

Maple de la siguiente forma:

[[efghevfw],−[efghewfv],−[efghfvew], . . . , [feghgvee], [fegvghee], [fehvggee]]

.
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Cada uno de estos sumandos según como se escribió el programa pertenecen a V ⊗ V ⊗
Λ2V ⊗ Sym2 V ⊗ Sym2 V que es isomorfo a T29 = V ⊗

(
V ⊗ Sym2 V

)
⊗
(
Λ2V ⊗ Sym2 V

)
por

lo que el vector de peso máximo correspondiente será:

w94
29 = efevghfw − efewghfv − effvghew + · · ·+ fegvghee+ feghgvee+ fegghvee,

y como V ⊗
(
V ⊗ Sym2 V

)
⊗
(
Λ2V ⊗ Sym2 V

)
con la notación original es el submódulo (V ⊗

C)⊗
(
V ⊗ Sym2 V

)
⊗
(
Λ2V ⊗ Sym2 V

)
aśı resulta que:

w94
29 =(e⊗ 1)⊗ (f ⊗ ev)⊗ (g ∧ h⊗ fw)− (e⊗ 1)⊗ (f ⊗ ew)⊗ (g ∧ h⊗ fv)−

(e⊗ 1)⊗ (f ⊗ fv)⊗ (g ∧ h⊗ ew) + · · ·+ (f ⊗ 1)⊗ (e⊗ gv)⊗ (g ∧ h⊗ ee)+
(f ⊗ 1)⊗ (e⊗ gh)⊗ (g ∧ v ⊗ ee) + (f ⊗ 1)⊗ (e⊗ gg)⊗ (h ∧ v ⊗ ee).
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