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1 Introducciéon

La teoria de algebras de Lie y sus generalizaciones es una parte muy importante de la teoria
de Lie y ésta ocupa un lugar muy destacado en el dlgebra moderna, la geometria, el andlisis y
recientemente han aparecido aplicaciones fundamentales en la computacion. La teoria de Lie
es muy vasta y en continuo desarrollo y crecimiento. Dentro de la teoria de algebras de Lie
el estudio de su (co)homologia es un drea de mucho interés actual y de investigacién activa
con aplicaciones a la teoria de representaciones, la teoria de deformaciones y la geometria. En
particular un problema importante es la construcciéon explicita de clases de homologia para
obtener asi soluciones concretas de distintos problemas replanteados en términos homolégicos.

Dada un algebra de Lie g y un algebra asociativa y conmutativa A, entonces el producto
tensorial g ® A con el corchete [(z,a), (y,b)] = ([x,y],ab) es un algebra de Lie. Una clase
particular de éstas ocurre cuando A = A, = C[t]/(t*) es el dlgebra de polinomios truncada, y
en este caso gr = g ® A es un dlgebra de Lie truncada. La homologia de Lie de estas algebras
ha sido y es objeto de diversas investigaciones.

Un problema natural es entender como estéan relacionadas las homologias de g y de gx. P.
Hanlon conjeturé en 1990 [Ha] que la homologia de g; es igual a

H(gy) =~ H(g)***V
si g pertenece a una de las siguientes clases:
e g es semisimple compleja.
e g es el nilradical de una subdlgebra parabdlica de un algebra semisimple compleja.

En ese mismo trabajo, Hanlon probé la conjetura para el dlgebra simple g = sl(n). La conjetura
estd abierta para una g semisimple cualquiera. Mds tarde S. Kumar [SK] mostré que la conjetura
de Hanlon es falsa si g estd en la segunda clase.

En este trabajo iniciamos el estudio de la homologia de algebras de Lie de la forma g ® Ay
donde Ay, es el dlgebra simétrica de rango n truncada Sym, V = SymV/@P,-, Sym’V donde
V es un espacio vectorial complejo con dim V' = n. Es decir, como espacio vectorial Sym, V =
CaV@Sym?’V @ - @ Sym" V. Esta es el dlgebra de polinomios en n variables truncada.
Cuando n = 1 estamos en el caso anterior ya que SymV = C[t] y Sym, V = C[t]/(t").

Tomamos como algebra g el algebra 2-pasos nilpotente libre de rango n. Esto es, g = £,, =
V @ A%V, donde V es un espacio vectorial complejo con dim V' = n y los tnicos corchetes no
nulos son [v, w] = v A w, para v,w € V. Asi definimos las dlgebras

Ly =L, @8ym,V =(V&ANV)®(CoVeSym’ Ve &Sym' V).
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Tanto £, como Sym, V' tienen estructura natural como GL(V)-médulos a partir de la
representacién estandar de GL(V) en V. Luego L£F tiene una estructura natural de GL(V)-
modulo. Esta estructura pasa a la homologia y el problema es:

Determinar la estructura de GL(V)-médulo del i-ésimo grupo de homologia de £*
con coeficientes triviales, H;(LF), para todo i, n y k.

En este trabajo calculamos la homolgia de L£F, determinando previamente la homologfa
del complejo de Koszul asociado (ALF,d) usando la teorfa de representaciones de GL(V). El
i-ésimo grupo de homologia, H;(£F), es Nud;/Im 9, ,, donde

i+l pk ikl pipk O pi-l pk
NTL — NL, — N L)
es parte del complejo de Koszul. Los espacios involucrados son de dimensiones muy grandes

y crecen rapidamente con i, n y k. Por ejemplo, las dimensiones de algunas de las algebras
consideradas son:

E=3] 18 60 150 315 088 | 1.008 | 1.620

Y las dimensiones de los espacios involucrados para calcular los primeros grupos de ho-
mologia de algunas de éstas son:

dim(W)
w n=2| n=3 n=4 n=>5 n==6 n="1 n=38
A2(L2) 36 276 1.225 4.005 10.731 24.976 52.326
A2(L3) 153 | 1.770 | 11.175 49.455 172.578 507.528 1.311.390

A3(L2) 84 | 2.024 | 19.600 117.480 518.665 1.848.224 5.616.324

A3(L3) 816 | 34.220 | 551.300 | 5.159.805 | 33.710.236 | 170.191.056 | 707.276.340




Si fijamos un ¢ y fijamos un k, la teoria de representaciones nos permite independizarnos del
parametro n, a pesar de que el conjunto de las dimensiones de las algebras consideradas es no
acotada a medida que n crece. En este trabajo calculamos los primeros grupos de homologia
H;(LF) para i = 0,1,2, para k = 2 y k = 3 y para todo n. Gracias al uso de la teorfa de
representaciones , en este caso basta considerar n < 6, debido al algebra de Lie y a un resultado
de estabilizacién de la estructura de los GL(V)-mdédulo para n > 6. El teorema de peso maximo
es usado como herramienta fundamental para descomponer los espacios involucrados y evaluar
las diferenciales correspondientes. Muchos de estos espacios son productos tensoriales de otros.
Una vez conocidos los tipos de los factores, la regla de Littlewood-Richardson da los tipos de
la descomposicion del producto tensorial, pero no construye vectores de peso maximo. Por lo
tanto, sigue siendo necesario encontrar vectores de peso maximo por otros medios. Para esto el
uso de algoritmos implementados en Maple es una necesidad, dados los tamanos de los espacios
involucrados y la cantidad de célculos necesarios. Estos constituyen una parte fundamental de
este trabajo. Aun contando con estos algoritmos es necesario un minucioso analisis previo y
la consideracion de descomposiciones en submddulos grandes, no necesariamente irreducibles,
para los cuales se pueda determinar a priori el comportamiento de las diferenciales. Las des-
composiciones que aparecen en este trabajo no son caprichosas, son el fruto de este analisis, y
han hecho posible los resultados obtenidos.

La tesis esta organizada por Secciones. Las primeras, del 2 al 5 inclusive contienen material
preliminar sobre algebras de Lie, homologia de algebras de Lie y la teoria de representaciones
de GL(V). Este material contiene lo necesario para la parte central de la tesis y permite leer el
resto de manera (casi) autocontenida. Las Secciones 6 y 7 continen el desarrollo del problema
y los resultados originales encontrados. Ahi se presentan tablas, algunas grandes, con las
descomposiciones mencionadas y los vectores de peso méximo necesarios. En algunos casos
éstos no se han incluido en forma escrita ya que ocupan muchas pdginas; pero se encuentran
grabados en el soporte informatico, seccion 9, que acompana a este trabajo con todos los
programas usados y todo el output producido. Por ultimo en la seccién 8 estéan sintetizados
los resultados de manera tal que el lector que tenga mas o menos un manejo fluido del algebra
lineal algebra multineal , teoria de representaciones y Homologia de Lie, sin leer la secciones
anteriores, podra aprovechar.






2 Algebras de Lie

Definicién 2.1. Un algebra de Lie g es un espacio vectorial sobre un cuerpo k con un producto
[,]:9gxg— g bilineal, llamado corchete de Lie, con las siguientes propiedades:

(1) [X,X] =0, para todo X € g.
(2) [X,Y],Z]+[Z,X], Y]+ [, Z],X] =0, para todo X,Y, Z € g. (Identidad de Jacobi).

Algebras de Lie de matrices
El primer ejemplo de algebra de Lie es gl,(k), el espacio de matrices cuadradas de orden n
con coeficientes en el cuerpo k con el corchete definido por

[A, B] = AB — BA.
Algunas subdlgebras de Lie de la anterior son:
(1) sl,, = el espacio de matrices de traza cero;
2) t7 = el espacio de matrices estrictamente triangulares superiores;

(2)
(3) t, = el espacio de matrices estrictamente triangulares inferiores;
(4)

4) so, = el espacio de matrices antisimétricas.

Algebras de Lie abstractas
Toda &algebra de Lie de dimensién finita sobre un cuerpo k de caracteristica 0 es isomorfa a
un algebra de Lie de matrices. Esto es lo que afirma el Teorema de Ado.

Algebras de Lie simples
Un subespacio I de un élgebra de Lie g se llama un ideal de g si [g, ] C [
Un algebra de Lie g es simple si satisface que:

e |os unicos ideales de g son 0 y g;

e dim(g) # 1.
Ejemplos de édlgebras de Lie simples sobre el cuerpo C son:

o A, =5, paran > 1,
e B, =509, paran > 2,
o (), =sp,, paran > 3,

e D, = s09, paran > 4.

Estas, llamadas clésicas, junto con otras cinco algebras de Lie simples llamadas excepcionales
Eg, E7, Eg, Fy y G2, completan la clasificacién de todas las dlgebras de Lie simples complejas
de dimensién finita.
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Algebras de Lie solubles y nilpotentes
Toda algebra de Lie tiene asociada dos series de ideales.

e La serie derwada ,
o” =g, gW=log....0"=[g"" "]
Note que g D g ... ...

e La serie central descendente ,

g =9, ¢=lg9,...0"=[09

Note que g' D g?......
A partir de estas series aparecen dos clases distinguidas de dlgebras de Lie:

(1) Un &lgebra de Lie g es soluble si su serie derivada se extingue, es decir si gi*) = 0 para
algiin k. Si ademés g*~1) # 0, entonces g es k-pasos soluble.

Ejemplo 2.2. El dlgebra de Lie de matrices triangulares superiores nan es soluble.
(2) Un &lgebra de Lie g es nilpotente si su serie central descendente se extingue, es decir si
gF*tl = 0 para algin k. Si ademds g* # 0, entonces g es k-pasos nilpotente.

Ejemplo 2.3. El algebra de Lie de matrices triangulares superiores nxn estrictas es n — 1
pasos nilpotente.

Algebras de Lie libres y nilpotentes libres
Sea V' un espacio vectorial de dimensién n y sea T'(V') el édlgebra tensorial sobre V;

TV)y=CaVa(lVaeV)e - --aV¥a¢. ..

T(V) es el algebra asociativa libre en n generadores. Como toda &lgebra asociativa, es un
algebra de Lie con corchete
v, wl=v@w—w®wv

para todo v,w € T'(V).
Ahora, sea £ la subdlgebra de Lie de T'(V') generada por V. £ es el dlgebra de Lie libre de

rango n. £ hereda la graduacién de T'(V'). Asi
L£=L,0L0 0L D

El algebra de Lie
S(T) = 2/(27“4—1 D 27"_’_2 P )

es el dlgebra de Lie r-pasos nilpotente libre de rango n. Como espacio vectorial
L) =L, L.
Por ejemplo el algebra de Lie 2-pasos nilpotente libre es

£(2) =V a A}(V).
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Algebras de Lie de corrientes
Dadas g un algebra de Lie y A un algebra asociativa y conmutativa con unidad sobre C,

g A
es un algebra de Lie con el corchete definido por:
[u® a,v® b] = [u,v] @ ab, Vu,v €g vy Va,be A.
Veamos que efectivamente este producto, asi definido, es un corchete de Lie.

(1) Sean u € gy a € A. Entonces

[u®a,u®al =[u,ul ®aas =0 aa = 0.

(2) Sean u,v,w € gy sean a,b,c € A. Entonces

[u®a,vRb),wc+[[wec,u®al,v @b+ [[vRbwRcl,u®al =

= [[u,v],w] @ (ab)c + [[w, u],v] @ (ca)b+ [[v, w],u] ® (bc)a
= [[u, v], w] ® (ab)c + [[w, u],v] ® (ac)b + [[v, w], u] ® a(bc)
= [[u, v],w] ® (ab)c + [[w, u],v] ® a(ch) + [[v, w], u] @ (ab)c
= [[u, v],w] ® (ab)c + [[w, u],v] ® a(bc) + [[v, w], u] ® (ab)c
= [[u, v],w] ® (ab)c + [[w, u],v] @ (ab)e + [[v, w], u] @ (ab)c
= ([[w, v], w] + [[w, u], v] + [[v, w], u]) ® (ab)c

=0® (ab)c

=0.

Por lo tanto g ® A es un algebra de Lie con este corchete.
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3 Homologia de algebras de Lie

Definicién 3.1. Sea g una algebra de Lie y M un g- médulo. La homologia de g con coeficientes
en M, H,(g, M), es la homologia del complejo de Koszul (Ag ® M,0) donde la diferencial
0 = ®0,, con

9y NP(NPg M) — AP 'g@ M,

estd definida por

Op(mi A Azp@m) =Y (=1) " wga] Az AT AT Az @m
1<j

p
+Z(—1)i+1x1 N AT ATy @ zm
i=1

Es decir la diferencial 0 satisface que 9, o 9y,11 = 0 para todo p > 0 y el p-ésimo grupo de
homologia de g con coeficientes en M es

Hp(g’M) = ker(ap)/lm(3p+1).

En el caso particular donde M = C y la representaciéon de g en M es la trivial, la homologia
de g con coeficientes en C se denomina homologia trivial y se denota H.(g).
En este caso se tiene

Ho(g) =C 'y  Hi(g) =g/lg 9]
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4 Extensiones por polinomios truncados de algebras 2-
pasos nilpotentes libres

Sea V' un espacio vectorial complejo con dim(V') = n. Por un lado consideremos el dlgebra de
Lie 2-pasos nilpotente libre de rango n

L,=V &NV
Los tinicos corchetes no nulos son [X,Y] = X AY para todo X,Y € V y dim(£,) = 2
Por otro lado sea A = Sym(V') el algebra simétrica sobre V'

Sym(V) = é Sym‘(V)=CaoV e Sym*(V)a....

Esta es isomorfa al algebra de polinomios en n variables. Claramente para cualquier k

I, = @ Symi(V)
i=k

es un ideal de A. El cociente
Ay = A/T, = @ Sym' (V
es el algebra de polinomios truncada, cuya dimension es
S n+i—1 n+k—1
dim(Ag) = .
m(Ay) ;(n—l) (k—l)
Consideramos ahora el algebra de corrientes

L,®A

y el dlgebra de corrientes truncada
Lk =1r, ® A,
cuya dimensién es
(n+1)(n+k—1)!
2(k — 1)l(n —1)!

dim(L£F) =

n(n+1)2

En lo que sigue trabajaremos con las dlgebras £2 y £3 de dimensiones dim(£2) = 5

dim(L3) = %2(7”2) respectivamente.
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5 Representaciones de GL(V)

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién n. Las representaciones del grupo general
lineal GL(V') estén en correspondencia con las representaciones de su algebra de Lie, gl(V'), de
todas las transformaciones lineales de V' en V; ésta es claramente isomorfa al algebra de Lie de
matrices n X n.

Definicién 5.1. Una representacion de g en un espacio vectorial W es un homomorfismo de
algebras de Lie
p:g— gl(W).

La dimension de la representaciéon p es la dimension de W.

Ejemplo 5.2.

(1) La representacion estindar de gl(V') en V. En este caso g =gl(V), W =Vy
p:gl(V) — gl(V) esta definida por: p(A)(v) = Awv.

(2) La representacion adjunta de g. Toda dlgebra de Lie g tiene asociada esta representacién
en W = gl(g),
ad : g — gl(g)

definida por
p(A)(B) = [A, B, para todo A, B € g.

Esta representacién juega un papel importante en la descripcion de la estructura de las
algebras simples.

Construccién de representaciones
Sea g un &lgebra de Lie y sean py, ..., p, representaciones de g en Vi,...,V,, respectiva-
mente. A partir de éstas se definen otras.

e Suma directa
prg—ol(Vid - @Vn),  pX)=p(X)®: O pm(X).
e Producto tensorial
prg—gl(1@--- @ V),
pX)=p(X)®1® - @1+10mX)210---01+10--- 018 ppu(X) (5.1)
donde 1 representa la identidad en cada uno de los espacios.
e Producto simétrico En este caso consideramos una sola representacion p = p; en W = V.
p(X)=pX)®19---@1+10pX)®10---®1+10---010pX)  (52)

donde 1 representa la identidad en cada uno de los espacios.
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e Producto exterior En este caso consideramos una séla representacién p = p; en W = V.
p: g — gl(AFW)

w(X)=p(X)ANIA . ATHTIAp(X)ALIA.. ATFTIALALAp(X), (5.3)

donde 1 representa la identidad en cada uno de los espacios.

Es facil verificar directamente que las dos primeras son representaciones. En los dos tltimos
casos la representaciéon es inducida por la representacion tensorial. Para esto hay que observar
que la accién definida en el producto tensorial preserva los ideales que definen al producto
simétrico y al producto exterior.

Definicién 5.3. Una representacion de g en V' es irreducible si los inicos subespacios inva-
riantes por p son el subespacio nulo y V.

Ejemplo 5.4. La representacion estandar de g = gl(V') en V' es irreducible, ya que dados un
vector cualquiera v # 0 y otro cualquiera w siempre existe una transformacién lineal T" tal que
Tv = w.

Definicién 5.5. Una representacion de g es completamente reducible si V' se descompone como
donde cada subespacio V; es invariante por p y la restriccién de p a V; es irreducible.

Teorema 5.6. Toda representacion de gl(V') de dimension finita es completamente reducible.
Mas aun, las representaciones irreducibles que aparecen y sus multiplicidades, es decir la can-
tidad de ellas que son isomorfas a una dada, son unicas.

Las representaciones irreducibles de gl(V') estan clasificadas por el Teorema de Peso Méximo.
A continuacion describimos esta parametrizacién destacando los casos que mas nos interesan:
los productos simétricos y exteriores de la representacién estandar y productos tensoriales de
éstas.

El Teorema de Peso Maximo
Introducimos ahora una nocién fundamental, la de vector peso. Para esto consideramos la
descomposicion triangular
gl(V)=t ohapth,

donde t~ es el espacio de matrices triangulares inferiores estrictas, t es el espacio de matrices
triangulares superiores estrictas y h es el espacio de matrices diagonales. Fijamos como base
de b al conjunto {Hy, Ho, ..., H,}, donde H; es la matriz diagonal con todos sus elementos 0,
salvo un 1 en la posicion i.

Sea p: gl(V) — gl(W) una representaciéon de dimensién finita de g = gl(V') en W.
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Notacion: Cuando la representacion p se sobreentiende del contexto, usualmente se denota
rw =z -w = p(z)(w),
parazegywe W.

Definicién 5.7. Un vector w € W es un vector peso de p, si H;-w = \;w, paratodot=1...n
En este caso w es un vector peso de peso A = (Aq, ..., \,).
Ademas el peso total de w es Ay +--- + \,,.

En los ejemplos que siguen suponemos que V' es de dimensién n y que {ey,...,e,} es una
base fija de V.

Ej o5 8. W=V®...QV.
jemplo ®..Q&
Si A e gl(V), Aactia en W de acuerdo a (5.1) por
P(A) (1 @z @) = AV @ V2 @ -+ DUy + V1 D AVI @ - R Uy + - + V1 @ V2 -+ @ AUy,
Los vectores de la base candnica del producto tensorial son vectores peso. En efecto,

Hi-(€j1®€j2®“'®€jm):Z(fh@'“@Hi(@jk)@'“@@jm

_)\(611 '®ejk®"'®ejm)7

donde )\; es la cantidad de veces que aparece el indice ¢ entre los j’s.
Supongamos que dim(V') =4 y m = 4. Entonces

Hi.(es ®e3®eq®ep) =0;
Hy(ea®e3®@eq®@er) =2e Qe ey es;
Hi(ea®@e3®@es@er) =er@ez ey @ ey;
Hy(ea®e3@eq®eg) =€ ®e3® ey ® e,

Luego ey ® e3 ® e4 ® ey es un vector peso, de peso (0,2,1,1).

Ejemplo 5.9. W = A™V.
Si A € gl(V), A actia en W segtn (5.3) por

P(A) (v Avg - Avy) = Avg A Ao Avy + 01 AAv A= AUy -+ 01 Avg - -+ A Ay,
Los vectores de la base candnica del producto exterior son vectores peso. En efecto,
Hi(ej, Nejp A=+ Nej,,) = Zegl AHi(ej) N Nej, = Nilejy Ao Aej A ANeg,),
donde \; es la cantidad de veces que aparece el indice ¢ entre los j’s que puede ser una vez o

ninguna.
Supongamos que dim(V') =3 y m = 2. Entonces
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Hl.(el N 63) = €1 A €3,
Hz.(el N 63) == O7
Hg.(el N 63) =e1 A es.

Luego e; A e3 es un vector peso, de peso (1,0, 1).

Ejemplo 5.10. W = Sym™ V.

Si A € gl(V), Aactiaen W de acuerdo a (5.2). Ademds, recordemos que si ea ® €2 @ e3 es la
imagen en el producto simétrico de e;®es®e3, entonces p(A)(ex ® e ® e3) = p(A) (e @ e3 @ e3).
En general, abusando de la notacién, escribiremos indistintamente e; ® €5 ® e3 como elemento
del producto tensorial o simétrico. Asi, por ejemplo, si dim(V') = 3 y m = 3, entonces

Hl.(€2 X er ® 63) = 0;
Hy.(es ®ea ®e3) =2(eg ® €3 ® e3);
Hg.(@g ® ex & 63) =€y ex D es;

Luego e; ® es ® e3 es un vector peso, de peso (0,2, 1).

Los pesos son en estos casos m-uplas de enteros no negativos (esto no es cierto para cualquier
representacion, pero si para las llamadas tensoriales).

Definiciéon 5.11. Un peso A = (Ay,..., \,,) es dominante si Ay > Ay > -+ > Ay,

Los pesos dominantes se pueden representar con diagramas de Young. Al peso (A, Ag..., \p)
le asociamos el diagama de Young con \; cuadritos en la primera fila, Ay cuadritos en la segunda
fila y asi sucesivamente para terminar con A, cuadritos en la tltima fila. Este diagrama tiene
un total de A\y + Ao + - - - + \,,, cuadritos y tiene k filas si Ay # 0 y A\p1 = 0. Debemos hacer
notar que si no especificamos m, un mismo diagrama puede corresponderse en pesos distintos.
En cambio si m estd previamente fijado no hay ambigiiedad alguna.

Ejemplo 5.12. Si m = 5, el peso dominante (3,2,2,1,0) se representa por

|

Ahora, este mismo diagrama representa también al peso dominnante (3,2,2,1) (con m =4) y
a los pesos dominantes (3,2,2,1,0,0) (con m =6) y (3,2,2,1,0,0,0,0,0) (con m =9).

Como vimos, las matrices diagonales de gl(V') juegan un rol muy importante; permitieron
definir vectores peso y pesos. Las matrices triangulares superiores estrictas t* e inferiores
estrictas t~ de la descomposicién triangular de gl(V'), también tienen roles importantes.
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Elegimos como base para t* y t~ las bases canénicas formadas por las matrices E;; (i # j),
aquellas con una tnica entrada no nula e igual a 1 en la posicién 4,5. Si¢ > j, E;; € t y si

i < j,E;; € t7. Tenemos que
e;, sij=k;
Eij(er) = { )

0, sij#k.

Veamos ahora como es la accién de las matrices E;; en los vectores peso de V ® ... @ V' y
V A...AV. (El caso Sym* V es totalmente andlogo al del producto tensorial.)

Veamos el caso particular del Ejemplo 5.8, donde dim(V) =4y v = e ® e3 R e4 ® ey €s
vector peso de peso (0,2,1,1). Calculemos:

EFpov=e1R®e3®es Qes+e3Re3®ey ey
Eizv=e®e1 ®eq @ ey;
Eiyv=e®e3®e ®ey;
Eysv =€y ®ex ® eq @ ey
Fouv =9 ® ez ® ey @ eo;
Esqv = e ® e3 ® e3 @ ea.

Las matrices E;; € t™ aplicadas a v han producido vectores peso de diferente peso. Anotemos
como han cambiado los pesos:

!

12

0,2,1,1)=( )
0,2,1,1)=2(1,2,0,1)
0,2,1,1)=3(1,2,1,0)
)= )
)= ( )
)= ( )

( 1,1,1,1
(
(
(0,2,1,1)-2(0,3,0,1
(
(

SRR RG)

_)
0,2,1,1)24(0,3,1,0
54(0,2,2,0

!

0,2,1,1

Sigamos calculando.

Esv =0;
Esv = 0;
Euqv=0;

Epv=e3Re3ResQey+ e ez @ ey es;
Epv=e1Qe3s@es@ey+ e ®ez®eyq R ey;
Epv=-e®es®es® e

Las matrices I;; € t~ aplicadas a v han producido vectores peso de diferente peso. Anotemos
como han cambiado los pesos:
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sl

(0,2,1,1)2(0,0,0,0)
(0,2,1,1)24(0,0,0,0)
(0,2,1,1)%4(0,0,0,0)
(0,2,1,1)23(0,1,2,1)
( )= ( )
( )= )

ol

—

o =™

0,2,1,1)23

P200,1,1,2
0,2,1,1

=£(0,2,0,2

!

Segin el orden lexicografico en los pesos, vemos que las matrices de t+ han hecho crecer el
peso, mientras que las matrices de t~ lo han hecho decrecer. Los operadores de t* se llaman
Operadores de crecimiento y los operadores de t~ se llaman Operadores de decrecimiento.

Usando estos operadores analicemos el Ejemplo 5.9 donde dim (V) =3, m =2, {e1, ea, €3}
es la base candnica de V' y v = e; A e3. Entonces

E12U =0 Egl’l} = e9 N\ e3
E13’U =0 E31'U =0
E23U = €1 VAN €9 Eggv =0
Los cambios de peso son
(1,0, 1)?(0,0,0) (1,0, 1)?(0, 1,1)
(1,0, l)E—lé(O,O,O) (1,0, l)E—Sl>(0,0,O)
(1,0,1)=2(1,1,0) (1,0,1)=3(0,0,0)

Observamos que en este ejemplo las matrices E;; € t+ han hecho crecer los pesos o los han
anulado.

Ejemplo 5.13. Consideremos la representacién estandar vista en el Ejemplo 5.2. Los vectores
de la base de V' son vectores peso; més atn, e; es de peso (0,...,0,1,0,...,0) con el 1 en la
1-ésima posicién. El de mayor peso es entonces eq, cuyo peso es dominante. Ademas, es anulado
por todos los operadores de crecimiento y resulta que V' = ({Ejje; : ¢ > j}). Es decir, e; es un
vector de peso dominante, anulado por todos los operadores de crecimiento, tal que junto con
los operadores de decrecimiento generan toda la representacion.

Ejemplo 5.14. Sea ahora W =V ® V| con dim V' = 3, bajo la accién de gl(V'). Escribamos
algunos vectores peso, de peso domiante y veamos como actuan los operadores de crecimiento
y de decrecimiento en ellos. Por ejemplo

U1:€1®€1 y U2:€1®62

son vectores peso de pesos (2,0,0) y (1,1,0) respectivamente.

El vector v es anulado por todos los operadores de crecimiento, mientras que v, no. De
hecho Eisv9 = v1. Veamos que obtenemos, a apartir de v = vy, aplicando repetidamente los
operadores de decrecimiento.
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Peso (2,0,0) : v = €1 ® eq;

Peso (1,1,0) : E91(v) = €2 @ e + €1 ® eo;

Peso (1,0,1) : E51v = e3 @ €1 + €1 ® eg;

Peso (0,2,0) : E9 Ey v = e3 ® ey;

Peso (0,1,1) : E31FE0v =e3® e+ €3 ® e3,
EgE310 = €3 ® €3 + €3 ® €3,
Es9E91 E91v = e3 @ e3 + €2 @ e3;

Peso (0,0,2) : E31E3510 = e3 ® e,
E3sF31FE9v = €3 ® €3,
E3sFy E310 = e3 @ e3,
E3sE3s Fo Fpjv = e3 @ e3.

El subespacio generado por los 6 vectores peso que aparecen, es una representacion irre-
ducible de gl(V'). Para ésta, v es un vector de peso maximo (tinico salvo escalares). Esta repre-
sentacion es exactamente Sym? V. Como esta representacion tiene dimensién 6 y dim VeV =9,
luego V ® V no es irreducible. Busquemos la(s) componente(s) irreducible(s) que falta(n) para
completar la descomposicion de V ® V. El vector vy es vector peso de peso dominante pero
no es anulado por todos los operadores de crecimiento. Ademas, si hicieramos lo mismo que
hicimos con v; encontrariamos por ejemplo que Esvs = ea® e, que ya estd en la representacion
anterior.

Hagamos entonces otra cosa. Busquemos un vector peso de peso (1,1,0) pero que sea
anulado por todos los operadores de crecimiento. Podemos tomar

Vg =€ ey —ex3e
y hacer lo mismo que hicimos con v;. Los vectores no nulos que se obtienen son
Ezpvz=e1®e3—e3®@e1 y Ezvz=e3®e; —ex®es.
El subespacio generado por los 3 vectores peso que aparecen es otra representacion irreducible
de gl(V), dim(V) = 3. Es exactamente A?V.
Como V ®V = Sym?V @ A%V, hemos terminado. Cada una de estas representaciones

irreducibles estan generadas por sus vectores de peso maximo cuyos pesos son dominantes,
luego podemos asociarles a cada una un diagrama de Young. Asi podemos ahora escribir

V®V:Dj@H.
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Lo visto en este ultimo ejemplo sucede en toda representacién de gl(V'). Es decir, toda
representacion es suma directa de subrepresentaciones irreducibles (ver Teorema 5.6) y cada
una de éstas tiene un vector de peso maximo a partir del cual se la puede obtener completa.
Esto es lo que afirma el siguiente teorema.

Teorema 5.15 (Teorema de peso maximo). Sea W una representacion irreducible de gl(V') de
dimension finita. Entonces existe un vector v € W, tinico salvo escalares, que satisface:

1. Es un vector peso de peso dominante.
2. Es anulado por todos los operadores de t+.

3. El espacio generado por v yT;, ... T;v conT; € t7 es W.

El vector v es un vector de peso maximo de W. Ademds si Wy y Wy son dos representaciones
wrreducibles con vectores de peso marimo vy y vy de pesos A\ y Ay respectivamente, Wy y Wy
son equivalentes si y solo si A\ = Xs.

Ademas dado un peso dominante A, existe una representacion irreducible V) de dimension
finita de peso maximo \. Es decir, las representaciones irreducibles de gl(V') estan parametrizadas
por los pesos dominantes. La dimensién de la representacién correspondiente a A = (Aq, ..., Ap)
es

dimv; = [[ M=
i<j J =t
Sobre la descomposicion en irreducibles

Dada una representaciéon W de gl(V') no hay a priori ningiin método efectivo para descom-
poner a W como suma directa de subrepresentaciones irreducibles.

En lo que sigue nosotros necesitamos descomponer muchas representaciones dadas como
sumas de irreducibles. Haremos esto de la siguiente manera. Empezaremos con una base de W
formada por vectores peso y distinguiremos aquellos elementos de la base de peso dominante;
luego para un peso dominante dado buscaremos entre todos los vectores peso de ese peso, vec-
tores de peso méaximo. Asocidos a cada uno hay entonces una subrepresentacion en irreducibles
de ese peso maximo. Haciendo esto con todos los pesos dominantes presentes descomponemos
la representacion W dada.

El procedimiento descripto requiere gran cantidad de operaciones de la aritmética del algebra
lineal en espacios de dimensién muy grande. Es por esto que es necesario usar la computadora
para llevarlos a cabo. Vale la pena observar que los resultados de los algoritmos implementados
en Maple pueden ser verificados y esto no es demasiado engorroso en general. Los algoritmos
entregan vectores de peso maximo linelamente independientes. Verificar que en efecto son
vectores de peso maximo es mucho mas facil y sencillo que encotrarlos; para esto hay que
verificar que los operadores de crecimiento los anulan. Que son linealmente independientes
suele ser posible por simple inspeccién. Luego, como sabemos de que dimension es cada una
de la representaciones asociadas a cada vector de peso maximo una vez alcanzada la dimensién
total estamos seguros de haber terminado.
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5.1 La homologia como representacién de gl(1)

Para todo n > 2 y todo k > 1, el algebra de Lie £F definida en la Seccién 4 tiene una estruc-
tura natural de gl(V)-médulo dada por la representacién estandar, sus productos exteriores,
simétricos y productos tensoriales y sumas de éstos. Luego, el complejo de Koszul también es
un gl(V)-médulo. Ademas, las diferenciales d, del complejo son gl(V')-morfismos. Asi resulta
que los grupos de homologia de £F son gl(V')-médulos.

Veamos que las diferenciales 0, son gl(V')-morfismos.

Demostracién. Sean z,y € LF y A € gl(V)
Alz,yl = Az ANy) = Az ANy+x AN Ay = [Ax,y] + [z, Ay] luego A.[z,y] = [A.x,y] + [z, Ay]
Probar que las diferenciales 0, son gl(V')-morfismos es probar que:

0,A = Ad,
OpA(mi Ao oay) =0,( Y (w1 A NAap Aoy) =Y (Oplar Ao NAap AL ay)) =
k k
SO ) mal Az AT NAxg AT Azt
k 1<jii,j#k
1+k+1 ~ —_—
D =0T w Amd Awy AT NAp A Ayt
i<k
S Aag g Ax o AT A AT Ay) =
k<j
Z i+j+1 ~ ~
( Z (—1) [, x] Awy - ATy NAxpg AL Ty Axy)+
ko i<jijk
S0 (A w) Ay NAzg A AT Ayt

i<j
(@, Az ) Amy - AT ANAT A Ap) =

SO CO) " mag] Awy AT NAag AL Ey e Ay)+

ko i<jiijtk
ST Az g Axy o AT A AT Ay =
i<j
Z(—l)i+j+1A([xi,xj] ATy ATy Ty Axp) =
i<j
A.(Z(—l)i+j+l[xi,xj]/\x1-~~/\@...@~~/\xp) =
i<j

A0y(xy N .. xp)
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6 Estructura de GL(V)-médulo de la homologia

En esta seccién calcularemos los segundos grupos de homologia con coeficientes triviales de las
dlgebras L2 y £3. Esta seccion es la parte central de este trabajo. Los calculos realizados y los
resultados obtenidos eran hasta ahora desconocidos.

Recordemos que los segundos grupos de homologia que queremos determinar son

Hy(£2) = Nu(dy : A2L2 — L2)
2T Im (05 1 ABL2 — A2L2)

Hy(L?) = Nu(dy : A2L3 — L3)
2T (8 - ABL3 — A2L3)

Los espacios lineales que aparecen son de dimensiones muy grandes y no acotadas cuando n
crece. Por ejemplo para £2 tenemos que

dim(£2) | dim(A%(£2)) | dim(A3(L£2))

n=2 9 36 84
n=3 24 276 2.024
n=4 50 1.225 19.600
n=>5 90 4.005 117.480
n==6 147 10.731 518.665
n =10 605 182.710 36.724.710

n=20| 4.410 9.721.845 | 14.284.630.920

ds da(d>=2) da(dy=2) (dy—1)
2 8 48

donde dy = n(n +1)?

Para £ tenemos que
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dim(£3) | dim(A2(£3)) | dim(A3(£3))
n=2| 18 153 816
n=23 60 1.170 34.220
n=4| 150 11.175 551.300
n=5| 315 49.455 5.159.805
n=6 | 588 172,578 33.710.236
n=10| 3.630 | 6.586.635 7.965.437.260
n=20| 48510 |1.176.585.795 | 19.024.607.914.620

donde d3 = n(n + 1)*(n + 2)

Los tamanos de los espacios involucrados y sobre todo el hecho de ser no acotados hace imposible
calcular los espacios de homologia que nos interesan usando solamante algebra lineal. De hecho
ni siquiera es posible para n chico usando la computadora.

La teoria de representaciones resulta una herramienta fundamental que nos permite calcular
los grupos de homologia que nos interesan, no sélo para algunos valores de n sino sorprenden-
temente para todo valor de n.

Las &lgebras £2 y L3 tienen una estructura natural de GL(V)-médulos como también sus
potencias exteriores. Estas estructuras pasan a la homologia ya que los operadores de borde 9,
son GL(V)-morfismos.

El problema es entonces determinar la estructura de GL(V')-médulo de los grupos de ho-
mologia que nos interesan. Para esto a partir de la estructuras de GL(V')-médulo de las dlgebras
L2y L3 determinamos la estructura de GL(V)-moédulo de sus potencias exteriores de orden 2
y 3 para luego calcular el segundo grupo de homologia.

Estabilizaciéon

La estructura como GL(V)-mddulo de L2 se estabiliza a partir de n = 3 y la de £ a
partir de n = 4. Correspondientemente las estructuras de las potencias exteriores involucradas
también se estabilizan para ciertos n. Este fenémeno es el que nos permite independizarnos
de n y calcular la homologia que nos interesa para todo n. Mas precisamente la estructura
de GL(V)-mé6dulo de A3L2 y la de A3L2 se estabilizan para n = 6 (para los submédulos que
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nos interesa descomponer). Atdn en estos casos los espacios involucrados son de tamano muy
grande. En efecto recordemos que para n = 6,

dim £2 = 147;  dim A’£2 =1.0731;  dim A*£? = 518.665

dim £3 = 588; dim A*L? = 172.578; dim A*£? = 33.710.236.

Las estructura de GL(V')-md6dulo de los espacios involucrados, para n < 6, la determinamos
calculando todos los vectores de peso maximo. Esto lo hacemos implementando los algoritmos
lineales correspondientes en Maple.

Asi, por ejemplo para encontrar vectores de peso maximo del submédulo V& (V ®Sym? V)®
(A%V ® Sym? V') € A3L3, para n = 6, cuya dimensién es 238.140, se agrupé los vectores de una
base formada por vectores peso segun su peso, consideramos sélo los de peso dominante y en
el espacio que éstos generan se determiné el niicleo comtn de los 15 operadores de crecimiento.
Para este caso concreto una computadora moderna demoré aproximadamente 36 horas, para
obtener como resultado 93 vectores de peso maximo que ocupan casi 95 paginas.

Las componentes irreducibles de cada submddulo (de £F, A%(Lk) y A3(LF) con k = 2,3)
fueron encontradas usando los programas que estan en la seccién 7 y se encuentran en la
seccion 9 bajo el titulo Vectores de peso maximo de Lnk. Una vez propuestos los vectores
de peso maximo, es facil comprobar que en efecto lo son, verificando que son anulados por
todos los operadores de crecimiento. Luego usando las férmulas usuales se puede determinar las
dimensiones del submodulo a descomponer y la de los correspondientes submddulos irreducibles.
Si la suma de las dimensiones de todas las componentes irreducibles propuestas es igual a la
del submédulo en cuestion se sigue que esa es su descomposicion en irreducibles.

6.1 Caso L?

Dado V' un espacio vectorial de dimension n consideramos el algebra de corrientes
L2=VaeANV)e((CaV)

introducida en el Capitulo 4.

6.1.1 Estructura de £?

Consideramos la siguiente descomposicién de £2 como suma directa de submdédulos:
Li=(VeCe(VaV)s (NVeC)e (A VeV).

Tenemos la siguiente tabla
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L
Submoédulo | Peso Total | Dimensién
1 VeC 1 n
2| AVeC 2 n(n=l)
3 VeVv 2 n?
1] NV eV 3 n*(n-1)

Table 1: Descomposicién de £2

6.1.2 Estructura de A*(L£2)

Recordemos que dado dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo Wy y Wy
AWy @ W) =2 AW, @ (W) @ Wa) @ AW,

Asi, resulta que:

AL =(N(VeC)e (NVeV)) e (A (A(V)RC)) e (A(A(V)eV))
e(VeCeVeV)e (Ve e A (V)®C)a (VeC) e (A (V) V))
e(VeV)a(A’VeC)ae(VeV)e (W VaeV)) e (A(V)eC)e A’V eV)).

En esta primera descomposicién de A?(£2) ordenaremos los 10 submédulos de acuerdo a su
peso total en la tabla que sigue. Hacemos notar que la mayoria de éstos no son irreducibles.

A (L)
Submodulo Peso Total Dimension
AV ®C) 2 nln-l)
Vel eVaV) 3 n3
(V®C)® (A2V @ C) 3 nZ(n—1)
AN(VeV) 4 nin1)
A (AV @ C) 4 n(n—L)n-n-2)
(VoC)® (A2VeV) 4 nn-l)
(VoV)® (AV @ C) 4 1)
(VeV)® AV V) 5 1)
AV @C)® (A2V ® V) 5 (17
AZ(AQV ® V) 6 ”2("—1)(gs—n2—2)
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6.1.3 Analisis del nicleo e imagen de 0, para L2

Basta Considerar V tal que dim(V) = 6 pues en A%(£2) el peso total maximo que aparece es

6. Fijo {e, f,g,h,v,w} una base de V.
Recordemos que

Proposiciéon 6.1. La diferencial Oy : A*(L2) — L2 como homomorfismo de GL(V)-mddulo

satisface que

By A2(L2) — L2

Submddulo Nu(ds) Im(0s)
1 | A2(V®CQC) 0 ANV ®C
2 1 (VeC)e(VeV) <uvi>@<vitoi> | ANVRV
3| (VeC)® AV eC) (V®C)® (A*V ®C) 0
4 | N2V eV) AN(VeV) 0
5 | A2(A*V @ C) A?(A*V @ C) 0
6 | (VoC) e (A VeV) (VeC) e (ANVeV) 0
7T (VeV)e AV eC) (Ve V) (A’V ®C) 0
8 | (VeV)® (A VeV) VeV)e (A VeV) 0
9 | A(VeCe(ANVeV) | A(VeC e (AVeV) 0
10 | A2(A’V @ V) A2(AV ®@V) 0
Donde v; es un vector de peso méximo de peso (3,0,...,0) y v3 + v3 es un vector de peso

maximo de peso (2,1,0,...,0) ambos pertenecientes a (V @ C) ® (V @ V).

Notacion.
e Con la letra u, denotaremos a los vectores de peso mdximo de £F,
e Con la letra v!, denotaremos a los vectores de peso maximo de A?(LF),

e Con la letra w!, denotaremos a los vectores de peso méximo de A3(L£F).

donde 7 nos indica el submoddulo al cual pertenece en la descomposicién previamente
fijada de £F, A2(LE) v A3(LF) respectivamente y j el lugar del vector de peso maximo en
la descomposicion en irreducibles de dicho submddulo obtenidos con los procedimientos
Maple de la Seccion 7.Estos se encuentran en el output del Maple grabado en el CD de
la Seccién 9. En la mayoria de los casos los vectores de peso maxino utilizados han sido
transcriptos.
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Prueba. Procedemos caso por caso.

Primer submédulo: A?*(V ® C)
Si(z@1)A(y®1) e A2(VRC),h((z@l)A(y®1) =(@Ay)®1e AV @C. Luego
H(A*(V®C)) C AV ®C.
Observemos que A?V @ C es el segundo submddulo en la descomposicién de £2 y que tanto
A*(V ® C) como A?V @ C son irreducibles.

Peso Vectores de peso méaximo de | Vectores de peso maximo de
A (V ®C) ANV ®C
(1,1,0,0,...,0) | vf=(e®@)A(f®1) uy=(eNf)®1

Evaluando tenemos que

32(1}%> = (92((6@) 1) A (f® 1))
=(eNf)®l

1
—/U/2.

Asi, resulta que:

Submédulo | Nu(9ds) | Im(0ds)
ARWVeC) | o |AVecC

Segundo submédulo: (V& C)® (Ve V)

Si(z@1)@y®2)e(VaC)e(VeV),dh(zel)®(yez)=(@Ay)0ze NVaV.
Luego &,((V @ C) @ (V®V)) C A’V @ V. La siguiente tabla muestra la descomposicién en
irreducibles de ambos mdédulos y vectores de peso maximo para cada uno de ellos con sus pesos
correspondientes. Cabe observar que A2V @V es el cuarto submédulo en la descomposicién de
L2

Peso Vectores de peso méaximo de Vectores de peso méaximo de
VeCe(VeV) ANV eV
(3,0,0,0,...,0) vi=(e®1)®(e®e)
(2,1,0,0,...,0) | vi=(e®@1)@(e@f) (@)@ (fxe) uj=(eNf)®e
v3=(e®1)@(Eexf)—(fel)®(exe)

(171a1a0a"'30) U%Z(6®1)®(f®g)—(6®1)®(g®f)— uiz(f/\g)@e—(e/\g)@f—k
(fol)eleog+(fel)e(goe)+ (enf)@g
el f)-(ge)a(fe
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Evaluamos ahora 0y en estos vectores de peso maximo.
Para el vector de peso (3,0,0,0,...,0)

82(1)%> = 82((6 X 1) (%9 (6® 6))
=(eNe)®1
= 0.

Para los vectores de peso (2,1,0,0,...,0)

D(v3)=0(e@r)@(exf)—(e@l)®(f@e))
=—(eNf)®e

D(13) =0((e@)@ (e f)—(fO1) @ (e®e))
=(eNf)®e

_—

Para el vector de peso (1,1,1,0,...,0)

By(vy) =da((e@)@ (fRg) — (@)@ f) - (fR1)@(e®yg)
+(fel)e@gee+(@el)e (e f)-(gel) e (f®e)
=2eNf)®g—2€eNg)Rf+2(fNg)®e

= 2u3.
Asi, resulta que:
Submédulo Nu(d2) Im(8) C A2V @V
Vel e (VeV) <vi=(e®l)®(e®e)>d ANV eV

<vi+vi=2e)Exf)-(ex])R(fxe)—
(fel)®(e®e) >

Tercer submédulo: (V @ C) @ (A*V @ C)

Si(z@)A(yAz01) e (VRC)@ A VRC), k()@ (yrzel)=001=0.
Asi, resulta que:

Submédulo Nu(0s) Im(0s)
VeC) e (AVeC) | (VeC) AV eC) 0
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Cuarto submédulo: A%(V @ V)

Si(z@y)A(z@w) e 2X(VaV), dh((z@y)@(z@w)) =z Az®0=0. Notar que esto es
debido al producto del dlgebra asociativa truncada A,.
Asi, resulta que:

Submédulo | Nu(dy) | Im(0s)
VeV | AveV)| o

Submoddulos restantes

La imagen por 9y de estos 6 submdédulos es nula, ya que A’V @ (C & V) es el centro de £2
y el segundo factor tensorial de estos submodulos son A2V @ C o A2V @ V.
Asi, resulta que:

Submédulo Nu(d)

A%(A%V ® C) A2(A%V & C)
VeC) e (NVeV) VeC) e (NVeV)
(VeV)® (A2V ®C) (VeV)® (A2V ®C)
VeV)e (NVeV) VeV)e (NVeV)
ANV RC)® AV V)| A2(VeC) e A2V e V)
ANV @ V) ANV ® V)

=
o | ool oo /7™
&b

6.1.4 Estructura de A3(£?)

Como hicimos con A%(L2), podemos descomponer A?(£2) como suma directa de 20 submédulos
ordenados de acuerdo a su peso total en la tabla que sigue.
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A (L7)
Submodulo Peso Dimension
Total
1 AV ®C) 3 2ln-Ln=2)
2 A2(V ®C)® (A2V ® C) 4 n2n1)”
3 A(VRC)e(VeV) 4 nin-1)
4 NV eV)e(VeC) 5 nin-1)
5 ANV eC) e (A2V V) 5 nin—1)”
6 ANV ®C)® (V ®C) 5 nin-1)(n(n=-1)-2)
7] (VRC)®(VeV)® AV g C) 5 n2(n=1)
8| Vel e(VeaV)e A VeV) | 6 n(n=1)
9 NV V) 6 nin?Din7-2)
10 N2V & C) 6 | Mo-hin-D-2n-1-1)
11 A(VeV)® (A’V ®C) 6 e tl)
12 ANV @ C) @ (Ve V) 6 2 (e L(nn1)-2)
13| (VoC) o(MVeC)e A VeV)| 6 nin1)”
14 ANV R V)® (A2V o V) 7 nin=1) (nt1)
15 ANV @C) @ (A2V o V) 7 nin=1)2n?—n2)
16 NNV QV)® (V& C) 7 ) (n=1)=2)
17| (VeV)e (AW eC) e (AVeV)| 7 1)
18 NNV V)R (Ve V) 8 ) (n=1)=2)
19 A2(AV @ V) @ (A2V & C) 8 ni(n—1) (nn=1)-2)
50 NNV @ V) 9 | Pl El-2 D=0

6.1.5 Analisis de la imagen de 95 para £

En esta seccion solo analizaremos la imagen de 03 pues es lo que necesitamos para determinar
el segundo grupo de homologia.

Observemos que a pesar de que el maximo peso total es 9, la dimensién de V' con la que
seguiremos trabajando es 6 ya que el peso total maximo de los submdédulos que necesitamos
descomponer como suma de irreducibles a lo sumo es 6.

Como ya lo hicimos en la demostracion del proposicién 6.1, dado un submoédulo de la
descomposicién de A3(L2) evaluaremos explicitamente 95 en un elemento genérico de éste, para
saber donde esta contenida su imagen. A continuacion obtendremos las imagenes de los vectores
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de peso maximo de cada componente irreducible de dicho submddulo para escribir la imagen
como suma directa de irreducibles. Luego de analizar todos los submoédulos enunciaremos el
lema con las conclusiones.

Cabe recordar que las componentes irreducibles de cada submédulo (de £, A2(LF) v A3(LF)
con k = 2,3) fueron encontradas usando los programas que estdn en la seccién 7 y dichas
componentes se encuentran en la seccion bajo el titulo Vectores de peso maximo de Lnk.

Observaciones.

e De aqui en adelante, para abreviar la nomenclatura de los submédulos involucrados en
la descomposicién de A3(L2) y de A%(L32), identificaremos aquellos que tengan un factor
de la forma W @ C con W, ya que estos son isomorfos. Asi, A3(V @ C) & A3V y
(VeC)e(VeV)® (A VeC) 2V (VeV)®A?V. Esto no causard confusién si uno
sabe en que contexto estd trabajando. Por ejemplo A*V @ (V @ V) se corresponde con
el submédulo A2 (V @ C) @ (V@ V) en A3(L2) y con (A’V @ C)® (V& V) en A?(L2).
Por otra parte el submédulo A?V @ A%V se corresponde con A*(V @ C) ® (A?V ® C) en
A3(L2) .

e Con el objetivo de que la notaciéon no interfiera en el desarrollo de lo que sigue, de
ahora en adelante, en la notacién suprimiremos la unidad del algebra asociativa y los
productos tensoriales y exteriores. Asi, un elemento de A3V = A3(V @ C) de la forma
(z®1)A(y®1) A (2®1)) lo identificaremos con zyz. Esto no causard confusién si uno
sabe en que contexto estd trabajando. Por ejemplo zyzt € A2V @ (V@ V) C A%(L2) es
en realidad el vector (r Ay ® 1) ® (2 ® t), pero zyzt € A*V @ (V@ V) C A3(L2) es el
vector (@ 1)A (y®1)® (2 ®1).

e Recordemos que:

-Con la letra u, denotaremos a los vectores de peso méximo de LF,
-Con la letra v}, denotaremos a los vectores de peso maximo de A%(LF) y
-Con la letra w!, denotaremos a los vectores de peso mdximo de A3(LF).

donde ¢ nos indica el submddulo al cual pertenece en la descomposicién previamente
fijada de £F, A2(L*) v A3(LF) respectivamente y j el lugar del vector de peso maximo en
la descomposicién en irreducibles de dicho submédulo obtenidos con los procedimientos
Maple de la Seccion 7.En la mayoria de los casos los vectores de peso maxino utilizados
han sido transcriptos.

Primer submédulo: A%V

Sizyz=axAyAze ANV,

Os(zyz) = (xAy)®@z— (2 A2)@y+ (YA2)®z
=ayz —xzy +yzr € NV V.
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Luego necesitamos la descomposicién en irreducibles de A*V y A2V ® V . La siguiente tabla
muestra la descomposicién en irreducibles de ambos mddulos y vectores de peso maximo para
cada uno de ellos con sus pesos correspondientes.Observemos que AV es irreducible.

Peso Vectores de peso méaximo de | Vectores de peso maximo de
A3V NV eV
(2,1,0,0,...,0) — vy =efe
(1,1,1,0,...,0) wi =efg vi= fge—egf +efg
Para el vector de peso méximo de peso (1,1,1,0,...,0)

O3(wy) = ds(e A f A g)
=eNfleg—(eng@f+(fAg ®e
=ecfg—egf+ fge

.2
_U3-

Notemos que v3 no pertenece a Im(Js)
Asi, resulta que:

Peso Vectores de peso maximo de | Vectores de peso maximo de
NV eV O5(AV)C ANV RV
(2,1,0,0,...,0) vl -
(1,1,1,0,...,0) v? v3

Segundo submédulo: A*V @ (A?V)
Sizyzt = (2@ D) A(y®1) @ (zAt®1) € A2V @ (A?V),
Ds(zyzt) = 05((2 @) A (y®1) @ (2 At ® 1))
=(r,y) @ DA (zAt®1) = ([r,2AH]R1) A (y®1)
+ ([y,z At @ 1) A (x®1)

=@ ANyR L) A(zAt®1)—0+0
= ayzt € A*(A?V)

El médulo A2V @ (A%V) no es irreducible, en cambio A?(A?V) si. En efecto tenemos que
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Vectores de peso méaximo de

Vectores de peso méximo de

Peso
A%V @ (A?V) A%(A?V)
(2,2,0,0,0,...,0) ws =efef —
(2,1,1,0,0,...,0) w? = efeqg — egef vs =efeg
(1,1,1,1,0,...,0) | w3 = —efgh+egfh —ehfg— —
fgeh + fheg — ghef

Evaluando 93 en cada uno de los vectores de peso méximo de A?V @ (A?V)

Para el vector de peso (2

,2,0,0,0,...,0)

1

83(’(1)2) =0.

Para el vector de peso (2,1,1,0,0,...,0)

d3(w3) = Os(efeg)
= efeg
= v;.

Para el vector de peso (1,1,1,1,0...,0)

Asi, resulta que:

3

83(21)2) =0.

Peso Vectores de peso méximo de | Vectores de peso maximo de
A2(A2V) 85(A2V © (A2V)) C A2(A2V)
(2,1,1,0,...,0) vl vl

Tercer submdédulo: A2V @ (V@ V)

Siayzt € A2V @ (VeV)

O3(xyzt) = [z, y]

2t — [z, 2ty + [y, 2]t

= (vyzt) + (—azty +yzty) CAPV @ (VR V)o (Ve V) V.

La descomposicién en irreducibles de A*V @ (V@ V) y A2V @ (VR V)& (A2VRV)QV estd

dada en la siguiente tabla.
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Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de
ANV R([VeV) ANVRVeV)e (AM2VeV)eV
(3,1,0,0,0,...,0) wi = —efee vl =efee vg = efee
(2,1,1,0,0,...,0) w%:—fgee—l—egef—efeg v?:—fgee—l—egef—efeg ’Ué:—fgee—i-egef—efeg
w§zfgee—egfe+efge ’U?:fgee—egfe—&-efge vézfgee—egfe—&-efge

(2,2,0,0,0,...,0) wj =efef —effe vt =efef —effe vg =efef —effe
(1,1,1,1,0,...,0) | w3 = —ghef + fheg — fgeh+ | v2 = —ghef + fheg — fgeh+ | v3 = —ghef + fheg — fgeh+

ghfe —ehfg+egfh — fhget | ghfe —ehfg+egfh — fhget+ | ghfe—ehfg+egfh — fhge+

ehgf —efgh + fghe— ehgf —efgh + fghe— ehgf —efgh + fghe—
eghf +efhg eghf +efhg eghf +efhg
Para el vector de peso méaximo de peso (3,1,0,0,0,...,0)

Os(w3) = [—efee] + [efee]

| 1
= —vV; + vg.

Esta imagen junto con v} o v! son linealmente independientes y como en A’V @ (V @ V) &
(A2V ® V) ® V hay dos vectores de peso maximo de peso (3,1,0,0,0,...,0) sin pérdida de
generalidad podemos suponer que v} o v3 no pertenece a la imagen de 5.

Para los vectores de peso méximo de peso (2,1,1,0,0,...,0)

05(w3) = —[fgee — egfe +efge] — [efeg — egef + egfe — efge]
= v? + vg + vg’

05(w3) = [fgee — egfe + efge] +2[efeg — egef + fgee]
= vs — 20¢.

Estas imdgenes junto con v2 y vg ( o v? y v2) son linealmente independientes y como en
ANV (VeV)d(A’VeV)®V hay cuatro vectores de peso méximo de peso (2,1,1,0,0,...,0)
sin pérdida de generalidad podemos suponer que vZ y v§ ( 0 v2 y v3) no pertenecen a la imagen
de 83.

Para el vector de peso méximo de peso (2,2,0,0,0,...,0)

O5(ws) = lefef —effe] +[—effe+efef]
= v? + vg.
Esta imagen junto con vg o v7 son linealmente independientes y como en A’V @ (V @ V) &
(A2V ® V) ® V hay dos vectores de peso maximo de peso (2,2,0,0,0,...,0) sin pérdida de

generalidad podemos suponer que v§ o v7 no pertenece a la imagen de 0s.
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Para el vector de peso méximo de peso (1,1,1,1,0,...,0)

O3(w3) = —[ghef — fheg + fgeh — ghfe+ehfg—egfh+ fhge
—ehgf +efgh— fghe + eghf — efhg]
—2[egfh —ehfg—efgh+ ehgf +efhg —eghf — fgeh
+ fheg — fhge + fghe — ghef + ghfe]
_ .5 5
= v; — 2vg.

Esta imagen junto con vg o v2 son linealmente independientes y como en A’V @ (V @ V) &

(A2V ® V) ® V hay dos vectores de peso mdximo de peso (1,1,1,1,0...,0) sin pérdida de
generalidad podemos suponer que v§ o v3 no pertenecen a la imagen de Os.

Asi, resulta que:

Peso Vectores de peso méaximo de Vectores de peso maximo de
ANVRVeV)e (A2 VeV)V | 3(A2VR(VRV)CA2V(VeV)d(A2VRV)eV
(3,1,0,0,...,0) vl v} —vy +vg
(2,1,1,0,...,0) v2 2 vF +v§ + v§
U? Ug U? - 21)2
(2,2,0,0,...,0) vd vl vi +vg
(1,1,1,1,...,0) vl 3 v? — 203

Observacién. Observamos que

BNV R (VRV)) =< —vr+uvs >0 <02 +0v] +vg >d < vi— 205 >
O <vs+vg>®<vd— 208 >
2NV VeV
2 (AVRV)’V

Por lo tanto

NVRVeV)a(AVeV)oV)/Imd(AVe(VeV)~ANVeV)oV

AMVeVeV)eAM’VeV)eV)/Imd;(A°Ve (Ve V) ~AVe ((VeV).

Cuarto submédulo: A2(V@ V)@V
Sizyztu e >(VoV)V

Os(zyztu) = —[z, ulyzt + [z, utzy
= —zuyzt + zutry € (Vo V)@ (Ve V).

La descomposicién de A2(V @ V)@V y (A2V @ V)® (V& V) en submédulos irreducibles se
muestra en la siguiente tabla:
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Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de
ANVRV)eV NV (VeV)
(4,1,0,0,0,0,...,0) wj = —eeefe vg = —efece
wi = —eefee
(3,2,0,0,0,0,...,0) w} = eeffe — effee — 2eeef f vl = efeef — ef fee
wﬁ:eeffe—eeeff—eefef vg:efeef—efefe
(3,1,1,0,0,0,...,0) w} = —eefge + eegfe + efgee — egfee — 2fegee vZ = fgeee — egeef + efeeg
wi’ = efgee — egfee — fegee — eeegf + eceefg Ug' = —fgeee + egefe — efege
wZ:—fegee-keegef—eefeg v§ = —fgeee + egfee — efgee
w§ = efege + efgee — egfee — fegee
(2,2,1,0,0,0,...,0) wy = —efgef +egfef —effge + 2efgfe — egf fe— vl = fgeef — fgefe —egfef + egffe+ efgef — efgfe
fegfe — ffgee +eefgf —eegff + 2fegef
wi® =efgfe —egffe— fefge — ffgee + eefgf— v§ = —fgeef + egeff —efegf + fgfee — egffe+effge
eegff —efegf + fegef
vy = —fgefe +egeff —efefg+ fgfee —egfef +ef feg
(2,1,1,1,0,0,...,0) wil = feghe — fehge — fghee + fhgee + gehfe+ vg0 = egehf — efehg — ghfee + ehfge — egfhe + fhgee—
gfhee — eeghf + eehgf + eghef — ehgef — 2gehef+ ehgfe + gheef — fheeg + fgeeh + ehefg — egefh—
eefhg — eehfg — efheg + ehfeg + 2feheg— ehegf + efegh + efghe — fghee + eghfe — efhge
eefgh + eegfh + efgeh — egfeh — 2fegeh
wl2 = efghe — efhge — egfhe + eghfe+ v§! = ehefg — egefh — ehegf + efegh + egehf — efehg—
ehfge — ehgfe + feghe — fehge — fghee+ ehfeg + egfeh + ehfge — egfhe + ehgef — efgeh—
fhgee + gehfe + gfhee — 2eeghf + 2eehgf+ ehgfe + efghe — eghef + efheg + eghfe — efhge
2egehf — 2gehef + 2eefhg — 2eehfg — 2efehg+
2feheg — 2eefgh + 2eegfh + 2efegh — 2fegeh
w32 = —gheef + fheeg — fgeeh + ghefe—
ehefg + egefh — fhege + ehegf—
efegh + fgehe — egehf + efehg
(1,1,1,1,1,0,...,0) v3® = hvefg — gvefh + ghefv — hvegf + fvegh—
fhegv + gvehf — fvehg + fgehv — ghevf + fhevg—
fgevh — hvfeg + gufeh — ghfev + hvfge — ev fgh+
ehfgv — gufhe + evfhg — egfhv + ghfve — ehfvg+
egfvh + hvgef — fvgeh + fhgev — hvgfe + evgfh—
ehgfv + fughe — evghf + efghv — fhgve + ehgvf—
efgvh — gvhef + fvheg — fghev + gvhfe — evh fg+
eghfv — fvhge + evhgf — efhgv + fghve — eghv f+
efhvg + ghvef — fhveg 4+ fgveh — ghvfe + ehvfg—
egvfh + fhvge — ehvgf + efvgh — fgvhe 4+ egvhf — efvhg

Evaluamos ahora d5 en cada uno de los vectores de peso maximo.
Para los vectores de peso maximo de peso (4,1,0,0,0,0,...,0)

O3(w3) = —vg.




Luego vg pertenece a la imagen de 0s.
Para los vectores de peso méaximo de peso (3,2,0,0,0,0,...,0)

O3(w3) = —3ef fee + 3efeef

= 3v3
Os(wy) = —2ef fee +efeef 4+ efefe
= 203 — vg.

Como las imédgenes de w3 y wj son linelmente independientes pues v3 y v$ lo son, 3v3 y 2v3 — v§

pertenecen a la imagen de d3 o lo que es lo mismo v y v§.
Para los vectores de peso méximo de peso (3,1,1,0,0,0,...,0)

Os(w?) = 2egefe — 2efege + efeeq — egeef + efgee — egfee
= v + 2v5 — vg

O5(wl) = 2efeeqg — 2egeef — efege + egefe — efgee + eg fee

= 203 + v}

Os(w}) = —2efege + 2egefe — 2fgeee + 2eg fee
= 2u3

O5(wl) = efeeg — egeef + egefe — efege
= vg +v§’.

De estas cuatros imagenes sélo tres de ellas son linealmente independientes, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que son las tres primeras. Luego v + 2v3 — vg, 202 + v3 y 203
pertenecen a la imagen de 93 o lo que es lo mismo vZ , v3 y v§.

Para los vectores de peso maximo de peso (2,2,1,0,0,0,...,0)

Os(wy) = v§ + vy

Os(ws®) = —vf + 2vg — V5.

Estas dos imdgenes junto con v§ son linelmente independientes y como hay tres vectores de peso

maximo de peso (2,2,1,0,0,0,...,0) en (A’V @ V) ® (V ® V) podemos, hasta aqui, suponer

que vy no pertenece a la imagen de 0s.

Para los vectores de peso méaximo de peso (2,1,1,1,0,0,...,0)
Os(wy') = —4vg? — 2vg"
Os(wy?) = —4vg® — 4vg’ + 3ug".

Estas dos imé&genes junto con vg? son linelmente independientes y como hay tres vectores de

peso maximo de peso (2,1,1,1,0,0,...,0) en (A’2V®V)®(V®V) podemos, hasta aqui, suponer
que vi% no pertenece a la imagen de 5.
Asi, resulta que:
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Peso Vectores de peso méximo de | Vectores de peso méximo de
AVeV)®(VeV) B(N2(VeV)eV)

(4,1,0,0,0,0...,0) va ve
(3,2,0,0,0,0...,0) o 2

v8 vg
(3,1,1,0,0,0...,0) vZ v3

v3 v3

vi va
(2,2,1,0,0,0,...,0) vy vl 4+ v§

v§ —vf + 20§ — o8

vg -
(2,1,1,1,0,0,...,0) 030 "4l — 210

val —4vi? — 4030 + 3vd!

vg? —
(1,1,1,1,0,0....0) e -

Quinto submédulo: A*V @ (A?V @ V)

Si zyztu € A’V @ (A*V @ V), O3(xyztu) = xyztu € A*V @ (A*V @ V) luego es sobre.
Asi, resulta que:

Submédulo Im(0s)
ANV RN VeV)| A2V (A TVeV)

Sexto submdédulo: A2(A?V) @V
Si zyztu € A2(A*V) @V

Os(xyztu) = [xy, ztju — [vy, ulzt + [2t, ulzy
= Ou — 0zt 4+ Ozxy
= 0.

Asi, resulta que:

Submodulo | Im(03)
A (NV)oV 0

Séptimo submédulo: V @ (V @ V) ® A2V
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Sizyztu e Ve (VeV)® AV

Os3(zyztu) = [z, y|ztu — [z, tjuyz + Ox
[z, y]ztu — [, t]uyz € (N*V @ V) @ A’V

(A2V @V)® AV 2 AV @ (A?V ® V) C Im(d3) por el quinto submédulo.
Asi, resulta que:
d3(V @ (V®V)®A?V) no aporta nada nuevo a la imagen de 0.

Octavo submédulo: V @ (V@ V)® (A2V e V)
Sizyztuv € V@ (VeoV)e (A2VeV),
Os3(zyztuv) = [z, y|ztuv — [z, tulvyz + |yz, tulve

= xyztuv — OQvyz 4 Ovx
= zyztuv € A*(A*V @ V).

Los vectores de peso maximo de V @ (V@ V) ® (A?V @ V) y A2(A?V ® V) se muestran en la
siguiente tabla.

Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de
1% p
Ve(VeV)e A2V eV) A2(A2V @ V)
5,1,0,0,0,0,0,...,0 wi = —eceeefe
»1,0,0,0,0,0, > 8
(4,1,1,0,0,0,0,...,0) wg = —eefege + eegefe + eceegf — eeeefg v%ozfefeege
wg = —efeege + egeefe + eceegf — eeeefg
w§ = —eeefge + eeceegf — eeeefg
wg = —feeege + geeefe + eeceegf — eeeefg
4,2,0,0,0,0,0...,0 w8 = efeefe — feeefe
8

'Lu’g7 = —cefefe+ efeefe

wg = efeefe — eeceef f

(3,2,1,0,0,0,0...,0) wd = —eeffge + ef fege — egfefe + feefge — ffeege + fgeefe viy = —efeefg +efefge — ef fege
wg® = efgefe — egfefe — cegeff + egeeff + eefefg — efeefg vy = —efeegf + 2efefge — ef fege
wg! = eeffge — feefge — eefegf + fecegf + ecefefg — feeefg

wi? = eeffge + efefge — ef fege + egfefe — feefge — eeefgf—

egeeff + feeegf + efeefg — feeefg

wg® = efgefe — egfefe — fegefe + gefefe + egeef f — geeef f—

efeefg + feeefg
wit = efgefe —egfefe — fegefe + fgeefe + gefefe — gfeefe

wés = efefge — feefge — efeegf + feeegf + efeefg — feeefg
16

wg’ = —efefge + effege —efgefe + feefge — fefege + fegefe
(3,1,1,1,0,0,0,...,0) w§7:heefgefhefege+hegefe7eeeghf+eegehf7eehegf+ U?O = —efeegh + efeehg—
feeghe — fegehe + fehege — geefhe + gefehe — gehefe+ efeghe + efgehe — efhege—
eeefhg — eefehg + eehefg — eeefgh + eefegh — eegefh egeehf + egefhe — egfehe—

46



wés = efgehe — efhege — egfehe + eghefe + ehfege — ehgefe+
feeghe — fegehe + fehege — geefhe + gefehe — gehefe+
heefge — hefege + hegefe — eeeghf + egeehf — eheegf
eeefhg — efeehg + eheefg — eecefgh + efeegh — egeefh
wég = eefghe — eegfhe + eehfge — feeghe + fegehe — fehege+
egeefhe — gefehe 4+ gehefe — heefge + hefege — hegefe
wgo = efeghe — egefhe + ehefge — eeeghf + egeehf — eheegf
eeefhg — efeehg + eheefg — eecefgh + efeegh — egeefh
wgl = —feeghe + fgeehe — fheege + geefhe — gfeehe + gheefe—
heefge + hfeege — hgeefe + eeeghf — egeehf + eheegf—
eeefhg + efeehg — eheefg + eecefgh — efeegh + egeefh
w§2 = —feeghe 4+ geefhe — heefge + eeeghf — geeehf + heeegf—

eeefhg + feeehg — heeefg + eeefgh — feeegh + geeefh

ehefge

(3,3,0,0,0,0,0,...,0) w33 = —effefe+ ffeefe+ cefeff — feeeff vig = efeeff
w§4 = —fefefe + ffeefe + eefeff — efeeff
(2,2,1,1,0,0,0,...,0) | w3® = —eefghf +egfehf —chfegf + feeghf — fgeehf + fheegf+ vy = efeghf — ef fghe—

effghe —egffhe + ehffge — ffeghe + fgefhe — fhefge
ecffhg —effehg +ehfefg — feefhg + ffeehg — fheefg—
eeffgh +effegh —egfefh + feefgh — ffeegh + fgeefh
w3® = fefghe — fegfhe + fehfge — ffeghe + ffgehe — ffhege+
fgefhe — fgfehe + fghefe — fhefge + fhfege — fhgefe—
eefghf +eegfhf —eehfgf + efeghf — efgehf + efhegf—
egefhf +egfehf — egheff + ehefgf — ehfegf + ehgeff
w3” = fghefe — fhgefe — gfhefe + ghfefe + hfgefe — hgfefe—
egheff + ehgeff + geheff — gheeff — hegeff + hgeeff+
efhefg —ehfefg — fehefg + fheefg + hefefg — hfeefg—

efgefh +egfefh + fegefh — fgeefh — gefefh + gfeefh

w28 = effghe — efgfhe + efhfge + fegfhe — fehfge — ffeghe—
geffhe + gfefhe + heffge — hfefge — eefghf + efgehf—
efhegf + feeghf — fegehf + fehegf + gefehf — gfeehf—
hefegf + hfeegf + eeffhg — effehg + efhefg — feefhg—
fehefg + ffeehg + hefefg — hfeefg — eeffgh + effegh—
efgefh + feefgh + fegefh — ffeegh — gefefh + gfeefh

w2® = fegfhe — fehfge — ffgehe + ffhege — gef fhe + gf fehe—
gfhefe + heffge — hffege + hfgefe —eegfhf + eehfgf+
efgehf — efhegf + geefhf + geheff — gfeehf — heefgf—
hegeff + hfeegf + eeffhg — effehg + efhefg — feefhg—
fehefg + ffeehg + hefefg — hfeefg — eeffgh + effegh—
efgefh + feefgh + fegefh — ffeegh — gefefh + gfeefh

ng = effghe —efgfhe + efhfge — fefghe + fegfhe — fehfge—
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egefhf +egffhe+ ehefgf—

ehffge

vy = —efgefh + efgehf—
efgfhe —efhegf + efhfge—
egfehf +egffhe —ehffge—

fgefhe

w8y = —efefgh + efefhg—
efeghf + effegh —effehg+
effghe —efgehf +efgfhe+
efhegf — efhfge + 2egfehf—

2egffhe + 2ehffge + 2fgefhe




efeghf +efgehf —efhegf + feeghf — fegehf + fehegf+
efefhg —effehg + efhefg — feefhg + fefehg — fehefg—

efefgh +effegh —efgefh + feefgh — fefegh + fegefh

(2,2,2,0,0,0,0,...,0)

wi! = efgfge — egffge — ffgege + fgfege + gfgefe — ggfefe—
eegfgf +egefgf + fegegf — fgeegf — gegeff + ggeeff+
eeffgg —efefgg — fefegg + ffeegg + gefefg — gfeefg

v§’2 = —efgfge +egffge+ fegfge — fgefge — geffge + gfefge+
efgegf —egfegf — fegegf + fgeegf + gefegf — gfeegf—
efgefg+egfefg+ fegefg — fgeefg — gefefg + gfeefg

wi® = —efgfge+egffge + ffgege — fgefge — fggefe + gfefge—
gffege + ggfefe+ eegfgf —egfegf + eggeff — fegegf+
fgeegf —geefgf + gefegf — ggeeff —eeffgg + ef fegg—

efgefg+ feefgg + fegefg — ffeegg — gefefg+ gfeefg

(2,1,1,1,1,0,0,...,0)

wg4 = efghve — efhgve + efvghe — egfhve + eghfve — egv fhe+
ehfgve — ehgfve + ehvfge — evfghe + evgfhe — evhfge—
feghve + fehgve — fevghe + fgehve — fgheve + fgvehe—
fhegve + fhgeve — fhvege + fveghe — fvgehe + fvhege+
gefhve — geh fve 4+ gevfhe — gfehve + gfheve — gfvehe+
ghefve — ghfeve 4+ ghvefe — gvefhe 4+ gvfehe — gvhefe—
hefgve + hegfve — hevfge + hfegve — hfgeve + h fvege—
hgefve + hgfeve — hgvefe + hvefge — hvfege + hvgefe+
vefghe — vegfhe + vehfge — vfeghe + vfgehe — vfhege+
vgefhe —vgfehe + vghefe — vhefge + vhfege — vhgefe

wgs = fgehve — fhegve + fveghe — gfehve + ghefve — gvefhe+
hfegve — hgefve + hvefge — vfeghe + vgefhe — vhefge—
egehvf + ehegvf — eveghf 4+ geehvf — gheevf + gveehf—
heegvf + hgeevf — hveegf + veeghf — vgeehf + vheegf+
efehvg — ehefvg + evefhg — feehvg + fheevg — fveehg+
heefvg — hfeevg + hveefg — veefhg + vfeehg — vheefg—
efeguh + egefvh — evefgh 4+ feeguh — fgeevh + fveegh—
geefvh + gfeevh — gveefh + veefgh — vfeegh 4+ vgeefh+
efeghv — egefhv + ehefgv — feeghv + fgeehv — fheegv+
geefhv — gfeehv + gheefv — heefgv + hfeegv — hgeefv

wg5 = efghve — efhgve + efvghe — egfhve + egh fve — egufhe+
ehfgve — ehgfve + ehvfge — evfghe + evgfhe — evh fge—
eeghvf + eehgvf — eevghf 4+ egehvf — eghevf + egveh f—
ehegvf + ehgevf — ehvegf + eveghf — evgehf + evhegf+
eefhvg — eehfvg + eevfhg — efehvg + efhevg — efvehg+
ehefvg — ehfevg + ehvefg — evefhg + evfehg — evhefg—
eefguh + eegfvh — eevfgh + efeguh — efgevh + efvegh—
egefvh + egfevh — egvefh + evefgh — evfegh + evgefh+

eefghv — eegfhv + eehfgv — efeghv + efgehv — efhegv+
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vsl)o = efeghv — efegvh+
efehvg — efghve + efhgve—
efvghe — egefhv + egefvh—
egehvf + egfhve — eghfve+
egufhe + ehefgv — ehefvg+
ehegvf — ehfgve + ehgfve—
ehvfge — evefgh + evefhg—
eveghf + evfghe — evgfhe+

evhfge




egefhv — egfehv + eghefv — ehefgv + ehfegv — ehge fv
'w§’7 = feghve — fehgve + fevghe — fgehve + fhegve — fveghe—
gefhve 4+ geh fve — gevfhe + gfehve — ghe fve 4+ gvefhe+
hefgve — hegfve + hevfge — hfegve + hgefve — hvefge—
vefghe + vegfhe — vehfge + vfeghe — vgefhe + vhe fge—
eeghvf + eehgvf — eevghf 4+ egehvf — ehegvf + eveghf—
gehevf + gevehf + gheevf — gveehf + hegevf — hevegf—
hgeevf + hveegf — vegehf + vehegf + vgeehf — vheegf+
eefhvg — eehfvg + eevfhg — efehvg + ehefvg — evefhg+
fehevg — fevehg — fheevg + fveehg — hefevg + hevefg+
hfeevg — hveefg + vefehg — vehefg — vfeehg + vheefg—
eefgvh + eegfvh — eevfgh 4+ efegvh — egefvh + evefgh—
fegevh + fevegh + fgeevh — fveegh 4+ gefevh — gevefh—
gfeevh + gveefh — vefegh + vegefh + vfeegh — vgeefh+
eefghv — eegfhv + eehfgv — efeghv + egefhv — ehefgv+
fegehv — fehegv — fgeehv + fheegv — gefehv + gehefv+

gfeehv — gheefv + hefegv — hegefv — hfeegv + hgeefv

(1,1,1,1,1,1,0,...,0) wgs:fgh'uweffgvhwe+fgwhve7fhnge+fh'ugweffhwg'ue+ v%g:efghvwfefghwv+
fvghwe — fvhgwe + fvwghe — fwghve + fwhgve — fwvghe— efgvwh — efhgvw + efhgwv—
gfhvwe 4+ gfvhwe — gfwhve + ghfvwe — ghv fwe + ghw fve— efhvwg + efvghw — efvgwh+
gvfhwe + gvhfwe — gvwfhe + gwfhve — gwhfve + gwv fhe+ efvhwg — efwghw + efwgvh—
hfgvwe — hfvgwe + hfwgve — hgfvwe + hgv fwe — hgw fve+ efwhvg — egfhvw + egfhwv—
hvfgwe — hvgfwe + hvw fge — hw fgve + hwg fve — hwv fge— egfvwh + eghfow — egh fwv+
vfghwe + vfhgwe — vfwghe + vgfhwe — vgh fwe + vgw fhe— eghvwf — egvfhw + egvfwh—
vhfgwe + vhg fwe — vhwfge + vw fghe — vwgfhe + vwh fge+ egvhwf + egw fhv — egw fvh+
wfghve — wfhgve + wfvghe — wgfhve + wgh fve — wgv fhe+ egwhvf + ehfgvw — eh fgwv+
whfgve — whgfve + whvfge — wvfghe + wvgfhe — wvhfge— ehfvwg — ehgfow + ehgfwv—
eghvwf + egvhwf — eqgwhvf + ehgvwf — ehvgwf 4+ ehwgv f— ehgvwf + ehvfgw — ehv fwg+
evghwf + evhgwf — evwghf + ewghvf — ewhgvf + ewvghf+ ehvgwf — ehwfgv + ehw fvg—
gehvwf — gevhwf + gewhvf — ghevwf + ghvewf — ghwevf+ ehwgvf — evfghw + evfgwh—
gvehwf — gvhewf + gvwehf — gwehvf + gwhevf — gwvehf— evfhwg + evgfhw — evgfwh+
hegvwf + hevgwf — hewgvf + hgevwf — hgvewf + hgwev f— evghwf — evhfgw + evhfwg—
hvegwf + hvgewf — hvwegf + hwegvf — hwgevf + hwvegf+ evhgwf + evw fgh — evw fhg+
veghwf — vehgwf + vewghf — vgehwf + vghewf — vgweh f+ evwghf + ewfghv — ewfgvh+
vhegwf — vhgewf + vhwegf — vweghf + vwgehf — vwhegf— ewfhvg — ewgfhv + ewgfvh—
weghv f + wehgvf — wevghf + wgehvf — wghevf 4+ wgvehf— ewghvf + ewhfgv — ewhfvg+
whegv f + whgevf — whvegf + wveghf — wvgehf + wvhegf+ ewhgvf — ewvfgh + ewvfhg—
efhvwg — efvhwg + efwhvg — eh fvwg + ehvfwg — ehw fog+ ewvghf + fgehvw — fgehwv+
evfhwg — evhfwg + evwfhg — ew fhvg + ewh fvg — ewv fhg— fgevwh — fghvwe + fgvhwe—
fehvwg + fevhwg — fewhvg + fhevwg — fhvewg + fhwevg— fgwhve — fhegvw + fhegwv—
fvehwg + fvhewg — fvwehg + fwehvg — fwhevg + fwvehg+ fhevwg + fhgvwe — fhvgwe+
hefvwg — hevfwg + hewfvg — hfevwg + hfvewg — hfwevg+ fhwgve + fveghw — fvegwh-+
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hvefwg — hvfewg + hvwefg — hwefvg + hwfevg — hwvefg— fvehwg — fvghwe + fvhgwe—

vefhwg + vehfwg — vewfhg + vfehwg — vfhewg + vfwehg— fvwghe — fweghv + fwegvh—
vhefwg + vhfewg — vhwefg + vwefhg — vwfehg + vwhefg+ fwehvg + fwghve — fwhgve+
wefhvg — wehfvg + wevfhg — wfehvg + wfhevg — wfvehg+ fwvghe + ghevwf — ghfowe—
whefvg — whfevg + whvefg — wvefhg + wvfehg — wvhefg— gvehwf + gvfhwe 4+ gwehv f—
efgvwh + efvgwh — efwgvh + egfvwh — egvfwh + egw fvh— gw fhve

evfgwh + evgfwh — evwfgh + ew fgvh — ewgfvh + ewvfgh+
fegvwh — fevgwh + fewgvh — fgevwh + fgvewh — fgwevh+
fvegwh — fvgewh + fvwegh — fwegvh + fwgevh — fwvegh—
gefvwh + gev fwh — gewfvh + gfevwh — gfvewh + gfwevh—
gvefwh + gvfewh — gvwefh + gwefvh — gwfevh + gwvefh+
hvefgwh — vegfwh + vewfgh — vfegwh + vfgewh — vfwegh+
vgefwh —vgfewh + vgwefh — vwefgh + vwfegh — vwgefh—
wefgvh + wegfvh — wevfgh + wfegvh — wfgevh + wfvegh—
wgefvh + wgfevh — wgvefh + wvefgh — wvfegh + wvgefh+
efghwv — efhgwv + efwghv — egfhwv + eghfwv — egw fhv+
ehfgwv — ehgfwv + ehwfgv — ewfghv + ewgfhv — ewhfgv—
feghwv + fehgwv — fewghv + fgehwv — vfghewv + fgwehv—
fhegwv + fhgewv — fhwegv + fweghv — fwgehv + fwhegv+
gefhwv — vgehfwv + gewfhv — gfehwv + gfhewv — gfwehv+
ghefwv — ghfewv + ghwefv — gwefhv + gwfehv — gwhefv—
hefgwv 4+ hegfwv — hewfgv + hfegwv — hfgewv + hfwegv—
hgefwv + hgfewv — hgwefv + hwefgv — hw fegv + hwgefv+
wefghv — wegfhv + wehfgv — wfeghv + wfgehv — wfhegv+
wgefhvwgfehv + wghefv — whefgv + whfegv — whgefv—
efghvw + efhgvw — efvghw + egfhvw — eghfow + egv fhw—
ehfgvw + ehg fvw — ehv fgw + evfghw — evgfhw + evh fgw+
feghvw — fehgvw + fevghw — fgehvw + fghevw — fgvehw+
fhegvw — fhgevw + fhvegw — fveghw + fvgehw — fvhegw—
gefhvw 4+ geh fow — gevfhw 4+ gfehvw — gfhevw + gfvehw—
ghefvw + ghfevw — ghvefw + gvefhw — gvfehw + gvhefw-+
hefgvw — hegfvw + hevfgw — hfegvw + hfgevw — hfvegw+
hgefvw — hgfevw + hgvefw — hvefgw + hvfegw — hvge fw—
vefghw + vegfhw — vehfgw + vfeghw — vfgehw + v fhegw—

vgefhw + vgfehw — vghefw + vhefgw — vhfegw + vhge fw

Evaluamos 05 en cada uno de estos vectores.
Para vectores de peso méaximo de peso (5,1,0,0,0,0,0,...,0)

pues A?(A%?V ® V) no tiene vectores de peso maximo de peso (5,1,0,0,0,0,0,...,0).
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Para vectores de peso maximo de peso (4,1,1,0,0,0,0,...,0)

0s(wg) =0,
33(103) = 2“?07
0s(wg) = 0,
63(102) = —21)1*0
Luego el vector de peso maximo v, de peso (4,1,1,0,0,0,0,...,0), pertenece a Im(ds).
Para los vectores de peso maximo de peso (4,2,0,0,0,0,0,...,0)

Como A?(A?V ® V)no tiene vectores de peso maximo de este peso

[OV )

3
Vip — 2010,

&
/\/-\A/g\/‘\/\/—\

0= 00 0O 00—

Luego los vectores de peso méaximo v3, y 2v¥, — v3, de peso (3,2,1,0,0,0,0,...,0) pertenecen
a Im(d3) o lo que es lo mismo v?,y v3, pertenecen a Im(9s).
Para vectores de peso méaximo de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0)

Luego el vector de peso méximo v3, de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0) pertenece a Im(9s).
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Para vectores de peso maximo de peso (3,3,0,0,0,0,0,...,0)

03 (w§3> = 2”%07

03(w3') = —vip.
Luego el vector de peso méximo v{, de peso (3,3,0,0,0,0,0,...,0) pertenece a Im(d3) .
Para los vectores de peso maximo de peso (2,2,1,1,0,0,0,...,0)

83(w§5) = 21}?07
03(wg’) = vy + 205,
03(wg") = 2vq + 4ui,
03(wg®) = vy + 4vf,
O3(w3?) = 205, + 208, + 4v],,
O3(w3’) = 208 + 4v],

Luego los vectores de peso maximo 205, 0¥, + 208, y 208, +4v], de peso (2,2,1,1,0,0,0,...,0)

pertenecen a Im(d3), ya que los restantes son combinacién lineal de estos, o lo que es lo mismo
v, w8, v vl pertenecen a Tm(ds).

Para los vectores de peso maximo de peso (2,2,2,0,0,0,0,...,0)

Como A%(A%V ® V) no tiene vectores de peso méximo de este peso

B(wg') = 0,
63(w22) =0,
O3(wg®) = 0
Para los vectores de peso méximo de peso (2,1,1,1,1,0,0,...,0)
83(w§4) = 2Usl)ov
83(w§’5) = 21}?07
05(wg’) = —viy,
33(w§7) = U?O‘
Luego el vector de peso maximo —2v{,de peso (2,1,1,1,1,0,0,...,0) pertenece a Im(ds) o lo
que es lo mismo v}, pertenece a Im(9s).
Para el vector de peso méximo de peso (1,1,1,1,1,1,0,...,0)
ad(wg’s) = —4’0%8.

Luego v]) pertenece a Im(d3) .
Asi, resulta que:
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Peso Vectores de peso méximo de | Vectores de peso méximo de
A2(A2V ®V) 95(A2(A2V ®V))
(4,1,1,0,0,0,0,...,0) v, vio
(3,2,1,0,0,0,0...,0) v, v
vy v}y
(3,1,1,1,0,0,0,...,0) v9, v9,
(3,3,0,0,0,0,0,...,0) v, vl
(2,2,1,1,0,0,0,...,0) v, 0§,
'UIO UIO
U?o U?o
(2,1,1,1,1,0,0,...,0) v{y vl
(1,1,1,1,1,1,0,...,0) vl vid

Si zyztuv € A3 (V @ V)

Noveno submédulo: A3(V @ V)

O3 (zyztuv) = [z, z|0uv — [z, u]0zt + [z, u|0zy
0.

Asi, resulta que:

Si zyztuv € A3(A%V)

Submédulo | Im(03)

ANV eV)

Décimo submédulo: A3(A%V)

O3 (zyztuv) = [xy, ztjuv — [zy, wv]zt + [2t, uv|zy

Asi, resulta que:

= OQuv — 0zt + Oxy
= 0.
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La imagen por 03 de estos 10 submoédulos es nula debido al corchete definido en el algebra
de Lie £, o al algebra asociativa truncada A,, solo tiene sentido analizar 05 en los submddulos
que contengan dos factores tensoriales de la forma es (V ® C) = V o que contenga el factor
tensorial (V@ C)@ (Ve V)=V (V®V), como vimos en la demostracién de la Proposicién

Submddulo | Im(03)
A3(A?V) 0

Submoddulos restantes:

6.1. La siguiente tabla muestra éstos resultados.

Para sintetizar enunciamos la siguiente proposicién cuya demostracion se basa en los calculos

anteriores

Proposiciéon 6.2. La diferencial 03 : A3(L2) — A*(L2) como homomorfismo de GL(V)-

modulo es tal que

Submodulo Im(0s)
11 NV V) ANV 0
12 NAV)@(VeV) 0
13 VoAV e AVeV) 0
4| ABVeV)e(NVeV) 0
15 A (AV) @ (AV V) 0
16 NNV V)V 0
17| (VoV)a AV (AVeV)| 0
18] AMANVeV)e(VeV) 0
19 ANV @ V) ® (A%V) 0
20 A3(AV @V) 0

<vp>@®--®<vd>
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05(A%(L3))
Submdodulo 05 (Submadulo)C 03 (Submddulo)=
1 | A3V ANVRV=<ul>a<vi>|<ol>
2 | A2V @ (A%V) A2(A%V) A2(A%V)
3 | A VeVeV) ANV (VeV)= <—vit+ol>a

<vEH i+l >




@
AN VeV)eV =

<vE>@eB <l >

<vd—208 > @
<v$+v§>@

<v?—211g’>

4 | N(VeV)eV AMVeV)e(VeV)= <vg>D <V > D
<vi>@e <o > <vI>® <V >D

<vg>® <>
<of +v]>®
< —v§+203—v§>€9
< —4vf? — 200 > @
< —4vi? — 400 + 3vit >

5 | A2Ve(NVeV) AV @ (A2V V) AV @ (A2V QV)

6 | A2(AV)eV 0 0

7T VeVeV)e AV AV @ (AN2V V) A’V @ V) A2V

8 | (Vo) e(VeaV)e A2V e V) | A2(A2V V) A2 (N2V @ V)

9 | A3(VeV) 0 0

10 | A3(A2V) 0 0

11| A2(VeV)e AV 0 0

12| A2NMV)e(VeV) 0 0

1B VoAV (AN VeV) 0 0

4| AVeV)e AV e V) 0 0

15 | A2(A?V) @ (A2V ®@V) 0 0

16 | A2(A2V V)RV 0 0

17 (VeaV)eA Ve (AVeV) 0 0

18| A2AVeV)e(VeV) 0 0

19 | A2(A’V @ V)@ A%V 0 0

20 | A3(A2V @V) 0 0
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6.1.6 Cdlculo de las homologias de £?

Teorema 6.3. Dado V' un espacio vectorial de dimension n consideramos el dlgebra de corri-
entes

L2=VaANV)e((CaV)

Entonces

H(L})=V®(CaV)
HyL2)=<vi>@<vi4+vi>®<v; >N VeV
ANV VeV)e(AVeV)oV)/Imds(A*V e (VeV))
P<vg>D<ug>P<vg >
~<vy>O<vy+vs > D <vy >NV RV)
SN VRV)2 Ve
<UY>SB<vg >D <’ >
~<vy>D<vy vy > O <vy >NV RV)
SNV RVV)D
<vg>D<ug > P < g >

Prueba.

Jo:C—0 por lo tanto Nu(dy)=C,
Oy : L2 —0 por lo tanto Im(0;) =0
Yy como Hy(L2) = Nu(dp)/Im(d;)

Concluimos que

Hy(£2) = C/0 = C.

O : L2 —0 por lo tanto Nu(d;) = L2,
por Proposicion 6.1
Oy i N2(L2) — L2 es tal que Im(0y) =A*V®(CaV)
Y como H;(L%) = Nu(d;)/Im(dy)

Concluimos que

H(L2)=L2/NV@(CaV)=V(CaV).
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Oy 1 A3(L2) — A*(L2)

por Proposicién 6.1 y Proposicién 6.2 el Nu(dy) y la Im(03) respectivamente son:

Submédulo de A%(L£2) Nu(02) Im(03)

1| A%V 0 -

2 | Ve(VeV) <vi>=<e®(e®e)>® -

<vi4ul>=<2Q(€Qf)—eR@(fQe)—FfR(eDe) >

3| VRNV EAVRV ANV eV = <v3 >

<vi=eef>®<v:>

4 [ N(VeV) AV e V) -

5 | A2(A%V) A2(A%V) A2(A%V)

6 | Ve (AVeV) V@AV eV) < —vktof>@
<v$+v§+vg’>@
<vi-20 >0

7T (VeV)e AV (VaV)o AV <vit+vi>@
<v?—2vg>

8 | (ANVeV)e(VeV)x VoV)® (A VeV)= culs@<ul>o<ud>o

VeV)e (A2VeV) Cul>B<>@ @< ol®> cvisa<uise<ulse
<o+ > @< vl 4200 0§ >0
< —a0l? — 2010 > @
< —10l? - 410 4 30}l > @
9 | A2V (AVRV) A2V @ (A2V @ V) A2V @ (A2V @ V)
10 | A2(A2V @ V) A2(AV @ V) A2(A2V @ V)

El andlisis de la homologia de orden 2 de £2 lo haremos analizando cada submédulo de A%(£2)
del cuadro anterior.

Primer Submédulo: A%V
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Como Nu(dy) N A%V = 0 luego este submédulo no aporta nada a la homologia.




Segundo Submdédulo: V ® (V@ V)
Como Nu(@)N(Vea (VeV))=<uvl>d<vi+vl>yIm@)N (Ve (VeV)) =0 luego

<wy>® < v+ >C H,.

Tercer Submédulo: V @ A2V 2 A’V @V
Como Nu(dy) N (V@ A?V) =< vl > @ < v? >y Im(d;) N (V ® A?V) =< v? > luego

< ’Ué >C H,.

Cuarto Submédulo: A?(V @ V)
Como Nu(de) NA2(V@V)=A2 (Ve V)y Img(d:) NA*(V @ V) = 0 luego
A*(V®V)C H,.

Quinto Submdédulo: A%(A2V)
Como Nu(9y)NA2(A%V) = A2(A%V) y Img(95)NA2(A?V) = A?(A%V). Luego este submédulo
no aporta nada a la homologia.
Sexto y Séptimo Submddulo: V@ (A2V@V)d (Ve V) A2V
De la observacion hecha en pagina 42, resulta:

AV VeV)oAVeV)eV)/Ima(A°Ve (Ve V)~ A VeV)eV

AVeVeV)eN’VeV)eV)/Imd;(A°Ve (Ve V) ~AVe ((VeV).

Octavo Submédulo: (V@ V) ® (A2V @ V)
Como
Nu@)N(VeV)e (AVeV)=(VeV)e (NVeV)
=<vg>O<VvE>P<UE>D <y >
D<vg>P<vE>®<v]l+vg >
O < —vg + 205 — 1§ > B < —4vd® — 2u03° >
B < —4vg® — dvg® + 3vg' >
P<vy>D<vg >P <y >y
Img)N(VeaV)e (A VeV)=<u >0 <v; >0 <vs >0 < v >
D<vp>D <> B <+ >
O < —vg + 205 —v§ > B < —4v§® — 203" >
O < —4vl? — 400 4 3vit >,

o8



luego
9 12 13
<wvg > D <vg” > D <y >C Hy.

Noveno y Décimo Submédulo: A?V @ (A?V @ V)& A2(A2V @ V)

Al igual que el Quinto submédulo estos dos submoédulos no aportan nada a la homologia.
m
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6.2 Caso L3

Dado V' un espacio vectorial de dimension n consideramos el algebra de corrientes
L2=VaAV)®(CaVeSym’V)
introducida en el capitulo 4.

6.2.1 Estructura de £3

Consideremos la siguiente descomposicién de £3 como suma directa de ciertos submdédulos, no
necesariamente irreducibles,

L=VeCe(VeV) e (Vesym’V)a (A’VeC) e (A2VeV)a (AV @ Sym? V)
que con la notaciéon que convenimos se reduce a:

=vVoVeV)e(VeSym®V)e AV e (A2VeV)e (A2 @ Sym? V).

En la tabla que sigue ordenamos los seis submdédulos de acuerdo a su peso total respetando el
orden de la de la tabla 1:

c,
Submodulo Peso Total | Dimensién
1 Vv 1 n
n(n—1)
2 A%V 2 5
3 VeV 2 n?
1] NVeV 3 nn-l)
5| VeSymi(V) 3 2 l)
2
6 | A2V ® Sym?*(V) 4 w

Table 5: Descomposicién de £3

6.2.2 Estructura de A?(L£3)

Una primera descomposicién de A?(£3) en 21 submdédulos, no necesariamente irreducibles,
ordenados respetando la primera descomposicién de A%(L2) y luego segiin su peso total, se
muestra en la tabla que sigue.
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A*(L5)

Submaodulo Peso Total Dimensiéon
Dy | A2V 2l
Dy, | Ve(VeV) n3
Ds | V@AV nin=l)
Dy | A2(V®V) nin 1)
Ds | A2(A2V) %2—”—2)

n3(n—1)
2
n3(n—1)
2
nt(n—1)
2
n3(n—1)>2
4
n?(n—1)(n3—n2-2)
8
n3(n41)
2
n(n41)

2
n3(n—1)(n+1)
4
n3(n—1)(n+1)
4
nt(n—1)(n+1)
4

Ds | V@ (ANVRV)

D; | (VeV)® AV

Ds | (VRV)® (AVeV)

Dy | A2V @ (A’V @V)

Dy | AV V)

Dy, | V& (V®Sym?V)

Dy | (VeV)®(VeSym?V)

Dis | (V®Sym?V) ® A2V

Dy | V@ (A?V ® Sym*V)

Dis | A2V @V)® (V®Sym*V)
Dy | (A2Ve@Sym?’V)® (Ve V)
Di7 | A2V @ (A?V ® Sym? V)

Dig | A*(V @ Sym? V)

Diy | (A2V ®V)® (A*V ® Sym® V)
Dy | (V®Sym? V) @ (A?V ® Sym? V)
Dy | A2(A’V @ Sym? V)

nt(n—1)(n+1)
4
n3(n—1)2(n+1)
8
n?(n?(n+1)—2)(n+1)
8
*(n=1)*(n+1)
8
nt(n—1)(n+1)2
8
n?(n—1)(n+1)(n%(n—1)(n+1)—4)
32

3

I I ||| |[C O[O | O[O O W w]| N

6.2.3 Anadlisis del nicleo e imagen de 0, para L3

A pesar de que el maximo peso total es 8, la base ordenada de V' con la que continuaremos
trabajando serd {e, f, g, h,u,v} ya que 4 es el maximo peso total de los submddulos que nece-
sitaremos descomponer en irreducibles.

Recordemos que
Oyt N2(L3) — L2,
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Proposicion 6.4. La diferencial Oy : N*(L3) — L3 como homomorfismo de GL(V')-mddulo
satisface que

Submddulo Nu(82) Im(82)

Dy | A%V 0 A2V

Dy | VR(IVEV) <vi=e@(e®e) > ANV RV

<vitvi=2R(E®@f)-e®@(f®e)—fR(e@e) >

D3 | V@AV V@AV 0

Dy | A2(V®V) < v} = —eeef > @ A%V ® Sym? V
@ < v§ =eefg — eegf — 2efeg + efge — egfe > @

Dy | VRV Sym? V) <l = —eeece > @

<wiy =eeff —efef — feef + ffee > &
< 2v%1 — v%l = —2eeef + efee + feee > D
< 207 + 02 = —eefe+ (efee — feee) > @
< 20} + v} >=< (—eefg+ eegf +efeg — fege)

+(efeg — egef — feeg + fgee + geef — gfee) >

D5 | A2(A%V) A2(A2V) 0
D | VR (A2V®V) Ve A2VeV) 0
D7 | (VRV)® A2V (VeV)® AV 0
Dsg | (VRV)®(A2VeV) VeV)® (A2VeV) 0
Dy | A2V A2V V) AV @ (A2V V) 0
Dio | A2(A2V ®V) A2(A2V @ V) 0
Dz | (VRV)®(V®Sym?V) (VeV)e (Ve Sym?V) 0
D13 | (V®Sym?2V)® A%V (V®Sym?2V)® A2V 0
D14 | V® (A%2V ® Sym? V) V ® (A%V @ Sym? V) 0
Dis | (A2V@V)® (V®Sym?V) (VeSym?V)® (A2V V) 0
Dis | (A2V@Sym?’ V)@ (VeV) (VeV)® A2V @ Sym? V) 0
D17 | A2V ® (A%V ® Sym? V) A2V ® (A2V ® Sym? V) 0
Dig | A%(V ®Sym2V) A2(V @ Sym? V) 0
Dig | (A2V®V)® (A%2V ® Sym? V) (A2V®V)® (A?V ® Sym? V) 0
Dy | (V®Sym?V) ® (A2V @ Sym? V) (V®Sym? V) ® (A2V ® Sym? V) 0
Da1 | A%2(A?V ® Sym? V) A2(A%2V ® Sym? V) 0

Prueba. Procedemos caso por caso.
El analisis de los diez primeros submodulos excepto el cuarto es idéntico al de la Proposicién
6.1, procedamos entonces caso por caso sobre estos doce submddulos restantes.

Submédulo Dy = A2 (V@ V)
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Si xyzw € A2(V@V), 0y (:vyzw2 =z Az@yw = zzyw € A’V ® Sym? V.
Luego & (A*(V®@V)) C A2V ®Sym* V. Descomponemos en submédulos irreducibles A2(V@V)
y A’V @ Sym? V.

Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de
A(VeV) A’V @ Sym? V
(3,1,0,0,...,0) v} = —eeef uy = —efee
v = —eefe

(2,1,1,0,...,0) | v} = eefg —eegf —2efeg +efge —egfe | ug=efeg—egef + fgee
v} = —eefg +eegf +efeg — fege

Evaluando 0, en estos vectores de peso maximo.
Para vectores de peso (3,1,0,0,...,0)

da(vg) =0
82(1)2) = —efee = ué.

Para vectores de peso (3,1,0,0,...,0)

D2 (vi) = —egef + egef =0
82(1)3) = —efeg +egef — fgee = —ug.

Asi, resulta que:

Submddulo | Nu(ds) Im(0s)
AN(VeV) | <vl>| AV eSym?V

< v >

Como existe otro submédulo (Di;) cuya imagen estd contenida en A%’V ® Sym®V atin no
podemos concluir en forma definitiva.

Submédulo Dy; =V ® (V ® Sym? V)

Si zyzw € V@ (V @ Sym? V), 9, (xyzw) =2 Ay® 2w = ayzw € A’V @ Sym? V. Luego
(V& (V®Sym®V)) C A’V ®@ Sym*V
La descomposicién en irreducibles de A?V @ Sym? V fue detallada anterioriormente y la de
V ® (V ® Sym? V) se muestra en la tabla que sigue.
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Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de
V@ (V®Sym?V) A%V @ Sym?V
(4,0,0,0,...,0) vl = —eeee
(3,1,0,0,...,0) v3 = efee — feee ug
v} = —eeef +efee
(2,2,0,0,...,0) v =eeff —efef — feef + ffee
(2,1,1,0,...,0) | v}, = efeg — egef — feeg + fgee + geef — gfee u?

Evaluando 0, en estos vectores de peso maximo.
Para el vector de peso (4,0,0,0,...,0)

d2(vyy) = 0.
Para vectores de peso (3,1,0,0,...,0)
D2 (v})) = 2efee = —2uy
82(1)
Para el vector de peso (2,2,0,0,...,0)
ag(vfl) = —efef +efef =0.
Para el vector de peso (2,1,1,0,...,0)
1)) (U?l) = 2efeg — 2egef + 2fgee = 2u}

=efee = —ug.

=W
—_
~—

Asi, resulta que:

Submodulo Nu(ds) Im(0s)

V& (VeSym*V) < vl > <ug>d <uf >=

<0} —vi >| AV ®Sym?V

<o >

Notemos que:
D2 (205 + v)) = 02 (2v]) + Do (v7,)
= —2efee + 2efee = 2ug — 2ug
=0
D2 (2u; + v7;) = 0o (20]) + O (v,)
= —2u} + 2u}
=0
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luego < 203 + v?, > @ < 20 + v}, >€ Nu(d;) por lo tanto

Submédulo Nu(d2) Im(ds) C A%V ® Sym? V/
AV RV) <> <vi>a A’V @ Sym? V

® <vh>@® <20} —vh >e<vl > @

V& (V®Sym? V) < 20f 4 v} > B < 2uf o7 >

Submaédulo D12 . D21
Para todo submédulo D; con i =12...21 :

La imagen por d; de estos 10 submddulos es nula debido al corchete definido en el algebra de
Lie £,, o al algebra asociativa truncada Asz. Sélo tiene sentido analizar 0 en los submddulos
que contengan factores tensoriales de la forma es V' y (V ® V). Asi, resulta que:

Submédulo Nu(d2) Im(d2)
12 (Ve V)® (Ve Sym? V) (Ve V) (Ve Sym?V) 0
13 (V@ Sym? V) ® A2V (V@ Sym? V) ® A’V 0
14 V ® (A%V @ Sym? V) V ® (A*V @ Sym? V) 0
15 A2V @ V) (Ve Sym?V) (VeSym?V)® (A2V @ V) 0
16 (A’V @ Sym? V)@ (Ve V) (VeV)® (A?V @ Sym? V) 0
17 A’V @ (A?V @ Sym? V) A’V @ (A2V @ Sym? V) 0
18 A?(V @ Sym? V) A%(V ® Sym? V) 0
19| (A2VeV)® (A?V ®@Sym? V) (A’V @ V) ® (A*V @ Sym? V) 0
20 | (V®@Sym? V) ® (AV @ Sym? V) | (V@ Sym?V) ® (A’V ® Sym? V) 0
21 A%(A%V @ Sym? V) A%(A%V ® Sym? V) 0

6.2.4 Estructura de A3(L£3)

Descomponemos A*(£3) como suma directa de 54 submddulos, no necesariamente irreducibles,
ordenandolos en la tabla que sigue, respetando el orden de la tabla de la descomposicién de
A3(L2) para aprovechar el andlisis realizado.
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A3(L7)

Submaodulo Peso Total Dimensién
n(n—1)(n—2
T A3V 3 %
1 A%V @ (A%V) 4 nQ(n4—1)2
13 AVe((VeV) 4 n3(7;*1)
Ty NVeV)eV 5 M
15 AV @ (AV V) 5 n(n1)”
n?(n—1)(n(n—1)—2
Ts A (NV) eV 5 )(8< )—2)
17 Ve (VeV)e AV 5 n4(g—1>
13 Ve (VeV)e (AVeV) 6 n2(n—1)
n?(n?—1)(n?-2
Ty ANV eV) 6 %
T A3 (AQV) 6 n(n—l)(n(n—l}ls—2)(n(n—l)—4)
Tn A (VeV)e (A%V) 6 w
Tz ANANV)e(VeV) 6 ”3(”*1)(2(%1)*2)
Ti3 VoAV e (ANVeV) 6 n4<n471>2
Tia A VeV)e (A VeV) 7 ni(n=1)*(n+1)
Tis A2(A2V) ® (A2V ® V) 7 nS(n_1)2(17é(n—1)—2)
n3(n—1)(n?(n—1)—2
The AN VRV)eV 7 )(8( )—2)
Ti7 (VeoV)AV @ (A2V e V) 7 n5(n4—1)2
4(n—1)(n%(n—1)—2
Tig ANV RV)e(VeV) 8 n n-L(@(n-1)-2)
Tig A (ANV @ V) ® A%V ] "3("*1)2(;15(”*1)*2)
Tho A3 (AQV ® V) 9 n? (n—l)(n2(n—z)8—2)(n2(n—1)—4)
T A%V @ (V @ Sym? V) 5 w
Ty A2V ® (A’V @ Sym? V) 6 (=1 (n+l)
Tos Ve ((VeV)e(VeSym?V) 6 Anf’(gH)
Ty V@ ((VeSym?V)® A2V 6 w
Ths Ve (VeV)e (A2V @ Sym? V) 7 w
Toe ANVeV)e(VeSym?V) 7 w
To7 A (VeSym?V)eV 7 n3<n+1)<n82 (n+1)—2)
Tog Ve (VeSym?V)e (A2VeV) 7 n’(n=1(n+1)

4
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Tog Ve (VeSym?V)® (A2V @ Sym? V) 8 M

T30 A (VeV)® (A?V @ Sym? V) 8 w

T3 A2(A’V) @ (V @ Sym? V) 7 (1) (n(n=1)-2)
T3 V@AV ® (A%V @ Sym? V) 7 w

T3 (VeV)® (VeSym?V)® A2V 7 w

T34 A2V @Sym? V)@ (Ve V) 8 nl(nt D (nt1)-2)
T35 A2(V @ Sym? V) @ A2V 8 ns(n2—1)(?g(n+1)—2)
Ty A (VeSym?V)® (A2V e V) 8 n2 (2 1) (et 1)=2)
Ts7 Ve AVeV)® (A?V @ Sym?V) 8 w

T3s (VeV)® AV @ (A?V @ Sym? V) 8 w

Ts9 (Vo Sym?V)® A?V ® (A2V @ V) 8 M

Tao A2(A%V) ® (A%V @ Sym? V) 8 n%n‘*’—l)(n—lé)(n(n—l)—z)
Ty A3(V ® Sym* V) 9 n2 () (1) -2) (v +1)—4)
Tio ANV @ V) (Ve Sym?V) 9 n‘*(nll)(?g(nfl)ﬂ)
Ty3 ANV @ V) ® (A%V ® Sym? V) 9 n4("2*1)("*§2)(”2(”*1)*2)
T A2(A?V @ Sym? V)@V 9 n3<n2—1)(n82(n2—1)—2)
Tis | (VoV)®(AVeV)® (AW @ Sym®V) 9 nf(n- 1 (nt1)

Tye (V@ Sym? V) @ A2V ® (A%V @ Sym? V) 9 %;wlf

Tur AV @ (A2V e V)® (A’V @ Sym? V) 9 n (=) (nt 1)

Ty A*(V @ Sym? V) ® (A’V @ Sym? V) 10 "4(n2—1)(n+§2)(n2(n—1)—2)
Tho ANV @ Sym* V)@ (Ve V) 10 ri (= 1) -1)-2)
Ts0 A?(A?V @ Sym? V) @ A2V 10 ng("Q_l)("_llg("2(”_1)_2)
Tsi | (V@Sym?*V)® (A*V @ V) ® (A*V @ Sym* V) 10 1) (1)

Ts2 A?(A?V @ Sym? V) ® (V ® Sym? V) 11 "3("271)("+11%("2("271)*2)
Tss A2(A%V @ Sym? V) @ (A2V @ V) 11 (=D (n=1)-2)
Ts4 A3(A?V ® Sym? V) 12 n?(n? — 1)(n?(n? — 1) — 2)x

[n2(n? —1)(n?(n? —1) - 2) —8|.
n?(n?—1)(n%(n%?-1)—2)—16
3072

67




Observaciones.

1. Esta tabla se orden6 como ya dijimos desde el submédulo 1 al 20 conincidiendo con la
tabla de A®(L£2) y los restantes poniendo primero los que no se anulan y luego los que se
anulan por 0s.

2. El maximo peso total es 12, por lo tanto la maxima dimensiéon de V' que se deberia
considerar es 12; sin embargo veremos que basta con dim(V) = 6 gracias a que los
submodulos que necesitamos descomponer en irreducibles se estabilizan para este valor.

6.2.5 Anadlisis de la imagen de 05 para £}

Analizaremos la imagen por 03 de estos 54 submodulos, viendo en primer lugar a donde estan
contenidas.

Submédulo T3 = AV

Si wyz € A3V, O3(wyz) = xyz — x2y + yzo € N’V @ V = Dj.
Luego
03(T1) C Ds.

Submédulo Ty = A%V @ (A?V)

Si zyzt € A2V @ (A?V), O5(xyzt) = zyzt — 0+ 0 = zyzt € A*2(A?V) = Ds.

Luego
03(Ty) C Ds.

Submédulo T3 = A2V @ (V@ V)

Sixyzt € N2V @ (VRV), d3(zyzt) = ayzt —xzty+yzte € A2V (VRV)B(A2VRV)QV =
D7 D -D6-
Luego
04(T3) C D+ @ D.

Submédulo T) = A2V @ V)@V

Si zyztu € A2V @ V)@V, 0s(zyztu) = vzytu — vuyzt + zutry € A2V @ Sym? V@V @
(A V@V)® (VeV)= Dy ® Ds.
Luego
03(Ty) € D14 @ Ds.

Submédulo T5 = A?V @ (A2V @ V)
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Si zyztu € A2’V @ (A2V @V), O3(ayztu) = zyztu—0+0 = ayztu € A°V @ (A’V V) = Dy.
Luego
83(T5) g Dg.

Submédulo T = A?(A*V) @V

Si zyztu € A*(A*V) @V, 03(zyztu) = 0.
Luego
05(Ts) = 0.

Submédulo Ty =V @ (V@ V) ® AV

Sizyztu € Ve (VeV)® AV, d5(zyztu) = zyztu — 0+ 0 € (A2V @ V) @ A2V = D.
Luego
95(T+) C D,

Submédulo Ty =V @ (Ve V)® (A’VeV)

Si zyztuw € VR(VRV)R(A2VRV), 03(xyztuw) = zyztuw—0+0 € A2VR(A?VRV) = Dy,.
Luego
03(Ts) € Dao.

Submédulo Ty = A3(V @ V)

Si zyztvw € A3(V ®@ V), Os(zyztow) = zzytvw — zvywzt + 2vtwzy € (A?V @ Sym? V) ®
(V®V) = Ds.
Luego
95(Ty) C Dys.

Submaddulo T10 = A3 (AQV)

Si xyztuw € A3(A?V), Os3(zyztuw) =0 —0+0 = 0.
Luego
83(T10) =0.

Submédulo Ty = A2(V @ V) ®@ (A*V)

Si zyztuv € A2(VRV)®(A%V), Os(zyztuv) = zzytuv — 040 = zzytuv € (A2V @Sym? V) ®
A2V = Dy,
Luego
03(T11) C D7

Submdédulo Ty, = A2(A?V) @ (Ve V)
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Si zyztuv € A2(A*V) @ (V @ V), d3(ayztuv) = 0.
Luego
83(T12) =0.

Submédulo Ti; = V @ A2V ® (A2V @ V)

Si zyztuv € V @ AV @ (A*V @ V), O5(zyztuv) = 0.
Luego
83(T13) =0.

Submédulo Tiy = A2V @ V) ® (A2V @ V)

Si zyztuvw € A*(V @ V) ® (A2V @ V), Os(xyztuvw) = xzytuvw — 0 + 0 = xzytuvw €
(A?V @ Sym? V) ® (A’V @ V) = Dy.
Luego
03(Th4) C Dyp.

Submdédulo T5 = A2(A?V) @ (A2V @ V)

Si zyztuvw € A2(A*V) @ (A2V @ V), d3(zyztuvw) = 0.
Luego
83(T15) = 0.

Submédulo Tig = A2(A2V @ V)@V

Si zyztuvw € A2(A*V @ V) @V, d3(zyztuvw) = 0.
Luego
83(T16> =0.

Submédulo Ti; = (Ve V)@ AV ® (A2V @ V)

Si zyztuvw € (V@ V)@ A2V @ (A2V @ V), 0s(zyztuvw) = 0.
Luego
83(T17) = 0.

Submédulo Tis = A2(A2V @ V)@ (Ve V)

Si zyztuvw € A*(A*V @ V)@ (Ve V), d3(zyztuvw) = 0.
Luego
83(T18> =0.

Submédulo Tyg = A?(A?V @ V) ® A2V
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Si zyztuvwr € A2(A*V @ V) @ A2V, d3(zyztuvwr) = 0.
Luego
O3 (Tlg) =0.

Submdédulo Ty, = A3(A?V @ V)

Si zyztuvwrs € A*(A*V @ V), 0s(zyztuvwrs) = 0.
Luego
(93 (TQQ) =0.

Submédulo Ty, = A?V @ (V ® Sym* V)
Si zyztv € A2V @ (VeSym? V), 0s(xyztv) = ayztv+rztvy —yztve € A2V @ (VRSym? V)@
(A2V X Sym2 V) ® V = D13 D D14.
Luego
03(T21) € D13 @ Dyy.

Submédulo Ty, = A2V @ (A?V @ Sym? V)

Si ryztuv € A2V ®@ (A2V @ Sym? V), Os(zyztuv) = xyztuv € A’V @ (A2V @ Sym* V) = Dy;
Luego
05(Ts2) € Dy

Submédulo Ty =V @ (Ve V)® (V@ Sym?V)
Sizyztuv € Vo (Ve V)® (Ve Sym?V), ds(zyztuw) = 2yz — stuw +0 € (A2V @ V) ®
(V@Sym* V) @ (A2V @ Sym*’ V) @ (V @ V) = Di5 @ Dig.

Luego
03(Ta3) C D15 @ Dag.

Submédulo Ty = V ® (V ® Sym? V) ® A2V

Sizyztuv € Ve (V@Sym? V)®@A?V, dy(zyztuv) = ryztuv—0+0 € (A’V@Sym? V)RA%V =
Dqs.
Luego
03(T24) € Dy

Submédulo Ths =V @ (V@ V) ® (A2V ® Sym? V)

Si zyztuvw € V@ (Ve V)® (A2V @ Sym? V), ds5(zyztuvw) = xyztuvw — 0+ 0 € (A?V ®
V) ® (AQV & Sym2 V) = Dlg.
Luego
03(T2s) C Das.
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Submédulo Ty = A2(V @ V) @ (V @ Sym* V)
Si xyztuv € A2(V @ V) ® (V@ Sym? V), 0s(zyztuvw) = rzytuvw — 0+ 0 = zzytuv €
(A?V @ Sym? V) @ (V ® Sym? V) = Dyy.
Luego
95(Tos) € Dao.

Submédulo Ty; = A*2(V @ Sym* V) @ V
Si zyztuvw € A*(V @ Sym* V) @ V, Os(zyztuvw) = 0 — zwyztuv + twuvryz € (A’V ®
Sym? V) @ (V @ Sym? V') = Day.
Luego
93(Ta7) € Dy

Submédulo Ths = V @ (V @ Sym?* V) ® (A2V @ V)
Si zyztuvw € V@ (V@Sym? V)@ (A2V V), s(zyztuvw) = zyztuvw —0+0 = zyztuvw €
(A2V @ Sym* V) ® (A?V ®@ V) = Dyy.
Luego
05(Tog) € Dig.

Submédulo Thy = V @ (V @ Sym? V) ® (A?V @ Sym? V)
Si zyztuvws € V@ (V@ Sym? V) ® (A2V @ Sym? V), Os(xyztuvws) = ryztuvws — 0 +0 =
zyztuvws € A2(A?V @ Sym* V) = Dy,.
Luego
03(Tag) C Do

Submédulo T3y = A2(V @ V) @ (A2V ® Sym? V)

Si zyztuvwr € A2(VoV)®(A2V @Sym? V), ds(zyztuvwr) = rzytuvwr —04+0 € A2(A2V ®
Sym2 V) = D21.
Luego
93(T30) C Do

Submodulos T3, ... 754

La evaluacion de d3 en todos estos submédulos se anulan ya sea por el corchete definido en
el algebra de Lie £,, o por el dlgebra asociativa truncada As.
Luego
03(T;) =0, para 31 <i<54

Sintetizamos estos resultados en la siguiente tabla.
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D3(A3(L3))

Submédulo 05(T;) C D;
Ty A3V ANV eV Ds
Ty A%V @ (A%V) A%(A2V) Ds
T3 ANV (VeV) ANV (VeV) D+
= =
A VeV)eV Ds
Ty AMVeV)eV AMVeV)e(VeV) Dy
@ ®
(A’V @ Sym? V)@V Dyy
Ty A’V @ (V ® Sym? V) (A2V @ Sym? V)o@V Dyy
o) ®
AV @ (V @ Sym? V) Da3
T AV @ (A2V V) AV @ (A2V V) Dy
Ts AN2(AV)eV 0 0
Ty Ve (VeV)e AV AV @ (A2V V) Dy
Tx Vea(VeV)e A2V eV) A2(A2V @ V) Dio
Ty AV V) (A’V @ Sym? V)@ (Ve V) Dis
To3 Ve (VeV)e (VeSym?V) (A’V @ Sym? V)@ (Ve V) Dis
= =
A2V V)@ (Ve Sym?V) D5
Tio A3(A2%V) 0 0
Tu A (Ve V) AV (A’V ® Sym? V) ® A2V D7
Tyo A’V @ (A’V @ Sym? V) A’V @ (A’V @ Sym? V) D7
Ty Ve (VeSym?V)e AV (A’V ® Sym? V) ®@ A2V Dy7
Ti2 ANV (VeV) 0 0
T3 VAV (ANVeV) 0 0
T4 ANVeV)e (A VeV) (A2V @ Sym? V) ® (A2V ®@V) | Dig
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Tos Ve (VeV)e (A2V @ Sym? V) (A2V @ V) ® (A2V @ Sym? V) | Dig
Tog Ve (VeSym?V)e (A2V e V) (A2V @ Sym? V) ® (A2V @ V) | Dy
Ths A2(AV) @ (A2V V) 0 0
Tie NN VeV)eV 0 0
Ty VeoV)e AV e (A2VeV) 0 0
T1s ANV RV)2(VeV) 0 0
Ty A (N2V @ V)® A2V 0 0
Tao A3 A2V @ V) 0 0
Tye A2V eV)e (Ve Sym?V) (A%V @ Sym? V) @ (V @ Sym? V) | Dy
Tar A (Ve Sym*V) eV (A?V @ Sym? V) @ (V @ Sym® V) | Dy
Ty V® (VeSym?V)® (A%V @ Sym? V) A?(A’V @ Sym? V) Doy
T30 A (VeV)® (A?V @ Sym? V) A2(A%V ® Sym? V) Dy
Ts1 A%(A%V) @ (V @ Sym? V) 0 0
Tso VoAV @ (A2V @ Sym? V) 0 0
Tss (Ve V) (VeSym?V)® A2V 0 0
T34 AN VeSym?V)e (Ve V) 0 0
Tss A2(V @ Sym? V) @ A2V 0 0
Tsg A2(V@Sym?V)® (A’V e V) 0 0
Ts7 Ve (AVeV)® (A2V @ Sym? V) 0 0
Tss (Ve V) A2V @ (A%V ® Sym? V) 0 0
Ts9 (VeSym? V)@ A2V @ (A2V e V) 0 0
Tyo A?(A?V) ® (A%V @ Sym? V) 0 0
Ty A3(V @ Sym? V) 0 0
T2 A (ANV @ V)® (Ve Sym? V) 0 0
Tys A2(A’V @ V) ® (A%V @ Sym? V) 0 0
T A2(A’V @ Sym? V)@V 0 0
Tys VeV)e A2V eV)® (A’V @ Sym? V) 0 0
Tye (V®Sym? V) ® A’V @ (A2V @ Sym? V) 0 0
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Tar AV @ (A?V @ V) ® (A%V ® Sym? V) 0 0
Tias A2(V @ Sym? V) @ (A%V ® Sym? V) 0 0
Tyo ANV @ Sym? V) @ (Ve V) 0 0
Tso A?(A%V @ Sym? V) @ A’V 0 0
Ts1 | (V@Sym?V)® (A’V @ V) ® (A%V @ Sym? V) 0 0
Tso A2(A%V ® Sym? V) ® (V @ Sym? V) 0 0
Tss A2(A?V @ Sym? V) ® (A2V @ V) 0 0
Tss A3(A%V @ Sym? V) 0 0
Observaciones.

e El submdédulo de mayor peso total que no se anula por 03 es de peso total 9 por lo que se
redujo la dimension de V' a considerar de 12 a 9.

e El andlisis de la imagen por 03 de los 20 primeros submdédulos es el mismo al realizado
en el estudio de la imagen de 95 para £2 excepto para cuatro de ellos (Ty, Ty, T11 v Ti4)
los cuales en este caso se modifican y seran realizados a continuacion.

e Observemos ademas que para hallar la imagen de d5 para todo n faltaria analizar la
imagen por d; de 14 de estos submdédulos con n <9 .

Procedamos caso por caso sobre estos 14 submédulos.

Submédulo T, = A2(VeV)®V

RBANVRV)IV)CAN Ve V)2 (Ve V)o (AW @Sym’ V) V.

La descomposicién de A2(V@ V)@V , (M2Ve V)@ (VeV)y A2V ®Sym? V@V en submddulos
irreducibles se muestra en la tabla que sigue recordando que la de los dos primeros fue detallada
en el andlisis de la imdgen por 95 de A3(L32).
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Peso Vectores de peso méximo de | Vectores de peso méximo de Vectores de peso maximo de
ANVeV)eV AVeV)e(VeV) A2V @Sym?V)eV
(4,1,0,0,0,0,...,0) wi vé vh:—efeee
v
(3,2,0,0,0,0,...,0) w} w3 v3, = efefe — efeef
wd i
(3,1,1,0,0,0,...,0) wg vg 0?4 = fgeee — egeef + efeeg
wg vg’ v‘ll4 = efege — egefe + egeef — efeeg
W] vl
o
(2,2,1,0,0,0,...,0) wg vg U‘L:effge—egffe-&-
fgefe —efegf + egeff — fgeef
w’ g
»§
(2,1,1,1,0,0,...,0) wil 1151;0 0?4:fgehe—fhege+ghefe—egehf+
ehegf — gheef 4+ efehg — ehefg+
fheeg — efegh + egefh — fgeeh
wiQ 'Uél
'UéQ
(1,1,1,1,1,0,...,0) w33

Evaluamos ahora 03 en cada uno de los vectores de peso maximo.

Para vectores de peso maximo de peso (4,1,0,0,0,0,...,0)

83(71&) =0,
Os(w3) = —efeee — vg
= vy — g,

Para vectores de peso maximo de peso (3,2,0,0,0,0,...,0)

Os(w}) =0 — 3ef fee + 3efeef

Ds(w})

= 3v3,
efefe —efeef + 2v3 — g
v?, + 205 — 0.

Estas dos imagenes no nulas son linealmente independientes.
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Para vectores de peso maximo de peso (3,1,1,0,0,0,...,0)

Os(w}) = —2efege + 2egefe — 2fgeee + v3 + 205 — vy
= —20%, + 2u}, +vi + 203 — vg
Os(ws) = egefe — efege — fgeee + 203 + v
= —vjy — viy + 205 + g
Os(w]) = —fgeee + egeef — efeeg + 2v3
= vy + 205
Os(w}) = egefe — efege — fgeee + v + v3

3 4 2, 3
= —Uyy — Uy + Vg + Ug.

De estas cuatros imagenes sélo tres de ellas son linealmente independientes, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que son las tres primeras.

Para vectores de peso maximo de peso (2,2,1,0,0,0,...,0)

Os(w]) = —egef f +efegf —effge+2eqffe—effge— fgefe—
fgefe+efegf —egeff +2fgeef +vi +vg
= _27)?4 + Ug + Ug

O3(wy’) = egffe—effge— fgefe+efegf —egeff + fgeef—

7 9 8

_ 5 7 9 8

Estas dos imagenes no nulas son linealmente independientes.

Para vectores de peso maximo de peso (2,1,1,1,0,0,...,0)

Os(wit) = 208, — 4vg? — 2vg"

Oz(wy?) = 208, — dvg? — 4vg” + 3us’.

Estas dos imagenes no nulas son linealmente independientes.

Hasta aqui podemos concluir que :
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Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso méaximo de
(AMVRV)e(VRV)® (A2V ®Sym?V)® V 93(T4)
CUAVRV)Q(VRV)B A2V @Sym? V)@V
(4,1,0,0,0,0,...,0) v viy vig — vg
(3,2,0,0,0,0,...,0) w3 vl 303
vg v%4 + 2vg - vg’
(3,1,1,0,0,0,...,0) v v, —203, + 20}, + 02 + 203 — v
vg 11%4 —v:{'4 — v‘ll4 —+ 211§ + ng’
ot o3, + 20
(2,2,1,0,0,0,...,0) vg vl —209, +vf +vd
vg —vi — vg —+ 21/§ — US
o2
(2,1,1,1,0,0,...,0) vg? vf, 208, — 4vi? — 2010
vél 211(134 — 411;2 — 41151;0 + SUél
v3?
(1,1,1,1,1,0,...,0) vd3

Pero existen otros submédulos que por ds van a parar a (A?V ® Sym? V) ® V por lo que atin
no podemos concluir que estos son todos los vectores de peso méaximo de (A’V ® Sym* V)@ V
que pertenecen a la imagen de 0s.

Submédulo Ty = A2V @ (V ® Sym? V)

A(A*V @ (V@ Sym* V) CA*V @ (V @ Sym* V) @ (A°’V @ Sym* V) @ V
~ (V@Sym*V)® A’V & (A’V @ Sym* V)@ V

Observaciéon. En este caso necesitamos la descomposicién en submddulos irreducibles de
Tor = AV ® (V®Sym’V), Diz = AV ® (V®Sym’V) y Dy = (A2V @ Sym*V) ® V.
La descomposicién de D4 fue detallada en el analisis de la imagen por 05 de Ty; la de D3
y 151 no se hizo atin pero como Dy es isomorfo a D3 y a Ty los vectores de peso maximo
de uno se pueden obtener reordenando los del otro. Para ilustrar esto veamos el siguiente
ejemplo, el vector v = zyztw € (A*’V @ Sym? V) ® V se corresponde con el vector v' = zywzt €
AV @ (VeSym? V)  A%(L3) y con en el vector v” = zywzt € A2V @ (V@Sym? V) C A3(L3).
De todas maneras daremos en detalle la descomposicion en irreducibles de T5;.
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Peso Vectores de peso méximo de Vectores de peso méaximo de | Vectores de peso méximo de

A2V ® (V ®Sym? V) A%V @ (V ®Sym? V) (A2V@Sym? V)V
(4,1,0,0,0,...,0) wi; = —efeee vig vig
(3,2,0,0,0,...,0) w3, = efeef — ef fee vy viy
(3,1,1,0,0,...,0) w3, = fgeee — egfee + efgee vy v3,
wh, = efeeg — egeef + egfee — efgee vig v,
(2,2,1,0,0,...,0) wl, = efefg — egeff+ vig vl

fgeef —effeg+egfef — fgfee

(2,1,1,1,0,...,0) wgl = fgeeh — fheeg + gheef — egfeh+ vgg v?4
ehfeg — ghfee + efgeh — ehgef+

fhgee — efheg + eghef — fghee

Evaluamos 05 en cada uno de los vectores de peso maximo.
Para el vector de peso méximo de peso (4,1,0,0,0,0,...,0)

83(“’%1) = _"Uig - 0%4'

Esta imagen es linealmente independiente con los vectores de peso maximo vi, — vi de peso
(4,1,0,0,0,0,...,0) hallada en el andlisis de la imagen T y con v;, ( 0 vi3) y como en (A*V ®
V@ (VeV)e (A2V@Sym?*V)®V &A%V @ (V ®Sym? V) hay tres vectores de peso méximo
de este peso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que vi, (0 v{;) no pertenece a la
imagen de 0s.

Para el vector de peso méximo de peso (3,2,0,0,0,0,...,0)

83(1”31) = U%:a - U%4-

Esta imdgen es linealmente independiente con los vectores de peso méaximo 3v3, vi, + 2v3 — v§
de peso (4,1,0,0,0,0,...,0) hallados en el anélisis de la imagen T y con v}, ( 0 v};) y como

en (A2VeV)e((VeV)d (AW @Sym* V)@V & A%V @ (V @ Sym® V) hay cuatro vectores
de peso maximo de este peso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v?, (o v?;) no
pertenece a la imagen de 0Os.

Para vectores de peso maximo de peso (3,1,1,0,0,0,...,0)

Os(w3y) = vis + 27,

4N 4 3 4
O3(wyy) = Uyz — 207 — Uiy

Estas dos imégenes son linealmente independientes junto con —2v3, + 2v{, + v2 + 2v3 — vy,
—v3, — vl + 202 + 03, v}, + 203 hallados en el andlisis de la imagen T y con los vectores de
peso maximo v}, y v, (0 v} y vfy) y comoen (A2V @ V)2 (Ve V)d (A2VeSym* V)V @
A’V @ (V ®Sym? V) hay siete vectores de peso maximo de este peso, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que v3, y v{, (0 v3; y v{;) no pertenecen a la imagen de 0s.

Para el vector de peso méximo de peso (2,2,1,0,0,0,...,0)

83(7”31) = Uir)s - U?4-
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Esta imagen es linealmente independiente junto con —2v%, + vf + v | —v}, — vl + 20§ — v§
hallados en el analisis de la imagen T, y con los vectores de peso méximo v, y vy (0 vj; y
vd) y como en (A2V @ V)@ (Ve V)d (A2V@Sym? V)@V @ A?V @ (V ® Sym? V) hay cinco

vectores de peso maximo de este peso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v7, y

9 5 9 :
vg (0 vj5 ¥ vg) no pertenecen a la imagen de 0s.

Para el vector de peso méximo de peso (2,1,1,1,0,0,...,0)

83(71)31) = U?a + 27}?4

Esta imdgen es linealmente independiente junto con 209, — 4vi? — 201% 208, — 401? — 4010 + 3vi!
hallados en el andlisis de la imagen T y con los vectores de peso maximo v§, y vi? (o 0%, y
vi?) y comoen (A2V V)@ (Ve V)d A2V @Sym*V)®V &A%V @ (V ® Sym? V) hay cinco
vectores de peso maximo de este peso, sin pérdida de generalidad podemos suponer que v¢, y
va? (0 vY; y vi?) no pertenecen a la imagen de 5.

Asi, resulta que:

Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso méaximo de
AVeV)e(VeV)e WV esym’ V)RV 93(Ty ® Ta1)
@ A2V @ (V®Ssym?V) CA2VRV)®(VERV)® AV @Sym? V)V e A%V @ (V®Sym? V)
(4,1,0,0,...,0) vé 1}}4 v%3 vh —vg
—”%3 - U%4
(3,2,0,0,...,0) v w2, vig 30§
vg viy + 208 — vf
”%3 - Uf4
(3,1,1,0,...,0) v w3, viy —20v3, + 208, + 02 + 203 — v
v3 ofy vfs —vfy — vy + 203 + 0§
Ug U%4 =+ 21/2

3 3
vig + 2014

4 3 4
Vi3 — 2074 — Uiy

(2,2,1,0,...,0) vg 03, vgs —2v3, + vl + v3
4 —ofs - of + 208 - of
v vi3 —vi,
(2,1,1,1,...,0) 030 0§, v§sy 208, — 40l? — 2010
vgl 2v?4 — 411%2 — 4’ué0 + S‘Uél
vg? 3 + 208,

(1,1,1,1,1,...,0) 033

80



Observacién.

BN (VRV)2 VANV @ (VeSym?V)) =<uv), —vs >® < —vj; — vl >
® < 3v3 > O < vl +205 -1l > < vl — U%4>
O < =203, + 2v}, + v + 208 —vg > B < —v, — vl + 205+ v >
@<’U14+2U8>@<Ul3+2vl4>EB<U13—2’U14—U114>
® < =200, +vf + v > B < —v), —vg + 205 — 0§ >
B <vdy —vdy > B < 208, — dvg? — 2ug° >
® < 208, — 4vg? — 40l + 3vg' > @ < 8 + 209, >
=< vy —vg > D < 3] > < vl + 205 — v >
O < =203, + 2v}, + v + 208 —vg > B < —vd, — vl + 205 +vs >
69<v?4+21)§’>@<—2vi’4+v§+v§>
O < —vi, —vg + 20§ —v§ > ® < 208, — dvg? — 203 >
® < 209, — dvg? — 40 + 30t > ATV @ (V @ Sym? V)
=< vl — vz > B < 35 > < vi,+ 20 — §>
® < =208, + vy, + V3 + 208 —vg > B < —vd, — vl + 203 + vl >
€B<vl4+21)8>69<—2v14+v8+v8
O < —v), —vg + 208 — 0§ > < 209, — 4 — 2030 >
© < 20, — 4vg® — 40l + 3ug' > AV @ (V @ Sym? V).

(Dg D D13 D D14)/ Im 83(T4 D T21) ~ US D U;Q D 'UEI;B
® AV @ (V@ Sym?V)

(Dg ) D13 ) D14)/Im 83(T4 ) T21) ~ 'Ug ) 'U§2 D Ué3
® (A*V @Sym? V)@ V.

Submédulo Ty; =V @ (Ve V)® (V@ Sym* V)

BVeVeV)e(VeSym*V)) C (A*VeV)e (Ve Sym?V)
® (A*V @Sym? V) ® (Ve V).

Observemos que los submédulos (A?V @ Sym* V) @ (Vo V) y (A2V @ V)@ (V ® Sym?V)
son isomorfos por lo que los vectores de peso maximo de uno se puede obtener apartir de los
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del otro reordenandolos. Para ilustrar esto, veamos el siguiente ejemplo: x = abcde f, vector
de peso méaximo de (A?V ® Sym? V) ® (V ® V) se corresponde con el vector de peso maximo
x = abefed en (A2V ®@V)® (V ®Sym? V), por esta razén solo ilustramos los vectores de peso
méximo de V @ (V@ V)@ (V@ Sym?*V) y (A?V @ Sym* V) @ (V ®@ V) en detalle.

Vectores de peso maximo de

Vectores de peso maximo de

Peso
Ve (VeV)e (Ve Sym?V) (A2V ®@Sym2V)® (VeV)
(6,0,0,0,0,0,0,...,0) wls = —eeeeee
(5,1,0,0,0,0,0...,0) w§3 = efeeee — feecee ’U%g = —efeeee
wg’g = —eefeee + efeeee
wgs = —eeefee + efeeee
wSS = —eeeeef + efeeee
(4,2,0,0,0,0,0,...,0) wgg:7eeefef+eeffee+feeeef7fefeee 'z)%ﬁzefefeefefeefe
wgg = eeeeff —eefeef — feeeef + fefeee ”%6 = efefee — efeeef
wgg = eeffee — efefee — fefeee + ffeeee
wgB = eeeeff — efeeef — feeeef + ffeeee
wég = eeeceff — effeece — 2feeecef + fefeee + ffeeee
w%é = —eeeeff + eeffee+ 2feeeef — feefee — fefeee
(4,1,1,0,0,0,0,...,0) w%% = —eeefeg + eecegef + efeeeg — efegee — egeeef + egefee ’U%G = efegee — egefee + egeefe — efeege
w%% = efeeeg — efgeeg — egeeef + egfeee — feeeeg + fegeee+ vfs = —fgeeee + egeefe — efeege
geeeef — gefeee
w%é = eefgee — eegfee — efegee + efgeee + egefee — egfeee ’U?G = —egeeef + efeeeg + egeefe — efeege
w%g = —eefeeg + eegeef + efeeeg — efgeee — egeecef + egfeee
w%g = efeeeg — egeeef — feeeeg + fgeeee + geeeef — gfeeee
wég = efeeeg — efegee — eeegef + egefee — feeeeg + feegee+
geeeef — geefee
(3,3,0,0,0,0,0,...,0) wil = —efeeff +efefef +effeef —efffee+ feeceff — feefef— vwig = —efffee+ efefef +efeffe — efeeff
fefeef + feffee
w%g = —ceefff+eefeff+efefef —effeef + feefef — fefeef—
ffefee+ fffeee
w33 = cefeff —ceffef — effeef +efffee — feceff + feefef+
ffeeef — ffefee
(3,2,1,0,0,0,0,...,0) wgé=—efeefg+efefeg—egefef+feeefg—feefeg— v%:—effgee+egffee—egefef+efefeg+
fgeeef + fgefee — geeeff + geefef + gfeeef — gfefee efegfe — egeffe+ egeeff —efeefg
wd2 = —eefefa + cegeff + efefeg — efgfee — egefef + eqf feet g = —efegef +efefeq + efegfe—
feeefg — feefeg + fefeeg — 2fegeef + fegfee — ffeeeg+ efeefg —efefge + efeegf
ffegee + fgeeef — fgfeee — geeeff + geefef — gefeef — geffee
w%g = —eefefg +eegeff +efefeg —efgeef —egefef +egfeef + v%g = —effgee +egffee — fgefeet
feeefg — feefeg + fefeeg — fegeef — ffeeeg + ffgeee efegfe —egeffe+ fgeefe
fgefee — fgfeee — geeeff + geefef + gfeeef — gfefee
w3} = —eeffeg + eefgef + efefeg — ef fge — egefef+ vig = —effgee + egffee — fgeeef+
egffee — feegef + fefeeg — ffeeeg + ffegee + fgeeef— efegfe — 2egeffe+ fgeefet
fgfeee + geefef — gefeef — gfefee+ gffeee egeeff + efefge —efeegf
w33 = efefeqg — effeeg — egefef + egfeef — feefeg + fefeeg+
fgefee — fgfeee + geefef — gefeef — gfefee+ gf feee
w3 = —eeffeqg+ecfgef + efefeq — efegef + fefeeg—
fefgee — ffeeeg + ffegee — gefeef + geffee + gfeeef — gfefee
w3f = —eefefg + ceffeg — eegeff — eegfef + feeefg — feefeg—
fegeef + fegfee — geeeff + geefef + gefeef — geffee
w%g =eeeffg —eeegff —eeffeg+eefgef — feeefg + feegef+
fefeeg — fefgee 4+ geeeff — geefef — gefeef + geffee
(3,1,1,1,0,0,0,...,0) wgg = —eefgeh + eefheg + eegfeh — eeghef — eehfeg + eehgef+ v}g = gheeef — fheeeg + fgeeeh — gheefe+
efegeh — efeheg — efgeeh + efheeg — egefeh + egehef+ eheefg — egeefh + fheege — eheegf+
egfeeh — egheef + ehefeg — ehegef — ehfeeg 4+ ehgeef+ efeegh — fgeehe + egeehf — efeehg
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feghee — fhegee — fgehee + fgheee + fhegee — fhgeee—
gefeeh + gehfee + gfehee — gfheee — ghefee + ghfeee+
hefgee — hegfee — hfegee + hfgeee + hgefee — hgfeee
wgg = —efgeeh + efheeg + egfeeh — egheef — ehfeeg + ehgeef+
fegeeh — feheeg — fgeeeh 4+ fgheee + fheeeg — fhgeee—
gefeeh + geheef + gfeeceh — gfheee — gheeef + ghfeee+
hefeeg — hegeef — hfeeeg + hfgeee + hgeeef — hgfeee
wg’é = efghee — efhgee — egfhee + eghfee + ehfgee — ehgfee—
feghee + fehgee 4+ fgehee — fgheee — fhegee + fhgeee+
gefhee — gehfee — gfehee + gfheee + ghefee — ghfeee—
hefgee + hegfee + hfegee — hfgeee — hgefee + hgfeee
wgg = eefgeh — eefheg — eegfeh + eeghef + eechfeg — eehgef+
efgeeh — efheeg — egfeeh + egheef + ehfeeg — ehgeef—
feegeh + feeheg — feghee + fehgee + fgeeeh — fgheee—
fheeeg + fhgeee + geefeh — geehef + gefhee — gehfee—
gfeeeh 4+ gfheee + gheeef — ghfeee — heefeg + heegef—
hefgee + hegfee + hfeeeg — hfgeee — hgeeef + hgfeee

U%g = fgehee — fhegee + ghefee — egehef+
ehegef — gheeef + efeheg — ehefeg+
fheeeg — efegeh + egefeh — fgeeeh

v}g = fgehee — fhegee + ghefee — egeh fe+
ehegfe — gheefe + efehge — ehefge+
fheege — efeghe + egefhe — fgeehe

(2,2,2,0,0,0,0,...,0)

wi§ = —eeffgh —eefgfg +eegffg — eeggff +efefgg — efegfg—
efgfeg+efggef —egeffg+egegff+egffeg—egfgef+
fefegg — fefgeg — fegefg + feggef — ffeegg + ffegeg+
ffgeeg — ffggee + fgeefg — fgegef — fgfeeg + fgfgee—
gefefg + geffeg+ gegeff — gegfef + gfeefg — gfefeg—
gfgeef + gfgfee — ggeeff + ggefef + ggfeef — ggeef f+

ggefef + ggfeef — ggffee

w35 = —effgg —eefgfg+eegffg+eeggff — effegg + effgeg+
efgefg —efggef —egfefg —egffeg+eggeff +eggfef—
feefgg + feegfg + fegfeg — feggef + ffeegg — ffegeg—
ffgeeg + ffggee — fgeefg + fgefeg + fggeef — fggfeet
geeffg — geegff — geffeg+ gefgef — gfeefg+ gfegef+
gffeeg — gffgee + ggeeff — ggefef — ggfeef + ggffee

vi8 = —efggef + egfgef — fgegef + ef fgeg—
egffeg+ fgefeg +efggfe —egfgfet
fgegfe —efegfg+ egeffg — fgeefg—
effgge +egffge — fgefge+
efeggf —egefgf + fgeegf

(2,2,1,1,0,0,0,...,0)

w3} = —efegfh +efehfg+effgeh —ef fheg + egeffg — egehff—
egffeh +egfhef — eheffg+ ehegff + ehffeg — ehfgef+
feegfh — feehfg — fefgeh + fefheg — fgeefh + fgehef+
fgfeeh — fgfhee + fheefg — fgehef — fhfeeg+ fhfgee—
geeffh + geehff + geffeh — gefhef + gfeefh — gfehef—
gffeeh + gffhee — gheef f + ghefef + ghfeef — ghffeet+
heeffg — heegff — heffeg+ hefgef — hfeefg + hfegef+

hffeeg — hffgee + hgeffe — hgefef — hgfeef + hgffee

wi§ = —eefgfh +eefgfh + eegffh — eeghff — eehffg+ echgff+
effgeh —effheg —efgefh + efghef + efhefg — efhgef+
egfefh —egffeh —egehff + eghfef —ehfefg+ehffeg+
fhgeff —ehgfef + feegfh — feehfg — fegfeh + feghef+
fehfeg — fehgef — ffegeh + ffeheg + ffgeeh — ffghee—
ffheeg + ffhgee — fgeefh + fgefeh + fgheef — fghfeet+
fheefg — fhefeg — fhgeef + fhgfee — geeffh + geehff+
geffeh — gefhef + gfeefh — gfehef — gf feeh + gf fhee—
gheeff + ghefef + ghfeef — ghffee+ heeffg — heegff—
heffeg+ hefgef — hfeefg+ hfegef + hffeeg — hffgeet

hgeeff — hgefef — hgfeef + hgffee

w3} = eefgfh —eefhfg —eegffg + eegffh + eeghff + eehffg—
eehgff —effgeh + effheg+efgfeh —efghef —efhfeg+
efhgef — feegfh + feehfg+ fegefh — feghef — fehefg+
ffegeh — ffeheg — ffgeeh + ffghee + ffheeg — ffhgee+
geeffh — geehff — gefefh + gefhef + geheff — gehfef—
gfefeh + gfehef + gf feeh — gf fhee — gfheef + gfhfee—
heeffg+ heegff + hefefg — hefgef — hegeff + hegfef+
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vig = egfhef — ehfgef — fgehef + fhegef—
effheg + ehffeg — fhefeg+ effgeh—
egffeh + fgefeh —egfhfe+ ehfgfe+
fgehfe — fhegfe + efehfg — ehef fg+
fheefg —efegfh + egeffh — fgeefh+
effhge — ehffge + fhefge — efehgf+
ehefgf — fheegf — ef fghe + egf fhe—
fgefhe + efeghf — egefhf + fgeehf
vig = —fgfhee + fhfgee — ghf fee + fgehef—
fhegef + ghefef + egfhfe —ehfgfet
gheffe —egehff + ehegff — gheeff—
effhge + ehffge — fhefge + efehgf—
ehefgf + fheegf + effghe — egf fhe+
fgefhe —efeghf + egefhf — fgeehf




hfefeg — hfegef — hffeeg + hffgee + hfgeef — hfgfee

(2,1,1,1,1,0,0,...,0) wgg = efghev — efgveh — efhgev + efhveg + efvgeh — efvheg—
egfhev 4+ egfveh + eghfev — eghvef — egvfeh + egvhef+
ehfgev — ehfveg — ehgfev + ehgvef + ehvfeg — ehvgef—
evfgeh + evfheg + evgfeh — evghef — evhfeg + evhgef—
feghev 4+ fegveh + fehgev — fehveg — fevgeh + fevheg+
fgehev — fgeveh — fgheev + fghvee + fgveeh — fguvhee—
fhegev 4+ fheveg + fhgeev — fhgvee — fhveeg + fhvgee+
fvegeh — fveheg — fvgeeh 4+ fvghee + fvheeg — fvhgee+
gefhev — gefveh — gehfev + gehvef + gevfeh — gevhef—
gfehev + gfeveh + gfheev — gfhvee — g fveeh + gfvgee+
gehfev — ghevef — ghfeev + ghfvee + ghveef — ghvfee—
gvefeh + gvehef + gvfeeh — gvfhee — gvheef 4+ gvhfee—
hefgev + hefveg + hegfev — hegvef — hevfeg + hevgef+
hfegev — hfeveg — hfgeev + hfgvee + hfveeg — hfvgee—
hgefev 4+ hgevef + hgfeev — hgfvee — hguveef + hgvfee+
hvefeg — hvegef — hvfeeg + hvfgee + hvgeef — hvgfee+
vefgeh — vefheg — vegfeh + veghef + vehfeg — vehgef—
vfegeh 4+ vfeheg + vfgeeh — vfghee — vfheeg + vfhgee+
vfegeh — vgehef —vgfeeh + vgfhee + vgheef — vghfee—
vhefeg + vhegef + vhfeeg — vhfgee — vhgeef + vhfgee+

v%g = —ghevef 4 gvehef — hvegef + fheveg—
fveheg + hvefeg — fgeveh + fvegeh—
gvefeh + fgehev — fhegev 4+ ghefev+
ghevfe — gvehfe + hvegfe — ehevfg+
evehfg — evehfg + egevfh — evegfh+
gveefh — egehfv 4+ ehegfv — gheefv—
fhevge + fvehge — hvefge + ehevgf—
evehgf + hveegf — efevgh + evefgh—
fveegh + efehgv — ehefgv + fheegv+
fgevhe — fveghe + gvefhe — egevhf+
eveghf — gveehf + efevhg — evefhg+
fveehg — efeghv + egefhv — fgeehv—
fgehve 4+ fhegve — ghefve + egehv f—
ehegvf + gheevf — efehvg + ehefvg—

fheevg + efegvh — egefvh + fgeevh

Evaluamos d5 en cada uno de los vectores de peso méximo de V @ (V@ V) ® (V ® Sym? V).

Para el vector de peso (6,0,0,0,0,0,0,...,0)
83(1”%3) =0,

Para vectores de peso (5,1,0,0,0,0,0,...,0)

03(7”33) = _21’%5 + U%G Y
83(7”;3) = _Ui5

Como estas dos imagenes son linealmente independientes y sélo hay dos vectores de peso
méximo de peso (5,1,0,0,0,0,0,...,0) en (A’V ®@ V) ® (V ® Sym? V) & (A>V ® Sym* V) ®
(V ® V) no tiene sentido calcular la imagen de los restantes vectores de peso maximo de peso
(5,1,0,0,0,0,0,...,0)de Ve (VeV)®(V®Sym? V) pues serdn combinaciones lineales de éstas,
ademéds podemos afirmar que todos los vectores de peso maximo de peso (5,1,0,0,0,0,0,...,0)
en (A2V @ V)® (Ve Sym?V)® (A?V ® Sym* V) ® (V @ V) pertenecen a la imagen de 0s.

Para vectores de peso (4,2,0,0,0,0,0,...,0)

Como estas cuatros imagenes son linealmente independientes y hay cuatro vectores de peso
méximo de peso (4,2,0,0,0,0,0,...,0) en (A2V@V)®(VeSym? V)& (A?VeSym? V)e(VeV),
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al igual que el caso anterior, no tiene sentido calcular las imagenes de los dos restantes y todos
los vectores de peso maximo de peso (4,2,0,0,0,0,0,...,0) en (A2V ®V)® (V ® Sym* V) &
(A?V ® Sym? V) ® (V ® V) pertenecen a la imagen de Os.

Para vectores de peso (4,1,1,0,0,0,0,...,0)

83(@053) = Uil5 - U?5 - Uilﬁa

63(“)%%) = 2“115 - Uil6 + U?67

05 (w33) = —vi5 + Vi,

03 (w%g) = Uéll57

83(1055) = 2“%5 - 2“155 - U%(; Y
03(w5:§) = 2075 — 2“?5 - Uf@‘ + 2”?6'

Como estas seis imédgenes son linealmente independientes y hay seis vectores de peso méaximo
de peso (4,1,1,0,0,0,0,...,0) en (A2V ®@ V) ® (V@ Sym? V) @ (A>V @ Sym?* V) @ (V @ V),
afirmamos que todos los vectores de peso maximo de peso (4,1,1,0,0,0,0,...,0) en (A*V ®
V)® (V@ Sym?V) @ (A?V @ Sym* V) ® (V ® V) pertenecen a la imagen de 0s.

Para vectores de peso (3,3,0,0,0,0,0,...,0)

O3(wy5) = 2v(; + 2vj Yy

03 (wég ) = UI@’-

Como estas dos imagenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso méaximo

de peso (3,3,0,0,0,0,0,...,0) en (A2V @ V)® (VeSym? V)@ (A’V @ Sym? V) ® (V ® V),no

tiene sentido calcular la imagen del vector de peso méximo de este pesoen V@ (Vo V)® (V®

Sym® V) que falta, ademds todos los vectores de peso maximo de peso (3,3,0,0,0,0,0,...,0)

en (A2V @ V)® (Ve Sym?V)® (A?V ® Sym* V) @ (V @ V) pertenecen a la imagen de 0s.
Para vectores de peso (3,2,1,0,0,0,0,...,0)

B5(w33) = 2075 — 205 + 215 — 2033 — Ovy, + Ovs — vig + Ovjg,
Os(w33) = 20%5 — 205 — 015 + 0vy; — v — Vi — U16 + v1,
O5(w33) = 20%5 — 205 + vyg — 2% Ovts — vi — v1g + Ovgg,
O3(wd3) = 20%5 — v5 — vip — vif 4 205 — 2075 — 2”%8 + Ovyg,
O3(w33) = 20f; — 22)15 + 0vyp 2“%; + vs — Vi — g + Ovgg,
83(w§§) = Ovif, - U15 + U15 U15 + 2U16 2“?6 - Ovig - 27}%%7
Os(w33) = Ovfs — s + vis — vig — Vi + Vg — vig + Vg Y
33(1033) = _U§5 + 0“?5 + OU15 + Ovié + 21}?6 - 2“?6 + 2”%2 - 2”%&-

Como estas ocho imégenes son linealmente independientes y hay ocho vectores de peso maximo
de peso (3,2,1,0,0,0,0,...,0) en (A’V @ V)® (V®Sym?*V) & (A’V @ Sym?* V) @ (V@ V)
luego todos los vectores de peso méaximo de peso (3,2,1,0,0,0,0,...,0) en (A2V@V)® (V&
Sym? V) @ (A?V @ Sym? V) ® (V ® V) pertenecen a la imagen de 0s.
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Para vectores de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0)

B(wd3) = —vi3 + 15 — vi5 + vig — vig + Vg,

Bs(wp3) = 03 + O0vg3 — 2v35 + vig + vig — vig,
Os(wi3) = 2012 + 0vis 4 Ovis — 2012 + Ovip 4+ Ovlg
(wp3) = vi3 + Vi3 + Vi3 — vig + Ui + Vi,

Como estas cuatros imégenes son linealmente independientes y hay seis vectores de peso maximo
de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0) en (A?V @ V) ®@ (V & Sym* V) @ (A?V @ Sym* V) @ (V ®@ V)
luego hay dos vectores de peso méximo de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V @ V)@ (V ®
Sym? V) @ (A?V ® Sym? V) ® (V ® V) que no pertenecen a la imagen de d5. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que vig y via son esos vectores ya que estos dos junto con los
otros cuatros son linealmente independientes.
Para vectores de peso (2,2,2,0,0,0,0,...,0)
O5(wi3) = —vig — 2038y

34y 15 15
33(w23) = —U15 + Vsg-

Como estas dos imagenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso maximo
de peso (2,2,2,0,0,0,0,...,0) en (A2V @ V)® (V& Sym?V) & (A>V @ Sym? V) ® (V a V)
luego todos los vectores de peso maximo de peso (2,2,2,0,0,0,0,...,0) en (A2V @ V)® (V®
Sym?* V) @ (A2V @ Sym® V) ® (V ® V) pertenecen a la imagen de 9s.

Para vectores de peso (2,2,1,1,0,0,0,...,0)

Os(ws3) = 2v15 + 2013 — Ovyg + 2v45,
Os(w3s) = vi5 + 2vig +vig + 201§ Y

37\ _ 16 17 16 17
O3(wa3) = —vy5 + Ovgs — 2016 — 205

Como estas tres imagenes son linealmente independientes y hay cuatro vectores de peso maximo
de peso (2,2,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V @ V) ® (V@ Sym? V) & (A>V @ Sym? V) ® (V& V)
luego existe un vector de peso méximo de peso (2,2,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V @ V) ® (V ®
Sym? V) @ (A’V ® Sym? V) @ (V ® V) que no pertenece a la imagen de 5. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que vi{ es ese vector.

Para el vector de peso (2,1,1,1,1,0,0,...,0)
05(w33) = —2v;5 + vig.-

Como existen 2 vectores de peso maximo en (A2V@V)®(V@Sym? V)B(A2V@Sym? V)e(VaV)
de peso (2,1,1,1,1,0,0,...,0), luego hay un vector de peso maximo de peso (2,1,1,1,1,0,...,0)
en (A2V@V)® (VeSym? V)@ (A2V @ Sym? V) ® (V ® V) que no pertenece a la imagen de

d5. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que v13 es ese vector.
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Hasta aqui, existen cuatro vectores de peso méaximo en (A’V ® Sym* V) ® (V ®@ V)

vig de peso (3,1,1,1,0,...,0),
2,2,1,1,0,...,0),
2,2,1,1,0,...,0)

2,1,1,1,1,0...,0)

14
vy de peso

17
vy de peso Y

(
(
(
(

18
vy de peso

que aparentemente no pertenecen a la imagen de d3. Evaluemos 03 en Ty para poder concluir

pues 95(Ty) C (A’V @ Sym’ V) ® (Ve V).

Submédulo Ty = A3(V @ V)

BN (VeV)) AV eSym?V)e (Ve V).
Los vectores de peso maximo de peso
(3,1,1,1,0,0,0,...,0), (2,2,1,1,0,0,0,...,0) vy (2,1,1,1,1,0,0,...,0)

de la descomposicién en irreducibles de A3(V ® V'), que nos interesa analizar, es la que figura
en la siguiente tabla:

Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de
(A3(VeV) A2V @Sym?V)® (VeV)

(3,1,1,1,0,0,0,...,0) wg:7eeefgh+eeefhg«keeegfhfeeeghf7eeehfg+ v%g

eeehgf — 3efegeh + efeghe — efehge + egehfe
wéo = efegeh — efeghe + efehge + efgehe — egehfe— v%g
egfehe + ehfege — fegehe
wél = eefegh — eefehg — eefghe + eefhge + eegehf + eegfhe — 3efegeh+ v%é
3efeghe — 3efehge — 2efgehe + 3egehfe + 2egfehe — 2eh fege
(2,2,1,1,0,0,0,...,0) wdd = —2eefgfh + 2eefghf — 2eefhgf — 2eegfhf + efegfh— vid

3efeghf — efehfg+3efehgf + ef fghe — effhge + efgehf+
efgfhe — 2egehff — egfefh — egfehf — 2egf fhe + chfefg+
chfegf +2ehffge — 3fefghe + 3fefhge + fegehf + fegfhe — 2f fgehe
wig
(2,1,1,1,1,0,0,...,0) U%g

Para vectores de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0)
83(wg) = 07
03(wy’) = —vig + vig,

11y _ .12 13 14
O3(vg ) = vig + 3vy5 — vyg-
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De estas 3 imagenes solo una, la segunda, es linealmente independiente con las otras cuatro, de
este peso, que ya encontramos y hay seis vectores de peso maximo de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0)
en (A2VeV)® (VeSym? V)@ (A2V @ Sym? V) @ (V ® V) luego un vector de peso maximo
de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V @ V) ® (V @ Sym?V) & (A?V @ Sym? V) @ (V @ V)
no pertenece a la imagen de ds. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que vig es dicho

vector.
Para el vector de peso (2,2,1,1,0,0,0,...,0)

O3(wg?) = 3vi8 + 2u3¢.

Como esta imagen junto con las otras tres ya encontradas son linealmente independientes
y hay cuatro vectores de peso maximo con este peso en (A2V @ V) ® (V ®@ Sym* V) @ (A?V ®
Sym? V) ® (V ® V) luego todos los vectores de peso méximo de peso (2,2,1,1,0,0,0,...,0) en
A2V @ V) (VeSym?V)® (A’V @ Sym?* V) ® (V ® V) pertenecen a la imagen de 0s.

Para el vector de peso (2,1,1,1,1,0,0,...,0)

No tiene, por lo que el vector de peso méximo vi§ no pertenece a la imagen de 0;.

Luego los vectores de peso méaximo de (A2V@V)®(V@Sym? V)& (Ve V) (A?V @Sym* V)
que no pertenecen a la imagen de 95 son vig y vig.

Asi, resulta que

Peso Vectores de peso méaximo de Vectores de peso méaximo de
A2V @ V)@ (VeSym?2V)e (A2V @ Sym? V)@ (Ve V) 93(T23 @ To)
CUVERV)®(Vesym’V)s (A’V@Sym® V)@ (Ve V)
(5,1,0,0,...,0) vig vig vis . vig
(4,2,0,0,...,0) vig vig vio L wig
ol vig vie . vl
(4,1,1,0,...,0) vi5, o5, vl vig, vi6, vl vis, vi5. v
vig, vig vig
(3,3,0,0,...,0) 1/{5 1/{5 “Is s UIG
(3.2.1,0,....0) o8, 05, 012, v o35, 0. v1g, v} o35, 085, 012, v
vg. 085, 012, vl
(3,1,1,1,0,...,0) v%g u%g —’U%g-‘—’[)%g —v%é—‘—v%g —u%é’#—v%g
20l 4 012 + ol — ol
ol old 2012 — 2012
o2 4+ 38 & ol — o1 4 0l + old
—olg + ol
(2,2,2,0,...,0) vi2 vi2 vi2
vig
(2,2,1,1,0,...,0) vis vid 2018 + 2017 + 2017
vig vig g + 20if + 01§ + 20i¢
—vif = 201§ — 20if
31]%8 + 21/%%
(2,1,1,1,1,...,0) vl vig —2018 4+ v18
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Submédulo Ty, = A2V ® (A?V ® Sym* V)

O5(A?V @ (A*V @ Sym? V) = A*V ® (A*V ® Sym? V)
Asi, resulta que 03 retringida al submoédulo Tss es sobre.

Submédulo T = A2(V @ V) ® A2V

O5(AX(V ® V) ® A’V) C A2V @ (A*V @ Sym? V) C Im(9s).

La imagen del submédulo 77, no aporta nada nuevo a la imagen de 03 gracias al submaédulo
anterior.

Submédulo Ty, = V @ (V @ Sym? V) @ A2V

9(V @ (VeSym*V)® A*V) C (A*V @ Sym® V) ® A*V C Tm(9s).
Idem al caso anterior, la imagen del submddulo T4 no aporta nada nuevo a la imagen de 0s.

De estos tres ultimos submaédulos, Ths, Ty v T11, resulta que:

Submédulo 83(T24 D T22 D Tll) g AQV & (AZV & Sym2 V)
A%V ® (A’V @ Sym? V) A’V @ (A?V @ Sym? V)

Observacién. Apartir de aqui, los vectores de peso aximo de los submédulos Tss, Tog, To7,
Ts9, D19, Doy v T1 no fueron transcriptos debido a sus tamanos, llegando a ocupar uno de ellos
95 paginas. Sin embargo se encuentran en el output de la seccion 9 grabada en el CD, bajo el
titulo Vectores de peso maximo de Lnk.

Submédulo Ths = V @ (V@ V) @ (A?V ® Sym? V)

(Ve (VeV)e (AVeSym?*V)) C (A*V @ V) ® (A*V @ Sym?* V).

La cantidad de vectores de peso méximo de los submédulos V @ (V @ V) @ (A?V ® Sym? V) y
(A’V @ V) ® (A2V ® Sym? V) se muestran en la siguiente tabla agrupados segiin su peso.
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Peso Vectores de peso méaximo de Vectores de peso maximo de
VeVeV)e A2V eSym?V) | (A2VeV)® (A?V ® Sym? V)
(6,1,0,0,0,0,0,...,0) wais
(5,2,0,0,0,0,0...,0) W35, Wi, Was V1o
(5,1,1,0,0,0,0,...,0) W, W, whe W vig
(4,3,0,0,0,0,0,...,0) W, Wi Wl v
(4,2,1,0,0,0,0,...,0) wag .. wd Vg ... UY
(4,1,1,1,0,0,0,...,0) w3 w3l vis vl
(3,3,1,0,0,0,0,...,0) w3t . wdl Vi, V5,
(3,2,2,0,0,0,0,...,0) wi2 .. wse V39, V10, V1g
(3,2,1,1,0,0,0,...,0) wil .. w3l vig .. v
(3,1,1,1,1,0,0,...,0) wye .. whe o2h, 022, v23
(2,2,2,1,0,0,0,...,0) wie, Wik w3 vis vis
(2,2,1,1,1,0,0,...,0) wis, wis, wiz v V3l
(2,1,1,1,1,1,0,...,0) wgg U%S
Observacion.

Observemos que Ty; v Dig son los primeros submoédulos donde el peso total, 7, es mayor
que la dim V' = 6 que prefijamos. Antes de comenzar con el andlisis de la Im(03) verificaremos
que para dim(V') = 6 las descomposiciones de éstos se estabilizan.
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xEn la tabla anterior se observa que para 2 < n < 8 las dimensiones de los submaddulos

irreducibles propuestos como vectores de peso maximo de Ty5 es igual a la dimensién de Tos,
luego esta es la descomposicion de Th; para 2 < n < 8. Probaremos que ésto es cierto para
todo n.

dim(6, 1,0,0,0,0,0,...,0) + 3dim(5,2,0,0,0,0,0, ...,0) + 4dim(5,1,1,0,0,0,0,...,0)+

3dim(4,3,0,0,0,0,0,...,0) +9dim(4,2,1,0,0,0,0,...,0) + 6dim(4,1,1,1,0,0,0,...,0)+
5dim(3,3,1,0,0,0,0,...,0) +5dim(3,2,2,0,0,0,0,...,0) +9dim(3,2,1,1,0,0,0,...,0)+
4dim(3,1,1,1,1,0,0,...,0) + 3dim(2,2,2,1,0,0,0,...,0) + 3dim(2,2,1,1,1,0,0,...,0)+

dim(2,1,1,1,1,1,0,...,0) =

(n+5).(n+4).(n+3),(n+2).(n+1).n.(n71)+3(n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n2.(n71)+4(n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n.(n71).(n72)
840 360 336

3(n+3).(n+2).(n+1)2.n2.(n—1) |, 9(n+3).(n+2).(n+1).n%.(n—1).(n—2) |, 6(n+3).(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3)
+ 360 + 144 + 252 +

5(n+2).(n+1)2.n2.(n—1).(n—2) 5(n+2).(n+1).n2.(n—1)2.(n—2) 9(n+2).(n+1).n%.(n—1).(n—2).(n—3)
240 + 240 + 144 +

4(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4) 3(n+1).n%.(n—1)2.(n—2).(n—3) 3(n+1).n2.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4)
336 + 360 + 360 +

(nt1).n.(n=1).(n=2).(n=3).(n—4).(n=5) _ 2(n+1).n.(n—1).(n*+71n+120) + 6(n+1).n3.(n—1).(2n2+37)+
840 840 360

8(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2)(n?+12) 18(n+2).(n+1).n3.(n—1).(n—2) 10(n+2).(n+1).n3.(n—1).(n—2)
336 + 144 + 240 +

6(n+3).(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3) __ (n+1).n.(n—1).(n*+71n24+120) + (n+l).n3.(n—l).(2n2+37)+
252 o 420 60

(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2)(n2+12) (n+2).(n+1).n3.(n—1).(n—2) (n+2).(n+1).n3.(n—1).(n—2)
42 + 8 + 24 +

(n+3).(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3) __ 21(n+1).n3.(n—1).(n%2+1) + (n+1).n3.(n71).(2n2+37)+
42 - 420 60

4(n+2).(n+1).n3.(n—1).(n—2) _ (n+1).n3.(n—1).(n%+1) + 3(n+1).n3.(n—1).(4n?—1)
24 o 20 60 o

n+1).n3.(n—1).(n24+14+4n%—1 n+1).n°%.(n—1 .
(1) (=P A1) _ (i) nml) _ iy ()

Como estos 56 vectores de peso maximo propuestos de Th; son linealmente independientes

y las sumas de sus dimensiones es la dimensién de Ths, luego ésta es su descomposicion en
irreducibles para todo n.

De manera analoga para Dig
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xSe observa en la tabla anterior que para 2 < n < 8 las dimensiones de los submaddulos
irreducibles propuestos como vectores de peso maximo de Dqg es igual a la dimensién de Dq,

luego esta es la descomposicién de D9 para 2 < n < 8. Probaremos que esto es cierto para
todo n.

dim(5,2,0,0,0,0,0,...,0) + dim(5,1,1,0,0,0,0,...,0) + dim(4, 3,0,0,0,0,0,...,0)+

4dim(4,2,1,0,0,0,0,...,0) + 3dim(4,1,1,1,0,0,0,...,0) + 2dim(3,3,1,0,0,0,0, ..., 0)+
3dim(3,2,2,0,0,0,0,...,0) +5dim(3,2,1,1,0,0,0,...,0) + 3dim(3,1,1,1,1,0,0,...,0)+
2dim(2,2,2,1,0,0,0,...,0) +2dim(2,2,1,1,1,0,0,...,0) + dim(2,1,1,1,1,1,0,...,0) =

(n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n2.(n—1) (n+4).(n+3).(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2) (n+3).(n+2).(n+1)2.n2.(n—1)
360 + 336 + 360 +

4(n+3).(n+2).(n+1).n%.(n—1).(n—2) 3(n+3).(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3) 2(n+2).(n+1)2.n%.(n—1).(n—2)
144 + 252 + 240 +

3(n+2).(n+1).n%.(n—1)2.(n—2) 5(n+2).(n+1).n2%.(n—1).(n—2).(n—3) 3(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4)
240 + 144 + 336 +

2(n+1).n2.(n—1)2.(n—2).(n—3) + 2(n+1).n2.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4) + (n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4).(n—5) _
360 360 840

(n+3).(n+2).(n+1).n2.(n—1).(2n+5)+2(n+2).(n+1)An.(n—l).(n—2).(2n2—7n+24)+3(n+2).(n+1).n2.(n—l).(n—2)(3n—1)+
360 336 144

(n+3).(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3) (n+2).(n+1).n2.(n—1).(n—2).(5n—1)
84 + 240 +

(n+1).n2%.(n—1).(n—2).(n—3).(2n—>5) + (n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4).(n—>5) _
180 840

3(n+1).n2.(n—1).(2n3—-5n2+37n—10 | 2(n+2).(n+1).n%.(n—1).(n—2).(10n—3)
360 + 240 +

(n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(4n>—7Tn+6) + (nt+1).n.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4).(n=5) _
168 840

(n+1).n2.(n—1).(12n3—8n2—3n+2) (n+2).(n+1).n.(n—1).(n—2).(4n%2—Tn+6)
120 + 168 +

(n+1).n.(n—1).(n—2).(n—3).(n—4).(n—5) _ (n+1).n.(n—1).(105n*—105n%) _ (n41).n*.(n—1)2 _ ;.
840 - 840 = 3 = dim(Do).

Como estos 28 vectores de peso maximo propuestos de Dig son linealmente independientes y
las sumas de sus dimensiones es la dimension de D19 para todo n, luego ésta es la descomposicion
en irreducibles de Dyg.

Evaluamos 05 en cada uno de los vectores de peso maximo de Tas.
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Para el vector de peso (6,1,0,0,0,0,0,...,0)
83(10%5) = 0.
Para el vector de peso (5,2,0,0,0,0,0,...,0)
0s(w3s) = 2vy.
Como s6lo hay un vector de peso méximo de peso (5,2,0,0,0,0,0,...,0) en (A2VRV)®(A*V®

Sym? V) no tiene sentido calcular la imagen de los restantes vectores de peso maximo de este
pesoen V@ (V@ V)® (A2V @ Sym? V) pues serdn combinaciones lineales de ésta o se anularan.

Para el vector de peso (5,1,1,0,0,0,0,...,0)
83(“’35) = _Ug'

Como solo hay un vector de peso maximo de peso (5,1,1,0,0,0,0,...,0) en (A2VRV)®(A’V®
Sym? V') no tiene sentido calcular la imagen de los restantes vectores de peso méaximo de este
pesoen V@ (Ve V)® (A?V ® Sym? V).

Para el vector de peso (4,3,0,0,0,0,0,...,0)

05 (w3s) = viy.
Al igual que el caso anterior no tiene sentido calcular la imagen de wj? y wis
Para vectores de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0)

83(111%5%) = Uil9=

Bs(wy3) = —viy + viy + ]y,
03(wy3) = viy —vig Y
83(“’%?) = 2”?9

Como estas cuatro imagenes son linealmente independientes y hay cuatro vectores de peso
méximo de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0) en (A2V®V)®(A?V®@Sym? V), luego todos los vectores
de peso maximo de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0) en (A’V ® V) ® (A?V ® Sym? V) pertenecen a
la imagen de 0s.

Para vectores de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0)

0s(ws5) = viy — i,
0s(w33) = v1§ — vig,
Os(wss) = —vig + iy Y
O3(w35) = 2vi.
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Solo tres de estas cuatros imagenes son linealmente independientes (la primera, la segunda y
la cuarta) y hay tres vectores de peso maximo de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0) en (A’V @ V) ®
(A?V ® Sym? V), luego no tiene sentido calcular las imagenes de w22 y w2¢. Todos los vectores
de peso méximo de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V ® V) ® (A’V ® Sym? V) pertenecen a
la imagen de 0s.

Para vectores de peso (3,3,1,0,0,0,0,...,0)

33(11)%) _Ufg + 71?9 Y

83(1035%) —Uzg-

Estas dos imagenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso maximo de peso

(3,3,1,0,0,0,0,...,0) en (A’ VRV)® (/\2‘/®Sym2 V') luego todos los vectores de peso méximo

de peso (3,3,1,0,0,0,0,...,0) en (A’V ® V) ® (A2V ® Sym? V) pertenecen a la imagen de 0.
Para vectores de peso (3,2,2,0,0,0,0,...,0)

32y _ o9 11
O3(w5) = 2vyg — 20y,

33y _ 9 10, .11
O3(whs) = =207 — V19 + Vg Yy

O3(wis) = —2v{g.

Estas tres imégenes son linealmente independientes y hay tres vectores de peso méaximo de peso

(3,2,2,0,0,0,0,...,0) en (A2V®@V)®(A2V ®Sym? V) luego todos los vectores de peso maximo

de peso (3,2,2,0,0,0,0,...,0) en (A’V ® V) ® (A2V ® Sym? V) pertenecen a la imagen de 0.
Para vectores de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0)

Bs(wif) = —vig,

Ds(w3s) = vig — 2vig — vy,

d3(w3g) = —vyg + vy,

Os(wyg) = —2v1y + 01§,

Os(wys) = vis + vy —vig —vig Y
Bs(wyz) = w15 + 275 + vig — v1g — 203

Sélo cinco de estas imagenes son linealmente independientes, en particular podemos conciderar

la primera a la cuarta junto con la sexta, y como hay cinco vectores de peso maximo de peso

(3,2,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V®@V)®(A?V ®Sym? V) luego todos los vectores de peso maximo

de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0) en (A’V ®V)® (A’V ® Sym? V) pertenecen en la imagen de 0.
Para vectores de peso (3,1,1,1,0,0,0,...,0)

O3(w3s) = —2v1g — 215,
Os(w33) = 2y,

Os(wys) =vig  y
Os(wi3) = —2v3g



Sélo tres de estas imagenes son linealmente independiente, en particular podemos conciderar las
tres tltimas, y como hay tres vectores de peso maximo de peso (3,1,1,1,1,0,0,...,0) en (A’V®
V) ® (A?V ® Sym? V) luego todos los vectores de peso méximo de peso (3,1,1,1,1,0,0,...,0)
en (A2V ® V) ® (A?V @ Sym? V) pertenecen a la imagen de 0s.

Para vectores de peso (2,2,2,1,0,0,0,...,0)

50 24 25
O3(wys) = —vig — Vig Yy

05(w33) = 207,

Estas dos imégenes son linealmente independiente y como hay dos vectores de peso maximo
de peso (2,2,2,1,0,0,0,...,0) en (A’V ® V) ® (A?V ® Sym? V) entonces todos los vectores de
peso méximo de peso (2,2,2,1,0,0,0,...,0) en (A’V ® V) ® (A’V ® Sym* V) pertenecen a la
imagen de 0s.

Para vectores de peso (2,2,1,1,1,0,0,...,0)

Os(w3s) = 205+ 20i5  y

O3(w3s) = 20i5.

Estas dos imagenes son linealmente independiente y como hay dos vectores de peso méaximo
de peso (2,2,1,1,1,0,0,...,0) en (A’V ® V) ® (A?V ® Sym? V) luego todos los vectores de
peso maximo de peso (2,2,1,1,1,0,0,...,0) en (A2V ® V) ® (A’V ® Sym? V) pertenecen a la
imagen de 0s.

Para el vector de peso (2,1,1,1,1,1,0,...,0)

O3(wsg) = —2vis.

Esta imagen es no nula y como sélo hay un vector de peso maximo de peso (2,1,1,1,1,1,0,...,0)
en (A’V ® V) ® (A’V ® Sym? V) luego todos los vectores de peso maximo de este peso en
(A?V ® V) ® (A?V ® Sym? V) pertenecen a la imagen de 0s.

Asi, resulta que:

Submédulo 05(Ths) € (A2V ® V) ® (A2V @ Sym? V)
(A’V @ V) ® (A2V ® Sym? V) (A’V @ V) ® (A2V ® Sym? V)

Submédulo Ty, = A2(V @ V) ® (A?V @ V)

ANV V)® (ANVeV)) C(AVeSym?V)® (A2V e V)
I

C
C Im(0s).

Ne}
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Submédulo Ths = V @ (V ® Sym? V) ® (A?V @ V)

BV e (VeSym?V)® (A’VeV)) C (AVeSym?V) e (A2V e V)
I

C
C Im(0s).

Por submédulo anterior.

Submédulo Ty; = A*(V @ Sym? V) @ V
I(A*(V @ Sym?’ V)@ V) C (A’V @ Sym* V) @ (V @ Sym? V).

Los vectores de peso méximo del submédulo A2(V @ Sym?* V)@V y (A’V @ Sym?* V) @ (V ®
Sym? V) se detallan en la siguiente tabla.

Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de
AV @Sym? V)@V (A2V ® Sym? V) @ (V ® Sym? V)

(6,1,0,0,0,0,0,...,0) w§7, w§7 U%O
(5,2,0,0,0,0,0...,0) Wi, W, Wy vy, U3y
(5,1,1,0,0,0,0,...,0) WSy L W, Va0, Vg5 V30
(4,3,0,0,0,0,0,...,0) wa, Wit wi v, v,
(4,2,1,0,0,0,0,...,0) Wi, wat V9, - - - Vap
(4,1,1,1,0,0,0,...,0) wis, wyd vid vis il
(3,3,1,0,0,0,0,...,0) w3, wes vil vis vad
(3,2,2,0,0,0,0,...,0) w3, w3l v3Y w3
(3,2,1,1,0,0,0,...,0) W3S, wal wid vz vl
(3,1,1,1,1,0,0,...,0) Ugg
(2,2,2,1,0,0,0,...,0) w2 w2l
(2,2,1,1,1,0,0,...,0) w3 V2

El peso total de los submoédulos Ts7 v Dog, 7, es mayor que la dimV = 6 que prefijamos.
Antes de comenzar con el anélisis de la Im(0;) verificaremos que para dim(V') > 6 las descom-

posiciones de estos se estabilizan.
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En las dos tablas anteriores se observa que para 2 < n < 8 las dimensiones de los submodulos
irreducibles, por su respectivas multiplicidades, de Ty7 v Dog es igual a la dimensién de Ty; y
Dy respectivamente, luego estas son sus descomposicidnes en irreducibles para 2 < n < 8.

* Probar que la suma de las dimensiones de los submddulos irreducibles es igual a la di-
mension del submédulo, para todo n, es sencillo e innecesaria, basta probarlo para n = 7 para
poder concluir que ésta es su descomposicion en irreducibles.

En cada submédulo, los vectores de peso maximo son linealmente independientes y las sumas
de sus dimensiones es igual a su dimensién entonces esta es su descomposicion en irreducibles.
Evaluamos 05 en cada uno de los vectores de peso maximo de Ta7.

Para vectores de peso (6,1,0,0,0,0,0,...,0)

83(1”%7) =0
(wiy) = vy,
Como sélo hay un vector de peso méximo de peso (6,1,0,0,0,0,0,...,0) en (A2V @ Sym? V) ®

(V ® Sym® V') entonces todos los vectores de peso maximo con este peso en (A?V ® Sym? V) ®
(V ® Sym? V) pertenecen a Im(0s).

Para vectores de peso (5,2,0,0,0,0,0,...,0)

0s(w3;) = —3v3

Os(way) = —viy — V3.
Como estas dos imagenes son linealmente independientes y sélo hay dos vectores de peso
méximo de peso (5,2,0,0,0,0,0,...,0) en (A’V ® Sym*V) @ (V ® Sym®V) no tiene sen-

tido calcular la imagen del tercer vector de peso méaximo de peso (5,2,0,0,0,0,0,...,0) de
A*(V ® Sym? V) ® V pues serd combinacién lineal de éstas.

Para vectores de peso (5,1,1,0,0,0,0,...,0)

s(wyy) = —vyy + 2050 + v,

(93(“)57) = Ugo + 2”30 + 3“30

83(“’37) = 2“30-

Como estas tres imagenes son linealmente independientes y hay tres vectores de peso méaximo
de peso (5,1,1,0,0,0,0,...,0) en (A2V ®Sym? V) ® (V ® Sym? V) no tiene sentido calcular la
imagen del cuarto vector de peso maximo de peso (5,1,1,0,0,0,0,...,0) de A*>(V®Sym? V)®V

pues sera combinacion lineal de ésta.
Para vectores de peso (4,3,0,0,0,0,0,...,0)

03 (wég) = _Ugo

Os(wy7) = —vi.
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Al igual que el caso anterior no tiene sentido calcular la imagen de w3?.

Para los vectores de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0)

O(way) = —vg0 — vy — 21}53
O3(wy7) = 2U20 + 27)20 - U20 + U207
B3 (wy3) = vy + Vg + v3g + Vg,
O3(way) = —vgg — 2055 Y
Bs(wa7) = 2v5) — v3g — Vg

De estas cinco imagenes s6lo cuatro son linealmente independientes (sin pérdida de generalidad
podemos suponer que son las cuatro primeras), como hay cinco vectores de peso méximo de peso
(4,2,1,0,0,0,0,...,0) en (A2V @ Sym* V) ® (V ® Sym* V) y vi3 es linealmente independiente
con estas cuatro imagenes, hasta aqui, podemos concluir que el vector de peso mdximo vy de
peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0) en (A’V ® Sym* V) ® (V ® Sym? V) no pertenece a la imagen de
83.

Para vectores de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0)

63(w27) = U20 + 3“20 - U%g Y

Ds(wy?) = 2v50 + 239

Estas dos imégenes junto con viS son linealmente independientes y hay tres vectores de peso

méximo de peso (4,1,1,1,0,0, 07 ...,0) en (A2V @ Sym* V) ® (V ® Sym* V) por lo que en este
punto el vector de peso maximo v3S de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V ® Sym*’ V) ® (V ®
Sym? V) no pertenece a la imagen de 0.

Para vectores de peso (3,3,1,0,0,0,0,...,0)

O3(w37) = 2v55 — 23
83(71)27) U20 27}%3 + Uég Y
83(w§$) 020 + 21} 21}%8

Estas tres imagenes son linealmente independientes y hay tres vectores de peso maximo de
peso (3,3,1,0,0,0,0,...,0) en (A2V ® Sym? V) ® (V ® Sym? V), por lo que no tiene sentido
buscar la imagen de w32 y todos los vectores de peso méximo de peso (3,3,1,0,0,0,0,...,0)
en (A%V ® Sym? V) ® (V ® Sym? V) pertenecen a la imagen de 0.

Para vectores de peso (3,2,2,0,0,0,0,...,0)

93(w37) v§8 vy
83(w§?) —3v} 20

Estas dos imagenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso maximo de peso
(3,2,2,0,0,0,0,...,0) en (A’V ® Sym? V) ® (V ® Sym? V) luego todos los vectores de peso

102



méximo de peso (3,2,2,0,0,0,0,...,0) en (A’V ® Sym?V) ® (V ® Sym? V) pertenecen a la
imagen de 0.
Para vectores de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0)
Os(w3d) = 2v33 + dvzs + 21)20,
Os(why) = 2’”3(2) + 2” — V3 y
83(“’27) = Uzo + 203 20 - Ugg
Estas tres imdgenes son linealmente independientes junto con v3j, y como hay cuatro vectores
de peso maximo de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0) en (A’V ® Sym?V) ® (V ® Sym? V), hasta
aqui podemos concluir que el vector de peso mdximo vis de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0) en
(A%V ® Sym? V) ®@ (V ® Sym? V) no pertenece a Im(0s).
Para vectores de peso (3,1,1,1,1,0,0,...,0)
No tiene por lo que el vector de peso maximo v3S de peso (3,1,1,1,1,0,0,...,0) de (A*V ®

Sym? V) ® (V ® Sym? V) aparentemente no pertenecerfa a Im(ds).
Para el vector de peso (2,2,2,1,0,0,0,...,0)

d3(w33) = v3g.

en (A?V ® Sym?V) ®

Como hay un vector de peso méximo de peso (2,2,2,1,0,0,0,...,0)
(2,2,2,1,0,0,0,...,0) en

(V ® Sym® V) entonces todos los vectores de peso méximo de peso
(A%V ® Sym? V) ® (V ® Sym? V) pertenecen a Im(0s).
Para el vector de peso (2,2,1,1,1,0,0,...,0)

03(w3y) = —2vi;.
Como hay un vector de peso maximo de peso (2,2,1,1,1,0,0,...,0) en (A’V ® Sym*V) ®
(V ® Sym? V) luego todos los vectores de peso maximo de peso (2,2,1,1,1,0,0,...,0) en

(A?V ® Sym? V) ® (V ® Sym? V) pertenecen a Im(ds).
Hasta aqui resulta que los vectores de peso méximo de (A?V @ Sym? V) ®@ (V ® Sym? V):

vap de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0),
Voo de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0),
v3g de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0) Yy
vag de peso (3,1,1,1,1,0,0,...,0).

no pertenecen a Im(ds), pero 9s3(Th) C (A?V ® Sym? V) ® (V ® Sym? V) por lo que atin no
podemos concluir en forma definitiva.

Submédulo Ty = A2(V @ V) ® (V @ Sym* V)

(A (Ve V)® (VeSym’V)) C (A’V @ Sym* V) ® (V ® Sym* V).

103



En este caso no necesitamos la descomposicion en irreducibles completa de Thg, sélo algunas
componentes, las cuales a lo sumo tienen peso total 5 < 6 = dim(V).

Los vectores de peso maximo de los submédulos A2(V @ V) @ (V @ Sym? V) y (A?V ®
Sym* V) ® (V @ Sym? V) que nos interesan se muestran agrupados segiin su peso en la siguiente
tabla .

Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de

A2(VRV)®(VeSym?V) | (A2V®Sym?V)® (V ® Sym? V)

(4,2,1,0,0,0,0,...,0) wa o w3l Vs -+ s Uns
(4,1,1,1,0,0,0,...,0) wik L w2 vad vas, vad
(3,2,1,1,0,0,0,...,0) whs ... Wi v . vl
(3,1,1,1,1,0,0,...,0) wig, w2 V3

Para el vector de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0)
o (w%) Uzo + Uzo + %g

Como la imagen por 03 del vector de peso maximo wil en (A’V @ Sym? V) ®@ (V ® Sym? V),
de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0), es linealmente con las cuatro primeras imagenes por d; de los
vectores de peso maximo w%‘; , wad wid y wif de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0) y hay cinco vec-
tores de peso (4,2,1,0,0,0,0,...,0) en (A?V ® Sym* V) ® (V ® Sym? V) entonces podemos
concluir que todos los vectores de peso méaximo en (A?V ® Sym? V) @ (V ® Sym? V), de peso
(4,2,1,0,0,0,0,...,0), pertenecen a Im(0;), ademds no tiene sentido calcular las 9 imagenes
restantes pues seran combinaciones lineales de estas cinco seleccionadas.

Para el vector de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0)

03(w34) = vag.

Como la imagen por 03 del vector de peso maximo w2; en (A’V ® Sym?V) @ (V ® Sym? V),

de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0), es linealmente con las dos imagenes por d; de los vectores
de peso mdximo w%? , wit y wi? de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0) y hay tres vectores de peso
(4,1,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V®@Sym* V) ® (V®Sym V) entonces podemos concluir que todos

los vectores de peso maximo de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0) de (A?V ®Sym? V) ® (V ® Sym? V)
pertenecen a Im(0;), ademas no tiene sentido calcular las 5 imagenes restantes pues seran com-
binaciones lineales de estas tres seleccionadas.
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Para el vector de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0)
05 (wis) = —2v3; + 20k,

Como la imagen por 03 del vector de peso méximo wig en (A’V ® Sym?V) @ (V ® Sym? V),
de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0), es linealmente con las tres imdgenes por 03 de los vectores
de peso méaximo w3 | w3l y w3 de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0) y hay cuatro vectores de peso
(3,2,1,1,0,0,0,...,0) en (A2V®@Sym? V) ®(V ®Sym? V) entonces podemos concluir que todos
los vectores de peso méximo en (A?V ®Sym? V)® (V ®Sym?* V), de peso (3,2,1,1,0,0,0,...,0),
pertenecen a Im(03), ademds no tiene sentido calcular las 7 imagenes restantes pues seran com-
binaciones lineales de estas tres seleccionadas.

Para el vector de peso (3,1,1,1,1,0,0,...,0)
05 (wsg) = 2030,

Como solo hay un vector de peso méximo de peso (3,1,1,1,1,0,0,...,0) en (A2V ®Sym? V) ®
(V ® Sym? V) podemos concluir que todos los vectores de peso maximo con este peso en
(A%V ® Sym? V) ® (V ® Sym? V) pertenecen a Im(0s).

Asi, resulta que:

Submédulo 03(Toa7r @ Tag) C (A2V @ Sym? V) ® (V @ Sym? V)
(A’V @ Sym? V) ®@ (V @ Sym? V) (A?V @ Sym? V) ® (V @ Sym? V)

Submédulo Ty = V @ (V ® Sym* V) ® (A’V @ Sym? V)

(V@ (Ve Sym*V) @ (A’V @ Sym*V)) C A*(A*V @ Sym? V).

La cantidad de vectores de peso méaximo del submédulo V @ (V @ Sym? V) @ (A?V ® Sym? V)
y A?(A%V ® Sym? V) se muestran en la siguiente tabla.
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Peso Vectores de peso maximo de Vectores de peso maximo de
Ve ((VeSym?V)® (A2V ® Sym? V) A%2(A?V ® Sym? V)
(7,1,0,0,0,0,0,...,0) wig
(6,2,0,0,0,0,0...,0) wly ... wig
(6,1,1,0,0,0,0,...,0) wgg wgg vl
(5,3,0,0,0,0,0,...,0) why ... wil vd,
(5,2,1,0,0,0,0,...,0) wid ... w2 v,
V31
(5,1,1,1,0,0,0,...,0) w3y ... wi v,
(4,4,0,0,0,0,0,...,0) w3
w39
(4,3,1,0,0,0,0,...,0) wis ... w3l v,
vl
(4,2,2,0,0,0,0,...,0) wis ... wad v§;
(4,2,1,1,0,0,0,...,0) wis ... wh) vd,
vlf
vt
ol
(4,1,1,1,1,0,0,...,0) wsy ... wsd v33
(3,3,2,0,0,0,0,...,0) wSa ... wSs vit
vl?
(3,3,1,1,0,0,0,...,0) wsy ... wil 03§
(3,2,2,1,0,0,0,...,0) wiS ... wh2 w3l
(3,2,1,1,1,0,0,...,0) why ... whh v3d
(3,1,1,1,1,1,0,...,0) w8 v}
(2,2,2,2,0,0,0,...,0) w3
(2,2,2,1,1,0,0,...,0) wii v32
w3
(2,2,1,1,1,1,0,...,0) whi

El peso total de los submédulos Tag v Doy, 8, es mayor que la dimV = 6 que prefijamos.
Antes de comenzar con el andlisis de la Im(03) verificaremos que para dim(V) > 6 las descom-
posiciones de estos se estabilizan.
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En las dos tablas anteriores se observa que para n > 6 las descomposiciénes en irreducibles
de Thg y Dy se estabilizan, luego estas son sus descomposiciones en irreducibles.
Evaluamos 05 en cada uno de los vectores de peso maximo de Tag.

Para el vector de peso (7,1,0,0,0,0,0,...,0)

83 (wég) = 0.

Para vectores de peso (6,2,0,0,0,0,0,...,0)

Para el vector de peso (6,1,1,0,0,0,0,...,0

~—

83(1039) = 2“51-

Como s6lo hay un vector de peso maximo de peso (6,1,1,0,0,0,0,...,0) en A2(A?V ® Sym? V)
no tiene sentido calcular las imagenes de los restantes vectores de peso maximo de peso
(6,1,1,0,0,0,0,...,0) de V@ (V ® Sym* V) ® (A’V ® Sym* V).

Para el vector de peso (5,3,0,0,0,0,0,...,0)

O3(wyg) = —2v3,.

Al igual que el caso anterior no tiene sentido calcular la imagen de los restantes vectores de
peso méximo de peso (5,3,0,0,0,0,0,...,0).
Para vectores de peso (5,2,1,0,0,0,0,...,0)

Os(wyg) =3y
63(“]%3) = Ugl-

Como estas dos imagenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso méaximo
de peso (5,2,1,0,0,0,0,...,0) en A2(A?V ® Sym? V), luego todos los vectores de peso maximo
de peso (5,2,1,0,0,0,0,...,0) en A%(A?V ® Sym?® V) pertenecen a la imagen de 0s.

Para el vector de peso (5,1,1,1,0,0,0,...,0)

03(wpo) = 23;.
Como s6lo hay un vector de peso maximo de peso (5,1,1,1,0,0,0,...,0) en A2(A2V ®Sym? V),
no tiene sentido calcular las imédgenes de los vectores de peso maximo restantes de este peso,

luego todos los vectores de peso maximo de peso (5,1,1,1,0,0,0,...,0) en A2(A2V ® Sym? V)
pertenecen a la imagen de 0s.
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Par vectores de peso (4,4,0,0,0,0,0,...,0)

Os(w3) =0y
0s(w3g) = 0
Para vectores de peso (4,3,1,0,0,0,0,...,0)
O(wyg) =v3 Y

33(2033) = Ugl - Ugl'
Estas dos imagenes son linealmente independientes y hay dos vectores de peso maximo de peso
(4,3,1,0,0,0,0,...,0) en A%2(A%V ® Sym?* V) luego todos los vectores de peso maximo de peso
(4,3,1,0,0,0,0,...,0) en A’>(A?V ® Sym? V) pertenecen a la imagen de 0s.
Para el vector de peso (4,2,2,0,0,0,0,...,0)

O3(wyg) = —203,.

Como s6lo hay un vector de peso maximo de peso (4,2,2,0,0,0,0,...,0) en A2(A’V ® Sym?* V)
entonces todos los vectores de peso méximo de peso (4,2,2,0,0,0,0,...,0) en A2(A2V®@Sym? V)
pertenecen a la imagen de 0.

Para vectores de peso (4,2,1,1,0,0,0,...,0)

Os(w39) = —2v57 + 2uy; + 4vy,

Os(wag) = vay + va + vz — 23,

O3(w3o) = 2v5 — 2vg1 + 2up) —dvgy  y
Os(w35) = 257 — 2y — 203y,

Estas cuatros imagenes son linealmente independiente y como hay cuatro vectores de peso
méximo en A?(A?V ® Sym? V), de peso (4,2,1,1,0,0,0,...,0), entonces todos los vectores de
peso maximo de peso (4,2,1,1,0,0,0,...,0) en A2(A’V ® Sym? V) pertenecen a la imagen de
0.

Para el vector de peso (4,1,1,1,0,0,0,...,0)

03(whg) = —v37.-
Como hay un vector de peso maximo de peso (4,1,1,1,1,0,0,...,0) en A%(A%V ® Sym?V)
entonces todos los vectores de peso méximo de peso (4,1,1,1,1,0,0,...,0) en A2(A2V®@Sym?* V)
pertenecen a la imagen de 0Os.
Para vectores de peso (3,3,2,0,0,0,0,...,0)
O3(wpq) = —3uy —3vy; Yy

65\ _ 14 15
O3(wsyg) = vy7 — 3uyy.
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Estas dos imégenes son linealmente independiente y hay dos vectores de peso maximo de peso
(3,3,2,0,0,0,0,...,0) en A>(A?V @ Sym? V) entonces todos los vectores de peso maximo de
peso (3,3,2,0,0,0,0,...,0) en A%2(A’V ® Sym? V) pertenecen a la imagen de Os.

Para el vector de peso (3,3,1,1,0,0,0,...,0)

O3(wsy) = 2vy7.

Como hay un vector de peso maximo de peso (3,3,1,1,0,0,0,...,0) en A?(A’V ® Sym?V)
luego todos los vectores de peso maximo en A2(A?V ® Sym? V), de peso (3,3,1,1,0,0,0,...,0),
pertenecen a la imagen de 0s.

Para vectores de peso (3,2,2,1,0,0,0,...,0)

O3(wgg) = —dvy] —2vy7 gy
Os(wil) = 5ual + 2vs%,
Estas dos imagenes son linealmente independiente y hay dos vectores de peso maximo de peso
(3,2,2,1,0,0,0,...,0) en A’(A?V ® Sym® V) entonces todos los vectores de peso méximo de
peso (3,2,2,1,0,0,0,...,0) en A2(A%?V ® Sym® V) pertenecen a la imagen de Os.
Para vectores de peso (3,2,1,1,1,0,0,...,0)

O(wpg) = 4vyy — 203y
Os(w3g) = Vay — V7.
Estas dos imagenes son linealmente independiente y hay dos vectores de peso maximo de peso
(3,2,1,1,1,0,0,...,0) en A’>(A’V ® Sym? V) entonces todos los vectores de peso méximo de
peso (3,2,1,1,1,0,0,...,0) en A%2(A’V ® Sym? V) pertenecen a la imagen de Os.
Para el vector de peso (3,1,1,1,1,1,0,...,0)

Os(wsy) = 3.

Como solo hay un vector de peso maximo de peso (3,1,1,1,1,1,0,...,0) en A2(A’V ® Sym? V)
entonces todos los vectores de peso méximo de peso (3,1,1,1,1,1,0,...,0) en A2(A2V®@Sym?* V)
pertenecen a la imagen de Os.

Para el vector de peso (2,2,2,2,0,0,0,...,0)

Para el vector de peso (2,2,2,1,1,0,0,...,0)
05 (w3g) = 4v3;.

Como sélo hay un vector de peso maximo de peso (3,1,1,1,1,1,0,...,0) en A%(A2V ® Sym? V)
entonces todos los vectores de peso maximo de peso (3,1,1,1,1,1,0,...,0) en A2(A’V®@Sym? V)
pertenecen a la imagen de 0Os.
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Para el vector de peso (2,2,1,1,1,1,0,...,0)

Asi, resulta que:

Submédulo 03(The) € A2(A%V ® Sym? V)
A%(A%V @ Sym? V) A2(A%V ® Sym? V)

Submédulo T3y = A>(V@V)® (A2V @ V)

BNV eV)e (AVeV)) C A*(A’V @ Sym?V)
Q Im(83)7

esto se deduce del submoddulo anterior.

Submoddulos restantes:

La imagen por 03 de estos 24 submdédulos es nula debido al corchete definido en el dlgebra
de Lie £,, o al algebra asociativa truncada As, solo tiene sentido analizar 05 en los submddulos
que contengan dos factores tensoriales de la forma V o (V ® V) (iguales o distintos), como
vimos en la demostracién de la Proposicion 6.1. Asi, resulta que:

Submédulo Im(05)
Ty, A2(A?V) ® (V ® Sym? V) 0
Tso V@AV @ (A?V @ Sym? V) 0
T33 (Ve V)e (VeSym?V)® AV 0
T4 AV @Sym? V)@ (Ve V) 0
T35 A%V @ Sym* V) @ A2V 0
T AV @Sym* V)@ (A2V V) 0
Tz Ve (AV e V) (A?V @ Sym?V) 0
Tss (VeV)® AV ® (A*V ® Sym? V) 0
T (Ve Sym?V) @ A’V @ (A2V @ V) 0
Tuo A?(A?V) ® (A’V ® Sym? V) 0
Ty A3(V ® Sym? V) 0
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Tio ANV @ V) ® (V ®Sym? V) 0
Tus A2(AV @ V) ® (A’V @ Sym* V) 0
Ty A2(A?V @ Sym* V) ®@ V 0
Tis (VeV)® (A2V e V) (A?V @ Sym? V) 0
Tus (V@ Sym? V) @ A’V ® (A’V ® Sym? V) 0
Ty AV @ (AV @ V)® (A?V ® Sym? V) 0
Tis A*(V @ Sym? V) ® (A?V ® Sym? V) 0
Tho AQ(A2V ® Sym2 Vie(Vel) 0
Tso A?(A%V @ Sym? V) @ A%V 0
Ts | (V@Sym?V)® (A’V @ V)® (A?V @ Sym? V) 0
Tso A?(A?V @ Sym? V) ® (V ® Sym? V) 0
T3 A2(A%V @ Sym* V) ® (A2V ®@ V) 0
Ts, A3(A?V @ Sym?* V) 0
Observaciones.

r rminar la imagen por eT;, n n rio encontrar su descomposicién en irre-
Para dete ar la ima, or J3 de T}, no es necesario encontrar su descomposicion e e
ducible completa, solo basta con hallar sus vectores de peso maximo cuyo peso coincida con los
pesos de la descomposicion en irreducibles de D;, con D; tal que 05(7;) C D;.

Para determinar la imagen de 05 se trabajo con dim(V) < 6.

Para sintetizar enunciamos la siguiente proposicién cuya demostracion se basa en los calculos
anteriores.
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Proposiciéon 6.5. La diferencial 03 : A3(L3) — A*(L3) como homomorfismo de GL(V)-
modulo es tal que

d3(A*(£3))
Submddulo 93 (Submddulo)C 93 (Submddulo)=

T AV ANV RV <3 >

Ty A2V ® (A?V) A2(A%V) A2 (A%V)

T3 AV @ (VeYV) ANV e VeV)
®
NVeV)eV < -—vit+uvg>6

< v% + vg + vg > @
< v? — 2'08 > D

< v? + vé > @
<P — 208 >

Ty ANVRV)QV A2V RV)®(VeV) <vi,—vi>@®<-—vi;—vl, >0
® <30 >® <vi +20F -0l >0
A’V @sym? V)@V <vig—vi, > @

Toq AV ® (Ve Sym2 V) D < 7211‘(154 + 21}‘114 + 'ug + 2112 — 'ug > B
A2V®(V®Sym2V) <7v%47v‘114+211§+vg>$<U§4+2vg>@

<vis+ 203, > @ <viy— 203, -0, >
<-20f, +vl 4+ > o
<—v§4—vg+2vg—vg >®<U‘;’3—U‘;’4>€B
< 20§, —4vi? — 2040 > 0

< 20§, —4v}2 — 400 + 30l > @

< vis + 2094 >

Ts AV Q@ (APV Q@ V) AV ® (A2V V) A2V @ (A2V ® V)

Te | A2(A2V)®V 0 0

T VR(VeV)Q AV AV @ A2V QV) (A’V QV)Q A2V

Ty VR(VRV)e v ev) A2(A2V @ V) A2(A2V @ V)

Ty | A3(VRV) (Vesym?V)® (A’V @ V) (Vesym? V) ® (A%V @ V)&

Tz | VR (VRV)®(V®Sym?V) <olg>® <vig > @ <ig > @
A2V @Ssym? V)@ (Ve V)= <vig>® <vig > @ <fs > @
<wvig> @ ® < vig > <vig>@< g >®<vig>@

<vid>@<vii>e<vii>a
<wig > @ < il > B <vis > <vig >

Ty | A3(A%V) 0 0

Ty, | A2(VRV)® A%V (A’V @ Sym? V) @ A2V (A?V @ Sym? V) @ A2V

Tas | A2V @ (A?V ® Sym? V)

Toy | V@ (V®Sym?2 V)@ A2V

T2 | A2(A2V)® (VQV) 0 0

Tis | V@AV Q (A2V QV) 0 0

Ty | A2(VRV)® A2V V) (A’V @ Sym? V) ® (A2V ® V) (A?V @ Sym? V) ® (A2V @ V)

Tes | VO (VRV)® A’V ®@Sym?V)

Tog | VR (VRSym?2V)® (A2V QV)

Ti5 | A2(A2V) ® (A2V @ V) 0 0

Tig | A2(A2VRV)®V 0 0

Ti7 | (VOV)® AV ® APV e V) 0 0

Tig | A2(A2VRV)®(VeV) 0 0

Ty | A2(A2V @ V) ® A2V 0 0

Tao | A3 A2V Q@ V) 0 0

Tos | A2(VR®V)® (V®Sym?V) (A’V @ Sym? V) ® (V®Sym?2 V) | (A2V @ Sym? V) ® (V ® Sym? V)

Ty7 | A2 (V@Sym? V)@V

Tyo | V®(V®Sym?V)® (A’V ®@ Sym? V) AZ(A?V ® Sym? V) A2(A?V @ Sym? V)

T30 | A2(VRV)® A2V ® Sym? V)
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T31 | A2(A?V) ® (V ® Sym? V)

T3o | V®A?V Q (A2V ® Sym? V)

T33 | (VO®V)® (V®Sym?V)® A2V

T34 | A2(VRSym?V)® (VE®V)

T35 | A?(V ® Sym? V) @ A2V

T3 | A2(V®Sym?2 V)@ A2V QV)

T37 | VR A2V R V)® (A2V ® Sym? V)

T35 | (VOV)®A?V ® (A2V ® Sym? V)

T39 | (V®Sym?V)® A%V @ (A2V @ V)

Tyo | A2(A?V) ® (A?V @ Sym? V)

Ty | A*(V ®Sym? V)

Tiz | A2(A’V QV)® (V®Sym? V)

Tys | A2(A’V Q@ V) ® (A%2V ® Sym? V)

Tay | A2(A?V @Sym?V)QV

Tys | (VOV)® A2V ®V)® (A2V ® Sym? V)
Tie | (V®Sym? V)@ A2V ® (A’V @ Sym? V)
Ty | A2V Q@ (A2V Q@V)® (A2V ® Sym? V)
Tugs | A?(V ® Sym? V) @ (A%2V ® Sym? V)

Tyo | A2(A2V @ Sym? V) ® (VQ V)

Tso | A?(A%V ® Sym? V) @ A2V

Ts1 | (VeSym? V)@ A2V e V)® (A’V @ sym? V)
Tso | A2(A2V @ Sym2 V) ® (V ® Sym2 V)

Tss | A2(A%2V @ Sym? V) ® (A2V ®@ V)

Tsy | A3(A%V ® Sym? V)

(=3 =) ol Boll Bol k=1 =) R=h R« Bol ol Jol Bol Boll Jol RoR E=2 E=2 R=h R=j ol Rl ol R
(=} B=l ol ol Bol =R =2 k=h =k ol ol Jol Boll Holl Hol E=) E=h ol ol Jol RoR k=2 E=2 R=}

6.2.6 Cdlculo de las homologias de £

Teorema 6.6. Dado V' un espacio vectorial de dimension n > 2 consideramos el dlgebra de
corrientes

L2=VaA(V)e(CoVoSym*V)

Entonces

H(L2) =V ®(CaeV eSym?V)
HyL)=<ui>@<vi+ud>P < >P<u>B<i >0 <0, >0
<V >0 <20}, — vl > <2+ > D <2+l > @
ANV VeV)a(MVeV)oV)/Imds(AV e (VeV))s
(VeoV)@ A VeV e AV eSym’V)e Ve
ANV (VeSym®V))/Imd; (Ve A (Ve V)e AV e (VeSym’V))a
(Ve V) (VeSym?V)d < v >® <vis > AV @ Sym? V).
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con

AMVeoVeV)s(AVeV)aV)

~ (A2
Imas(A2V @ (V @ V) AWVev)ev

~ NV VeV).

Y
(VeoV)@A VeV e AV eSym’ V)V e A’V @ (Ve Sym*V))
Imds(V@A(VRV)d AV @ (Ve sym?V))
~< > < vyt > B < g > BNV ® (Ve Sym? V)
~<Uy > B <> B < > NV @Sym? V) V.
Prueba.

Jp:C—0 por lo tanto Nu(9y) = C,
O : L2 —0 por lo tanto Im(0;) =0
y como Hy(L?) = Nu(dy)/Im(0;)

Concluimos que

Ho(L3) =CJ0=C.

O L2 —0 por lo tanto Nu(d;) = L3,

por Proposicién 6.4

Oyt N2(L3) — L2 es tal que Im(0y) = A’V @ (CoV @Sym?V)
Y como Hi(L£2) = Nu(d;)/Im(3,)

Concluimos que

H(L)=L/NV@CaeVeSym* V)=V (CaV a&Sym?V).

O3 N3(L2) — A*(L3)

de las Proposiciones 6.4 y 6.5 sabemos que el nicleo de 0 y la Im(0s) son:
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Submédulos de A2(£3) Niicleo 8 Im(d3)
D, A2V 0 -
Do VeVev) <vi=e®(e®e) > -
< vg + vg >= —
<2eR(€e®Rf)—e®R(fRe)— fR(e®e)>
D3 V ® A%V VAW =<} > <ol > < v >
Dy A2(V®V) <vi = —eeef > @ -
@ < v} =eefg — eegf — 2efeg + efge — egfe > @
D11 V ® (V® Sym? V) < wi; = —eeee > @
<vi =eeff —efef — feef + ffee > @
< 2v§1 — v%l = —2eeef + efee + feece > D
< ZUZ +'u%1 = —eefe+ (efee — feee) > @
< 20] + 0% >=< (—cefg+ eegf + efeg — fege)
+(efeg — egef — feeg + fgee + geef — gfee) >
Ds A2(A?V) A2 (A2V) A2 (A%V)
Dg Ve UNAvev) Ve UNvev) < -vitoi>o@
® ® <vi+od+0d>e
D7 (Ve V)R A2V (VeV)e A2V < -3¢ >0
< v‘71 + vé > @
<P — 208 >
Dg (VeV)® AveVv) (VRV)® (AVeV) <vli—vi>@®< vl vl >0
=<vE>@ @ <v> <308 >@® <ol +20 —ovf >
< vfs — vil > @
< 7211%4 +2v‘114 +v§ +2'ug — vg > P
D13 (Vesym?Vv)® A2V (V®Sym?2 V) ® A2V < vl v 20iF0l > @
=<viz>® & <3 > <vi 4208 >0 <oiy+208, > @
<vfy — 208y — ol > @ < —2wiy +of +0d > 8
< =iy = v 208 — 0 > @ <oig - P, > @
D1y V ® (A2V @ Sym? V) V ® (A%V ® Sym? V) < 20§, —4vi? —20% > @
=<vi,>® & <f, > <208, — 40d? — 40f0 + 30%! > @
< viy + 209, >
Dy AV ® (A2V @ V) A’V Q@ (A2V @ V) AV ® (A2VRV)
Do A2(A2V @ V) A2(A2V @ V) A2(A2V @ V)
D1 (VR V)® (V®Sym?V) (Ve V)® (VeSym?V) -
Dis (A2V @ V) A2V @ V)®®(V ®Sym? V) (A2V @ V) ® (V ®Sym? V)&
Dig (A2V @ Sym? V)@ (V® V) (A2V @ Sym? V)@ (VR V)= <vig>@<vig>o<vig >0
<vig> BB < vig > <vig>@<vig>@<ofs >
<vlg>® <ol > @<l > @
<vid>@<vii > <vii>a
<uid > < v > <l > <ol >
Dy A’V @ (A%V ® Sym?2 V) A’V ® (A%2V ® Sym? V) A%V ® (A%V @ Sym? V)
Disg A2V @ Sym? V) A2(V ® Sym? V) -
D1g (A’V @ V)® A%V ® Sym? V) (A’V @ V) ® (A%2V @ Sym? V) (A’V @ V) ® (A2V @ Sym? V)
Dyo | (V®Sym?V)® (A?V @ Sym? V) (V®Sym? V) ® (A2V ® Sym? V) (V®Sym? V) ® (A’V ® Sym? V)
Doy A?2(A?V @ Sym? V) A2 (A?V ® Sym? V) A?2(A?V ® Sym? V)

Analizaremos la interseccién del nicleo por 0 restringida a estos veintiun submoédulos con la
imagen de 03 teniendo en cuenta que el analisis de los submédulos Dy, Dy, D3, Ds, Dg, D7, Dy

y Dyg es idéntico al realizado en el calculo de la homologia de £
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Submédulo D, & Dj=A*(VeV)dV ® (V@ Sym?V)

Del calculo del niicleo de 0, y la imagen de 03 restringida a estos submodulos es

Nu()N(Dy@® Dyy) =< v > D <vd > <o}, >

O < v >® <208 —vi >

© < 20F +0} > B < 20+l >
In’l(ag) N (D4 S%) D11) = 0.

Asi, resulta que:

SUPSD<U;>D <, >D < > D <208 —vi >
B < 207 + v > B < 2]+, >C H,.

Submadulo Dg D D13 D D14

De la observaciéon de pagina 81

(Dg EB D13 @ D14)/ Im 83(T4 @ Tgl) ~ Ug @ U§2 @ Uég
® AV @ (V®Sym?V)

(Dg P DlS e, D14)/Im 63(T4 ) TZl) ~ /Ug b 1);2 ) ’Uég
® (A’V @Sym?V) @ V.

Submédulo D;,=(V ® V) ® (V ® Sym? V)

Del célculo del nicleo de 0, y la imagen de 0

Nu(d) N (D) = (Ve V)® (Ve Sym? V)
Im(d5) N (D13) = 0.

Asi resulta que:
(VeV)® (VeSym*V) C H,.
Submoédulo D5 ® Dqg

De la tabla anterior los vectores de peso méximo de la Im(93) en D15 @ D;¢ unido a los vectores
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de peso miximo < vig >y < vi§ > forman una base de vectores propios de D;5 @& Dig por lo
que podemos suponer que:

<vjg >® < v > C Hy.

Submédulo D;;=A?V @ (A?V ® Sym?V)
Del calculo del niicleo de 0y y la imégen de O3
Nu(8) N (Dy7) = A’V @ (A*V @ Sym? V)
Im(03) N (D17) = A*V ® (A*V @ Sym? V).
Asi resulta que este submédulo no aporta nada a la homologia.
Submédulo D;z=A?(V ® Sym*V)
Del calculo del niicleo de 0y y la imégen de 03
Nu(8y) N (Dys) = A*(V ® Sym? V)
Im(05) N (Dyg) = 0.
Asi, resulta que:
A*(V ® Sym* V) C H,.
Submédulo Dyy=(A?V ® V) ® (A’V ® Sym*V)

Del calculo del niicleo de 0y y la imégen de 03
Nu(ds) N (Dyg) = A*(A*V @ V)
Im(93) N (D1g) = A*(A’V @ V).
Asi resulta que este submddulo no aporta nada a la homologia.
Submédulo Dyy=(V ® Sym* V) ® (A?V ® Sym* V)
Del calculo del niicleo de 0y y la imégen de 03
Nu(dy) N (Dy) = (V @ Sym* V) @ (A*V ® Sym? V)
Im(95) N (Dyp) = (V ® Sym? V) ® (A*’V @ Sym?* V).
Asi resulta que este submddulo no aporta nada a la homologfa.
Submédulo Dy =A%(A%V ® Sym? V)
Del calculo del nicleo de 0y y la imégen de 03

NU(aQ) N (D21) = 0.
Asi resulta que este submédulo no aporta nada a la homologia. O
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7 Programas Maple

En esta seccion estan escritos todos los programas que se necesitaron, organizados en grupos
segun su funcién. El paquete completo descompone, via el Teorema de peso maximo, los
moédulos del complejo de Koszul como suma de submddulos irreducibles proveyendo ademés
vectores de peso maximo para cada uno de ellos.

El paquete se inicia con una base ordenada del espacio V' y un procedimiento auxiliar que
devuleve el orden de un elemento dado de la base.

Un primer grupo produce bases de los espacios involucrados formadas por vectores peso y
un segundo grupo los clasifica segtin su peso distinguiendo los de peso dominante.

El cuarto grupo de procedimientos implementa la accién de los operadores de crecimiento,
que se aplican a los distintos subespacios de vectores de peso dominante y calcula los nicleos
de éstos para luego encontrar los vectores de peso méaximo. Estos procedimientos utilizan otros
agrupados en el tercer grupo, los precedimientos de ordenar. Los procedimientos de ordenar
reescriben los vectores devueltos por los operadores de crecimiento en términos de las bases
canodnicas utilizadas.

Un quinto grupo contiene el procedimiento de interseccion de subespacios, que permite
determinar los vectores de peso maximo de un peso dado intersecando los nicleos devueltos
por los procedimientos anteriores. Este procedimiento devuelve una base de la interseccién
en coordenadas. Luego un ultimo procedimiento reescribe esta base en términos de las bases
canonicas utilizadas.

Por 1ltimo escribimos un procedimiento que calcula la dimensién de un submédulo irre-
ducible de peso dado. Este se utilizd en una etapa preliminar como herramienta para chequear
los procedimientos escritos comparando las dimensiones de los espacios a descomponer con la
suma de las dimensiones de los submédulos irreducibles encontrados.

7.1 Preliminares

ALPH: lista de letras que seran usadas como una base ordenada de V.
Ejemplo

> ALPH:=[e,f,g,h,v,w x,y];
ALPH = [67 f? g? h? U? w? :C, y]
ORDALPH: es un procedimiento que devuelve el orden de un elemento de la base ALPH.

Input: una letra de la base ALPH.
Output: el lugar que ocupa dicha letra en ALPH.

ORDALPH:=table():

for i from 1 to nops(ALPH) do
ORDALPH[ALPH[i]] :=1i:

od:

vV V. V V
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Ejemplo
> print (ORDALPH[f]);

7.2 Bases

Este grupo tiene varios procedimientos que escriben las bases canonicas de subespacios que luego
deben ser descompuestos como suma de modulos irreducibles. La mayoria de los subespacios
referidos son productos tensoriales de potencias tensoriales, simétricas y exteriores de V'; ademas
hay potencias exteriores de algunos de los anteriores.

BASET: dauna base de V@V ®...QV.

BASEALT: da una base de A2V @ A2V @ .... @ A%V,

BASESYMM: da una base de Sym?V ® Sym?V ® .... ® Sym? V.

BASESP1: da una base de A*(V ®@ V).

BASESP2: da una base de A?(V ® Sym? V).

BASE : da una base de (V ® ... V) ® (A’V ® ... @ A?V) ® (Sym*V ® ... ® Sym* V) ®
ANV eV)® AV ®Sym? V).

BASESP3: da una base de A3(V @ V).

BASESP4: da una base de A*(A*(V)®@ V).

BASESP5: da una base de A%2(A?(V)).

BASESP6: da una base de A?(A%(V) ® Sym? V).

Con el objetivo de determinar los vectores de peso maximo de estos submodulos una vez
que conseguimos mediante los programas anteriores determinar una base de estos necesitamos
clasificar los vectores de una base dada segin su peso creando asi el grupo:

BASET: es un procedimiento que nos da una base de V® ---® V.
Input: n y p donde:

n: es la dimension de V' y

p: es la cantidad de factores V.

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASET:=proc(n,p) local d4,BT,i,j,aux:
> d:=n:

> BT:=matrix(d"p,p):

> for i from 1 to d"p do

> aux:=convert(i-1,base,d):

> for j from 1 to p do

> if j<=nops(aux) then BT[i,p-j+1]:=ALPH[aux[j]+1]:
> else BT[i,p-j+1]:=ALPH[1]: fi:

> od:

> od:

> BT:

> end:
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Ejemplo
> print(BASET(2,3)):

)
D = =
o =

~ = = 0
Q)
s

fr

BASEALT: es un procedimiento que nos da una base de A’V @ --- ®@ A%V
Input: n y ¢ donde :

n: es la dimension de V' y

q: es la cantidad de factores A%V.

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

BASEALT:=proc(n,q) local d,B,BA,i,j,aux:
d:=(n-1)*n/2:

B:=[]:

for i from 1 to n-1 do

for j from i+l to n do

B:=[op(B), [ALPH[i] ,ALPH[j]11]:

od:

od:

BA:=matrix(d~q,2%*q):

for i from 1 to d”q do

if d<>1 then aux:=convert(i-1,base,d): else aux:=[]: fi:
for j from 1 to q do:

if j<=nops(aux)

then BA[i,2xq-2%j+1]:=Blaux[j]+1,1]:
BA[i,2xq-2%j+2] :=Blaux[j]+1,2]:

else BA[i,2*xq-2*j+1]:=B[1,1]:
BA[i,2%q-2*j+2] :=B[1,2]:

fi:

od:

od:

BA:

end:

VVVVVVVVVVVVVVVVYVVVYVYVYV

Ejemplo
> print(BASEALT(4,1));
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BASESYMM: es un procedimiento que nos da una base de Sym? V &

e f
e g
e h
f g
f h
L g h ]

Input: n y r donde:
n: es la dimension de V' y
r: es la cantidad de factores Sym? V.

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

VVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYV

BASESYMM:=proc(n,r) local d,B,BS,i,j,aux:
d:=(n+1)*n/2:

B:=[]:

for i from 1 to n do

for j from i to n do

B:=[op(B), [ALPH[i] ,ALPH[j]]]:
od:

od:

BS:=matrix(d"r,2*r):

for i from 1 to d°r do
aux:=convert(i-1,base,d):

for j from 1 to r do:

if j<=nops(aux)

then BS[i,2*r-2%j+1]:=Blaux[j]+1,1]:
BS[i,2*r-2%j+2] :=Blaux[j]+1,2]:
else BS[i,2*r-2*j+1]:=B[1,1]:
BS[i,2*r-2%j+2] :=B[1,2]:

fi:

od:

od:

BS:

end:

Ejemplo

>

print (BASESYMM(2,2)):
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e e e e
e e e f
e e [ f
e f e e
e f e f
e [T
[ f e e
ffef

fFff]

BASESP1: es un procedimiento que nos da una base de A*(V @ V).
Input: n, donde:

n: es la dimension de V.

Output:una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASESP1:=proc(n) local d4,B,BS1,i,j,aux:
> d:=n"2%(n"2-1)/2:
> B:=BASET(n,2):
> BS1:=matrix(d,4):
> aux:=1:
> for i from 1 to n"2-1 do
> for j from i+l to n"2 do
> BSilaux,1]:=B[i,1]:
> BS1[aux,2]:=B[i,2]:
> BS1[aux,3]:=B[j,1]:
> BS1[aux,4]:=B[j,2]:
>  aux:=aux+1:
> od:
> od:
> BS1:
> end:
Ejemplo

> print (BASESP1(2)):
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e e e f
e e f e
e e f f
e f f e
e f ff
| foe f f

BASESP2: es un procedimiento que nos da una base de A?(V ® Sym?* V).
Input: n ,donde :

n: es la dimensién de V.

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

BASESP2:=proc(n) local B,d,BB,aux,i,j,BS2:
B:=BASESYMM(n,1):
d:=n"2%(n+1)/2:

BB:=matrix(d,3):

aux:=1:

for i from 1 to n do

for j from 1 to nx(n+1)/2 do
BB[aux,1] :=ALPH[i]:
BB[aux,2]:=B[j,1]:
BB[aux,3]:=B[j,2]:

aux:=aux+1:

od:

od:
d:=n"2*(n+1)*(n"2x(n+1)-2)/8:
BS2:=matrix(d,6):

aux:=1:

for i from 1 to n"2*x(n+1)/2-1 do
for j from i+l to n"2%(n+1)/2 do
BS2[aux, 1] :=BB[i,1]:

BS2[aux,2] :=BB[i,2]:
BS2[aux, 3] :=BB[i,3]:

BS2[aux,4] :=BB[j,1]:

BS2[aux,5] :=BB[j,2]:

BS2[aux,6] :=BB[j,3]:

aux:=aux+1:

od:

od:

BS2:

end:

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYV

Ejemplo
> print (BASESP2(2)):
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[ e e e e f]
e e e e f f
e e e f e e
e e e f e f
e e e f f f
e e f e f f
e e f f e e
e e [ [foelf
e e [ [ ]
e f f f e e
e [ f [ elf
e [ [ fF
[e e[ f
freef [ f
e f P T

BASE: es un procedimiento que nos da una base de:

(V@ - @V)@(AVe- @A V)2(Sym? V- @Sym? V)@ A2 (Ve V)@ A2V @Sym? V).
Input: n, p, ¢, v, s y t donde :

n: es la dim de V,

. es la cantidad de factores V/,

. es la cantidad de factores A%V,

. es la cantidad de factores Sym? V,

: es la cantidad (1 o 0) de factores A*2(V @ V),

t: es la cantidad (1 o 0) de factores A?(V ® Sym?* V).

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

Observacién:dicha informacién queda guardada en la letra B (pues estd definida global-
mente).

n Q3
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BASE:=proc(n,p,q,r,s,t)local a,b,B1,B2,B3,B4,B5,bl,b2,
b3,b4,b5,1i,j,k,1,m,aux: global B:

a:=n"p * ((n-1)*n/2)"q * ((n+1)*n/2)°r *
(n"2*x(n"2-1)/2)"s * (n"2*x(n+1)*

(n~2x(n+1)-2)/8)"t:

b :=p+2xq+2*xr+4*s+6%*t:

B:=matrix(a,b):

B1:=BASET(n,p):

B2:=BASEALT(n,q):

B3:=BASESYMM(n,r):

if s<>0 then B4:=BASESP1(n): else B4:=matrix(1,0): fi:
if t<>0 then B5:=BASESP2(n): else Bb:=matrix(1,0): fi:
bl:=rowdim(B1) :

b2:=rowdim(B2) :

b3:=rowdim(B3) :

b4 :=rowdim(B4) :

b5:=rowdim(B5) :

aux:=1:

for i from 1 to bl do
for j from 1 to b2 do
for k from 1 to b3 do
for 1 from 1 to b4 do

for m from 1 to b5 do

B:=copyinto (transpose(convert(row(B1,i) ,matrix)),B,aux,1):
B:=copyinto(transpose(convert (row(B2,j) ,matrix)),B,aux,1+p):
B:=copyinto(transpose(convert (row(B3,k) ,matrix)),B,aux,

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYV

1+p+2xq) :
B:=copyinto(transpose(convert(row(B4,1) ,matrix)) ,B,aux,
1+p+2%q+2*1) :
B:=copyinto(transpose(convert(row(B5,m) ,matrix)) ,B,aux,
1+p+2*q+2*r+4*s) .
aux:=aux+1:
od:
od:
od:
od:
od:
B:
end:
Ejemplo
> print(BASE(2,1,2,0,0,0)) :print(B);
e e f e f]
| foe foe []
- ¢ foe g .
| foe foe []
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BASESP3: es un procedimiento que nos da una base de A*(V @ V).
Input: n, donde:

n: es la dimensiéon de V.

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

> BASESP3:=proc(n)local X,m,Y,s,i,j,t:
> X:=BASE(n,2,0,0,0,0):
> m:=rowdim(X) :
>  Y:=matrix(m*(m-1)*(m-2)/6,3*coldim(X)):
> s:=0:
> for i from 1 to m-2 do
> for j from i+l to m-1 do
> for t from j+1 to m do
> gs:=s+l:
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,i) ,matrix)),Y,s,1):
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X, j),matrix)),Y,s,
> coldim(X)+1):
> Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,t) ,matrix)),Y,s,
>  2%coldim(X)+1):
> od:
> od:
> od:
> Y
> end:
Ejemplo
> print (BASESP3(2)):
e e e f [ e
e e Frr
e foe [ f
e [ f e [ f

BASESP4: es un procedimiento que nos da una base para A*(A*V @ V).
Input: n, donde:

n: es la dimensién de V.

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.
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BASESP4:=proc(n) local B,X,i,j,Y,m,s:
B:=BASEALT(n,1):
X:=matrix(rowdim(B)*n,coldim(B)+1):

for i from 1 to rowdim(B)do

for j from 1 to n do

X[n*(i-1)+j,coldim(B)+1] :=ALPH[j]:
X:=copyinto(transpose(convert(row(B,1i) ,matrix)),X,
nx(i-1)+j,1):

od:

od:

m:=rowdim(X) :

Y:=matrix(m*x(m-1)/2,2%coldim(X)):

s:=0:

for i from 1 to m-1 do

for j from i+l to m do

s:=s+1:

Y:=copyinto (transpose(convert (row(X,i) ,matrix)),Y,s,1):
Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,j) ,matrix)),Y,s,
coldim(X)+1):

od:

od:

end:

VVVVVVVVVVVVVVYVVVYVVYVVYV

Ejemplo
> print (BASESP4(2));
[e [ ee [ []

BASESP5: es un procedimiento que nos da la base de A%(A2V).
Input: n, donde:

n: es la dimensién de V.

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

BASESP5:=proc(n) local B,X,i,j,Y,m,s:
X:=BASEALT(n,1):

m:=rowdim(X) :
Y:=matrix(m*(m-1)/2,2*coldim(X)):
s:=0:

for i from 1 to m-1 do

for j from i+1 to m do

s:=s+1:
Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,i) ,matrix)),Y,s,1):
Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,j) ,matrix)),Y,s,
coldim(X)+1):

od:

od:

Y:

end:

VVVVVVVYVVYVVVYVVYV
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Ejemplo

>

print (BASESP5(3));
e [ ey
e [ f g
e g f g

BASESP6: es un procedimiento que nos da la base de A2(A?V ® Sym? V).
Input: n, donde :

n: es la dimension de V.

Output: una matriz, donde las filas son los elementos de dicha base.

VVVVVVYVVVVVVYVYVYV

BASESP6:=proc(n)local X,m,Y,s,i,j:
X:=BASE(n,0,1,1,0,0):

m:=rowdim(X) :

Y:=matrix(m*(m-1)/2,2*coldim(X)):

s:=0:

for i from 1 to m-1 do

for j from i+l to m do

s:=s+1:

Y:=copyinto (transpose(convert (row(X,1i) ,matrix)),Y,s,1):
Y:=copyinto(transpose(convert(row(X,j) ,matrix)),Y,s,
coldim(X)+1):

od:

od:

Y:

end:

Ejemplo

>

7.3

print (BASESP6(2)) ;

[
[
[
[

Q)
~ = =
Q)

Q)
~ = =
- = o
- =

@

@
Kﬁm

@

Pesos

PESOS: es un procedimiento que clasifica los vectores peso de una base producida por
algin procedimiento base.

Input: A y n, donde :

A: es una matriz cuyas filas son los elementos de una base que quiero calcular su peso y
clasificar y

n: es la dimensiéon de V.
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Output: tablas con indices:

T P[pos]: una lista con todos los pesos dominantes,

T P[neg|: una lista con todos los pesos no dominates y

T P[i]: una lista con los vectores pesos de la base cuyo peso es el i-esimo de T'P[pos] sii > 0
o el (-i)-esimos de T'Plneg] si i < 0.

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVVYV

PES0S:=proc(A,n) local a,b,C,i,j,aux,z,TP:
b:=coldim(A):
a:=rowdim(A) :

TP:=table():
TP [pos] :=[]:
TP [neg] :=[1:

for i from 1 to a do

C:=[seq(0,1=1..n)]:

for j from 1 to b do
C[ORDALPH[A[i,j]]]:=C[ORDALPH[A[1i,j]]]+1
od:

aux:=0:

for j from 1 to n-1 do:

if C[jl<C[j+1] then aux:=1: break: fi:
od:

if aux=0

then if member (C,TP[pos],’z’)

then TP[z]:=[op(TP[z]) ,row(A,i)]:

else TP[pos]:=[op(TP[pos]),C]: z:=nops(TP[pos]):
TP[z] :=[row(A,i)]:

fi:

else if member(C,TP[negl,’z’)

then TP[-z]:=[op(TP[-z]),row(A,i)]:

else TP[neg] :=[op(TP[negl),C]: z:=nops(TP[neg]):
TP[-z] :=[row(A,1)]:

fi:

fi:

od:

TP:

end:

Ejemplo

>

>

>

>

print (PESOS(BASET(2,3),2) [1]1);

[[e e e M

print (PESOS(BASET(2,3),2) [2]);
[ee fl.le fe],[fecel
print (PESOS(BASET(2,3),2) [pos]);
[[3. 0], [2, 1]]
print (PESOS(BASET(2,3),2) [negl);
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[[1,2], 10, 3]]

> print (PESOS(BASET(2,3),2) [-2]);
Lff r]

> print(PESOS(BASET(2,3),2)[-1]);
e f f)10f e fI0F F el

7.4 Operador de crecimiento

OPERADORC: es un procedimiento que calcula el nucleo de un operador de crecimiento
con los vectores de peso dominante de una base cualquier luego de haberlos clasificado con el
programa PESOS.

Input: n, p, q, r, s, t, I, k, ind y e, donde :

n: es la dimension del espacio V,

p: la cantidad de factores V,

¢: la cantidad de factores A%V,

r: la cantidad de factores Sym?V/,

s: la cantidad (1 o 0) de factores A%2(V @ V),

t: la cantidad de factores (1 o 0) de factores A%(V ® Sym? V),

[: el lugar en el alfabeto de la letra que quiero cambiar,

k: el lugar en el alfabeto de la letra por la que quiero cambiar y

ind :es el indice positivo a donde voy a aplicar el operador,

e :nos dice que base voy a utilizar para ordenar por lo tanto los valores que puede tomar son:

e =0 :labaseesBASFE,

e = 3 :labaseesBASESP3,

e =4 :labaseesBASES P4,

e =5 :labaseesBASESP5 Y
e =6 :labaseesBASESP6.

Output: una matriz, cuyas columnas son las coordenadas respecto a la nueva base.
Observacidn: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (A%*V') queda
guardada en la letra expo (pues estd definida globalmente).
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OPERADORC:=proc(n,p,q,r,s,t,k,1,TP,ind,e) local m,
pesol,peso2 ,nn,pp,Bl,bl1,b2,i,B11,j,H: global T, B2:
pp:=TP [pos]:

nn:=TP[neg] :

pesol:=ppl[ind]:

peso2:=pesol:
peso2:=subsop(k=peso2[k]+1,1=peso2[1]-1,peso2):

if member(pesol,pp,’z’) then B1:=TP[z]: fi:

if member(pesol,nn,’z’) then B1:=TP[-z]: fi:

if member(peso2,pp,’z’) then B2:=TP[z]: fi:

if member(peso2,nn,’z’) then B2:=TP[-z]: fi:

if not member(peso2, [op(pp),op(nn)]) then
T:=matrix(1,nops(B1),0) :return:fi:

bl:=nops(B1l): b2:=nops(B2):

B2:=map (xx->convert (xx,list),B2):
T:=matrix(b2,b1,0):

m:=0:

for i from 1 to bl do

Bll:=convert(B1[i],list):

for j from 1 to nops(B1l) do

H:=B11:

if H[j]=ALPH[1] then m:=1:H:=subsop(j=ALPH[k],H):if e=0
then H:=0RD||O0(H,n,p,q,r,s,t)

else H:=0RD||e(H,n):fi:

if H<>NULL then member (H,B2,’z’):
Tlz,i]:=T[z,i]+(-1) expo: fi:

fi:

od:

od:

if m=0 then T:=transpose(matrix(nops(B1),1,0)):return:fi:
T:

end:

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVVYVYVYV

Ejemplo

BASE(3,1,1,0,0,0):

print(B);

TP:=PES0S(B,3):
OPERADORC(3,1,1,0,0,0,2,3,TP,2,0):
print(T);

vV V.V V V
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7.5 Ordenar

ORDO: es un procedimiento que dada un lista A con "p+2xq+2xr+4xs+6xt elementos
los ordena de la siguiente manera:

los p primeros elementos segin el orden de la base de V ® --- ® V' con p la cantidad de
factores V,

los 2q siguientes segin el orden de la base de A’V ® - - - ® A2V con ¢ la cantidad de factores
A%V,

los 2r siguientes segtn el orden de la base de Sym?V ® - -- ® Sym? V' con r la cantidad de
factores Sym?V/,

los 4s siguientes segtin el orden de la base de A*2(V ® V) con s la cantidad de veces que
aparece (que puede ser 0 o 1) y

los 6t tltimos segiin el orden de la bae de A*(V ® Sym? V) con ¢ la cantidad de veces que
aparece (que puede ser 0 o 1).

Input: A, n, p, q, r, syt donde:

A: una lista,

n : la dimensién de V,

p: la cantidad de factores V,

¢: la cantidad de factores A2V, r: la cantidad de factores Sym? V,

s: la cantidad (1 o 0) de factores A2(V @ V) y

t: la cantidad (1 o 0) de factores A2(V @ Sym* V).

Output: una lista.

Observacién: en general la lista de entrada proviene de aplicar un operador de crecimiento
(que luego veremos),la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (A%V )
queda guardada en la letra expo (pues esta definida globalmente).

135



ORDO:=proc(A,n,p,q,r,s,t) local B,c,j,x,X,0RDX,i,L,al,a2,a3:
global expo:

c:=nops(A) :B:=[seq(0,j=1..c)]:expo:=0:

for j from 1 to p do B[jl:=A[j]:od:

for j from 1 to q do x:=p+2xj-1:

if ORDALPH[A[x]]>ORDALPH[A[x+1]] then B[x]:=A[x+1]:

B[x+1] :=A[x] :expo:=expo+1:

else if ORDALPH[A[x]]=0RDALPH[A[x+1]]then

B:=NULL: return:

else B[x]:=A[x]:B[x+1]:=A[x+1]: fi:fi:od:

for j from 1 to r do x:=p+2xq+2*j-1:

if ORDALPH[A[x]]>0ORDALPH[A[x+1]] then

Blx]:=A[x+1] :B[x+1] :=A[x]

else B[x]:=A[x]:Blx+1]:=A[x+1]:fi:od:

if s<>0 thenX:=BASE(n,2,0,0,0,0):0RDX:=table():

for i from 1 to rowdim(X) do

L:=convert(row(X,i),list):

ORDX[op(L)]:=i:od: x:=p+2*q+2*r+1:

if ORDX[A[x],A[x+1]]1=0RDX[A[x+2],A[x+3]] then B:=NULL:
return: fi:

if ORDX[A[x],A[x+1]]>0RDX[A[x+2],A[x+3]] then B[x]:=A[x+2]:
Blx+1]:=A[x+3]: B[x+2]:=A[x]:B[x+3]:=A[x+1] :expo:=expo+l:
else Blx]:=A[x]: Blx+1]:=A[x+1]: B[x+2]:=A[x+2]:
B[x+3]:=A[x+3] :fi:fi:

if t<>0 then x:=p+2*q+2*r+4*xs+1:

Blx]:=A[x]: Blx+1]:=A[x+1]: B[x+2]:=A[x+2]:

B[x+3] :=A[x+3]:

B[x+4] :=A[x+4] :B[x+5] :=A[x+5] :

if ORDALPH[A[x+1]]>0RDALPH[A[x+2]]then

Blx+1] :=A[x+2] :B[x+2] :=A[x+1] : fi:

if ORDALPH[A[x+4]]>0RDALPH[A [x+5]]then

B[x+4] :=A[x+5] :B[x+5] :=A[x+4] : fi:

X:=BASE(n,1,0,1,0,0): ORDX:=table():

for i from 1 to rowdim(X) do

L:=convert(row(X,i),list):

ORDX [op(L)] :=i:0d:

if ORDX[B[x],B[x+1],B[x+2]]1=0RDX[B[x+3],B[x+4],B[x+5]] then B:=NULL:return:

if ORDX[B[x],B[x+1],B[x+2]]1>0RDX[B[x+3],B[x+4],B[x+5]] then
B[x]:=B[x+3]: B[x+1]:=B[x+4]:

B[x+2] :=B[x+5] :B[x+3] :=al:B[x+4] :=a2:

fi:B:end:

VVVVHYVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYV

Ejemplo

> print(ORDO([e,e,f,e,f,g,f,f,g,e,g,8,8,¢,g,f,e],3,1,2,1,1,1));
> print(expo)

[e’67f’67f’f7g7€’g’f7g7g7€’f7g767g:|
2
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ORD3: es un procedimiento que ordena un elemento de A*(V ®V') segtin el orden de V@V,
Input: A y n donde:

A: una lista y

n: la dimensién de V.

Output: una lista.

Observacidn: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (de A*(V ®@V)
) queda guardada en la letra exzpo (pues esta definida globalmente).

ORD3:=proc(A,n)local H,X,0RDX,i,L,S1,S2,S3:global expo:
X:=BASE(n,2,0,0,0,0):

ORDX:=table():

for i from 1 to rowdim(X) do

L:=convert(row(X,1i),list):

ORDX [op(L) ] :=i:

od:

S1:=[A[1],A[2]]:

S2:=[A[3],A[4]]:

S3:=[A[5],A[6]]:

H:=A:

expo:=0:

if ORDX[op(S1)]1<ORDX[op(S2)] and ORDX [op(S2)]>0RDX [op(S3)]
and ORDX[op(S1)]<ORDX[op(83)] then
H:=[op(S1),0p(S3),0p(S2)] :expo:=expo+l:fi:

if ORDX[op(S1)]>0RDX[op(S2)] and ORDX[op(S2)]<ORDX [op(S3)]
and ORDX[op(S1)]<0ORDX[op(83)] then

H:=[op(82) ,0p(S1),0p(S3)] :expo:=expo+l:fi:

if ORDX[op(S1)]1<ORDX[op(S2)] and ORDX [op(S2)]>0RDX [op(S3)]
and ORDX[op(S1)]>0RDX[op(83)] then
H:=[op(83),0p(S1),0p(S2)]:expo:=expo+2:fi:

if ORDX[op(S1)]>0RDX[op(S2)] and ORDX[op(S2)]>0RDX [op(S3)]
and ORDX[op(S1)]<ORDX[op(S3)] then

H:=[op(82) ,0p(S3),0p(S1)] :expo:=expo+2:fi:

if ORDX[op(S1)]1>0RDX[op(S2)] and ORDX [op(S2)]1>0RDX [op(S3)]
and ORDX[op(S1)]>0RDX[op(83)] then
H:=[op(83),0p(S2),0p(S1)]:expo:=expo+3:fi:

if ORDX[op(S1)]=0RDX[op(S2)] or ORDX[op(S2)]=0RDX[op(S3)]
or ORDX[op(S1)]=0RDX[op(S3)] then

H:=NULL:fi:

H:

end:

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYV

Ejemplo

> ORD3([e,e,f,e,e,f],3);
> expo

le,e e, [, f,é]
1
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ORD4: es un procedimiento que ordena un elemento de A*(A*V @ V).

Input: A y n donde: A: es una lista y

n: la dimensién de V.

Output: una lista.

Observacién: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (de A?V)
queda guardada en la letra” expo” (pues esta definida globalmente).

ORD4:=proc(A,n)local H,a,b,c:global expo:
expo:=0:

H:=A:

if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[2]]then

a:=H[1] :b:=H[2] :H[1] :=b:H[2] :=a:expo:=expo+l:fi:
if ORDALPH[H[4]]>0RDALPH[H[5]]then

a:=H[4] :b:=H[5] :H[4] :=b:H[5] :=a:expo:=expo+l:fi:
if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[4]]then

a:=H[1] :b:=H[2]:c:=H[3]:

H[1] :=H[4] :H[2] :=H[5] :H[3] :=H[6] :

H[4] :=a:H[5] :=b:H[6] :=c:expo:=expo+l:fi:

if ORDALPH[H[1]]=O0RDALPH[H[4]]then

if ORDALPH[H[2]]>ORDALPH[H[5]]then

a:=H[2] :b:=H[3]:

H[2]:=H[5]:H[3] :=H[6]:

H[5] :=a:H[6] :=b:expo:=expo+1:fi:

if ORDALPH[H[2]]=0RDALPH[H[5]]then

if ORDALPH[H[3]]>ORDALPH[H[6]]then

a:=H[3]:

H[3]:=H[6] :H[6] :=a:expo:=expo+1:fi
fi:

fi:

if (H[1]=H[4] and H[2]=H[5] and H[3]=H[6])or
H[1]=H[2]or H[4]=H[5]then H:=NULL:fi:

H:

end:

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYVYV

Ejemplo

> O0ORD4([e,f,f,e,f,el,3);
>  expo

[67f76767f’f}
1

ORDA5: es un procedimiento que ordena un elemento de A%(A%V).

Input: A y n donde:

A: es una lista y

n: la dimension de V.

Output: una lista.

Observacién: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (de A%V)
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queda guardada en la letra expo(pues estd definida globalmente).

VVVVVVVVVVVVVYVVYVYVVVYVYV

Vv

ORD5:=proc(A,n)local H,X,a,b,c,d,i,S1,52,0RDX,L:global expo:
X:=BASE(n,0,1,0,0,0):

ORDX:=table():

for i from 1 to rowdim(X) do
L:=convert(row(X,i),list):

ORDX [op(L)] :=i:

od:

H:=A:

expo:=0:

if (H[1]=H[3] and H[2]=H[4])or H[1]=H[2]

or H[3]=H[4]then H:=NULL:return:fi:

if ORDALPH[H[3]]>ORDALPH[H[4]]then a:=H[3]:
H[3]:=H[4] :H[4] :=a:expo:=expo+l:fi:

if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[2]]then a:=H[1]:
H[1]:=H[2] :H[2] :=a:expo:=expo+1:fi:

if ORDX[H[1],H[2]]1>0RDX[H[3],H[4]] then
H:=[H[3],H[4],H[1],H[2]]:

expo:=expo+l:fi:

if ORDX[H[1],H[2]]1=0RDX[H[3],H[4]] then H:=NULL:fi:
H:

end:

ORD5([g,f,f,el,3);
expo

e, f. [, d]
3

ORDS6: es un procedimiento que ordena un elemento de A%(A?V ® Sym? V),
Input: A y n donde:

A: es una lista ( elemento de A%2(A%V @ Sym?®V)) y

n: la dimensién de V.

Output: una lista.

Observacién: la cantidad de intercambios que tiene sentido tener en cuenta (A?V) queda
guardada en la palabra expo(pues estd definida globalmente).
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ORD6:=proc(A,n)local H,X,a,b,c,d,i,S1,S2,0RDX,L:global expo:

X:=BASE(n,0,1,1,0,0):

ORDX:=table():

for i from 1 to rowdim(X) do

L:=convert(row(X,i),list):

ORDX [op(L)]:=i:

od:

H:=A:

expo:=0:

if (H[1]=H[5] and H[2]=H[6] and H[3]=H[7]and

H[4]=H[8])or H[1]=H[2]or H[6]=H[5]then H:=NULL:return:fi:

if ORDALPH[H[3]]>ORDALPH[H[4]]then a:=H[3]:

H[3]:=H[4]:H[4]:=a:fi:

if ORDALPH[H([7]]>0RDALPH[H[8]]then a:=H[7]:

H[7]:=H[8]:H[8] :=a:fi:

if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[2]]then a:=H[1]:

H[1]:=H[2] :H[2] :=a:expo:=expo+l:fi:

if ORDALPH[H[5]]>0ORDALPH[H[6]]then a:=H[5]:

H[5] :=H[6] :H[6] :=a:expo:=expo+l:fi:

if ORDALPH[H[1]]>ORDALPH[H[5]]then a:=H[1]:

b:=H[2] :c:=H[3]:d:=H[4]:

H[1]:=H[5]:H[2]:=H[6] :H[3]:=H[7] :H[4]:=H[8]:

H[5]:=a:H[6] :=b:H[7] :=c:

H[8] :=d:expo:=expo+l:fi:

if ORDALPH[H[1]]=0RDALPH[H[5]]then

if ORDALPH[H[2]]>ORDALPH[H[6]]then

a:=H[2] :b:=H[3]:c:=H[4]:H[2]:=H[6]:H[3]:=H[7]:H[4]:=H[8]:

H[6] :=a:H[7] :=b:H[8] :=c:expo:=expo+l:fi:

if ORDALPH[H[2]]=0RDALPH[H[6]]then if

ORDALPH[H[3]]>0RDALPH[H[7]]then a:=H[3]:b:=H[4]:H[3]:=H[7]:

H[4] :=H[8] :H[7] :=a:H[8] :=b;

expo:=expo+l:fi:

if ORDALPH[H([3]]=0RDALPH[H[7]]and ORDALPH[H[4]]>0RDALPH[H[8]]
:=H[4] :H[4] :=H[8] :H[8] :=a:

expo:=expo+1l:fi:

fi:

fi:

if ORDX[H[1],H[2],H[3],H[4]1]1>0RDX[H[5],H[6],H[7] , H[8]]

then H:=[H[5],H[6],H[7] ,H[8] ,H[1],H[2],H[3] ,H[4]]:

expo:=expo+l:fi:

if ORDX([H[1],H[2],H[3],H[4]]=0RDX[H[5],H[6],H[7],H[8]] then H:=NULL:fi:

H

end:

VVVVVVVVVEYVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYV

Ejemplo

> ORD6([e,f,f,e,e,f,e,e],2)
[eafaeaeae>fve7f]
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7.6 Obtencion de vectores de peso maximo

INTERSECCION: es un procedimiento que calcula la interseccion de subespacios de un
mismo espacio vectorial.

Input: una lista de conjuntos, donde cada uno de ellos contiene una base,expresado en
coordenadas,de los subespacios.

Output: una matriz donde cada columna es un vector de la base de dicha interseccion.

INTERSECCION:=proc(Espacios) local aux,i,EE,M,c,j,m,cc,k:
global E:

if nops(Espacios[1])=0 then E:={}: return:

else E:=transpose(matrix([op(Espacios[1])])):
fi:

aux:=coldim(E) :

for i from 2 to nops(Espacios) do

if nops(Espacios[i])=0 then E:={}: return: fi:
EE:=concat (E,transpose(matrix([op(Espacios[i])]))):
M:=kernel (EE) :

if nops(M)=0 then E:={}: return: else

c:=[]:

for j from 1 to nops(M) do

m:=M[j]:

cc:=0:

for k from 1 to aux do
cc:=cc+m[k]*convert(col(E,k),list):

od:

c:=[op(c),ccl:

od:

E:=transpose(convert([op(c)],matrix)):
aux:=coldim(E) :

fi:

od:

E:

end:

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVYVYV

Ejemplo
> E1:={[1,0,1]1,[0,2,0]}: E2:={[0,1,0]}:
> print (INTERSECCION([E1,E2]));

0
2
0

NU: es un procedimiento para ser usado despues de hacer la INTERSECCION de los op-
eradores de crecimiento.
Input: B y C donde:
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B: es la base que la sacamos de TP[ind] (y TP[pos][ind] es el peso de los elementos de
TP[ind]) y

C: son las coordenadas sacadas de la INTERSECCION.

Output: una lista de lista con los vectores de peso maximo.

NU:=proc(B,C) local i,j,R,n,m,RT:
if nops(C)=0 then RT:={NULL}: else
RT:=[]:

for i from 1 to coldim (C)do

R:=[]:

for j from 1 to nops (B)do

if C[j,i]<>0 then R:=[op(R),C[j,1i]*B[j1]:fi:
od:

RT:=[op(RT),R]:

od:

fi:

RT:

end:

VVVVVVVYVYVVYVVYV

Ejemplo

BASE(3,1,1,0,0,0):

TP :=PES0S (B, 3) :

c:=0:

for ind from 1 to nops(TP[pos]) do
k:=1: 1:=2:
OPERADORC(n,1,1,0,0,0,k,1,TP,ind,0):
K1:=kernel(T):

k:=1: 1:=3:
OPERADORC(n,1,1,0,0,0,k,1,TP,ind,0):
K2:=kernel(T):

k:=2: 1:=3:
OPERADORC(n,1,1,0,0,0,k,1,TP,ind,0):
K3:=kernel(T):
INTERSECCION([K1,K2,K3]):
X:=NU(TP[ind] ,E):

print(X):

c:=c+nops(X)* DIM(TP [pos] [ind]):

od:

m:=DIMSUBESP(n,1,1,0,0,0):
print(c,m):

VVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYV

[=[e e f]I
(=le f g]l.[fegl.,—[ge ]l
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7.7 Dimensiones

Este grupo contiene dos programas: DIM y DIMSUBESP, que se usaron para controlar, a partir
de la dimension, si la descomposicién de un submédulo en suma directa de pesos maximo tiene
sentido.

DIM: calcula la dimensién del médulo correpondiente a un peso dominante dado.
Input: A, una lista que representa el peso dominante.
Output: la dimensién del médulo irreducible de peso A.

> DIM:=proc(A) local i,j,x,n:
> n:=nops(A):
> x:=1:
> for i from 1 to n-1 do
> for j from i+l to n do
> x:=x*(A[1]-A[j1+j-1)/(j-1):
> od:
> od:
> end:
Ejemplo

> DIM([7,1,0,0]1);
315

DIMSUBESP: es un procedimiento que calcula la dimension de:

Ve V)@ ((AVe -@AV)2((Sym’ Ve @Sym* V)@AH(Ve V)@ A2(V @Sym? V).
Input: n, p, q, r, s y t donde:

n: es la dimension de V' |

p: es la cantidad de factores de V' en el primer factor,

¢: es la cantidad de factores A2V en el segundo factor,

r: es la cantidad de factores Sym? V en el tercer factor ,

s: es la cantidad (1 o 0) de factores A?(V ® V) en el cuarto factor y

t: la cantidad (1 0 0) de factores A%(V ® Sym* V) en el quinto factor.

Output: la dimension.

> DIMSUBESP:=proc(n,p,q,r,s,t) local d:
> d:=n"p * ((n-1)*n/2)"q * ((n+1)*n/2)°r *
> ("2x(n"2-1)/2)"s * (n"2x(n+1)*x(n"2%(n+1)-2)/8) "t:
> d:
> end:
Ejemplo

> DIMSUBESP(4,2,1,0,0,0);
96
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8 Resultados

En esta seccién recopilamos los resultados obtenidos. Ademaés de presentar la estrcutura de
GL(V)-médulo de los grupos de homologia calculados, damos clases de homologia de peso
maximo explicitas para cada submddulo irreducible. Para entender a qué subespacios pertenecen
éstos introducimos la notacién V4 = V, V; = V y Z = A2V para distinguir los espacios V
segun sean parte de £, o de Ay; es decir tenemos que

L=VeaZ)o(CaVa) v Li=(VeeZ)o(CeVisSym®Vy)

8.1 Homologias de £?

Teorema 8.1. Para todo natural n > 2 sea V' un espacio vectorial complejo de dimension n,
sea L, =V SNV el dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre en n generadores y sea L2 el dlgebra
de Lie de corrientes L2 = L, @ (C V).

Entonces la estrutura de GL(V)-mddulo de los primeros grupos de homologia de L? estd
dada por:

Mas atn, los que siguen son vectores clases del sequndo grupo de homologia de peso mdzimo
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para cada submodulo irreducible con sus dimensiones.

LI T J—wl=(eon@Ese) C (VeoC) o (Vo Vi)
n(n+1)(n+2)'

dim =
6

| =(i+vi=2e)@Eaf)—(ex)a(fee)—(fel)®(exe))
— - (V£®C)®(VE®VA)
(n—l)n(n—i—l).

dim =
3
| =(v3=(eAnfR®1)®(E®1)C(ZeC)® (V:®C)
L dim:(n—l)n(n—l—l)'
3
[ =i = (@) (e® f) SN2 (Ve0 V)
— gy = (n = Dnln+ D0 +2)
8
[ =i =—(ewe)n(foe) CA (Vo0 Va)
L dim:(n—l)n(n—l—l)(n—l—Q)

L xpl=(enfeneeoe)~@i=(ArfeaeEal)
— C(Zz2aC)@(V;oVa)d (Zo Vi) ® (Ve®C)
(n—1)n(n+1)(n+2)
< .

dim =
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—~

enfeh)eEaf)=(eAfel)e (e )

—~

=eNfRf)R(ex]l)—(eANfRf)®(e®1))
RC)@ (VeoVa)® (ZeVy) ® (V,®C)
—1n*(n+1)

12 ‘

(s=—(frg@e)®(fRe)+(eNng®e)@(f@ f)-

® (

(enf®@e)® (f®g)

(eANg® f) @ (e® f)

C(ZeVa)® (Ve Va)

(n=2)(n—Dr*(n+1)
24

f
+(fAgef)o(e®e)—
teAfofle(ewg)

dim =

| = (e®)A(fRg) —(eRe)A (GO ) —2e® f)A(e®g)+

(@ f)n(gee)—(e@g)A(f®e))
C A (V. ® Va)
(n—2)(n— 1)n(n+1)‘
8

dim =

| =iz (@A (fRg) +(ee)A(g® f)+

(@ f)N(e®g)—(foe)A(g@e))
C A (V. ® Va)
(n—2)(n— 1)n(n—|—1)'

dim =
im g
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(fAgel)@(e®e)+

@ (Ve@Va)® (Z@ Vi) ® (Ve ®C)

—~

fAgR1®((exe)—(eAg®1)®
fAgRe)R(e®@1)+(eNg® f)®
®(VL®VA)@(Z®VA)®

~(=—(gANh®1)®
(fAgel)®(e®
eNh®1)®(f®

fARR])®(g®

—~

(Vz®C)

f)+ UAh®)

(e®

h)

9)

¢)
eAf®1)® (g h)
ehg@1)® (hef)
(

)

)

®1)

)

)

o~ o~~~

~ (g =—(9Nh®e)®

(fAg®e)®(h®l
(eNh®@ (el
(fAh®g) ®(e®1
(enfegehel
(eNg®h)R(f®
g(Z@C) (VL®VA
(n—=3)(n—2)(n—1

24

—
>
i)
®
R ==

~— =

®(Z®Vs)®
n

~—

dim =

148

(eANg®1)®(e® [f)—
(fAgRe)R(e®l)+(eANgRe)®(f®1)—

(e®@1)—

(fee)+(eANfol)®
(eNf®g)®

@@@—

(enf®l)®
(eNf®e)®

(e®g)
(g®1)

(g®@e))
(e®1))

)
)



| =(g@=—(9gAh@e)@ (e )+ (fAh®e)® (e®g)—
(fAgRe)@(e®@h)+(gANh®e)@(fRe)—(eNfRe)® (9@ h)+
(fAgRe)@(h®e)—(eAg®e)@(h@ f)+(eNf®Re)®(h®g))
C(ZaVa) @ (Ve®Va)
dim = (n—3)(n—2)(n—1)n(n + 1)'
30
=’ =(hhvee)@(feg - (grhvee)@(feh) +(gAhoe)® (f@v)-
(hAhv®e)@ (g f)+(fArRe)®@(9gOh)—(fALR®e)® (9 ®v)+
(Gghve)@ (he f)—(fAve)® (h®g)+ (fAgRe ®(h®v)
(GAhRe)@Rfl+(fAMRe)®(1v®g) —(fAgRe)® (v
(hrhve flee@g) +(@Avef)@(e®@h)—(gANhRf)@(e®
(h/\v@f)@(g@e)—(e/\v®f)®(g®h)+(e/\h®f)®(g®v
Grhvef)ehee)+(eNnvd )@ (h®g) —(eAg® f)@(h®wv
GAh )@ (vee) —(eANhRf)R(v®g)+(eNgRf)R@ (VO h
(hAhvRg)@Eef)—(fArRg)®@(e@h)+(fARRg) ®(e®v)—
(hAvRg)@(fRe)+(eNv®g)R(fOh)—(eNhRg) @ (f®V
(fArveg)@hoe) —(eANv@g) Q@M f)+(eNf®g) @ (h®v)—
(fAhRg®(WvRe)+(eAh®g) @@ f)—(eANf®g ®(v®h
(GAhvRh)R@ERH+(fArveh)(eyg) —(fAgRh) ®(e®
(g/\v®h)®(f®e)—(e/\v@h)®(f®g)+(e/\g®h)®(f®v
(fAvRh)@(gee)+(eANv@h)@(gR f)—(eNfRh)R (9@
(fAgRh)®(v®e)—(eANg@h) @R f)+(eNfRh ®(v®g
(GAhRV)®@EeRf)—(fARRV)®(e®Rg)+(fAgRV) R (e®h)—
(GAhRV)R(fRe)+(eANh®v)R(fRg)—(eANgR0)® (fRh
(fARRV)®(g®e)—(eANh@v)@ (g f)+(eNfRv)® (9@ h)—
(fAgev)@(hee)+(eANgRv)®@ (A f)—(eANfRv)® (h&g))
C(ZaVa) @ (Ve®Va)
dim = (n—4)(n—3)(n—2)(n— 1)n.
120
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8.2 Homologias de L}

Teorema 8.2. Para todo natural n > 2 sea V' un espacio vectorial complejo de dimension n,
sea L, =V ®NV el dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre en n generadores y sea L3 el dlgebra
de Lie de corrientes L2 = L, ® (C @V @ Sym® V). Entonces la estrutura de GL(V)-mddulo
de los primeros grupos de homologia de L3 estd dada por:

H=[]]]as | & | & HE: | & [ & I

@ SLLLIIe [ d® el J® 1% []®
S D S ) S D S “‘@
[ ® [ 1L1]® [ [ 1® [ 19 [ ]9 [ ]9
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S

D

e LTI []®

D

D
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Mas ain, los que siguen son vectores clases del sequndo grupo de homologia de peso mdzimo
para cada submodulo irreducible con sus dimensiones.

D:\j:(v%:(e®1)®(e®e)>§ (Ve®C)® (Vo @ Va)

. nn+1)(n+2)
dim = 5 .

| = +15=2e®1)R(ERf)— (@) (fRe) - (fR1)R(e®e))
— - (Vg@@) &® (V£®VA>
(n—1)n(n+1)

dim = .
3
| —li=(eAfe)eEa1)C (Z20C) e (V;oC)
L dim:(n—l)n(n—I—l).
3
[ =l =—(c@e) A(e® f)) C A2 (Ve® V)
— dim — (n—l)n(n+1)(n+2)‘
8
| = (208, — 02 = —2(e® 1) A (e @ ef)) C Ve ® (Ve ® Sym? V)
— dim = (n—l)n(n+1)(n+2)'

8

[ = @240 =—2e@e)A(fRe)+ (@) A(f@ee) = (fR1)A(eee))
— - AQ(VL@)VA) eV, ® (Vg@Sym2 VA)
dim — (n— l)n(n+1)(n+2)'

8
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~ (i =(eNfR®L)®(e®e) ()= (cAf@e)®(e®1))
(n—l)n(n+1)(n+2)‘

~wh =A@ ff)—(e@DA(fRef)—(fR1)A(e®ef)+
(fOUA(fee)) CVe® (Ve ®Sym? Vy)
(n — 1)n2(n—|—1).

dim = 19
~wr=(eAfol)@ e f)—(eAfol)® (e f))
~g=(AfRfl@Ee®l)-(eAfof)@(o1))
C(ZaC)@(VeaVa)d (Z20Va) @ (Ve ®C)
i = (= D 1)

12

D:\:\j:(vh:(e@)l)/\(e@)ee)QVL®(VL®Sym2VA)

a4 D+ +3)

dim = o

| =l =@ A9~ (c®)A[gRS) —2Ae® f)Alc®g)t
— (e®f)n(g®e)—(e®g) A (f®e))
— C A (V@ Va)

dim — (n—2)(n—1)n(n+1)'

8

| ~i=—(fAge)@Ee)+eAgl)@Eexf)—(eAfe])®(e®g))
- ~ Wi =—(fAgRe)@ (@) +(eAgRe)R(f®1)—(eNfRe)®(gR1))
— C(ZeC) e (VieoVa) e (Ze Vi) e (V,®C)

dim = (n—2)(n—1)n(n+1)
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:

dim =

—~

=(fAgel)®((e®e)—(eAg®1)®
=(fAgRe)R(e®1)+(eNg® f)®
C)@ (VeaVa)® (ZeVa) e (Ve

—~

= (2ui+v), = —2(e®e) A (fRg)+2(e®e) A

(f®e)+
(e®1)—
C)

(9® f)

2@ fiNn(e®g) —2(f@e)A(ge

(e DA(f®Reg) —(e®1)A
(fRA(g®ee)+(go1)A

CA(Ve®Va) ® Ve ® (Ve ®Sym?Vy)
(n—2)(n—1)n(n+1)
3 :

(g@ef
(e@ef

enfol)@(9we)
(eAfRg)®(e®1))

4
)+

)= (f®1)A(e®eg)
) = (9@ 1) A(f®ee)

~ (3 =—(gAh@1)@ (@ )+ (fAh®1) @ (e®qg)-
(fAgel)®@(e®h)+(gAh®]1) @ (f®e)-
(eANh®1)R(f®g)+(eAg®1)R(f@h)—
(fAhR®1)@(g®e)+(enh®])® (9@ f)-
eNfRDNRGRh+(fAgR1)®(h®e)—
(eng®l)®@hef)+(enfel)e(heg)

~ (g =—(gAh@e)@ (fR1)+(fAh®e)@ (9@ 1)~
(fAgee)@(h®l)+(gAh® f)®(e®1)-
(eANh®@ )@ (gel)+(eNg® f)@(h®1)—
(fAhRg@((E1)+(eAh®g) @ (f®1)—
(enfegehel)+(fAgeh)®(e®l)-
(eNg@h)R(fRl)+(eANfRh)R(g®1))

C(ZoC)e(VeaoVa) e (ZeVa) e (V,®C)

(n—=3)(n—2)(n—1)n

dim = .

24
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~ (W, =(eAfReg)@(e®1)=(eAg@ [l (@) +(fAgRef)®(e®1)—-
(enfeg@(fel)+(eAgef)@(f@1)+(fAg®ee)@(f®@1)
~ (= (e@eg)@(eANfR) (e ffHl®(eng@l)+(e®ef) @ (fAgR1)-
(fReg)@(eNfR1)+(fRef)R(eANgR1)+ (f®ee) R (fAg® 1))
C(Z®Sym*V4) ® (V®C) ~ (V; ® Sym*V,) ® (Z® C)
dim — (n—2)(n —1)n%*(n + 1).
24
— (W ==(frg2e)@(fRe)+(eAgRe)@(fRf)—(eAf@e)®(f®g)+
(frgefle(e®e)—(eAg@f)@ (e f)+(eAfRf)@(e®g))
C (Z®VA) ® (VL®VA)
Jim — (n—2)(n—1)n?*(n + 1)'
24
=y ==—(e@e)@(fRfg)+(e®e)@ (g ff)+(e®f)@(f ®eg)—
(@ f)@(@gef)+(f@e)®(e® fg)—(f®e)®(g®ef)—
(feflw(eeg) +(fR@f)@(g®ee) —(g®e)®@ (e® ff)+
(gee)@(feef)+ (g f)@(e®ef) = (9@ f) @ (f ®ee))
C (Ve ®Va) ® (V2 ® Sym® Vy)
i = (=2~ 1)n?(n + )
24
=i =—(e0f)@(€exfg)+(e@ )@ (fReg)+(e®g) @ (e® ff)-
(e@g)(f@ef)+(f@e)®(e® fg) - (f®e)® (f ®eg)—
(fegeE@ef)+(fR@g(f®ee)—(g®e)®@(e® ff)+
(g (fRef)+ (@@ f)@(e@ef) = (9@ f) @ (f ®ee))
C (Ve ®Va) ® (V. ® Sym*Vy)
dim — (n—2)(n — 1)n*(n + 1).
24
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~ (vfy = (e®eh) @ (fAg® 1) — (e ®eg)

-

dim =

dim =

C

~ W, =(fAgReh)@(€e®1)— (fAhReg) @ (e@1)+ (gAhRef)® (e ®1)—

(eNg@eh)@(fR1)+(eANh®eg) @ (fR1)—(gANhRee)@ (f @1)+
(enNfReh)®@(gR1)—(eANh@ef)®(9gR1)+ (fAh®ee)® (9@ 1)+
(eNfReg)@(h@1)+(eNgRef)@(h®1)—(fAgRee)® (h®1)

Q(fARRL)+(e@ef)®(gANh®1)—
+(f®eg) @(eANh®]1l)—(fRee)®(gNANRR 1)+

(g@ef)@(eANh®1)+(gQee) @ (fAh® 1)+

(h®eg)®(eN f® (h@ef)@(eNg®1)— (h®@ee) @ (fAg®1))
(Z@Sym’ Vi) ® (V:®C) ~ (V@ Sym*V4) ® (Z® C)
(n—3)(n—2)(n—1)n(n—|—1)'

30

(fReh)®@(eNg®l)
(gReh)@(eNfxl)—
( 1)+

=l =—-(gAhee)® (e f)+(fAh®e)®(e®g)—(fAgRe)® (e® h)+

(GghhRe)R(fRe)—(eNfRe)R(GRIR)+(fAgRe)® (h®e)—
(ehg@e)@(h@f)+(eAfoe)e(heg)C(Z20Va)e (Voo Va)
(n—=3)(n—2)(n—1)n(n+1)

30 '

=W =(e®@f)®(gReh)—(e® f)@(h®eg) — (e®g)® (f ®eh)+

(e@g)®(hef)+(exh)@(feeg) —(e®h)@(9@ef)—
(f@e)@(g@eh)+(f@e)®@(h®eg) + (f®g)® (e®eh)—
(fRg@hoe)—(fROh)®@(e®eg)+ (fRh)® (g® ee)+
(g@e)®(feweh)—(gwe)@ (h@ef) = (9@ f) ® (e ®eh)+
(9@ f)@(h@ee)+(g@h)®(e®@ef) —(g@h) & (f @ ee)—
(hwe)@(feeg) +(hwe)@(g®ef)+ (h® f)® (e®eg)—
(hefle(geee)—(h®g)@(e®ef)+ (h®g)® (f ® ee))

(V[; ® VA) (Vg ® Sym VA)

_ (n=3)(n—2)(n—1)n(n+ 1).

30
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|| \:<v%4:—(e/\f®ee)®(e®1)>g (Z®Sym®Vy) ® (V; ® C)

~ (v =(e®ee) @ (e A f®1)) C (Vo ®@Sym’Vy) ® (Z® C)
(n—Ln(n+1)(n+2)(n+3)
30

dim =

[ 1]

(W =(e®e)®(e@ef) — (e®e)® (e®ef)

C (Ve ®Va) ® (V. ® Sym*Vy)
(n—Dn(n+1)(n+2)(n+3)
30 '

dim =

[ 1]

(vfy=(e®e)@(e@ef) = (e® f) @ (e ® ee)

; (Ve ®Va) @ (V ® Sym® Vy)
(n—1nn+1)(n+2)(n+3)
30 '

dim =

[ 1]

~(h,=(e®e)@(e@ef) — (fRe)® (e ®ee))
C (Ve ®Va) ® (V. ® Sym*Vy)
(n—Ln(n+1)(n+2)(n+3)

dim =

30
| ] ~ (v, =(fAgRee)®@(e®]1)—(eAgRee) @ (fR1)+ (e fRee)®(g®1))
g(Z@Sym VA) (Vg@@)
~(h=(eRe)@(fAgR1)—(fRee)®(eAg®1)+(gRee) @ (e f®1))
C (Vz@Sym*V,) ® (Z®C)
i — (1= 2 = Dn(n + 1(n+2)

20
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L]~ =(enfoeg@(c@l)—(chgef)® (e 1)+

(eNg@ee)@ (fR1)—(eNf®Ree)® (g 1))
(Z ® Sym® V) @ (V; ® C)
vz =(e@eg)@(eNf@l)—(e@ef)@(eAg@ 1)+
(fRe)@(eNng®1l)—(gRee)@ (e N f®1))
C (V; ®Sym’V4) ® (Z®C)
(n—=2)(n—1)n(n+1)(n+2)

dim = .
im 50

1N

L] cph= oo (o) e goef) —(c® f)e(ge et
(e®g)®@(fRee)+(fRe)®(e®eg) — (f®g)® (e ®ee)—
(g@e)@(e@ef)+(g® f)® (e ®ee))

C (Ve ®Va) ® (V. ® Sym* Vy)

(n—2)(n — Dn(n+1)(n+2)

dim = .
20

[ c @l =(c0e)a(foeg) —(®e)®(goef) - (fe)® (e®eg)+

(fReR(gee)+(gRe)R(e®ef)—(gRe) R (f ®ee))
C (Ve ®Va) ® (V. ® Sym*Va)
(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)

dim = .
im 50

L] 2l =)o) +(c0g) @ Caef)+(fOe) @ (c®eg)—

(fRg(exee)—(gRe)R(eef)+ (9@ f)® (e @ ee))
- (VE ® VA) ® (Vg ® Sym? VA)
(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)

dim = .
20
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- A? (Vg (29 Sym2 VA)
(n—1n*(n+1)(n+2)(n+ 3)‘
80

dim =

[

159

| ‘f:<'Ui)’8:(e®ee)/\(e®ff)—(e®ee)/\(f®ef)+(e®ef)/\(f®ee)

~(vjg=(fAg®eh)®(e®e)— (fAR®eg) @ (e®e)+ (g Ah®ef)® (
(eNg@eh)®@(fe)+(eANh®eg) R (fRe)—(gNANh®ee)® (f
(enf@eh)®@(g®e)—(eANh@ef)@(g@e)+ (fAR®ee)® (g
(eNfeg) @(h@e)+(eNg@ef)@(h®e)—(fAgRee)® (h
C(Z@Sym*V4) ® (V. @ Va)

dim — (n—=3)(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)

144 ‘
| ‘N(vlﬁ— —(gANh@ev)@(e® f)+(gNhvReh)®(e® f) — (hAvReg) ®
— (fAh@ev)®(e®g)— (fAvReh)®(e®g)+ (RAv®ef)®
] (fAg@ev)®(e®@h)+ (fAr®eg) ®(e®@h)—(gANv@ef)®
o (fAgReh)@(e®@v)— (fARReg) ®(e®Rv)+(gANh®ef)®
(GAh@ev)@(f®e)—(ghv®eh)R(f®e)+ (hAV®eg) ®
(eNhRev)®(fRg)+(eNv®eh)®@(f®g)—(hAVRee)®
(eNgRev)R(fROh)—(eANv®eg) @ (fRh)+(gNANv®ee)®
(e/\g®eh)®(f®v)+(e/\h®eg)®(f®v (gANh®ee)®
(fAhRev)®@(g®e)+ (fAvReh)®(g®e)— (hAv®ef)®
(eNh®ev)®(g® f) — (e/\v@eh)@(g@f +(hAv®ee)®
(eNfRev)@(gRh)+(eANvRef)R@(gR M) — (fAVRee)®
(eNfReh)®(g@v)—(eNh@ef)@(gRv)+ (fAR®ee)®
(fAg@en)® (h®e)—(fArvReg) @ (h®e)+ (gAhv®ef)®
(eNg@ev) @M@ f)+(eNvReg) @ (h® f)—(gAvRee)®
(eNfRe)@(h®g)—(eANvRef)@(h®@g)+ (fAVRee)®
(enf®eg) @(h@v)+(eANg@ef)® (h@v)—(fAgRee)®
(fAg@eh)@(v@e)+ (fAR®ey) @(v®e)—(gANh®ef)®
(eng®eh)@ (v f)—(eANh®eg)® (v® f)+(9gANh®ee)®

®e)—

®
®
®

e)+

e

)
)_
)



(eNfReh)@(vRg)+(eAhRef)R@(vRg)—(fAhRee)® (v g)+

(eNfReg) @(vRh)—(eANgRef)R(v@h)+ (fAgRee)R (v h)
- (Z®Sym2 VA) & (VL@)VA)

(n—4)(n—=3)(n—2)(n—1)n(n+1)

dim = .

144

~(if=(e®ef)A(g® fh) — (e@ef) N (h® fg) — (e®eg) A(f & fh)+

e®eg) N(h@ ff)+(e®eh) N(f® fg)—(e®eh) N(g® ff)-
e@fIN(g@eh)+ (e ffIN(h®eg)— (e® fg) A(f @ eh)—
e fo) AN (h@ef)—(e® fR)A(fReg)+ (e® fh)A(g®ef)—
(foee)AN(g® fh)+ (fRee) AN (h® fg)+ (f@ef)A(g®eh)—
(foef)n(h@eg) —(f@eg) N(h®ef)+ (f@eh)A(g®ef)+
(f@fgn(h®ee)—(f@fh)A(g®ee)—(g@ee) N (h® ff)+
20g@ef)N(h@ef)— (9@ ff) N (h®ee)
C A*(V; ® Sym® Vy)

(n—=3)(n—2)(n—1)n*(n+1)

dim = .
80

~— T~ T~

(
(
o (
)

L[] ‘:(vigz(e@)ee)/\(f@ee)QAZ(VL@)SyszA)

dim = (n—1nn+1)(n+2)(n+ 3)(n+4)'
24

L[] ‘:(v%gz(e®ee)/\(e®ef)QAQ(V5®Sym2VA)
(n—=1)n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

dim = o .
~ (s =(e@ef)A(e@ ff)—(e@ef/)N(f@ef)+(e® ff)A(f@ee)+
(f@ee)AN(f®@ef) C A2<VL ® Sym® VA)
dim — (n—1)n?(n+1)%*(n+ 2).

144
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~ (vfy=—(e®ee) AN(fRff)+2e@ef) A(e® ff)+(e® ff)A(f @ ee)+

2(f@ee) A(f@ef) CA* (Ve ®Sym*Vy)
(n—1n*(n+ 1)*(n +2)
144 '

dim =

L L] s uly=—(c@e) A (feg) + (e@ee) Alg@ef) + (e @ ef) Alg ®ee)-

(e®eg) A (f ®@ee)—2(f ®ee) A (g®ee) C A* (Ve ® Sym® Vy)

i — (=2 = Dn(n + D) (0 +2)(n+3).

72

L[] ~ (v =(e@ee) AN(f®Reg)+ (e@ee) A(gRef) — (e@ef) A (e®eg)+
(f®ee) A (g®ee) CA*(Vy @ Sym? Vi)
(n—2)(n—1n(n+1)(n+2)(n+3)

dim = .
im =

| = (e@e) A (fRfg) —(e®ee) A(g® fF) = (e@ef) A(f @ eg)+

20e@ef)N(gRef) = (e@eg) N(f®ef)—(e® [f)A(g®ee)+
(e® fg) N (f ®ee) QAQ(V£®Sym2VA)
(n—2)(n —1)n*(n+1)(n+2)

dim = .
45

| = —(e@ef)A(e® fg) +2c@ef) A(fReg) — (e®ef) Alg® ef)+

(e@eg) ANe®@ ff)—(e®eg) N(f@ef)+(e® [f)A(g®ee)—
(e® fg) AN(f®ee) =2(f@ee) N(f®eg)+ (f®ee) N(g®ef)—
2(f@ef) A(g®ee)
- AQ(V£®Sym2 VA)
dim — (n—2)(n— 1)n2(n+1)(n+2)'

45
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—(e®e) @ (e®ee)
(=5 —-4)n-3)(n—-2)(n—-1)n
120 '

<
=

(Z®@Sym*V4) ® (V; @ C)
v, =(e@ef)@(eNfR1)—
(Ve ®Sym*Vy) ® (2 ®C)

_ (n=1)n*(n+1)(n+ 2)'

24

(viy=(enfef)@(exl) -
{

N 1IN R

&
=
I

| 2= —(c@e)@ (e ff)+(e®e)®
e fioexef)—(e® f)®
C (Vg@VA) ® (Vg@Sme VA)
(n=Dn*(n+1)(n+2)
24

dim =

| 2= —(eoae(foef) e )®
(fRe)R(fRe)—(f®f)®
- (Vg@VA) (9 (VL®Sym2 VA)
(n—l)n2(n+1)(n+2)'
24

dim =

| 2L =eo)® e ff)- (o)
(fRe)R(exef)+(fRe)®
C (Ve ®Va) ® (V. ® Sym® Vy)
(n =0+ D0 +2)
24

dim =

162

C(Ve®@Va)®

(eN f®ee)®

(f ®ee)®

(VE & Sym2 VA)

(fe1)

(eAf®1))

(f®ef)+
(f ®ee))

(e@ef)+
(e ® ee))

(f®ef)—
(f ®ee))



~

(P =hAvRe)®(f®g) —(ghvRe)®(fRh)+

(hhv®e)@(@Rf)+(fArRe) ®
(ghvRe)®@ (h f)—(fArRe) ®
(GAh@e)@ W f)+(fAh@e)®
(hAvR )@ (e®@g)+(gAN1v® f)®
(hAv@ fl@(g®e)—(eANv® f)®
Ghvflea(hee)+(eAv® f)®
GAhRfl@(vee)—(eANh® f)®
(hAv@g) @ (e f)—(fArRg)®
(hAhv®Rg)@(fee)+(eNv®g)®
(fAvRg) @ (h®e)—(eANv®g)®
(fAh®Rg ®@@v®e)+(eANh®g)®
(Ghv@h)@Eexf)+(fAreh)®
(gAhv@h)@(fRe)—(eANv@h)®
(fAvRh)®((gRe)+(eANv®h)®
(fAgRh)@(vRe)—(eNgRh)®
(GANhRV)®@ (e f)—(fAL®V)®
(GAh® )& (f@e) +(eAh®v)®
(fAR®V)®(g®e)—(eNh@V)R(9Q f)+

(fAgRV)(hee)+(eNgRv)@(h® f)—

C(ZaVa) @ (Ve®Va)

dim =

(n—4)(n—3)(n—2)(n— 1)n'
120

163

+(gANh®e)R (fRv)—

(goh)—(fAh®e)
(h®g)+(fArg®e)
(v@g)—(fAg®e)
(e@h)—(gANh® [)
(gh)+ (e Nh® f)
(h®g)—(eng®f)
(v®@g)+(eAg® f)
(e@h)+ (fAh®g)
(f@h)—(eANh®g)
(he f)+(eNf®g)
v®@ f)—(eNf®g)
(e®g)—(fAg®h)
(f®g)+(eng®h)
(9@ [f)—(eANf®h)
v f)+ (e f®Rh)
(e®g)+(fAg®V)
(f®g)—(eAg®)
(eNfRV)®(g®h)—
(eNfev)®(h®g))






9 Programas Maple ejecutables y data (CD)

En el CD que se adjunta estdn grabados los programas Maple ejecutables tal cual se in-
cluyeron en la Seccién 7. El paquete estd organizado en secciones y éstas aparecen como sigue:

> with(linalg)

» Alfabeto, Orden del alfabeto

» Bases

» Pesos

» Operador de crecimiento

» Ordenar

» Obtencién de vectores de peso maximo
» Dimensiones

» Vectores de peso maximo de Lnk

Ademas estan grabados los outputs de los mismos y en particular los vectores de peso
maximo utilizados en la Seccion 6. Recordamos que muchos de ellos han sido transcriptos en
las secciones anteririores, pero algunos de ellos no dado su tamano. Por ejemplo los vectores
de peso maximo del submédulo T = V ® (V ® Sym? V) & (AQV ® Sym? V) de la primera
descomposicién de A?(£3) llamados wl, . . ., ws no fueron transcriptos ya que ocupan alrededor
de 90 paginas. Para transcribir a partir del output los vectores de peso méaximo es necesario
interpretar las salidas segiin como fueron escritos los procedimientos. El siguiente ejemplo

muestra como hacer esto.

Ejemplo 9.1.

El vector wds de peso (2,2,1,1,1,1,0,...,0) se encuentra en la seccién Vectores de peso
maximo de Lnk en la subsecciéon Ln3, donde se encuentran todos los vectores de peso maximo
que se usaron para el caso £2, en el paquete Vz(VzSymA2(V))z(Alt A2(V)xSymA2V) siendo
el ultimo de la lista del output.

Los primeros 3 sumandos, de los 708, y los tres ultimos del vector wjq son devuletos por
Maple de la siguiente forma:

[[efghevfw], —[efghew fv], —[efghfvew], ..., [feghgvee],[fegughee], [fehvggee]]
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Cada uno de estos sumandos segin como se escribié el programa pertenecen a V @ V ®
A?V @ Sym®V @ Sym® V' que es isomorfo a Thg = V @ (V @ Sym® V) ® (A*V ® Sym® V) por
lo que el vector de peso maximo correspondiente sera:

wgg =efevghfw — efewghfv — ef fughew + - - - + fegughee + feghgvee + fegghuvee,

y como V ® (V ® Sym? V) ® (AQV ® Sym? V) con la notacién original es el submédulo (V' &
C)® (V@Sym*V) @ (A’V ® Sym® V) asf resulta que:

wy =(e@1) @ (fRer)®(gALE fu) = (e®1) @ (f@ew) @ (gAh® fv)—
e (feofi)e(ghhew)+ - +(f®]1)R(e®gv)® (g ANh®ee)+
(fol)@egh)@(ghveee)+ (fR1)@(e®gg) @ (hAv® ee).
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