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Resumen

Trabajos de importantes matematicos y fisicos del siglo XIX sobre las integrales elipticas,
impulsaron el estudio de las funciones elipticas, pero recién a partir de la segunda mitad del
siglo XX este tema logra un desarrollo espectacular, particularmente por sus propiedades
tedricas y por su importancia en Algebra y Teoria de Numeros.

El objetivo de este trabajo, es desarrollar la teoria de las funciones y curvas elipticas
con una mirada clasica desde la Variable Compleja. Las funciones elipticas son funciones
meromorfas doblemente peridédicas, asociadas a un lattice €2 y constituyen un cuerpo que
denotamos por C(2). Existen dos funciones elipticas basicas: p y @' llamadas "funciones
de Weierstrass" vinculadas por una ecuacién diferencial cuyos coeficientes son invarian-
tes respecto del lattice. Estas funciones proporcionan un sistema de generadores del cuer-
po C(Q) = C(p, ') v determinan una parametrizaciéon meromorfa de la curva eliptica E
y? = 423 — gox — g3. Los coeficientes go v g3 se obtienen de las Series de Eisenstein Goy
de peso 4 y 6 respectivamente, al ser evaluadas en el lattice. Esto resuelve el problema de
uniformizacién euclidea de las curvas elipticas. La demostracion se obtiene a partir de las

propiedades de la funcion j (invariante modular).

La parametrizacion de una curva eliptica mediante las funciones de Weierstrass y la ley
de grupo, proporcionan las formulas de adicion. Es decir, p v @’ establecen un isomorfismo
aditivo entre puntos de un toro complejo con reticulo Q y el grupo abeliano E(C) de los
puntos complejos de la curva eliptica correspondiente.

Se definen las funciones y las formas modulares a partir de la accién, en el semiplano
az+b

m,zeH,yaque

b
superior complejo H, de v = “ y € SL(2,R) dada por v(z) =
c

constituye un grupo de automorfismos holomorfos.

Las funciones modulares son funciones meromorfas de H* y periédicas respecto de un
subgrupo de SL(2,7Z). Estas funciones modulares elipticas respecto de subgrupos discretos,
hicieron posible el estudio de las funciones elipticas. La funcién j es una funcién mero-
morfa en H* con un tnico polo simple de residuo 1, ubicado en el infinito que cumple:
j(v(2)) = j(2), para toda v € SL(2,Z), poniendo de manifiesto su invariancia respecto
del grupo modular. La funcién queda determinada por sus valores en un dominio fun-
damental F' por la accion del grupo modular PSL(2,Z) en H. Actualmente se define:
j(z) = 1728M , 2 € H.

A

Se demuestra que las formas modulares no cuspidales My son generadas por multiplos
complejos de G para k < 6 y para los demds son suma directa de éstos con un miltiplo
de la funcién discriminante A (forma modular cuspidal de peso 12).
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Del desarrollo de Ggi en el infinito, se obtiene una normalizacién de las funciones de
Eisenstein donde los coeficientes involucran los nimeros de Bernoulli y la funcion ogx—1(n),
suma de la potencia 2k — 1 de los divisores de n. Esto ilustra el hecho general de que los

coeficientes de Fourier de las formas modulares son funciones aritméticas importantes.

Como aplicacion se describe la utilizacién de curvas elipticas en Criptografia, area de
creciente importancia que actualmente forma parte de los estandares industriales.
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Introduccion

La teoria de las funciones elipticas es una linea de estudio importante del analisis com-
plejo del siglo XIX, conectado a nombres como Gauss, Abel, Jacobi y Weierstrass.

Sin duda uno de los grandes temas de trabajo de Legendre fueron las funciones elipticas,
dedicandose con pasién y perseverancia al estudio de las integrales elipticas’ que aparecian
tantas veces en la matematica y en sus aplicaciones. Entre 1811 y 1817 publicé resultados,
propiedades y aplicaciones de las integrales elipticas a diferentes problemas de geometria
y de mecénica. Y alrededor de 1827, Legendre con sus discipulos C. Jacobi y N.H. Abel,
completaron su trabajo y publicaron el "Tratado de funciones elipticas".

A partir de estos resultados, se abrié un importante campo de investigacion, logrando un
avance espectacular a partir de los aportes de Liouville, de C. Hermite y de K. Weierstrass,

entre otros.

Si bien fueron matemdéticos y fisicos quienes impulsaron el estudio de las funciones elip-
ticas, recién en la segunda mitad del siglo XX, este tema logr6 la atencion de grandes
matemaéticos, a quienes se debe el descubrimiento de importantes propiedades teéricas, es-
pecialmente para el Algebra y Teorfa de Numeros.

Actualmente, las investigaciones sobre las funciones elipticas son variadas y se trabaja
en el campo de las funciones de variable compleja. En este sentido, fueron apareciendo sus
propiedades caracteristicas, tales como su doble periodo, las cuales necesitan de un mayor

formalismo matematico, para su comprension y demostracion.

Por otro lado, enunciados sencillos tales como, si dos tridngulos tienen dreas y perime-
tros iguales, sson congruentes?, dieron lugar al desarrollo de la teoria de curvas elipticas.
Actualmente el estudio de las curvas elipticas es un area central de investigacion en teoria de
numeros, vinculadas a las formas modulares y con aplicaciones a los sistemas criptograficos,
especialmente en aquellos sistemas en los que se apoyan las transacciones financieras por

Internet.

La teoria de las curvas elipticas tiene importantes aplicaciones, de ellas se mencionan:

» El problema de los numeros congruentes enunciado por un matematico persa en el
siglo XaC', un numero racional N se dice congruente si existe un tridngulo con aristas
racionales cuya area es N. Este fue uno de los siete problemas del milenio que Clay
Mathematics Institute dotd en el ano 2000, con un premio de un millén de délares para

!Histéricamente las integrales elipticas se utilizaron para calcular longitudes de arcos de elipses y las
funciones elipticas fueron estudiadas como inversas de éstas, por ello su nombre.
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quien aportara la solucién a cualquiera de ellos. La solucién se apoya en la conjetura
de Birch—Swinnerton—Dyer sobre curvas elipticas. Se demostrdé que N es un nimero
congruente si y solo si la curva eliptica y? = 23 — N2z = 2(z — N)(x + N) tiene un
punto racional diferente de (0,0), (=N, 0) y del punto infinito de la curva.

Teorema de Fermat. En 1985, G. Frey observo que si A" + B™ = C" era un
contraejemplo del tltimo teorema de Fermat, entonces la curva eliptica de ecuacién
y? = z(z — A™)(z + B") tendria discriminante —(A"B"(A" + B"))? = —(ABC)*".
Tal curva contradice la conjetura de Taniyama. En 1995 A. Wiles? pudo demostrar el
ultimo teorema de Fermat a partir de la conexién, esbozada por Frey y demostrada por
Ken Ribet en 1985, de que una demostracion de la llamada Conjetura de Taniyama-
Shimura conducirfa directamente a una demostraciéon del altimo teorema de Fermat.
En resumen, la conjetura de Taniyama-Shimura establece que cada curva eliptica
puede asociarse univocamente con un objeto matemético denominado forma modular.
Si el ultimo teorema de Fermat fuese falso, entonces existiria una curva eliptica tal
que no puede asociarse con ninguna forma modular y por lo tanto la conjetura de
Taniyama-Shimura serfa falsa. Por lo tanto, Taniyama-Shimura demuestra el altimo
teorema de Fermat.

En 1985 Koblitz y Miller aseguraron que la Criptografia con Curvas Elipticas (ECC -
Elliptic curve cryptography) que es una variante de la criptografia asimétrica o de cla-
ve publica basada en las curvas elipticas, puede usar claves mas cortas, ser més rapida
y proporcionar un nivel de seguridad equivalente al de los métodos tradicionales, RSA
(algoritmo descripto en 1977 por Rivest, Shamir y Adleman del Instituto Tecnologico
de Massachusetts) o ELGamal (cifrado descripto en 1984 por el egipcio Taher Elga-
mal), pero utilizando un ntmero menor de digitos. El obtener claves més pequenas
resulta muy 1til para la seguridad en aplicaciones basadas en circuitos integrados y
tarjetas inteligentes.

En este trabajo, el objetivo principal es introducirnos en la teoria de las funciones elip-

ticas con una mirada clasica desde la Teoria de Variable Compleja, para luego establecer su

relacién y vinculo con las curvas elipticas y las formas modulares.

El material que se desarrolla en esta tesis, se basa principalmente en el libro Complex

Functions de Jones and Singerman [2]. En él se estudian las funciones elipticas como fun-

ciones meromorfas con doble periodo, asociadas a un lattice €2, en el plano complejo C. Para

el abordaje y profundizacién de la relaciéon con curvas elipticas y formas modulares fueron

fundamentales los textos A Course in Arithmetic de Serre [3] y Elliptic curves de Knapp [4].

2Sir Andrew John Wiles (naci6 en Cambridge, Inglaterra, en 1953) es un matematico britanico. Alcanzo
fama mundial en 1993 por exponer la demostracion del tltimo teorema de Fermat, que aunque en esa
oportunidad result6 fallida, finalmente logré completarla correctamente en 1995.
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En la primera Seccién se revisan las ideas principales y propiedades de las funciones
meromorfas con simple y doble periodo. De las propiedades del conjunto de periodos, se
establece que, excluyendo las funciones constantes, en C solo existen funciones simple o
doblemente periddicas que sean analiticas o meromorfas. Y con su representacién por ex-
ponenciales, se muestra que toda funcién de periodo w € C se puede expresar como funcion
con periodo conocido para luego encontrar un desarrollo de Fourier.

En la segunda Seccién se estudian los lattices 2, asociados a una funcién meromorfa
doblemente periddica. Se define Congruencia médulo 2 y regién fundamental. Se demuestra
que el paralelogramo P, con vértices 0, wi, w1 + wo, wa, es un paralelogramo fundamental
del lattice Q = (w1, we) de C y se denomina paralelogramo especial a cada paralelogramo
fundamental P del lattice €2 tal que su frontera no contiene ceros ni polos de la funcién f
periédica. Concepto imprescindible para las demostraciones.

A partir de una correspondencia particular, entre pares de lados de un paralelogramo
fundamental, se encuentra el espacio resultante T que se conoce como toro bidimensional.
De la correspondencia entre 2-6rbita sobre C y puntos de T, es claro que T resulta ser el
espacio cociente C/€). Luego, una funcién doblemente periédica f se considera como una
funcién definida sobre el toro T y reciprocamente toda funcion definida sobre T se puede
considerar como una funciéon doblemente periédica sobre C.

Una funcidn eliptica es toda funcion meromorfa, doblemente periddica respecto de un
lattice de C. Esta definicion se incluye de manera formal en la tercera Seccién del trabajo.
Alli se define orden de una funcion eliptica f como el ntmero de soluciones de la ecuacion
f(2) = oo y se demuestra que es igual al namero de polos y al nimero de ceros de la funcion
en el interior del paralelogramo especial, contando multiplicidades. También se demuestran
los siguientes resultados:

s Una funcién eliptica que no tiene polos es constante.

= La suma de los residuos de una funcion eliptica, en el interior de un paralelogramo
especial es cero.

» Una funcién eliptica no constante tiene igual cantidad de polos que de ceros.

s Dada una funcién eliptica respecto del lattice €2, la suma de sus ceros y la suma de
sus polos, contados con su multiplicidad, son nimeros conguentes (mod (2).

= No existen funciones elipticas con un polo simple.

s El cociente de dos funciones elipticas que tienen el mismo lattice de periodos, las
mismas clases de polos y las mismas clases de ceros, con el mismo orden, es una

constante diferente de cero.

= Si dos funciones elipticas tienen el mismo lattice de periodos, las mismas clases de

polos con las mismas partes principales difieren en una constante.
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Fue Weierstrass quien propuso la funcién més simple que cumple con lo requerido,

funcion que hoy lleva su nombre, la funcién p(z) de Weierstrass:

p(z) = % + ZI {(z—lw)z - (32] <Z/ indica w # 0)

weN

Fijado un lattice, hay dos funciones elipticas bésicas: p(2) y ¢ (2), llamadas las funcio-
nes de Weierstrass. En la cuarta Seccién, se muestran caracteristicas principales de estas
dos funciones, se demuestra el teorema que establece la ecuaciéon diferencial que ellas satis-
facen y se muestra que sus coeficientes son invariantes respecto del lattice. Se determina la

importancia del discriminante de la ecuacién y se encuentran valores criticos.

A partir de la estructura de cuerpo del conjunto generado por las funciones de Weiers-
trass, en la Seccién cinco, se enuncian dos teoremas para construir funciones elipticas con

ceros y polos dados y con polos y parte principal dada, en esos polos.

En la Seccion seis, a partir de las propiedades topologicas, se visualiza a C/Q2 como un
toro de R? por el efecto de  sobre C/€) que identifica cada clase [z] con [—z]. Por ser un
toro complejo es una variedad compleja sobre R de dimensién compleja 1, es de la forma
To = C/Q, donde Q es un lattice en C, o0 sea = Zwy + Zwy donde wy, we son lineal-
mente independientes sobre R. Se establece que dos toros son conformemente equivalentes
o biholomorfos, si los lattices que los determinan son C-equivalentes, es decir, uno de ellos
se obtiene del otro mediante una homotecia y rotacion.

La Seccién siete se refiere a Curvas Elipticas, es decir al conjunto de soluciones de una
ecuacion cibica particular con coeficientes en C. Con un sistema de referencia adecuado y
sustituciones convenientes, toda curva eliptica se expresa en la forma de Weierstrass, donde

la funcion p, asociada al lattice Q en C, satisface la ecuacién diferencial

/ /
()2 = 423 — gox — g3, siendo gy = 602 w?t, g3 = 1402 w0
weN weN

Se analizan y estudian estos particulares coeficientes, invariantes respecto del lattice y
vinculados con las Series de Eisenstein de peso 4 y 6 respectivamente. Se estudian las curvas
elipticas reales y se demuestra el teorema de las equivalencias entre coeficientes reales de
una curva eliptica, funcién p real y lattice real. Se visualizan las diferentes graficas, segin

el signo del discriminante de la ecuacion.

A partir del teorema de adiciéon para funciones trigonométricas, se analiza un procedi-
miento general para funciones racionales y se obtiene un teorema de adicién para funciones
elipticas. Esto pertenece a la Secciéon ocho, donde ademas se obtienen dos formas del teore-
ma para la funcion o y se muestra que toda funcién eliptica tiene un teorema de adicién.
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En la dltima Seccién se establece la correspondencia entre funciones elipticas, curvas
elipticas y formas modulares. A partir de las definiciones de funcion modular, de forma
modular de peso 2k y de forma cuspidal, se muestra que las Series de Kisenstein y la
funcion discriminante son ejemplos particulares de las formas modulares de peso 2k, no
cuspidal y cuspidal respectivamente. El orden de f en p, que denotamos con (v,(f)), resulta
un concepto fundamental al momento de relacionar las formas modulares con las curvas
elipticas. Se demuestra que si f(z) es una funciéon modular de peso 2k, no idénticamente

nula, entonces

vl + 2D UL Sy =k

3 2
P#L, p

2mi/3 y p un punto del semiplano superior H. Se

donde ¢ es la unidad imaginaria, p = e
demuestra que las formas no cuspidales son generadas por miltiplos complejos de Gy para
k menor que 6 y para los demés son suma directa de éstos con un miltiplo de la funcion
discriminante. Por lo tanto, potencias de las series de Eisenstein de peso 4 y 6 generan el
espacio de las formas modulares Moyy.

Se define inwvariante modular j. Se prueba que es una funciéon modular de peso 0,
holomorfa en el semiplano superior H, que tiene un polo simple en el co e induce una
biyeccion de H/T" sobre C.

Se prueba que toda curva eliptica no singular proviene de un lattice en C y que dada
una curva eliptica no singular y?> = 4% — cox — c3, existe Q lattice de C tal que
c2 = 92(), c3 = g3(?) . En consecuencia (pq(z), pq(2)) parametriza la curva no singular
dada, para z € C. Existe entonces una biyeccion entre toros complejos C/Q y curvas
elipticas no singulares. Luego, toda curva eliptica se puede parametrizar (uniformizar) con
dos funciones elipticas sobre un lattice apropiado.

A partir del desarrollo de Fourier de G en oo, se obtienen expresiones particulares,
como la normalizacién de las funciones de Fisenstein donde los coeficientes involucran los
nimeros de Bernoulli: By € Q y la funcién ogx_1(n), suma de la potencia 2k — 1 de los
divisores de n. Esto ilustra el hecho general de que los coeficientes de Fourier de las formas

modulares son funciones aritméticas importantes.

En el Apéndice A y como aplicacion en teoria de niimeros se demuestran dos teoremas
relacionados con el orden de magnitud de los coeficientes de las formas modulares. El gran
matematico Ramanujan® fue quien estudio los coeficientes del desarrollo de Fourier de una,
forma cuspidal particular: funcion discriminante normalizada. Se incluye como proposicion
a las dos conjeturas, enunciadas por Ramanujan y referidas a estos coeficientes 7(n).

Finaliza con la pregunta abierta de Lehmer: ;Es 7(n) no nulo para n > 17. Esto pone
en evidencia que la tematica, desarrollada en este trabajo, tiene aplicaciones importantes y
aristas que deben ser investigadas.

3Srinivasa Ramanujan (1887,1920) fue uno de los genios matematicos mas grandes de la India. Hizo
contribuciones sustanciales a la teoria analitica de ndmeros, sobre las funciones elipticas, a fracciones
continuas y en series infinitas.
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En el Apéndice B se describe la utilizacién de las curvas elipticas en Criptografia ya que,
en los tltimos anos, esta aplicacién ha adquirido una creciente importancia, llegando en la
actualidad a formar parte de estdndares industriales, garantizando la misma seguridad que
la de los métodos criptograficos tradicionales.

Se incluyen como referencias bibliogréaficas solo las mas relevantes.
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1. Conceptos Preliminares

1. Conceptos Preliminares

1.1. Periodos

Definicion 1.1.1. Sea f una funcion definida en el plano complejo C. Un nimero w € C

se llama periodo de f si
Vze C f(z+w) = f(z) (1.1)

y f recibe el nombre de funcién periddica si w # 0.

Por ejemplo las funciones cosz y senz tienen periodo 27 ; exp z tiene periodo 2im y

sen (27z /w) tiene periodo w, w # 0.

Nota
s Toda funcién tiene periodo w =0

= Si una funcién meromorfa? f, periddica con periodo w # 0, tiene un polo en el punto

z, entonces tiene también un polo en el punto z + w.

» El conjunto Qf de los perfodos de una funcién f tiene dos importantes propiedades:
una algebraica valida para toda funcién f y una topoldgica valida para funciones

meromorfas no constantes.
Estas propiedades se demuestran en los siguientes teoremas:

Teorema 1.1.2. Si Qf es un conjunto de periodos de una funcion f definida sobre C,

entonces {1y es un subgrupo aditivo de C.

Demostracion. Sean o, 3 € €y entonces Vz € C;

fz+ (o +8))

f((z+a)+B)
(z+ )

(2)

f
f

estas igualdades valen por la asociatividad en C y porque « y 8 son periodos de f. Por lo
tanto o + 8 € Q.
Mas atin Vo € Qf,Vz € C

luego (—a) € €.
Finalmente f(z+0) = f(2), entonces 0 € €, es decir que 0 es el neutro respecto de la

suma en ). Por lo tanto Qf es subgrupo aditivo de C. O

4Meromorfa es toda funcién que es analitica excepto por polos.
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1.1 Periodos

Definicion 1.1.3. Un subconjunto A de un espacio topoldgico se dice discreto siVr € A,
existe un entorno U de x tal que U N A = {z}.

Ejemplos:
» El conjunto de los nimeros enteros Z es un subconjunto discreto de R.
= Cualquier subconjunto finito de R™ es discreto.

. %, n € Z, n # 0} es un subconjunto discreto de R.

Sin embargo, {%, n € Z,n # 0} U {0} no es discreto, ya que todo entorno de 0
contiene nimeros reales de la forma {%, n € Z}.

Teorema 1.1.4. Si Qy es el conjunto de los periodos de una funcion f meromorfa no

constante, definida sobre C, entonces Qy es un subconjunto discreto de C.

Demostracion. Si 1y no fuera discreto, entonces Jw € Qy tal que VU, entorno de w, U
contiene puntos de Qf \ {w}.
Si se supone que tales entornos son discos centrados en w con radio r &~ 0, se obtiene

una sucesion de periodos w, # w con lim,, o wy, = w. Como w, w, € () se tiene que

fw) =f0+w) =[(0)=f(wn)

Si f(0) = oo, entonces f tiene una sucesion convergente de polos. Esto es imposible

ya que, si existe un punto de acumulacién en el plano finito, las funciones ? vy f serian

constantes, luego se llega a una contradiccion.

Si f(0) # oo, entonces la funcién meromorfa g que cumple que g (z) = f (z) — f (0) tiene
una sucesiéon convergente de ceros y por lo tanto resulta ser idénticamente nula. Luego si
g = 0 entonces la funcién f es constante.

En todos los casos se encuentra una contradiccion, que surge de suponer que {1y no es
discreto. O

Solo existen tres tipos de subgrupos aditivos discretos de C, los isomorfos a {0}, a Z y
a Z X 7 respectivamente.

Teorema 1.1.5. Si Q) un subgrupo discreto de C, entonces es uno de los siguientes tipos:

(1) 2= A{0}.
(2) Q= {nw|n €Z} para algin w; € C~ {0} fijo y por lo tanto Q es isomorfo a Z.

(8) @ = {mw; +nwy|m,n € Z} con wi, we fijos de C, donde wi, wa son linealmente
independientes (sobre R), es decir wy # 0, wy # 0y w1 ¢ R ; en tal caso, Q0 es isomorfo
w2
aZ x 7.
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Demostracion. Se supone que €2 # {0}.

Primero se muestra que Jw; € Q \ {0} con moédulo minimo |wy| (el periodo no nulo
més cercano al origen).

Como Q es discreto, 3 ¢ > 0 tal que el disco |z] < € no contiene elementos de Q2 \ {0}.
Entonces Vw € Q el disco |z — w| < € no contiene elementos de Q \ {w}.

Se supone por el contrario que z € Q satisface 0 < |z —w| < € luego, (2 — w) € Q, por
la estructura de grupo de Q. Este elemento es un perfodo y se encuentra a una distancia
menor que € de 0, lo cual es imposible. Fig.1.1. Entonces cada w € € es centro de un disco

Figura 1.1: Entornos

de radio ¢ (independiente de w ), que no contiene ningun otro elemento de 2. Por lo tanto,
los discos de radio %5 , centrados en elementos w de €2 son disjuntos dos a dos.

Se elige un disco |z| < r suficientemente grande tal que contenga por lo menos un ele-
mento de © \ {0} junto con su entorno de radio %5 . Este disco tiene drea 7r? y puede
contener solamente un numero finito h, de discos disjuntos de radio %6 Fig.1.2, a lo sumo

h = 4r?¢72. S6lo un ntmero finito de elementos de © \ {0} se encuentran en el interior

Figura 1.2: Disco de radio r

del disco de radio r centrado en 0 y, de este conjunto finito, se puede designar con w; al

periodo, no nulo, con mdédulo minimo. La eleccion de wy no es tnica, (—wy) también sirve.
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Sea L = {\w; | A € R} la recta por 0 y por w; en C. Entonces € contiene al conjunto
{nw1 |n € Z} y este subgrupo se encuentra en L. Fig. 1.3.

Si se supone que 2 C L, entonces se exige que = {nw;|n € Z}. Luego 2 es un
conjunto de periodos de tipo (2) segun lo enunciado en el Teorema 1.1.5.

Si por el contrario, se supone que €2 contiene algin w # nwy ,Vn € Z, como 2 C L se
tiene que w = Aw; para algin A € (RN Z), entonces n < A < n+ 1 para algin n € Z.

Por su estructura de grupo, €2 contiene a w y a nwy con n € Z luego, contiene a

w—nw=(\—-n)w

sin embargo 0 # | (A — n)wi| < |wi]| lo cual contradice la hipotesis de minimo de |w;].
Por lo tanto se concluye que Q = {nw; |n € Z}, luego, Q es de tipo (2).

Figura 1.3: Recta de periodos

Se supone ahora que Q ¢ L. Por un argumento similar al utilizado para wi, se puede
mostrar que {2 \ L tiene un elemento ws con moédulo minimo. Entonces €2 contiene al
subgrupo

A={mw +nws|m,n €Z}

y ya que wy ¢ L, w; y wy son linealmente independientes sobre R. Luego A contiene los
vértices de una teselacion de C, por paralelogramos congruentes. Fig.1.4.

Se muestra entonces que 2 = A. Por el parrafo anterior es claro que A C €, falta probar
que A D Q.

Se supone por el contrario que Jw € Q con w # Mmwi; +nws; Vm,n € Z.

Sea w = Awy + pwo con A\, i € R, con al menos uno de los escalares que no sea entero.

Se puede suponer que [A| < 1, |u| < 5.

Sip=0 entonces w=Aw; € L con |w|=|A||wi| < |wi],
pero por la propiedad de minimo de |wy |, se tiene que |w| = 0, luego w = 0, por lo tanto
se deduce que w € A, en contra de lo supuesto.
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Figura 1.4: Lattice o reticulo

Si A =0 entonces w = pwy y de nuevo w = 0, esta vez porque |ws| es el minimo.
Por lo tanto, Aw;i y pws son no nulos, luego son linealmente independientes sobre R, tal
que:

1 1
|w] <|Awi| +|pws| < §\w1| +§!w2\ < Jws |

va que |wi| = |wa|. La primera desigualdad es estricta porque {wi,ws} es linealmente
independiente sobre R.

Siw € QN L, (u # 0), por ser |wa | minimo, se tiene que w = 0. Esto contradice el
hecho de que A\, p # 0 luego w € A. Por lo tanto = A y se tiene el caso (3). O

Definiciéon 1.1.6. Si una funcion compleja f tiene como su conjunto de periodos a
Qf ={nwi|n € Z} conw; € C~ {0} fijo, entonces se dice que f es simplemente periddica
y w1 recibe el nombre de periodo fundamental o primitivo de f.

Definicion 1.1.7. Si una funcion compleja f tiene como su conjunto de periodos a
Qp = {mwi +nwy|m,n € Z} con wi, we fijos de C y w1, wy linealmente independientes
(sobre R), entonces se dice que f es doblemente periddica. Los grupos Qs reciben el nombre
de lattice o reticulo y cualquier par de elementos {wi,w2 } tal que Qp = (w1, wa), se
llama base ordenada del lattice.

El lattice més utilizado es el reticulo de paralelogramos. Fig.1.4.

En C so6lo existen funciones periddicas con periodo simple o doblemente periddicas, apar-
te de las funciones constantes donde €2 = C y de las funciones no meromorfas en las que
Q puede ser cualquier subgrupo de C, no necesariamente discreto. Es decir, no existe otra

clase de funciones analiticas 0 meromorfas periddicas.
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1.2 Funciones simplemente periédicas

1.2. Funciones simplemente periédicas

Proposicion 1.2.1. Toda funcién compleja meromorfa f, con un periodo arbitrario w se

trasforma en una funcion F de periodo conocido 2.

Demostracion. Sea w # 0 un periodo de f, el periodo fundamental si f es simple o uno de
los fundamentales si es doblemente periddica.

Al sustituir 5
¢=" (1.2)

W

w
se obtiene F'({) = f <2(>, que resulta una funcién meromorfa de periodo 27. Por lo tanto
m

mediante una simple transformacién que se reduce a una rotacién y dilatacién en el z-plano,
respecto del origen de coordenadas, la funcién f con periodo arbitrario w se trasforma en la
funcién F' de periodo real conocido 2. O

1.2.1. Representacién por exponenciales
. . , . ;2 .
La mas simple de todas las funciones con periodo w es la exponencial e?™% y cualquier

funciéon con periodo w se puede expresar en términos de esta funcion.

Sea D una regién® con la propiedad:
ze€D=z4+welD
Se define D’ en el (-plano, como la imagen de D por el mapeo
¢ = 2™ (1.3)
luego D’ resulta ser una region.

Si D fuera todo el plano, entonces D’ resulta ser todo el plano excluido el 0.
Si D fuera una franja horizontal, definida por a < Im(2wZ) < b entonces D’ resulta el
anillo e7® < |¢| < e,

Si se supone que f es meromorfa en D y cuyo periodo es w, entonces existe una tinica
funciéon F en D’ tal que

F(C) = f(2) (1.4)

=2 . . . o . . . .
donde ¢ = €>™% ; z es tnico salvo un multiplo aditivo de w y este multiplo no influye en el
valor de f (z). Luego F' es meromorfa.
Reciprocamente, si F' es meromorfa en D’ entonces la ecuacion (1.4) define una funcion

f con periodo w.

®Una regién es un conjunto abierto y conexo, con alguno, todos o ningtn punto frontera.

Maria de las Mercedes Ganim 18



1.2 Funciones simplemente periédicas

Observacion 1.2.2. Una funcion meromorfa simplemente periddica se puede expresar en
términos de las funciones exponencial y trigonométrica estdndar, sélo se requiere que el con-
junto de periodos contenga un subgrupo isomorfo al conjunto de los nimeros enteros Z.

Dada la funcion simplemente periddica f y Qp = {nwi|n € Z} su conjunto de periodos,

si se reemplaza z por wy z se puede considerar que dy = 7.

Por ejemplo si se reemplaza senz por sen(2mz) o expz por exp(2wiz), se tiene:
f(z)=f(z+n) Vn € Z.

Definicion 1.2.3. Dos nidmeros complejos z1 y zo se dicen congruentes modulo 7. si y

solo si 21 — z9 € 7.

Se denota con z1 = z9 (modZ).
Esto define una relacion de equivalencia en C, en la que las clases de equivalencias son
las clases laterales de Z y f toma el mismo valor en puntos congruentes.

Cada nimero complejo es congruente precisamente a un punto en la franja vertical
infinita

S={z € C|0 < Re(z) <1} (1.5)

luego el comportamiento de la funcién f sobre C, estd determinado por su comportamiento
sobre la franja S. Esta imagen se repite sobre cada franja paralela S +n, n € Z.

La funciéon
z — exp(2miz) = ¢ (1.6)

tiene a Z como su conjunto de periodos y su restriccion al conjunto S es una biyecciéon entre
la franja vertical S'y C ~ {0}.
Si f es una funcién simplemente periddica de C en el conjunto X, entonces

ch(%lian

es una funcion de C \ {0} en X.

Ejemplo. Sea f(z) = sen(2nz), por definicion
1 . )
sen(2mz) = % (exp(Zmz) - exp(—2mz)>
i

si se escribe en términos de (1.6) se obtiene

1 1
e g)
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1.2 Funciones simplemente periédicas

Analogamente, si f(z) = cos(27z), se obtiene

1 1
)_> - —
ca(eg)
Ejemplo. Se considera f(z) = tan(mz). Esta funcion tiene una tnica clase de polos en

z=n+3 (n€ Z) luego, a partir de la definicion se obtiene

il -1
C — M
C+1
que tiene un polo simple en ( = —1 = exp(2mi(n + %))

Teorema 1.2.4. Las funciones periddicas [ cuyos conjuntos de periodos contienen a los
nimeros enteros, son funciones de ¢ = exp(2miz); luego f es meromorfa sobre C si y solo
si la composicion es meromorfa sobre C~\ {0} y los polos de f sobre C se corresponden uno

a uno con los polos de su reciproca sobre C ~ {0}.

La idea de la demostracién se basa en lo siguiente:
Si se considera la funcién meromorfa f, sus polos son discretos y, por un argumento

similar al utilizado en la demostracion del Teorema 1.1.5, se puede encontrar un rectangulo
R={z]0< Re(z) <1,y1 <Im(z) < ya}

dentro de la franja infinita S definida en la ecuacion (1.5) tal que R no contiene polos de
la funcién f.

La funcién z — exp(27miz) mapea los segmentos {x + iy; |0 < = < 1} de R sobre
{exp(—2my;) exp(—2miz) |0 < x < 1} para j = 1,2. Estas imégenes son circulos de radio
r; = exp(—27y;) en el plano imagen. Luego R se mapea en una regiéon anular dada por
ro < |exp(2miz)| < ri, en el interior de la cual la transformacion es analitica. Fig. 1.5.

Figura 1.5:
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1.3 Grupos Topolégicos

El desarrollo en serie alrededor de cero, estd dado por:

oo
f(z)= Z an €¥™*  valido en y; < Im(z) < yo

n=—0oo

Si se reemplaza exp(2mizn) = cos(2mnz) + isen(2mnz), se obtienen las series de Fourier
(J.B.J. Fourier, 1768-1830):

f(z) =ap+ Z [An cos(2mnz) + By sen(2mnz)

n=1

donde A, = ap, +a—n, y B, =i(an, —a_,) paran > 1.

Este desarrollo es vélido en la franja horizontal y; < I'm(z) < y2 que consta de R y sus
trasladados R +m, m € Z.
Diferentes elecciones del rectdngulo R dan lugar a diferentes series de Fourier para f,

véalidos en franjas horizontales disjuntas.

1.3. Grupos Topolégicos

Definicion 1.3.1. Un grupo topolégico es un espacio topoldgico G que tiene estructura
de grupo, en el cual la multiplicacion de elementos del grupo y la inversa son operaciones
continuas.

Es decir, los mapeos:

m: GxG — G definido por m(g,h) = gh
i:GxG — G definido por i(g) =g !

son continuos.
Ejemplos. .

C con su estructura de grupo aditivo es un grupo topoldgico ya que las operaciones m(z,w) =

z4w ;i(z) = —z son continuas.

El circulo S* = {z € C||z| = 1} con la multiplicacion de los mimeros complejos como

operacion del grupo.

GL(n,C) con la multiplicacion de matrices como operacidn del grupo.

Se obtiene la topologia sobre este grupo al identificar a las matrices (a;;) € C"*™ con los
puntos (a11, @12, -+ ,A1p, 21, ,ann ) € C™™ ™. Las operaciones m e i de este grupo se
expresan en términos de las funciones coordenadas a;; luego, son continuas. Andlogamente

GL(n,R) es un grupo topoldgico.
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.- PGL (n,C), el grupo lineal proyectivo, es el grupo cociente GL(n,C) /K con la multiplicacion
de clases laterales de {\I |\ # 0} como operacion del grupo.
En este grupo la matriz A € GL(n,C) se identifica con NA, X\ € C ~ {0}. Se induce
la topologia al identificar el punto (a1, a12, -, Q1in, @21, , Gpp) € C" con el punto
(Nai1, Aaig, -, Aapy) € c. Andlogamente PGL (n,R) es un grupo topoldgico.

Proposicién 1.3.2. En un grupo topoldgico G' el mapeo ry definido por
rg(@)=zg (2,9 €G)

es una biyeccion continua con inversa continua T(g—1)

La funcién 7, es el homeomorfismo de G' en G' que se conoce como traslacion derecha.

Six,y € G entonces r,-14)(z) = y.
Por lo tanto existe un homeomorfismo sobre GG, de un punto fijo arbitrario de G sobre
cualquier otro punto de G. En otras palabras, el grupo de homeomorfismos de G es transitivo.
Esto significa que cualquier punto de G, es topologicamente equivalente a cualquier otro
punto de G en el caso de C y S! esta visualizacién es evidente.

En particular, cada entorno de un punto dado en G es homeomorfo al entorno de
la identidad e € G. Por lo tanto se puede definir un subgrupo discreto €2 de G, con la
propiedad de que exista U entorno de e en G tal que UNQ = {e}. Esta idea de traslacion de
entornos desde un punto arbitrario es precisamente la identificacion elemental ya usada en
la demostracion del Teorema 1.1.5. Una extension de ese teorema afirma que los subgrupos
discretos de R™ son isomorfos a {0} o a Z™ donde 1 < m < n. Sin embargo, en general es
dificil describir a los subgrupos discretos {2 de un grupo topolégico arbitrario G.

Definicion 1.3.3. Sea G un grupo topoldgico y N la coleccion de todos los subconjuntos
abiertos de G que contienen a e.

Six € G, entonces {ry(U)|U € N} es la coleccion de todos los conjuntos abiertos que
contienen a x, ast los conjuntos abiertos en G se determinan por los elementos de N.

Si U,V € N entonces UV € Ny U~' € N donde UV = {ww|u € Uyv € V} y
Ul={utuecU}.

Si V=V~ entonces V recibe el nombre de conjunto abierto simétrico.

Lema 1.3.4. 51 U € N entonces eziste un conjunto abierto simétrico V.€ N tal que

V.-VCcu.

Demostracion. Se denota con W al conjunto r—'(U) = {(z,y) € G x G|zy € U}. Como
la funcion r : G x G — G es continua y (e, e) € W, se sigue que W es un entorno abierto de
(e,e) en G x G, luego por definicion de topologia producto, 3V;, Vo € N tal que Vi x Vo C W
y por lo tanto V1V, C U.

Si se considera V3 = V; N Vs, entonces VaVs C U. Luego si se denota con V = V3N V3_1
entonces V € N, luego V es un conjunto abierto simétricoy V-V C U. 0
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Teorema 1.3.5. Si Q es un subgrupo discreto de un grupo topologico G y si K es un

subcongunto compacto de G, entonces QNK es finito.
Corolario. En un grupo topoldgico compacto, todo subgrupo discreto es finito.
Observacion

= La condicién que € sea subgrupo es necesaria, por ejemplo: si G fuera el grupo aditivo
(R,4), @={%|n=1,2,3,---} y K=[0,1], entonces Q2 es un subconjunto discreto
de G, pero no es subgrupo, K es compacto y 2 N K es infinito.

= Se podria utilizar el Teorema 1.3.5 para demostrar, de una manera maéas corta, el
Teorema 1.1.5, pero se eligié una demostracién més simple, usando la métrica euclidea
de R2.
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2. Lattices y Regiones fundamentales

2. Lattices y Regiones fundamentales

2.1. Lattice o reticulo

En la Definicién 1.1.7 se establecié que un grupo de periodos 2 C C recibe el nombre de
lattice o reticulo si tiene la forma Q = {mw;+nws |m, n € Z}, con {wi, wy} linealmente
independiente sobre R.

El lattice se denota con Q) ¥ {w1 , w9} es una base ordenada de €2, es decir un par

de generadores linealmente independientes de € (w1 # 0, w2 # 0y Z—; ¢ R).

Existen otras bases para 0, por ejemplo {w1,w1 + wa}.
Siw € Q ,w,y) entonces Im, n € Z tal que

W= muwi + nwsy

(2.1)
= (m—n)wi + n(wi +ws)
conm—n,n € Z. En general si w),wy € Q, w,), entonces
Wi =aw; + bw
! S (2.2)

wé =cwy + dwy
dondea ,b,cydeZ.
Teorema 2.1.1. Las ecuaciones (2.2) determinan una base {w1’, wo'} para Qy, w,) 81 Y

solo st ad — bc = £1.

Demostracion. Es conveniente escribir (2.2) en forma matricial:

donde

Siad — bc = +1 entonces existe la inversa de la matriz A, llamada A~ cuyos elementos

son nimeros enteros y se tiene que:
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2.1 Lattice o reticulo

Asi w1, ws € Q(w{ Lwy) ¥ por lo tanto Q,, w,) C Q(w’l Lwy)- La inclusién reciproca es
obvia, luego por igualdad de conjuntos Q(,; w,) = Q) wy), donde {wi’, wo'} es base de Q.

Reciprocamente, si se considera que las ecuaciones (2.2) determinan una base {wq’, wo' }

al expresar los elementos wy, wo en términos de esta base se tiene:
w1 wh
=B}
WQ (.U2
w1
=B-A.
w2

para alguna matriz B con elementos enteros. Como por hip6tesis w;, we son linealmente

para )

w1 ,w2)?

(2.4)

independientes sobre R y el conjunto de los nimeros complejos C es un espacio vectorial de
dimension dos sobre R, ellos forman una base para C.

De la ecuacion (2.4), se sigue que la matriz B- A induce la transformacion lineal identidad
en C, luego B- A =1y por lo tanto

| BI[A]=1.

Como las matrices A y B tienen elementos enteros, los valores de sus determinantes son
nameros enteros. Entonces |A| = £1, es decir ad — bc = £1. O

Es facil ver que existen infinitos conjuntos de enteros a , b, ¢, d que satisfacen
ad — bc==+1

Luego cualquier lattice € tiene infinitas bases.

- /! | .
. W'y /! Pz
- & -
(2] ! .
. o, :
-
- 0 L

Figura 2.1: Dos bases para el lattice

Teorema 2.1.2 (Condicion necesaria y suficiente para que w € (Q pertenezca a una base).
El elemento w = awy + bwa € L, w,) s un elemento de una base para () si y solo sia
y b son coprimos, 6 (a = £1 yb=0)d(a=0yb==+1).

La demostracién es un simple calculo.

Maria de las Mercedes Ganim 26



(i)
(i)

2.2 Regiones fundamentales

2.1.1. Congruencia médulo (2

Definicion 2.1.3. Sea Q un lattice y 21, z0 € C, se dice que z1 y z2 son congruentes
modulo Q si y sélo si z1 — z9 € €.

Se denota con z1 ~ 2 (mod ). Se puede ver facilmente que la congruencia mod 2 es una
relacion de equivalencia sobre C. Las clases de equivalencia son las clases laterales z 4+
de Q en el grupo aditivo C.

Alternativamente se puede considerar la accion Q sobre C como transformacion de
grupos: cada w € () induce una traslacién t, sobre C tal que

to 12— 24w

y como

i 4w = twy © twy

se tiene un isomorfismo de grupos Q@ = {t,|w € Q}.

Entonces dos puntos z1, zo € C, son congruentes médulo Q si y s6lo si ellos yacen en
una misma 6rbita bajo la acciéon de ).
Luego una orbita se forma con puntos congruentes entre si.

2.2. Regiones fundamentales

Definicion 2.2.1. Un subconjunto P & C conexo y cerrado es una regién fundamental
para ), lattice de C si:

Vz e C, P contiene al menos un punto de la misma Q-6rbita de z.

Dos puntos del interior de P no pertenecen a la misma §2-drbita.

La forma de una regién fundamental P es arbitraria, la més sencilla es un
poligono euclideo con un numero finito de lados. En ese caso se dice que P es un
poligono fundamental para el lattice ).

Si P es un paralelogramo, entonces P recibe el nombre de paralelogramo fundamen-

tal para 2.

Proposicion 2.2.2. El paralelogramo P con vértices 0, wy , w1+wa , wa, es un paralelogramo

fundamental del lattice Q(,, )

Demostracion. Sea z € C, z = Awj + pwe con A, u € R y wi, wy linealmente
independientes sobre R.
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2.2 Regiones fundamentales

Si

Al +A1, 0<A; <1, ([ denota parte entera de \)

A
p=l+m, 0<m<1, [eZ entonces
z

[)\] w1 + [M] wy + Awy + piwe  luego
Awi+[plw €y
MW+ prwe =u € P

Por lo tanto z ~ u (mod 2), se verifica el punto (i) de la definicion.

Para demostrar (i7):

Se supone que Ju; , ug € P tal que uy ~ uz (mod Q) con uy # uy. Sean

Uy = A\ wi + g ws , O<i<l, 0<m <1
Uz = Ag w1 + fo wa , O0<Xd<l, O0<pu <1
up —up = (A1 — Ag)wi + (u1 — p2) w2, luego (u1 —ug) € Q.

Entonces sus coeficientes deben ser ntimeros enteros, luego A\ = Ay y p1 = pe. Por lo
tanto u; = ue que contradice lo supuesto. ]

Corolario. Los puntos que estdn situados en los lados del paralelogramo de periodos, que
son distintos de los vértices, se dividen en pares de puntos congruentes.

Los wvértices del paralelogramo de periodos, representan una cuaterna de puntos
congruentes entre si.

Las condiciones (i) y (i7) aseguran que si P es cualquier region fundamental para
el lattice €2, entonces P y sus imégenes, bajo la accién de 2, es decir sus traslaciones
P+w, con w € , cubren completamente el plano C, solapandose solamente los puntos de
sus fronteras.

Este tipo de cubrimiento se conoce como teselacién de C, la Fig.2.2 muestra un ejemplo.
Se obtienen diferentes teselaciones de C si se toman regiones fundamentales diferentes es
decir, cuando se eligen distintas bases de ().

Si P es cualquier region fundamental para €2, entonces para t € C fijo, el conjunto:
P+t={z+1t|lze€ P}

que se denota con t(P), es también una region fundamental. Esto es de utilidad cuando se
quiere encontrar regiones fundamentales contenidas en un conjunto particular de puntos.

Por ejemplo “encontrar una region fundamental que tenga a cero como punto interior”.

Para obtener regiones fundamentales arbitrarias se propone el siguiente procedimiento:
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2.2 Regiones fundamentales

Ty + 92

Figura 2.2: Paralelogramo fundamental

Sea P un paralelogramo fundamental para €, ,) con vértices 0, w1, w1 + wa, w2. La
transformacién z — z + w9 mapea un lado de P sobre el lado opuesto. Si se corta una regiéon
S del interior de P, que interseca un lado y se la pega sobre el lado opuesto, sobre el exterior
de P, se obtiene la region fundamental (P —S) U (S + ws) Fig.2.3.

Figura 2.3: Regiones fundamentales arbitrarias, con wp =i

Analogamente, se pueden usar las transformaciones z — z—ws v z — z + wy . Reali-

zando varias veces el proceso de corte y pegue se obtiene una region fundamental conveniente.

La regién fundamental para un lattice determinado no es tnica, pero su drea es inva-

riante y por lo tanto puede ser considerada funcién del lattice.

Sea X C C un conjunto medible y sea u(X) la medida del area de X. Como la traslacion
z + z 4+ w es una isometria de C, se tiene que p(w(X)) = p(X).

Teorema 2.2.3. Si P1 y P2 son poligonos fundamentales del lattice 2, entonces

p(Pr) = p(Pa).
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2.2 Regiones fundamentales

Demostracion. Sea ij el interior de P; (j = 1, 2) por lo tanto u(P;) = M(P])
Ahora
P 2P0 w®)=JFPnwl)
we we)
Como P; es interior de la regién fundamental Py, los conjuntos (P; Nw(Py)) son disjuntos
puesto que dos poligonos fundamentales tienen, a lo sumo, puntos comunes en la frontera,

luego

w(P1) = Y u(Prnw(P))
weN

=) u((—w)(P1) N Py)

weN

=3 ww () N P)

we

vaquew € Q = (—w) € Q. Como P; es una region fundamental

U wn)=c

we

luego

LJ Bu(fﬁ) N ﬁb]::iﬁ
weN

entonces

Y uw(Pr) N P2) = p(P2) = p(P2)
weN

de lo que resulta
p(Pr) = p(Py).

Si se intercambia Py con Py y se trabaja de manera anéloga se encuentra que

w(P2) = p(Pr).

Por lo tanto
u(Pr) = p(Py).

Los poligonos asociados a un lattice tienen igual area. Luego el &rea es invariante. O

Si se aplica este resultado a la region fundamental de la Fig.2.4, se demuestra el Teorema
de Pitagoras. Con corte, peque y rotacidn se construye una region, unioéon de dos cuadrados,

elegidos convenientemente para su demostracion.

Definicién 2.2.4. Se llama paralelogramo especial a cada paralelogramo fundamental
P del lattice Q) tal que su frontera OP no contiene ceros ni polos de la funcidn f periddica
respecto de €.
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Figura 2.4: Teorema de Pitagoras

2.3. El toro

Sea f una funcion doblemente periddica respecto del lattice 2 = Q,, ), entonces
su comportamiento sobre C estd determinado por su comportamiento sobre la regién
fundamental P para (). Este comportamiento se repite en todas las traslaciones P4+w, w € €.

Se elige como P al paralelogramo de vértices 0, w1, wi + we, ws. Luego se considera a
f como una funciéon doblemente peridédica definida sobre Py tal que f toma los mismos
valores sobre puntos fronteras congruentes.

En la Fig.2.5 se identifican claramente los pares de lados congruentes del paralelogramo
fundamental. El espacio resultante T se conoce como toro bidimensional.

Luego, una funcién doblemente periddica f suele considerarse como una funcion definida
sobre el toro T y reciprocamente toda funcién definida sobre T puede ser considerada como

una funciéon doblemente periédica sobre C.

Wyt 1y,
12, 1
I2 5 11_111+l

i @.

=w,
0 =W =Wt W= 9w,

Figura 2.5: Toro bidimensional

Por definicién de region fundamental, es claro que existe una correspondencia uno a
uno entre (2-6rbita sobre C y puntos de T. Por ello se puede pensar a T como el conjun-
to de las Q-orbitas, es decir, como el conjunto cociente C/€ de las clases laterales de Q en C.
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2.3 El toro

Como §2 es un subgrupo normal del grupo aditivo C, el conjunto cociente T = C/< tiene
estructura de grupo abeliano. Y al existir una funcién continua del conjunto cerrado y aco-

tado P sobre T, dada por la identificacién de los puntos fronteras, se sigue que T es compacto.
Esta construccion de T a partir de la accion de Q2 sobre C se generaliza de la siguiente
manera:

Proposicion 2.3.1. Sea X un espacio topoldgico y G un grupo de homeomorfismos de X.
La accion de G sobre X particiona a X en G-drbitas.
Se denota la G-drbita de x con [x]g, es decir:

y € [z]g <= g(x) =y para algin g € G.

El conjunto de G-o6rbitas se denota con X/G y se lo llama espacio-drbita o espacio co-
ciente de X sobre G.

Definicion 2.3.2. Se define el mapeo proyeccion:
p: X—X/G tal que p(z) = [z]a

Se induce la topologia en X /G al definir que “un conjunto V. C X /G es abierto si y sélo
sip~ 1 (V) es abierto en X”.

Con esta definicién es clara la continuidad del mapeo p, que ademés es abierto ya que

si U es abierto en X entonces
geG
es también abierto (cada g € G es un homeomorfismo) y asi p (U) es abierto.

Ejemplo. .

1) Si Z actia sobre R por traslacion,
x—x+n VeeR, nezZ,

entonces R / Z es homeomorfo al circulo S*.

2) El cociente de la esfera S? por el grupo G, generado por el mapeo antipodal:
map (z1, T2, x3) = (—x1, — T2, —T3)

es homeomorfo al plano proyectivo real.

Si se retorna al toro T = C /), es claro que Vz, [2] = [2]q € T, p ! ([2]) estd en la
Q-orbita de z: [z] = z + Q, por lo tanto es discreto.
Sea d la menor de las distancias entre dos puntos cualesquiera de p~1([z]). Se tiene que

d > 0 ya que por ser discreto hay un periodo con médulo minimo. Sea U un disco abierto

de radio a lo sumo > con centro en cualquier punto de p~![z], entonces U contiene a lo
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/ Du| DU+a
/ [ [

/@ ///f / - =
7

"¢

Figura 2.6: Homeomorfismo del plano complejo y el toro

sumo un punto de cada Q-6rbita. Si se define V' = p(U), entonces el mapeo p: U — V es
biyectivo, abierto y continuo y por lo tanto es un homeomorfismo.

Asi, todo punto [z] € T tiene un entorno V homeomorfo a un conjunto abierto en C.
Tal conjunto resulta ser un espacio al que se lo llama superficie. El foro es la més simple
superficie compacta, excluyendo a la esfera.

Note que p~1(V) consta de conjuntos abiertos disjuntos de la forma U + w, w € Q,
los que se mapean homeomérficamente sobre V' por p, Fig. 2.6. De este modo resulta C un

espacio cubrimiento de T y p un mapeo cubrimiento.
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3. Funciones elipticas

3.1. Ideas principales

El estudio de las funciones elipticas es muy interesante por sus propiedades teéricas
ademés de su importancia para el algebra y la teoria de nameros. Su nombre se debe a que
estas funciones sugen como funciones inversas de las integrales elipticas, segin los escritos

de grandes matematicos como Abel y Jacobi.

En forma intuitiva, una funcidn eliptica es una funcion definida sobre el plano complejo,
meromorfa y periddica en dos direcciones.

Definicion 3.1.1. Una funcidn meromorfa f : C — 3 es eliptica con respecto al lattice
Q C C si f es periddica con respecto a ).
FEs decir, st

fz+w) = f(2) VzeC,Vwe

entonces cada w € ) es un periodo de f.

Si f es una funcién eliptica con respecto a €2, lattice de C, entonces se puede considerar
a f como una funcion f: T — 3, donde T es el toro T = C/§2 y X la esfera.

Por la compacidad del toro, para las funciones elipticas con dominio en el toro T, se
pueden probar resultados similares a los de las funciones racionales sobre la esfera.

Sea f eliptica con respecto al lattice 2 y no constante. Para todo punto ¢ de la esfera,
las soluciones de f(z) = ¢ son aisladas y cada solucion tiene multiplicidad finita (soluciones
congruentes tienen la misma multiplicidad), ya que cualquier poligono fundamental P de
es compacto y contiene un ntmero finito de soluciones.

Se puede suponer que P es un paralelogramo especial. Si fuera necesario se traslada P a
P+ t, t € Cafin de que no existan soluciones en su frontera.

Si z1, -+, 2z son las soluciones de f(z) = ¢ en el interior del paralelogramo especial
(P) con multiplicidades k1, - -+, k, respectivamente y si N, = k; + --- + k,, entonces se

dice que "existen N, soluciones de la ecuacion f(z) =c.

Como z1, -+, zr son representantes de las clases de congruencias de soluciones de
f(z) = ¢, para z € C, se puede pensar a N como la suma de las multiplicidades de las
soluciones de f([z]) = ¢, donde [z] € T = C/<.

3.2. Propiedades generales de las funciones elipticas

Teorema 3.2.1. La suma de los residuos de una funcion eliptica, en el interior de un

paralelogramo especial es cero.
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Demostracion. Sea f una funcién eliptica y P un paralelogramo especial para el lattice
Qw1 ,wp}- Por lo tanto f es meromorfa en el interior del paralelogramo y analitica sobre su
frontera OP, con polosen zj, j=1,--- k.

Por el teorema de los residuos se sabe que

1
Z Reszjelgf(z):m/aljf(z)dz

zj polos de f

Para calcular la integral del segundo miembro se considera que I, I, I y Iy son
lados del paralelogramo P, con vértices ¢, t + w1, t +wi + w2, v t+ ws, donde el sentido de
integracion a lo largo de cada I'; es consistente con la orientacién positiva de P como en
la Fig.3.1. Luego

[ sepe= z /Fj F2)ds

I, t+wy + w;
t+w
I;
Iy
t+w,
I
t

Figura 3.1: Paralelogramo orientado

/ f(z)dz= [ f(24+w2)dz como wsy es periodo de f
I3 I

:—/ f(z+w2)d(z 4 wa)
I'n+w2

donde I3 es I'] + wo recorrido en sentido contrario y si se sustituye z — wo por z se obtiene:
f(z)dz=— [ [f(z)dz
I3 I

Analogamente

fyds=— | f2)dz
Iy I
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Como f(z+w1) = f(2) = f(z+w2) las integrales sobre lados opuestos de 9P se cancelan
f(z)dz=0
opP

por lo tanto

Z Reszjejgf(z) =0

zj polos de f
O
Teorema 3.2.2. Seanay, - ,a, yby, -, bs los ceros y polos, con multiplicidades k1, - , k.
yly,- -, ls respectivamente, de una funcidn eliptica f con respecto a 2 C C.

> knap ~ Y 1ibj (mod Q)
h=1 j=1

Demostracion. Sea P un paralelogramo especial para el lattice Qg,,, | w,}-
Primero se prueba VA =1,---,r,j=1,---,5 : ap, b; € quue

- ~ 1 2 f'(z)
;kzhah;l]bj—m/alj e dz.

Si f tiene un cero de multiplicidad k en z = a, entonces f(z) = (z — a)* g(z), en un
entorno de a, con g analitica y g(a) # 0. Entonces

2 f'(z) z P S
f(z) (2 —a)g(z) (k(z=a)* " g(2) + (2 = a)"¢'(2))
— 29 (2) se reemplaza z = z+a —a
- Z—a+ 9(2) ( pl + )
_ _ha _|_k_|_(2—a—|—a)g(z)
z-a 9(2)
_ _ka ag'(z) | (z—a)d'(2)
_Z_a+/<:+ 9 + )

. z . . .
véalido en un entorno de z = a. Luego T tiene un polo simple en z = a con residuo ka.

Si f tiene un polo de orden [ en z = b, se trabaja de manera anédloga y se obtiene que
!

z
z = b es un polo simple de —— con residuo —Ib.

f
Cuando los ceros y polos de f en el interior del paralelogramo especial P son ag,--- ,a,
y b1,--+,bs con multiplicidades ki, --- ,k. v Iy, -+ ,ls respectivamente, entonces por el

teorema del residuo

1 [ z2f(2) - -
— dz = khah — 1;b;
27 (2) hZ::l ; 77

apP
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Por otra parte, si se parametriza 0P en forma anéloga a la utilizada en el Teorema 3.2.1

y se recorre el contorno en sentido positivo, entonces

) [ LG [ e,
I, I

n f(?) f(2) )
[ @fete)
= | oyt e s f@,
z f'(2) ,
- . ) dz + 2ming wy

para algin n; € Z.

Esto se obtiene de considerar que Iy es exactamente el arco I —w recorrido en sentido
negativo. Ademés f y f’ son funciones periodicas y In f(z) cambia su valor en un multiplo
entero de 27¢ cuando z recorre I como en la Fig. 3.1.

Analogamente, se tiene que

G, [ )
n f) T /p 1)

para algin ng € 7Z, entonces

z f'(2)
Zkhah Zlb e dz

mZ/ 1t

1
= %(27% Ny wi + 2mi ng wo)

dz + 2ming wo

=N w1 + Nows

Luego, existen ni, ny € Z, tal que

r s
E kpap — E ljbj = Njwi + Nowa
h=1 j=1

y esto es un elemento de €, lo que completa la demostracion. ]

3.3. Orden de una funcién eliptica

Definicion 3.3.1. El orden de una funcion eliptica f es el nimero de soluciones de la

ecuacion f(z) = co. Se denota con ord (f).

Teorema 3.3.2. Si una funcidn eliptica [ tiene orden N > 0 entonces f toma cada valor
¢ € C*, donde C* = CU {0}, en el interior de un paralelogramo especial, exactamente N

veces.
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Demostracion. Sea f funcién eliptica, por definicion de orden, N es el niimero de soluciones
de la ecuacion f(z) = oo. Luego solo falta considerar para valores de ¢ en el plano complejo
finito, es decir ¢ € C.

Sea f(z) =c¢ con ¢ € C. Yaque fy f—c, tienen el mismo orden V ¢ € C, basta

considerar el caso en que ¢ = 0.
/

La funcién = resulta meromorfa y si P es un paralelogramo especial para f, la funciéon

f

!/ !/
= es analitica sobre JP, por lo tanto se puede integrar ~— sobre JP.
f/
Como f es eliptica, también lo son f’y ? luego, por el Teorema de Residuos

FE) g (1)
ORIV (5

/
Se sabe que en los ceros y polos de orden k de f pertenecientes al P, 7 tiene polos

simples con residuo k y (—k) respectivamente.

Sean z1,---, 2 los ceros de f con multiplicidad ky , h = 1,2,--- ;r y 2, , 2. los
!

polos de f de orden k:; , 7 =1,2,---,s. Por el Teorema 3.2.1, la suma de los residuos de ?

es cero y al aplicar el Principio del Argumento a la integral del primer miembro, se tiene

FE (S,
o F0) @’“’l §k>

=0

Luego

rm:i@
j=1

h=1

es decir, el nimero de ceros de f es igual al ntimero de polos en el interior de P, contando
multiplicidades. Entonces la ecuacion f(z) = 0 tiene N soluciones en el interior del

paralelogramo especial P. O

Teorema 3.3.3. Una funcion eliptica f es constante si y solo si su orden N es nulo.

Demostracion. Sila funcién f es constante y analitica, entonces no tiene polos en C, luego
tiene orden N = 0.

Reciprocamente, suponga que N = 0, es decir la funciéon f no tiene polos, luego f
es analitica sobre C. Sea P un paralelogramo especial para f, luego P es compacto y f
continua, entonces f(P) es subconjunto compacto de C y por lo tanto es acotado.
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(i)

(ii)

3.4 Ceros y Polos de funciones elipticas

Como f(C) = f(P) se sigue que f es acotada en C y por el Teorema de Liouville, como
f es analitica y acotada, luego debe ser constante. O

Teorema 3.3.4. No ezisten funciones elipticas de orden N = 1.

Demostracion. Suponga por el contrario que f sea una funcion eliptica de orden N = 1.
Esta deberfa tener un polo de orden 1 en el interior de P, es decir Ja € P:z=ua esun

polo simple de f en jD, luego

o

f(z):Zaj(z—a)j; 0<|z—al<r

j=—1

con a_1 # 0. Asi la suma de los residuos de f en el interior de P es a_; distinto de cero.

Esto es una contradicccion, por el Teorema 3.2.1. 0

3.4. Ceros y Polos de funciones elipticas
Proposicion 3.4.1. Sean f y g dos funciones elipticas con respecto al lattice (2.

St f y g tienen polos en los mismos puntos de C y con la misma parte principal en esos

puntos, entonces f(z) = g(z) + ¢ para alguna constante compleja c.

St ambas funciones tienen ceros y polos en los mismos puntos de C y del mismo orden,
entonces f(z) = cg(z) para alguna constante compleja ¢ # 0.

Demostracion. Las funciones f — g y i son elipticas y no tienen polos, luego su orden es

cero. Por el Teorema 3.3.3 estas funciones son constantes en C. O

Proposicion 3.4.2. Toda funcion racional f : C* — C*, no idénticamente nula, tiene un

nimero finito de ceros enay -+, ar y de polos en by ,--- | bs con multiplicidades k1 ,--- | ky
yly,---, ls, respectivamente.

Y reciprocamente, dados los conjuntos disjuntos {ay, -, ar }, {b1, -+, bs} C C* y los
numeros ki, , kp; 11, , ls € N, tales que

kit ke =l L

entonces ewiste una funcidn racional f con ceros en los ap y polos en los b; y con

multiplicidades ky,, l; respectivamente.

Demostracion. En un sentido la demostracién es inmediata, en el otro la funcién racional

es: N
fl) = Halz Z o
Hj(z - bj)l]
con ap, b; € Cparah=1,2,---,r; j=1,2,--- s, donde se excluyen los factores cuando
ap =00 6 bj = oo. O
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Para las funciones elipticas existen propiedades anédlogas que se resumen en el siguiente
resultado

Proposicién 3.4.3. Sean ky,l; conh=1,2,---,r ; j=1,2,--- 5, enteros no negativos
Yy ap, bj nimeros complejos.

Las condiciones:
(i)ki+--+k =L+ +1s =N, = t{ soluciones de f(z) = c},Vc e C.
(13) los conjuntos {a1, -, ar} y {b1, -+, bs} son disjuntos.

(ZZZ) Zk‘j aj ~ lebj (mon)

son suficientes para la existencia de una funcidn eliptica f con ceros y polos
determinados.

Por lo antes probado, si f es eliptica con ceros en ap con multiplicidad kp con
h=1,2,---,r ypolos en b; con multiplicidad l; ; 7 =1,2,---,s, entonces se cumplen
(), (i) y (i)

Falta probar que si valen (i), (ii) y (iit), entonces existe una funcién eliptica con esos
ceros y polos y con esas multiplicidades. Esto se desarrolla en una seccién posterior.
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4. Funciones de Weierstrass

4.1. Conceptos Previos

Sea 0 = Qy,,  w,} un lattice, con {w1, wp} C C una base de 2 y sea P’ un paralelogramo
fundamental para 2. Se quieren construir funciones f, no constantes, elipticas respecto del
lattice 2 y donde P resulte un paralelogramo especial para f. Se sabe por el Teorema 3.3.3,
que tal funcién debe ser meromorfa y con sus polos en el interior de P. Ademaés, como se
demostro en el Teorema 3.3.4, f no puede tener un tnico polo simple en el paralelogramo
P. Por lo tanto las funciones elipticas no constantes mas sencillas tienen, al menos, orden
2. Luego deben tener o bien, dos polos simples con residuos opuestos, 6 un polo de orden 2

con residuo cero, en P.

Para las funciones que nos interesa construir, es necesario el siguiente lema:

Lema 4.1.1. Sean Q un lattice en C y A un nimero real, entonces la serie

r1
E W converge sty s6lo si A > 2 (4.1)
w
we

donde 3., ., indica w # 0

Demostracion. Todos los perfodos w € (1, distintos de cero, estdn situados en
los contornos de paralelogramos semejantes entre si, todos con centro en el origen de
coordenadas. En la Fig.4.1 se representan tres de ellos. El primer paralelogramo contiene en

Figura 4.1: Paralelogramos concéntricos

su contorno ocho periodos distintos, el segundo contiene dieciseis.

Se supone que el contorno del k-ésimo paralelogramo contiene 8k periodos, entonces,
proyectandolos en el (k + 1)-ésimo paralelogramo, en direcciones paralelas a wy y wa se
obtiene que, a cada periodo situado en el contorno del k-ésimo paralelogramo, distinto de
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los vértices, le corresponde en el contorno del (k + 1)-ésimo paralelogramo un periodo. A
cada uno de los cuatro vértices le corresponden dos periodos.

Si a todo esto se le agregan los cuatro vértices del (k-+1)-ésimo paralelogramo, se obtiene
en su contorno ocho periodos més que en el contorno del precedente, en total, 8(k + 1)
perfodos. La cantidad de periodos crece en progresién aritmética de razén 8.

Si d es la distancia del origen de coordenadas al primer paralelogramo, entonces kd es
la distancia desde el origen al k-ésimo paralelogramo.

El médulo de cualquier periodo w situado en el ultimo circuito, verifica:

lw| > kd
de donde
1 1

luego, la suma de los términos de la serie (4.1) que corresponden a los 8k periodos, situados

en el contorno del k-ésimo paralelogramo no es superior a

8k 8
k:)‘ d>‘ = kA—l d)‘

se deduce entonces, que la suma parcial de los términos de la serie (4.1) que corresponde a
los periodos que estan situados en el interior y en los lados del k-ésimo paralelogramo no es

superior a:
k
8 1
dr Zl: j)\fl
pero la serie
1
jA—l

o0
1
converge para A > 2; luego la serie (4.1) es convergente para A > 2.
Si D es el mayor de los mddulos de los periodos situados en el contorno del primer

paralelogramo, se encuentra que la suma parcial de la serie (4.1) que corresponde a todos
los periodos situados en el interior y en los lados del k-ésimo paralelogramo no es inferior a
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4.2. La funcién o de Weierstrass

En la busqueda de una funcién eliptica de orden dos, se propone una funcién que so6lo
tenga un polo doble en el origen y en sus puntos congruentes respecto del lattice Q C C.
Ademas que sea analitica en todo otro punto y que la parte principal del desarrollo en serie
de Laurent, alrededor del origen, sea:

22

No es posible definir la funcién buscada a partir de Z% yaque ) cq ﬁ no converge
en forma normal.

Existe una funcion que cumple con lo requerido, es la funcion p(z) de Weierstrass.

Definicién 4.2.1. Se llama funcion p(z) de Weierstrass a:

y también

o) => (Z:Qw)?, (4.3)

weN

Se demostrara que ambas funciones son elipticas en C.

Proposicion 4.2.2. Las series anteriores (4.2) y (4.3) convergen absoluta y uniforme-
mente sobre subconjuntos compactos de C. Ademds p(z) y ¢'(2) son funciones meromorfas
dp

en C donde o' = —
dz

Demostracion. Se prueba primero que la serie que define a ¢’(2) es absoluta y uniformemente
convergente en cada recinto acotado del plano complejo.

Es suficiente suponer que z pertenece a un circulo fijado arbitrariamente |z| < Ry
considerar los términos de la serie que corresponden a los perfodos w que estan situados
fuera de un circulo de radio 2R.

1
< 5 ¥ se obtiene la acotacién siguiente:

2 . z
Para estos términos |—
w

1 < 1
(z=w)*| = (jw| —[2)?
< 1 1
< (_7%)3@ (4.4)
8
S WP

donde, en virtud del Lema 4.1.1, se deduce la convergencia absoluta y uniforme de la serie
(4.3).
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Si se designa la suma de la serie mediante ¢'(2), se puede escribir, en el circulo |z| < R

:—QZ :—227—22 GooF 2| <R

wEQ |w\<R |w\>R

La primera suma del tltimo miembro es el desarrollo de una funcién racional con un

polo de tercer orden en cada periodo perteneciente al circulo |z| < R. La parte principal

correspondiente tiene la forma —
(z —w)?
La segunda suma es una serie que difiere s6lo en un ntmero finito de términos de

Z -2
lw|>2 R (z —w)?
cuya convergencia uniforme en el circulo |z| < R se acaba de establecer. Luego la serie (4.3)
converge uniformemente en subconjuntos compactos de C.

Entonces la funciéon ©'(z) es meromorfa en cualquier circulo |z| < R con polos de tercer
orden, ubicados en los periodos, pertenecientes al circulo indicado. Luego la funcion ¢'(z)
es meromorfa en todo el plano finito.

De manera analoga, si se considera el disco compacto |z| < r, se sabe que existe un

namero finito de elementos w €  que verifican que |w| < 2r.

Sea w € Q tal que |w| > 27, se encuentra que ————— — — es analitica en |z] < r. Es
(z —w)?  w?
claro que
1 ] Cw—2)z
(z—w)?  w?| |w?(z—w)?
2lwl(1 + 2|w|)
2\ 2 4
1-1) M
10 |z|
TP

Pero |w| > 2r > 2|z|, luego

z 1
‘ < 2 por lo tanto
w

1 1
(z —w)? w?

T fwl?

de donde, por el Lema 4.1.1 se deduce la convergencia absoluta y uniforme de la serie (4.2)

en cada disco compacto |z| < r. Por lo tanto p(z) es meromorfa en C.

Es sencillo ver que, a partir de la convergencia uniforme de la serie que define p(z),

derivando término a término, se encuentra ©'(z). O

Maria de las Mercedes Ganim 46



(1)
(%)
(iii)

4.2 La funcién p de Weierstrass

Proposicion 4.2.3. ¢'(z) es una funcion eliptica de orden 3, impar y con periodos

fundamentales wi y wa; donde {wy, wa} es una base de Q.

Demostracion. Si wg € () se tiene que

/ —2 —2 —2 /
P = 2 Gap

weR wef (2 = (w — wo))

esto es asf ya que la serie converge uniforme y absolutamente. Ademas si w recorre todo
el lattice €2, entonces w — wy también recorre todo Q. Esto dice que g'(z) es doblemente
periddica con periodos fundamentales wy v we ya que todo periodo de f es combinaciéon
lineal de w1 , wy con coeficientes enteros. Por la forma de su desarrollo es claro que ' tiene
orden 3.

Ademaés, si z € C

_ 1 (4.5)
22 G Cw)y

1

1
si w € Q, entonces —w € €, luego las series ) CEYEmE Y D owen Gwp solo
z—(—w zZ—w

difieren en el orden de sus términos y su suma es la, misma.
Luego p'(—2) = —p'(2) Vz € C es decir p’ es funcién impar. O

Teorema 4.2.4. .

©(z) es una funcidn par
© es una funcidn eliptica con periodos fundamentales w1 y wo .

o (%) tiene orden 2.

Demostracion. .

Si se calcula la derivada de p(—z2)

(p(=2)) = (¢'(=2))(-1)

esto vale Vz € C ya que g’ es funcion impar, integrando

p(—2) —p(z)=c VzeC
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con c constante compleja. Si se considera z = 0, se obtiene que
P0)—p(0)=c =c=0 = p(—2)=p(2) VzeC

luego la funcion @(z) es par.

Se sabe que ©'(z) es doblemente periddica, es decir
Oz +w) =¢() Ywe; VzeC
Se define la funcién
9(2) = p(z+w) —p(z) VweQ; VzeC

al derivar se encuentra

luego

y como g es funcién par:

luego
p(z +w) =p(z) Vwe, VzeC

es decir p es una funcién doblemente periddica. Al ser periddica repecto de 2, sus periodos
fundamentales son wy y wa.

La parte principal correspondiente a cada polo w € Q tiene la forma ( ER
zZ—w
Luego p(z) tiene solo clases de congruencias de polos en el lattice de puntos w € (, cada

uno de orden 2, por lo tanto p(z) tiene orden 2.
O

Observacion. Estas dos funciones p y ¢ son fundamentales en la teoria de las funciones

elipticas y se las llaman funciones elipticas de Weierstrass.

Es importante notar que las funciones de Weierstrass dependen del particular lattice
Q) C C, por ello en general se escribe p(z, Q). Sin embargo en muchos casos el lattice

estd automaticamente determinado, por lo que esa notacién no es imprescindible.
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4.3. La ecuacioén diferencial para @

Teorema 4.3.1. Sea Q un lattice en C y sea (p(z), Q) la funcion de Weierstrass. Entonces

©(z) satisface la ecuacion diferencial

() =4y® — g2y — g3 (4.7)
donde ] 1
/ /
=60  —.  gs=10) — (4.8)
we we2
Ademds g2, g3 verifican que
g5 —2Tg3 # 0 (4.9)

Para demostrar este teorema son necesarios los dos lemas siguientes:

1
Lema 4.3.2. Sea Q un lattice en C. Si n es impar entonces Z:ueﬂ — =0
w

Demostracion. La funcién p : Q — Q definida por p(w) = —w es de orden 2 y su tnico
punto fijo es el 0. Luego la oérbita para w # 0 es [w], = {w, —w}, por lo tanto Q ~ {0} es

union disjunta de estas érbitas. Por ello si n es impar se cumple Z:JGQ — =0 O
w

Lema 4.3.3. Sea 2 un lattice en C y k > 2. Entonces la serie

Gop = Go(2) = Z/w_% converge (4.10)
we

Demostracion. Sea w € Q tal que |w| > 1. Entonces |w|?* > |w|® para k > 2. Luego

1 1 1
Z ﬂg Z |w|2kS Z W

weN,|w|>1 weN,|w|>1 weN,|w|>1
Por el Lema 4.1.1 se tiene que >~ ,cq =1 P converge, luego Zw@Q,\wbl —ax couverge.
Se sabe que existe una cantidad finita de w € €2 tales que |w| < 1. Luego
Y= Y mt Yo
w2k 2k w2k
weN we, 0<|w|<1 we,|w|>1
suma finita
dond ! Por 1 o — O
onde >0 cq 1 ok O convergente. Por lo tanto } ok converge.

Observacion 4.3.4. Sea 2 un lattice en C. Para cada natural k > 2, por la definicion dada
en la ec. (4.10) para

/
G = Goi(Q) = Y w ™

weN
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la ecuacion (4.7) toma la forma:
(go’(z))z =4 (p(,z))3 —60G4p(2) — 140 Gg (4.11)

donde G4 y Gg se definen como en (4.10)°

Se demuestra el Teorema 4.3.1.

Demostracion. A partir del desarrollo de Taylor

1 9]
n=0

se obtiene
1 o0 [oe)
=t =) (e )ttt <1
( - ) n=1 n=0

Si se considera que |z| < |w|, con w € Q, w # 0, asi | 2| < 1, entonces

1 11 2\ “n+l ,
(z—w)Q_cuz:wQKl_w) _1]:an+2'z

1

converge en |z| < |w| con w € 2~ {0}. Por lo tanto, se encuentra

1 rn+1 ,
o) =5+ Y (112

weN n=1

intercambiando el orden de las sumas, se obtiene

p(z) = % ~I—Z Z/(n+ 1)0;721r2

n=1 we

= Zi? +z:1 <(n+1) 2" Z/wnl+2>

weN

, 1
we wn+2

o(z) = % +)° ((Qk +1) 2% Z/W,Z,LQ (4.13)
k=1

weN

pero se sabe que si n es impar, = 0. Luego el desarrollo de Laurent alrededor

de z=0

Por el Lema 4.3.3 se tiene que para k > 1,

ro1
E W converge.
weN
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Entonces
1 r1 r1 r1
weN we weS

1

p(z):—2+3G422+5G6z4+7G8z6+--- luego se deriva
z
-2

p’(z):—3+6G4z+20G6z3+42G8z5+'~ se eleva al cuadrado
z
4 1

(p’(z))zzE—24G4?—80G6+--- el cubo de p(2)

. 1 1
(p(z))‘szzf6+9G4;2+l5G6+---

luego se encuentra
(p’(z))2 —4(p (z))3 +60Gy p (2) +140Gs = h(z)

donde el segundo miembro es una funcién analitica en 0. Si tal funcién se denomina h,
resulta ~(0) = 0. El primer miembro es una funcion eliptica ya que p y ¢’ lo son, luego
h es eliptica y no tiene polos en una regiéon fundamental que contiene a 0 entonces, por el
teorema de Liouville, es constante. Pero h(0) = 0, luego se tiene que

(0'(2))° =4 (p(2))’ +60Gq () + 140 Gg = 0

de donde
(¢'(2))” = 4(p(2))* — 60 Gy (2) — 140 Ge

Se ha encontrado una ecuacion diferencial de primer orden, que la funciéon p(z) satisface. O

Los coeficientes 600Gy y 140G se designan con go y g3 respectivamente, son
invariantes de la funcion p(z) y no dependen de los periodos fundamentales considerados.

Observacion 4.3.5. Se ha probado que la funcidon eliptica @ de Weierstrass satisface la
ecuacion diferencial (¢')? = p(p), siendo p un polinomio cibico de la forma

p(z) =42" —g22 — g3 (4.14)

donde ga = g2(Q) y g3 = 93(Q) se determinan por las ecuaciones (4.8).

Todo polinomio que se exprese en la forma (4.14) se dice que estd en la forma normal

de Weierstrass.

Mediante la sustitucion ¥V : z+— az+b (a,b € C,a # 0), cualquier polinomio cibico
se puede expresar en la forma (4.14) preservando la multiplicidad de sus ceros ya que
U : C — C es una biyeccion. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, se puede restringir el

estudio a polinomios cibicos que se encuentren en la forma normal de Weierstrass.
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Teorema 4.3.6. Si Q) es un lattice en C, entonces
423 —ggz—g3=4(z —e1) (z —e3)(z — €3) (4.15)

cone; #ej; Vi #j
Para demostrar este teorema se revisan las tres proposiciones siguientes:

r icion 4.3.7. Sea Q un lattice con base { w1, wa seq w3 = wi +wa. St P ese

Proposicion 4.3.7. Sea latt b ) + St P [
' 1 1 1 ' ' 1 1 1

paralelogramo especial con 0, w1, w2 ¥ w3 en su interior, entonces 5wy, W2 Y 5 W3

son los ceros de @' en P, donde p es la funcion de Weierstrass asociada al lattice.

Demostracion. Como la funcion @’ es de orden 3, tiene tres ceros en P.

Siw € Q entonces w ~ — 3w (mod Q).

Se tiene go’(% w) = p'(— %w) pero ¢’ es una funcién impar, por lo que

(3433

Como el tinico polo de ¢’ en el interior de P es el polo triple 0, se tiene que p’(% w;j) =0

luego ¢/ (3 w) es 06 oo.

para j =1, 2, 3. O

Definicion 4.3.8. Sea el lattice Q@ = Qg .,y y © su correspondiente funcion de

Weierstrass, se define

w1 o)) w1 + wa
61:@? 5 62:@? ) 63:@T

Observacion 4.3.9. Si se llama S = [%wﬂ U [% wg} U [% wg} al conjunto de todos los ceros

de @' sobre C, se observa que
{er, e2, es} = p(5)

es independiente de la particular base { w1, wo } elegida para Q.

Estos valores no dependen, salvo el orden, de la eleccién de la base del lattice 2. Es
usual denotar a los valores criticos de @ con e, es, e3 v llamar medios periodos a

w1 w2 witwr
27 27 2
Proposicion 4.3.10. Para cada ¢ € C*~{e1, ez, e3, 00 } la ecuacion p(z) = c tiene dos

soluciones simples y para c=e1, ea, e3 6 0o la ecuacion tiene una solucion doble.

Demostracion. Como g es eliptica de orden 2, toma cada valor ¢ € C* dos veces, segiin el

Teorema 3.3.2, se tiene entonces dos soluciones simples, en z y —z, 6 una solucién doble,

ya que g es par.
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Si ¢ € C entonces p(z) = ¢ tiene una solucion doble si y solo si p/(z) = 0, luego se

encuentra que

1
z~§wj (j =1,2,3)

y por lo tanto c=¢;; (j =1, 2, 3).
El polo de orden 2 en z = 0 muestra que g(z) = oo tiene una soluciéon doble en z =0

y en todos sus puntos congruentes, luego en todos los puntos del lattice 2.
Para todo otro valor de ¢, la ecuacion p(z) = ¢ tiene dos soluciones simples. O

Proposicion 4.3.11. Los tres valores ey, es y e3 son distintos dos a dos.

Demostracion. Sea f;j(z) = p(z) —e; para j =1, 2, 3.
Para cada j = 1, 2, 3, los polos de f; son los mismos que los de g, luego f; es una
funcién eliptica de orden 2 y por lo tanto tiene sélo dos ceros, contando multiplicidades.

Para cada j =1, 2, 3,

HR)=0 = ) =g = 2=

Y para los ceros dobles se cumple que: para cada j =1, 2, 3,

1
filz)=0 = ¢)=0 <= =z= 5 Wi
Luego, para cada j =1, 2, 3,

1 (1
fj<2wj> —fj<2wj> =0

Para cada j =1, 2, 3, f; tiene ceros dobles en %wj y en sus puntos congruentes, por lo

tanto no tiene otros ceros.

Para j # k se verifica que f; (% wk) # 0y como

(z) =ola)

i\ swWr | =@ Wk | — €

"\2 2 ! (4.16)
=€ — €5

se sigue que e; # ey para j # k. O

Se demuestra el Teorema 4.3.6.

Demostracion. Se demostrd que la funcion eliptica p de Weierstrass satisface la ecuacion

diferencial
(@) =plp);  pt)=4t>— gyt — g3
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Si se sustituye p(t) = z, se obtiene:

dz\> 3
g =42z°—goz— g3 (4.17)
Se sabe que ©'(z) se anula para z; = % , 29 = % y 23 = w, luego el polinomio
423 —goz— g3 (4.18)

debe anularse para p(z;) =e;, (j=1,2,3).
Por lo tanto, se puede escribir

['(1)]" = 4[p(t) — ] [p(t) — e2] [p(t) — es] (4.19)
Como e1, ea y e3 son numeros distintos entre si, la ecuaciéon cibica
4w — gow—g3 =0
tiene discriminante distinto de cero, luego
16A=[g5—27g3] =16[ea —e3)?[es —e1]? [e1 —e2]® # 0 (4.20)
Por relacion entre raices y coeficientes de una ecuaciéon algebraica, se obtiene:
e1+ex+e3=0

go = —4(e1ea+esez+eger) = 2(6% +e% +e§)
g3 =4erezes

Luego, se demostrd el teorema. O

La ecuacion (4.19) proporciona para cada @ (z) dos valores de ¢’ (z) que se distinguen
entre si solo por el signo. Esto concuerda con el hecho de que g (z) no varia al sustituir z

por —z, ya que es funcion par, mientras que g’ (z) cambia de signo por ser funcién impar.
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4.4. La funcién ( de Weierstrass

Si se comparan las funciones doblemente peridédicas con las simplemente periddicas,

entonces, como correspondiente de la funcion p(z), que tiene un polo doble en cada uno de

los periodos w = mwi 4+ nws, con parte principal se puede considerar a la funci6n

(z —w)*’
cosec? z, ya que también posee un polo doble en cada uno de sus perfodos o = nm con parte

Existen funciones trigonomeétricas més simples que cosec

principal sin embargo no pueden ser tratadas de manera similar.

22 que estan estrechamente

relacionadas con esta funcién, por ejemplo cotg z tiene polos simples en cada uno de los

periodos « con parte principal v sen z con ceros simples en cada uno de los periodos.
zZ—«

Estas funciones se relacionan a través de:
(cotgz) = —cosec®z ; (Insenz) = cotg z.

Entre las funciones elipticas no pueden existir funciones con polos simples en los perio-
dos (y que no tengan otros polos) ni funciones enteras. Sin embargo, sin exigir que sean
elipticas, se pueden construir funciones vinculadas a p(z) del mismo modo que las funciones

cotg z v sen z estan vinculadas a cosec? z.

Se define y se analiza la funcién ( de Weierstrass que desempeiia un papel importante
en los calculos con funciones elipticas.

Definicion 4.4.1. Sea Q) un lattice de C y @ la funcion de Weierstrass asociada, se llama

funcion ¢ de Weierstrass a la funcidn definida por las siguientes condiciones:

] = —p(z) hm[qz)—l]:o (4.21)

z—0 z

Esta funcion se puede expresar en la forma:

1 # 1
(2)=—=— | |p)——5|d¥
0 G
donde la integracion se efecttia a lo largo de cualquier curva rectificable que no pase por los
puntos w € €.
Como p tiene residuos cero, es la derivada de una funcién analitica Vz € C \ €Q; luego
la funcién ¢ esta bien definida.
Si se reemplaza @ (z) por su desarrollo en fracciones simples y se integra término a

término, se obtiene:

C(z):%-l- 3 [1 +l+§ 2l < |wl (4.22)

weN,w#0

. 1 . . . .
La convergencia es clara, salvo por el término —. La nueva serie se obtiene al integrar término
z
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a término una serie uniformemente convergente, a lo largo de cualquier contorno que no pase
por los polos.

Luego la funcion ((z) es meromorfa y tiene polos simples en los puntos z = w con parte

principal

Se observa que ((z) es una funcién impar, en efecto,

[C(2) +¢(=2)] = {'(2) = {'(—2)
=—p(z) = (—p(=2)) por definicion de ¢
=—p()+p(-2)  pespar
=0

y por lo tanto

Luego se puede escribir

Para z — 0, cada término del primer miembro tiende a 0 (por la segunda condicion de
la definicion); por lo tanto C' =0y

Observacion. La funcion ((z) no es eliptica, ni es invariante por traslaciones, sin embargo
su comportamiento bajo traslaciones facilita la construccidn de funciones elipticas.

Por definicion [C(z)]’ = —p(2). Se observa entonces que

[C(z+wp)] = —p(z+w)) = —p(z) = ()], (G=1,2)

Por lo tanto se tiene
[C(z+w) = ¢(x)]) =0
luego

((z4wj) —C(=z) =mn;, (=1,2),

donde 77, 72 son constantes independientes de z.

Si w € Q entonces w = mwi + nwsy , donde m,n € Z y luego

((z4+w)=C({(2)+n (4.23)

donde
n=mmn+nmn

Entre las cantidades w; y 7; existe una relacién muy simple. Para deducirla se integra
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la funcion ((z) a lo largo del contorno 0P del paralelogramo para €2, que contiene al 0 en
su interior, con vértices t, ¢t +wi,t+wi; + wo,t +wo ylados I'y, 'y, I's, 'y, orientado

positivamente, como muestra la Fig.4.2.

t+ wy + w
r3 1 2
t+w
I;
L,
L+,
Iy

Figura 4.2: Paralelogramo especial

La funcién ((z) es meromorfa y tiene un tinico polo en el interior de P, en el punto 0 y
con residuo igual a 1. Por el teorema de Residuos se tiene que

2w = ((z)dz
oP
4
= ((z)dz
Como
/FS C(2)dz = _/n C (= +wn) dz
— [ €@ +md,
I
entonces
/ C(z)dz+ ((z)dz:—/ N2 dz
I I3 I
= —M2w
Analogamente
/ C(2)dz+ (2)dz = mws
Iy Iy
Luego

mwa — 1w = 21 (4.24)

A ésta ecuacion se la llama relaciéon de Legendre. De lo anterior se deduce que al

menos una de las constantes 77,72 es no nula y por lo tanto {(z) no es eliptica.
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5. El cuerpo de las funciones elipticas

5. El cuerpo de las funciones elipticas

5.1. Estructura de las funciones elipticas

En esta seccién se muestra que toda funcidn eliptica con respecto a €1, un lattice de C,
es una funcion racional de g y su derivada g'.
Sean f y g funciones elipticas, entonces también lo son f 4+ g, f — g v f g; ademés si

g no es idénticamente nula, también — es eliptica.

De este modo, el conjunto de las gfunciones elipticas tiene estructura de cuerpo y se lo
denota con E(€2).

Este cuerpo contiene un sub-cuerpo E1(Q2) formado por las funciones elipticas pares. Las
funciones constantes forman, a su vez, un sub-cuerpo de F;(£2), isomorfo a C, por lo tanto
se puede considerar a E(Q2) y a E1(f2) como extensiones del cuerpo C.

Como E;(2) contiene a p(z) = p(z, §2), éste contiene a todas las funciones racionales
de p con coeficientes complejos. Estas funciones racionales forman el cuerpo C(p), que es el
mas pequenlo cuerpo que contiene a g y a las funciones constantes de C.

Anélogamente E(2) contiene a p y a ¢’ y por lo tanto contiene al cuerpo C(gp, ¢') de

las funciones racionales de p y ' ; éste es el méds pequeno cuerpo que contiene a g , ' y C.

Teorema 5.1.1.

Si f es una funcion eliptica par, entonces f = R1(p) para alguna funcion racional Ry y vale
que E1 () = C(p).

Si f es una funcidn eliptica, entonces

[ =Ri(p) + o' Ra(p)
donde Ry y Ry son funciones racionales y vale que E(Q2) = C(p, ¢)

Demostracion. (i) Sea f una funcion eliptica. Como el resultado es obvio para funciones
constantes, se supone que f tiene orden N > 0.

Si k € C, entonces f(z) = k tiene soluciones multiples solo donde f/(z) = 0y esto ocurre
s6lo en un numero finito de clases de congruencias de puntos z, todos multiples.

Cuando f’(2) # 0, f(z) = k tiene soluciones simples para los valores de k no nulos del
plano finito.

Se eligen dos nimeros complejos ¢ y d tal que las soluciones de f(z) = cy f(z) = d sean

todas simples y por lo tanto no son congruentes a 0 ni a ~w; (j =1,2,3).
Como f es par, el conjunto de todas las soluciones de

fz)=c

en el paralelogramo fundamental, tendra como elementos a: a1, —ay, as, —as, -+ , Gn, —anp,

cada una simple y mutuamente no congruentes.
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5.1 Estructura de las funciones elipticas

Analogamente by, —b1, ba, —ba, -+, by, —b, son las soluciones de

entonces la funcién eliptica

tiene ceros simples en

{al,—al,ag,—a2,~~,an,—an}

y polos simples en
{b17 _b17 b27 _b2a ) bTLa _bn}'

Por la Proposicion 4.3.10, las ecuaciones p(z) = p(a;) y 9(2) = o(b;) tienen soluciones
simples z = +a;, z==0b; (1< i< n) respectivamente, por eso la funcién eliptica

h(z) = [p(2) = pla)] [p(2) — plaz)] -- - [p(2) — p(an)]
[9(2) = 9(01)] [p(2) — p(b2)] - -~ [p(2) — p(bn)]

tiene los mismos ceros y polos que g, con las mismas multiplicidades, todas simples.

Luego por la Proposicién 3.4.1 se deduce que g = ph para alguna constante p # 0.

—c _ ) —pla)llp(z) — plaz)] - [p(2) — p(an)]
fz)=d " lp(z) = pb)][p(2) = p(b2)] - - [p(2) — p(bn)]

Despejando f(z), es claro que f es una funcion racional Rj (), con coeficientes complejos.

Asi el cuerpo de las funciones elipticas pares E1(2) es el cuerpo C(p) de las funciones

racionales de C generadas por g.

(73) Si f es una funcién eliptica impar, entonces el cociente ;/ es par, luego por (i) se

tiene que f = ' Ro(p) para alguna funcion racional Ra.

En general, si f es una funcion eliptica cualquiera, entonces
1 1
fz) = Sl () + f(=2)] + S1f(2) = f(=2)]

donde 1[f(z) + f(—=)] es una funcién eliptica par y 1[f(z) — f(—2)] es funcién eliptica
impar.
Asi se tiene que
f=Ri(p) + ¢ Ra(p)

donde Ry y Rs son funciones racionales.

Luego, el cuerpo de las funciones elipticas E(2) es el cuerpo C (p, ¢'). O
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5.2 Construcciéon de funciones elipticas con ceros y polos dados

Ejemplo. Sea la funcion F':

/

o
o +1

(5.1)

Se quiere expresar F en la forma R1(p) + o' Ra(p) donde Ry y Ro son funciones racionales
de C.

Se utiliza la ecuacion diferencial que vincula a @ con ¢

(¢'(2))* =4 (p(2))° — g2 9(2) — g5

donde go = 60G4 y g3 = 140 Gg

Si se realizan artificios convenientes y se eliminan potencias de @, se obliene

e’ oo 91
p’—i—l p/_i_l'p/_l
_ o' = 1)
(9')? =1
_ ()’ — e
(9)?—1

/

(4p* — g2 * — g3 ) — PP
40 —gap—g3 — 1
 Apt— g p? —gsp o o

4P —gop—gs —1 v 403 —gap—g3 — 1

luego las funciones racionales buscadas son

4p* — g2 p® — g3 p
R _
1($) 4% —gap—g3—1

£

R —
2(p) 4% —gap—g3—1

5.2. Construccion de funciones elipticas con ceros y polos dados

Se aborda el problema especifico de encontrar funciones elipticas f con polos y ceros
dados. En la seccion 3, se mostré que si f € E(Q) tiene en a1 ,---, a, y en by, -+, by sus

ceros y polos, con multiplicidades ky,---, k. y l1,---, ls respectivamente, entonces:
(i) k1+---+k.- =11 +---+1s (ambos miembros deben ser igual al orden de f )
(ii) los conjuntos {ay, -, ar}y {b1, -+, bs} son disjuntos
(i) > h—1 knan ~ Z;:1 1;b; (mod )

Estas tres condiciones no son s6lo necesarias, sino también son suficientes para la
existencia de una funcion eliptica f respecto de un lattice fijo. Esto muestra que la situacién
es diferente al caso de funciones racionales, sobre la esfera, que sélo necesitan dos condiciones,

las correspondientes a (i) y (ii).
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5.2 Construcciéon de funciones elipticas con ceros y polos dados

Teorema 5.2.1. Sean [ai],---, [ar] y [b1], -, [bs] elementos de C/Q para un lattice Q y
sean ki, -+, kp;ly, -+, ls nimeros enteros positivos. Si valen las condiciones (i), (i1) y
(i), entonces existe una funcion f € E(Q2) con ceros de multiplicidad ky en [ap] y polos

de multiplicidad 1j en [b;], si f no tiene otros ceros ni polos.

Demostracion. Sea up € [ap], h = 1,---, r y considere kj su multiplicidad; si n es el
orden de f entonces por (i)

n= zr:kh
h=1

Anélogamente, sean v; € [bj], j=1,---, sy [; sumultiplicidad, entonces

n = zs:l]
j=1

Por hipétesis los conjuntos {uy ,---, ur} y {v1, -+, vs} son disjuntos y la correspondiente

condicion (iii) toma la forma:

Y knup =) lLivj=w e Q
h=1 j=1

y esta relacion no pierde generalidad si se reemplaza u; por su elemento congruente u; —w,
luego (iii) se escribe

i turFug o ug U =04 v v o4 g
~——

-~

k’l k?2 ls

renombrando los ceros y los polos, se puede escribir
n n
- *
> uh=_v;
h=1 j=1

Por el Teorema 3.3.2 es claro que se puede definir:

f(2) = [p(2) = p(ul)] [p(2) = p(uy)]

Luego existe una funciéon f que tiene ceros de multiplicidad kj en [ap], con h =1,--- 7,
polos de multiplicidad [; en [b;], para j =1, ---, s ¥ tal que no tiene otros ceros ni polos.
Es claro que f € E(Q), por el Teorema 5.1.1. O

Si g es cualquier otra funcién eliptica con los mismos ceros y polos que f, entonces por
la Proposicion 3.4.1 ¢g(z) = cf(z) para alguna constante ¢ # 0.
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5.3 Construcciéon de funciones elipticas con parte principal dada

5.3. Construccion de funciones elipticas con parte principal dada

Dados un conjunto finito arbitrario de polos y sus correspondientes partes principales,
como el Teorema 3.2.1 impone condiciones sobre los residuos en esos polos, no resulta sencillo
construir funciones elipticas sobre el toro T = C/Q.

Si una funcion eliptica f en C/€ tiene s polos diferentes en by, -- -, bs y en sus puntos

congruentes, con parte principal:
l;

ag
Z o bf (5.2)

=1

<.

en cada bj (1 £ j = s), entonces la suma de los residuos es

S
D a1;=0 (5.3)
j=1

Se muestra que la ecuacion (5.3) es una condicion necesaria y suficiente para la existencia
de una funcioén eliptica f(z) con parte principal dada por la expresion (5.2). Para ello es

necesario el siguiente lema.
Lema 5.3.1. Sean cy,---, cs nimeros complejos y sea ¢ la funcion de Weierstrass definida

en (4.22). Entonces

s

9(z) =) ¢jClz—1by)

=1

es una funcion eliptica si y sélo si Z;Zl c; =0

Demostracion. Como la funcion ((z) es meromorfa, también lo es g (2). Si w € Q entonces
por (4.23)

S
g(z—l—w):chC(z—Fw—bj)
j—l
—Zc] (z—b;) + 1]
donde n =mmn; +nny para w = muw; + nwy, luego
g(z+w):ZcJ C(z—bj) +ZCJ77
7j=1
Z)+UZCJ
j=1

Por la relacion de Legendre (4.24) al menos una de las constantes 7, , 72 es no nula,
luego 7 # 0 para algin w # 0y por lo tanto g(z) es eliptica con respecto a € si y sélo si

216 =0 -
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5.3 Construcciéon de funciones elipticas con parte principal dada

Teorema 5.3.2. Sean by, ---, by nimeros complejos, mutuamente no congruentes con
respecto al lattice ) y sean Iy, -+, Iy nimeros enteros no negativos. St ay, ; son nimeros
complejos (1 =k <1;; 1 = j < s) tal que se verifica la ecuacion (5.3) y aj; ; # 0 para cada
J, entonces existe una funcion eliptica f € E () con polos en by ,-- -, bs y parte principal,
respecto de b;, dada por la expresion (5.2) es decir:

Demostracion. Se define:
F(2) =) ak jFi(z — b)) (5.4)
—k

donde Fy = (, F, = p y para k > 3, Fj(2) es la funcion eliptica ) (2 —w)
Para k = 1, por el lema anterior,

> aFi(z — by)
j=1

es una funcion eliptica ya que Y 5_; a1,; =0

La funcién Fj, es eliptica Vk > 2, luego f resulta una funcién eliptica.

Cada Fj tiene una unica clase de polos de orden k, en puntos del lattice w € (Q,
con parte principal respecto de 0 dada por 2%, luego se sigue que los polos de f se
encuentran en [bi], ---, [bj], con parte principal respecto de b; dada por (5.2) con la
condicion  aj; ; #0 Vj. O

Si g es otra funcion eliptica de la forma (5.4), con los mismos polos e igual parte principal
que f, entonces por la Proposicién 3.4.1, g y f difieren en una constante aditiva.

Observacion. Sea Q un lattice de C. Se denota con V. = V(ly, by; la, ba; -+ - ;ls, bs)
al conjunto de todas las funciones elipticas (respecto de Q) que sean analiticas sobre
C~ ([b1] U -+ U [bj]) y que ademds sean analiticas o tengan polos de orden 1, a lo sumo,

sobre cada clase [bj] , con1 < j<s

Si f,geV entonces f+g €V y cf e V,VceC constante, luego V' tiene estructura

de espacio vectorial sobre C.

Teorema 5.3.3. El espacio vectorial V. = V(ly, by; la, ba; -+ ;1s, bs) tiene dimension
Iy +---+ s sobre C.

Demostracion. Por la demostracion del Teorema 5.3.2 y las observaciones correspondientes,
es claro que la forma més general de un elemento g € V estd dada por g = f + ¢, donde
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5.3 Construcciéon de funciones elipticas con parte principal dada

c € Cy f tiene la forma (5.4), es decir

donde las constantes ay ; son arbitrarias, pero verifican la relacion ijl ay,; = 0.
Luego V esta generado por:

las Iy + - -+ + Iy — s funciones Fi(z —b;), (2<k<l;j;1<j<s);
las s — 1 funciones Fi(z —bj) — Fi(z —b1), (2<j<5s)
la funcion constante 1.

Luego V tiene, a lo sumo, dimension (I; + -+ +1s —s)+ (s — 1) + L.

Si se considera la parte principal de cada funcion, es facil ver que las funciones son
linealmente independientes sobre C, por lo que forman una base para V. El espacio vectorial

tiene la dimensién requerida. O

Este teorema es un caso particular del importante Teorema de Riemann-Roch, el cual
da la dimension de ciertos espacios de funciones meromorfas definidas sobre superficies de

Riemann compactas.

Ejemplo. Una base para el espacio vectorial V =V (2,0) es {p, 1}, ya que tiene un polo
doble en cero. Luego la dimension del espacio es dos, dim'V = 2.
Por lo tanto la funcién eliptica mds general, con polos de orden a lo sumo 2 en Q y

analitica en C \ Q, tiene la forma

ap(z)+c¢  a,ceC
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6. Propiedades topologicas de las funciones elipticas

6. Propiedades topolégicas de las funciones elipticas

Se sabe que las funciones racionales f : ¥ — 3 de grado d > 0 se pueden considerar
como un cubrimiento con d-ramas de la esfera de Riemann ¥ por si misma.

Se recuerda que el grado (u orden) de una funcion racional f = % es el maximo de los
grados de los polinomios p y ¢, siendo p y ¢ polinomios co-primos. Si ¢ = 1, entonces f es
un polinomio y gr(f) = gr(p). Y f es constante si y sélo si gr(f) =0.

Se supone ahora que la funcién f : C — X es eliptica con respecto al lattice Q C Cy
que f tiene orden N > 0. Luego f induce una funcién

f:C/Q — ¥ definida por f([2]) = f(2), V[z] €C/Q,

donde [z] denota la clase de z.

Si se considera que a € Cy f(a) = ¢, ¢ € ¥ con multiplicidad k y si U es un entorno de
a, suficientemente pequeno de manera que no existan en U pares de puntos congruentes,
modulo Q entonces, como se ve en Fig. 6.1, la proyeccion

p:C— C/Q definida por z— [2]
mapea homeomorficamente U sobre un entorno U de [a] en C/€). Tal entorno U existe ya

que 2 es discreto.

La funcién f resulta un mapeo abierto, localmente k-uno a uno en a y si se analiza el
homeomorfismo de U — U es claro que J?es un mapeo abierto localmente k-uno a uno en
[a]. Los puntos de ramificacion de la funcion fson los puntos de multiplicidad k > 1, es
decir, los ceros de su derivada f’ v los polos miltiples de f (si los tuviera).

f
) Q
z
P .
y’
T/ -
U7

P “,

n 7

Figura 6.1: El plano complejo, el toro y la esfera

En el caso que se analiza, f y f’ son funciones meromorfas, estos conjuntos, por la
compacidad del toro C/€, son discretos y por lo tanto finitos. El nimero de ramas esta
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6. Propiedades topologicas de las funciones elipticas

determinado por ]f_l([am = N, segin el Teorema 3.3.2, es decir la cantidad de pre-
imagenes de f.
Por lo tanto f es un cubrimiento ramificado con N-laminas, de la esfera 3 por el toro

c/Q.

Si por ejemplo f fuera la funcion eliptica p de Weierstrass, entonces N = 2, por lo
tanto @ es un cubrimiento ramificado de 2-ramas de la esfera ¥ por el toro C/<Q.

Por la Proposicion 4.3.7 se sabe que la funcion g’ tiene ceros en las clases de congruencias
[% wl} , [% wg] , [% w;),] , donde {w1, wa} es una base de Q y wg = wy + we. La multiplicidad
k, de cada cero en g, debe satisfacer 1 < k < N =2, luego k = 2.

Ademas, existe una tnica clase de congruencia de polos de g, que es [0] = €. Por lo

tanto la funcién

p:C/A—=X

tiene cuatro puntos de ramificacién de orden k—1 = 1; que son las clases [% w] para w € 2.

Se puede visualizar a la funcion { de la siguiente manera:
Sea P un paralelogramo fundamental para {2} con vértices %(i w1 £ wa), entonces el 0 es el
centro del paralelogramo. Como la funcién p es par y tiene orden N = 2 vale que:
si 21,20 € P entonces (p(z1) = p(22) <= 20 =%21)
si 21, 22 € OP entonces (p(z21) = p(22) <= 29 ~ +271)
Por lo tanto
P(C/Q) =p(C) =p(P)

La imagen del toro se puede obtener de la imagen de P, identificando cada punto del inte-

rior del paralelogramo con su opuesto y cada punto de su frontera con puntos en [+ 2|0 IP .

La transformacion

Pz —z

produce una rotacién, segin un angulo 7, del paralelogramo P alrededor del origen 0.
Fig.6.2.

3™

/ ”/% z
1 / s
w, § - 1w

1
3 M2

1

9

Figura 6.2: Rotacion alrededor del origen de coordenadas

Maria de las Mercedes Ganim 68



6. Propiedades topologicas de las funciones elipticas

Ademés p mapea pares de puntos congruentes de la frontera de P, en pares de puntos
congruentes, luego p induce un mapeo p del toro C/Q en si mismo, definido por

Los puntos fijos de p

son las clases que satisfacen:
22] = [0] = Q

por lo tanto [% w} son los cuatro puntos de ramificacion de .
Entonces se puede visualizar a C/Q como un toro de R?. La funcién p representa una

rotaciéon de un adngulo 7, alrededor de un eje que atraviesa al toro en estos cuatro puntos

de ramificacion, Fig.6.3.

H

=)

Figura 6.3: Particion del toro

En las Fig. 6.3 y Fig. 6.4 se muestra como se puede dividir al toro C/Q en dos mitades,
H y p(H), las cuales se intercambian por la funcion p y se “pegan” a través de las dos
componentes circulares acotadas Cy y Co de H.

Cada punto en C/Q es equivalente, bajo la accion de p, a un tnico punto en H , ex-
cepto para los puntos sobre C7 y Co, que son equivalentes de a pares.
Por lo tanto se obtiene el espacio cociente O(C/Q) a partir de H, al identificar pares de
puntos de C7 U Cy como se indica por las flechas, Fig.6.4.

El espacio resultante, Fig.6.5, es homeomorfo a la esfera, ya que { (C/Q) es la Esfera de
Riemann 3, como se ve, Fig.6.1.

En resumen, el efecto de o sobre C/€ es tal que identifica cada clase [z] con [—z]. Como
la rotacion p tiene el mismo efecto, la imagen o (C/2) es justo el espacio cociente bajo la
accién de p y éste es homeomorfo a la esfera.
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Figura 6.4: Arcos congruentes del toro

Figura 6.5: Superficie homeomorfa a la Esfera

6.1. Toros conformemente equivalentes

Un toro complejo es una variedad compleja sobre R de dimensiéon compleja 1 de la forma
To = C/Q, donde  es un lattice en C, 0 sea Q = Zw; + Zws donde wy , wo son linealmente
independientes sobre R.

El espacio Tq tiene una estructura compleja inducida por la proyeccién natural
m: C— C/Q definida por z + [z], 7 es holomorfa.

Es claro que si
f:C/Q—C

Para todo abierto V' C C, su imagen m(V') es abierta en C/<Q.
La restriccion f [ () es holomorfa si y s6lo si fonm:V — C es holomorfa.

Lo que interesa estudiar ahora, es el espacio M = {toros complejos / ~}, donde la
relacion de equivalencia ~ se define:

C/Q ~C/Qy <= T¢:C/Q — C/Qa biholomorfa.

Luego, dos toros se dicen conformemente equivalentes si existe un homomorfismo
analftico entre ellos.
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6.1 Toros conformemente equivalentes

Definicion 6.1.1. Un homomorfismo analitico es un homomorfismo de grupos que ademds

es una aplicacion holomorfa entre dos superficies de Riemann.

Proposicion 6.1.2. Sean Q1,9 dos lattices de C.
Si¢p: C/Qy — C/Qq es una aplicacion holomorfa entre los toros complejos tal que cumple
que ¢(0) = 0, entonces ¢ es el homomorfismo analitico inducido por la multiplicacion, de

un cierto nimero complejo a.
Es decir dados Q1, Q9 , lattices deC, C/Q; ~C/Qy <= Ja €C : aQy = Qo

Demostracion. Se define la funcién ¢ mediante el diagrama:

c —*, C

ml lm

(C/Ql T) (C/QQ
Se puede suponer que ¢([0]) = [0]. Si no fuera asi, se corrige con la traslacion
z = z — b € Aut(C/Qq). Luego existe, por un resultado de topologia algebraica, un
levantamiento ¢ : ¢(0) = 0 = ¢(z) = az y entonces es claro que a§d; C Qo

Sise usa ¢! : C/Qy — C/Qy, tal que [0] — [0] y como ¢ biholomorfa, se levanta a

¢t :C—C; tal que 0~ 0

1 z2) =0 (2)=a"l2z ydeesto a7t Qy C
Luego a 21 = Qo O

Definicién 6.1.3. Se dice que dos lattices en C, Q1 y Qo son C-equivalentes si y sdlo si
Ju € C*=C~ {0} tal que Q2 =p N

Es decir dos lattices complejas se dicen C-equivalentes si se relacionan mediante una
homotecia y rotacion.

Y dos toros C/Q; y C/Qq son isomorfos si y sélo si, los reticulos 1 y 9 son C-
equivalentes.

Teorema 6.1.4. FEl espacio cociente de los toros complejos en la relacion de equivalencia
de lattices (~), es isomorfo al espacio SLa(Z)/H, donde H es el semiplano superior de C.

Demostracion. Sea {w;, we } base ordenada del lattice Q y el niimero complejo

w2
T=—
w1

tal que Im(7) > 0, si no se cambia por w1 Luego Ty, wy) = T< w2>
w2 w1

Wy
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Si se considera 7, 7/ € H

6.1 Toros conformemente equivalentes

T, = r]I‘(l,’r) , T = T(lﬂ")

T, ~Ty < 3peC*: (1,7) = p(l,7)
& JueCr:

' =plat+b) A
entonces

l=pler+d);a, b c,deZ

,  aT+b
= 6.1
T ST +d (6.1)
. [a b . :
donde a,b,cydeZyad—bc= =1 ya que la matriz ( d) es inversible.
c
Si ocurre que ad — bc = —1, la transformacion

T:THaT_i_b

cT+d

mapea H sobre el semiplano inferior, por lo tanto la Wnica posibilidad es ad —bc = 1 ya que
7 y 7' deben pertenecer al semiplano superior H = {7 € C|Im(7) > 0}.

Reciprocamente si a, b, c,d € Z y ad — bc = 1, entonces

!
=
Wi

1 1
! b 1= d 2
<c7’+d>(a7+ ) A (CT+d)(CT+ ) (6.2)
luego TT ~ TT/ RN E|'>/ (= SLQ(Z) : 7'/ =T
b b
donde v = (Z d)’ inversible y v7 = Z:id 0
Observacion 6.1.5. Sean Q = Qg o,y 5 ' = Q
/
- Wy

;1 lattices en C tal que 7 = ©2
{w1, w5} w1
de H, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
* Los Toros C/Q y C/Q son biholomorfos;
* Los lattices Q y ' son C-equivalentes;

* 7' =~(7) para algin v € T = SLy(Z)

Esto sugiere que se puede obtener informacion del lattice y del toro, al estudiar la accion de
I" sobre el semiplano superior H.

propiedad:

J() = j(r) =7

Con esto en mente se analiza, mas adelante en el trabajo, la funcién 5 : H — C con la
= vy(7)para today € I' A

Te H

(6.3)
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7. Curvas elipticas

7.1. Definicion

Inicialmente se puede pensar a una curva eliptica como el conjunto de soluciones

(z,y) € C? de una ecuacién de la forma:
y? =423 +ax+b, cona,beC (7.1)

Si se toma un sistema de referencia adecuado y se realizan sustituciones convenientes,
cualquier curva eliptica se puede expresar en la forma de la ecuacion (7.1) llamada forma
de Weierstrass.

Sea 2 un lattice en C, se sabe que la funcion g , asociada al lattice, satisface la ecuacion
diferencial (p')? = p(gp), donde p(x) es el polinomio ctbico p(x) = 423 — gox — g3, con

11 11
=60y —. g=10) —
we weN

entonces todo punto t € C/Q determina un punto (p(t), ¢’'(t)) sobre la curva eliptica
E ={(z,y) € C x C|y? =p(x)} donde@:CU{oo}

Por lo tanto se puede considerar al conjunto F como la representacion grafica de la ecuacién
y? = p(x), para x,y € C. Por ser subconjunto de C x C , E tiene una topologia natural.

Teorema 7.1.1. El mapeo 6 : C/Q — E definido por t — (p(t),0'(t)) es un

homeomorfismo.

Demostracion. Los puntos t = [0]; ¢t = [% w;] se mapean por 6, respectivamente sobre

(00, 00) v (e5,0), para j=1,2,3.
Para todo otro punto (x,y) € E, como p es par y tiene orden 2, la ecuacion p(t) =z
tiene dos soluciones diferentes ¢t = +1¢; siempre que z # {00, €;}, j = 1,2, 3. Por lo tanto

o (t) = —¢'(—t1) ¢ funcién impar

# @' (—t1) por ser soluciones simples

Entonces ©'(t1) y ¢'(—t1) son los dos valores de la raiz cuadrada

o' (t) = Vp(p(t) = /p(x)

y uno de estos valores es el que toma y, el que pertenece a la rama considerada. Luego,
existe un unico t € C/Q con t =t 6 t = —t; que verifica 0 (t) = (x, y), entonces 6 es una

biyeccién.
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Las funciones ¢ y ' son no constantes, meromorfas, abiertas y continuas. Por lo tanto
6 también lo es, luego 6 es un homeomorfismo. O

7.2. Curva eliptica real

Este embedding del toro C/€, como subconjunto E del producto cartesiano de dos
esferas, es bastante dificil de visualizar. Por el momento nos concentramos en los puntos
reales de E, es decir aquellos para los cuales x, y € R.

Se define como curva eliptica real al conjunto:

Eg = {(z,y) € R*|y* =p(z) =2 — gox — g3}

La grafica de y? = p(x) es la de una ecuaciéon de dos variables reales. Luego es una curva
plana no singular de grado 3.

Es claro que la curva Eg es simétrica respecto del eje z de R?, las otras propiedades
de Eg se encuentran facilmente bosquejando la grafica de p(x) y luego tomando las raices
cuadradas, siempre que p(x) > 0.

Por ejemplo, al ser un polinomio cubico real sin raices repetidas, p(z) tiene una o tres

rafces reales, segiin que el discriminante:
_ 3 2
A =gy —27g3

sea negativo o positivo, esto se puede ver facilmente al considerar los puntos reales de p(z).
La curva ER tiene entonces una o dos componentes respectivamente, como se muestra mas

adelante.

Definicién 7.2.1. Sea Q un lattice de C,

» La funcion meromorfa f:C — 3 se dice real si f(Z)= f(z), Vz € C

(3G se interpreta como o).

= FEl lattice Q) se dice real si Q= Q donde Q= {w|w € Q}.
Teorema 7.2.2. Sean  un lattice de C y p la funcion de Weierstrass asociada a §;

/
g2 =60Gy, g3 = 140Gg; szzw_k, k>2
we
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(7’) 92, 93 € R;
(i) G € R Vk > 3;
(iii) p es una funcion real;

(1) Q es un lattice real.
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Demostracion. Primero se demuestra (i) = (i)

Si se deriva (p')? = 49> — go  — g3 v se divide por 2, ya que ¢’ no es idénticamente

nula, se tiene que
2 O
2

En la Seccion 4 se encontré que la funcién p(z) tiene un desarrollo de Laurent, valido

/!

p =6p

alrededor de z = 0 dado por:
p(z) =22+ Z an 22"
n=1

donde
/
an = (2n+1)Gania = 20+ 1) w272

w

El coeficiente de 22" en el desarrollo de @'’ (z) es por lo tanto

(2n+2)(2n + Dap4+1

mientras que el coeficiente de 22" en el desarrollo de (p(z))? es

2an+l+ Z ar Qg

r4s=n

Al igualar los coeficientes en la derivada segunda de p, para cada n > 1 se tiene:

2n+2)2n+1)ant1 =12an41+6 > ara,

r+s=n

y luego
2n+5)(n—1)aps1 =3 Z ar as

r+s=n

Para n > 2 se tiene:

3
= o £ 5)(n—1) D aras

r+s=n
que expresa an4+1 en términos de aj - - a, asi

Ly
as = —a
3 3 1
ay = 3aa
4= G

1 2 1 2 2
as = 2a1 a3+ a3) = 2a1 + 3a3), etc.
5 = 13 (2aras +a3) = 55 (241 2)

Por recurrencia, se encuentra que cada coeficiente a, es un polinomio en aj; y as, con

coeficientes racionales.
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Si se reemplaza
an=02n+1)Gomy2 , 92=60Gs y g3=140Gs,

por inducciéon se muestra que cada Gy, (para k par; k& > 4 ) es un polinomio en g2 y g3
con coeficientes racionales, entonces si go y g3 fueran reales, Gy también lo serd. Segun el
Lema 4.3.2, para todo k impar Gy = 0, luego se demostro (i).

Si G € R Vk > 3, entonces los coeficientes del desarrollo en serie de Laurent de la
funcién @ son reales, luego p(z) = p(Z) alrededor de z = 0. Las funciones p(2) y p(Z%)
son funciones meromorfas, que coinciden en un entorno de cero, luego son iguales en todo

el conjunto de los complejos. Entonces g es una funcién real.

(i7i) = (iv)
Sea w € €, entonces p(z +w) = p(Z+w) =p(Z) = p(z) ya que p es real y w es uno

de sus periodos. Por lo tanto @ € €2, luego 2 C Q.
Si se consideran los conjugados, se tiene que Q = Q C Q, luego por igualdad de conjun-
tos 2 = Q y entonces 2 es real.

(iv) = (i)
Esto es inmediato si se considera que por hipotesis € es real y que

g2 = 60 Z:,uf4 Y gs = 140 Z/wfﬁ

we we

Este teorema muestra que es suficiente caracterizar los lattices reales.

Definicion 7.2.3. 5i Q es un latlice de C,

Se dice que ) es real rectangular si Q = Q) donde wy es real y wo es 1maginario

pUTO.
Se dice que Q) es real rémbico si ) = O, ,) donde w1 no es real y wy = Wy .
El nombre del lattice 2 esta determinado por el paralelogramo fundamental, con vértices

{0, w1, w1 + w2 ,wa }, segiin sea un rectangulo o un rombo respectivamente. Fig.7.1.

Teorema 7.2.4. Un lattice ) es real si y solamente si es real rectangular ¢ real rémbico.

Demostracion. Si 2 = Q,, ., es real rectangular, con w; € Ry wy € iR entonces
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i IR wy = w; + w,

wa i IR

IR

] wy = w; + wy

IR

Figura 7.1: Lattices reales

luego 2 es real. Un argumento similar se aplica para el caso de lattices rombicos:

ﬁ - Q(W,TQ) — Q((IJQ,OJl) — Q

Reciprocamente, se supone que €2 es real. Si w € ) entonces w+w, w —w € £, luego
Q) contiene a ambos elementos real e imaginario puro y éstos forman los subgrupos discretos
QNR =X y QNiR = piZ para ciertos A, u € R; A, u > 0.

Es claro que Q 2 AZ + uiZ y si se tiene la igualdad entonces 2 es real rectangular ya
que { \, ui} es una de sus bases.

Si se supone que existe w € QN (AZ + piZ) y se considera que 0 < Re(w) < Ay
0 < Im(w) < p. Se obtiene

2w=(w+w)+ (w—w),

con (w4+w)e QNR=MN y w—w € QNiR = piZ, luego se tiene
2w =mA + nui m,n €Z

Las condiciones requeridas sobre Re(w) e Im(w) exigen que m y n tomen los valores

0 6 1. Como w no es ni real ni imaginario puro, se debe exigir que m = n = 1 y entonces

1

Asi todo elemento de ©Q N (AZ + piZ) tiene la forma:

;()\+m)+a)\+bui=(a+b+1)<)\+m> +(“b)<A_m>

2 2

para los enteros a, b, mientras que todo elemento de A\Z + uiZ tiene la forma:

a/\—i-b/,Li:(a—i—b)()\zm) +(a—b)(/\_“i>.

2
1 . 1 . , . .
Luego {5(A + pi), 5(A — pi)} es una base de Q y éste es real rombico. O

Teorema 7.2.5. Sea Q un lattice real. Entonces la curva eliplica real ER tiene una o dos

componentes segun sea £ un lattice real rémbico o real rectangular, respectivamente.
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Demostracion. Como FEp es el grifico de y> = p(x), se puede contar sus componentes
contando las raices de p(x), es decir, los puntos (z,y) € R? para los cuales y = ¢'(2) =0
y ¢ = p(z) € R paraalgin z € C. Como p(x) es un polinomio cubico con raices diferentes,
existe uno o tres de tales puntos y Eg tiene una o dos componentes respectivamente.
Como las tnicas soluciones de ¢'(z) = 0 son de la forma z ~ %wj , (1 =1,2,3)es
suficiente determinar cuéles de los e; = p(% w;) son reales.
Se propone 2 = Q,,, ., real rectangular, con wy € Ry wy € iR. Fig.7.2.

Por Teorema 7.2.2 para un lattice real, la funcion @ es real, p(R) C RU {co}, luego
e1 = p(3wi) €R.

Wy Wy
Wiy | Ms 2
Z W22 1R
0 wy -
w1 >
Figura 7.2:

Size %wg + R entonces Z = z — wy y por lo tanto

p(2) = p(Z) = p(z — w2) = p(2)

luego p(z) € R.
Si se calcula p(3ws) v p(3ws) se encuentra que los respectivos valores es y e3 € R.
Entonces p(x) tiene tres raices reales, por lo que ER intersecta al eje real x en tres
puntos ej, ez, e3, por lo tanto tiene dos componentes, una infinita que contiene a (e, 0)
y que corresponde a Re(z) > e, la otra acotada, que contiene a (ez, 0) y (e3, 0) que
corresponde a z € %wg + R. Fig. 7.3.
SiQ = Q4 wy) s real tombico, con Wi = wy, entonces de nuevo se tiene que p(R) € RU{oo}

y por lo tanto e3 € R. Ahora %Fl = %wg , luego

1 1 1 _
62:@(2W2> :@<2W1> :@<2W1> =e€1

como e # ez, ninguno puede ser real, por lo tanto p(x) tiene una tnica raiz real, luego Er
solo tiene una componente que intersecta al eje z en (es, 0) que corresponde a z € R.
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Figura 7.3: A > 0; g2 > 0; g3 <0

A T

A<0:92>0: 9,0
f ~h
A<0:9;>0: g<0

+ 4

A<0; g3<0;93<0

Nota: En los graficos, la curva de la izquierda representa a y = p (x) y sobre la derecha
se representa y? = p (z). Los puntos fijos son las intersecciones con el eje x. Cuando A > 0
la curva de la derecha tiene dos componentes y si A < 0 sélo una.
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8. El teorema de Adiciéon

Se dice que una funcion f posee un Teorema de Adicion si existe una relacion entre

f(z1), f(z2) ¥y f(21 + 22) de la forma

R(f(z1), f(z2), f(z1+ 22)) =0 (8.1)

para todo z1, 29 € C donde R es una funcién racional no nula, con coeficientes complejos
en sus componentes.
Si se multiplica (8.1) por el denominador de la funcién R se puede considerar que el

primer miembro es un polinomio.

Observacion. La funcién R es una expresion racional de f(z1), f(z2) y f(z1 + 22). No se
exige que f sea una funcién racional.

Ejemplos conocidos del Teorema de Adiciéon son aquellos que involucran a las funciones

exponenciales y trigonométricas, tales como:

exp(z1 + 2z2) = exp(z1) . exp(z2) (8.2)

tan(zy + 22) = 1 iail;zzll_')_ tatlilif(222) Y

ambas son equivalentes a identidades de la forma (8.1).

El teorema de adicién para la funcién seno se obtiene de:
sen(z1 + 2z2) = sen(z1) cos(z2) + sen(zz) cos(z1)

si se reemplaza cos(zj) = /1 — sen?(z;) para j = 1, 2 y se eleva al cuadrado dos veces para
eliminar la raiz cuadrada.

Técnicas similares se aplican para las otras funciones trigonomeétricas.

Las funciones racionales poseen un Teorema de Adicidon, aunque la expresion
correspondiente a (8.1) en general, no es ni obvia ni particularmente conveniente.

Para encontrar la expresion cuando f es una funcién racional, se sugiere el procedimiento
siguiente:
Sea f = g una funcién racional de z , con p y ¢ polinomios; se define

p(u) = f(z1) q(u)
h(v) = p(v) = f(z2) q(v)
p(u+v) = flz1 + 22) g(u + )
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g,h v k son polinomios en las variables u, v o ambas. Sus coeficientes tienen la forma
a—+ bf(Z1) ;a+ bf(Zz) ;a—+ bf(21 + 22)

donde las constantes a, b se obtienen de los coeficientes de p y q.

Ma3s atin, las ecuaciones:

glu) =0
h(v) = 0 (8.4)
k(u,v) =0

tienen una soluciéon comun® en u = z; , V=29

Para obtener el polinomio resultante se puede eliminar u entre g(u) =0y k(u, v) =0
y se encuentra [(v) . Luego al eliminar v entre I(v) =0 y h(v) =0 se obtiene un teorema
de adicién de la forma (8.1).

Ejemplo. Sea f(z) = zj— . entonces p(u) = u; q(v) =v+1; gu) = u — f(z1)(u+ 1),

luego las ecuaciones (8.4) toman la forma:

u(l— f(z1
v(l — f(z2
(u+v)(1 = f(z1+22)) — f(z1 + 22) =

y eliminando u y v se tiene una expresion para el teorema de adicion,

fl) | =) _ _flaat )
1-— f(zl) 1-— f(ZQ) 1-— f(Zl + ZQ)

La eliminacidn de u y v es, por lo general, mucho mds dificil de realizar cuando f tiene

grado mayor que 1.

Con un trabajo analogo y utilizando la expresion (8.2) para la funcién exponencial,
se muestra que si w € C ~ {0} entonces toda composicion de una funcién racional con
exp(27miz/w) tiene un teorema de adicion.

Si ademds se considera w = 27 se encuentran los teoremas de adiciéon para las funciones

trigonomeétricas.

5Una condicién necesaria y suficiente para que dos ecuaciones polinomiales s(u) =0 y t(u) =0 tengan
soluciéon comin w es que este valor anule al polinomio resultante de s y t.
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8.1. El Teorema de Adiciéon para funciones elipticas

El desarrollo de la teoria de las funciones elipticas y en particular del teorema de adicién
de ciertas integrales elipticas, se remonta a investigaciones de C.G. Fagano y L. Euler del
siglo XVIIL.

Un importante resultado de K. Weterstrass muestra que una funcién meromorfa con un
teorema de adicion debe ser la composicion de una funciéon racional con exp(2miz/w) para

w # 0, 6 una funcién eliptica con respecto a un lattice.

Esto pone de manifiesto la estrecha relacién entre las funciones racionales; las simple-

mente periodicas v 1las doblemente periddicas.

Para encontrar un teorema de adiciéon de una funcién eliptica respecto de un lattice, se
hace lo correspondiente para la curva eliptica asociada y para ello se muestra la estructura
de grupo sobre la curva eliptica E.

En el Teorema 7.1.1 se probo que existe una biyeccion 6 : t — (p(t), ©'(t)) entre el toro
C/Q y la curva eliptica E = {(z, y) € C x C|y2 = p(x) = 423 — gy — g3 }

Como C/€Q tiene estructura de grupo se puede usar ¢ para inducir esta estructura sobre
la curva E de la siguiente manera:

Sea Pj € E para j = 1, 2; se define P; + P, = 0(t; + t2) donde P; = 6(t;); luego la
correspondencia 6 : C/{) — FE resulta un isomorfismo.

Es claro que el elemento neutro de E es 6([0]) = (p(0), ¢'(0)) = (00, 00) y si

P=(z,y)=(pt), ¢'t) € E

entonces el inverso de P es

luego el inverso de cada punto de E, es el que le corresponde por reflexion sobre el eje real
z. Como la curva eliptica es simétrica respecto del eje x, es evidente la estructura de grupo
de F.

Algo mas dificil es expresar el teorema de adicion de FE, en términos de las
coordenadas = e y.

Sea Pj = (zj,y;) =0(tj) € E para j =1, 2 entonces P; + P> = 0(t; + t2)
Dejando de lado casos triviales, se puede suponer que P;, P, vy P, + P> son no nulos en
E, es decir ty, to, t1 +t2 # [0]

Se supone ahora que se tiene una funcioén g, eliptica de orden 3, con polo triple en [0] y
ceros simples en t1 y to (6 un cero doble en ¢; si t; = t3); entonces g debe tener un tercer
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cero en t3 € C/Q, donde
t1+t2+t3 = [0] )

segun el Teorema 3.3.4. Al reemplazar P3 = (x3, y3) = 6(t3) se obtiene
P +P+P;=0

y por lo tanto
Py +P=—P3=(x3, —y3)

Note que las hipotesis acerca de t; y t2 garantizan que ninguno de los ceros t; coincide
con el polo [0] y que t3 # t1, to

Se veré que tal funcién g existe. Se considera la funcién:

g(t) = ¢/(t) —ap(t) - B (8.5)

con constantes apropiadas ., 8 € C; por construccién, cualquier funcién de esta forma tiene

orden 3, con un polo triple en [0].

Se supone primero que t; # to. Entonces g tendra los ceros requeridos si se cumple que:

O'(tj) = apt;) + 6,5 =1,2
es decir
yj = axj+p (8.6)

para j = 1, 2; como t; # +ta y t1, ta # [0], se tiene que x; y o son distintos y finitos,
luego existen «, 5 € C que verifican (8.6). Como g(t3) = 0, la ecuacion (8.6) vale también
para j = 3 y asf los puntos P, P» y Ps estan alineados en C x C.

Si se reemplaza P3 = (p(t1 + t2), —¢'(t1 + t2)) se deduce que

o(t1) o' (t1) 1
p(ta) o' (t2) =0
p(tl + tg) —p/(tl + tz) 1

lo cual es valido también cuando t1 = ts.

Si se desarrolla este determinante y se tiene una forma del teorema de adicién para
las funciones de Weierstrass o y ¢’
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8.2. Teorema de Adicién para la funcién o de Weierstrass

Se muestra ahora que la funcién p de Weierstrass tiene un teorema de adicion de la

forma

R(p(t1), p(t2), p(t1 +t2)) =0 (8.7)

para alguna funcién racional R.
Para calcular los coeficientes a y /5 de la funcién g en la ecuacion (8.5) se exigen dos
condiciones:

Primero si t; # ta, entonces de la expresion (8.6) se deduce que:

Yyr — Y2
o= —
Tl — T2

(8.8)

Si ademas se considera que yjz =p(z;) y que y; = axj+ [ para j = 1,2,3, entonces
se obtiene
p(z;) = (azj+ ) =05 j=1,23

Por lo tanto si 21, x2, 3 son las raices del polinomio ciibico:
p(z) = (ax + f)? = 42° — a®2® — (g2 + 2a f)z — (g5 + §°)

Por relaciéon entre raices y coeficientes de una ecuacion de tercer grado se tiene que:

2

«
r1 + X2 + 23 = T (8.9)

y al utilizar (8.8) y p(t1 + t2) = p(—t3) = p(t3) = x3, se obtiene:

L (¢(t) —¢(t2) )
ot +1t2) = — ( — o(t1) — p(ta) (8.10)
4\ p(t1) — p(t2)
valido para ty, ta, t1 + ta # [0]
Esta expresion (8.10) se conoce como el Teorema de Adicion para g aunque extric-
tamente hablando se deberia usar (p')? = p (p) para eliminar las derivadas y encontrar una
ecuacion de la forma (8.7).

Para cada t2 # [0] fijo, la ecuacion (8.7) es vélida para todo ¢; # [0], t2; entonces se
puede considerar a

R(p(tl)a p(tQ)? p(tl + tg)) =0

como una funcién eliptica de ¢; . Como es funcién continua del toro en la esfera ((C/ Q— Z),
entonces al tomar limite para ¢; tendiendo a cada uno de los valores especiales, se ve que
la expresion (8.7) es valida para todo t; y para todo to # [0].

Si se fija t; y se hace tender to — [0] es claro que la expresion (8.7) es valida para todo
t1, to € C/Q
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Como ejemplo de este proceso limite, se fija to2 =t y se hace tender ¢; — 2, entonces se
obtiene el teorema del doble de t

i 2
o2t) = (%) — 2000 (s.11)

Alternativamente se puede mostrar esta ultima expresién de otra manera: cuando

t1 =ty = t, la funcion
g=¢ —ap—7

tiene una rafz doble en t, es decir que

0"(t) - ag/(t) = 0

luego
A0
¢ (t)

entonces es claro que la expresion (8.11) se sigue de (8.9).

Por otro lado, la estructura de grupo de E y sus coordenadas cartesianas, muestran que
Py + P, esel punto (z3, —y3) € E,

y por (8.9)

a2

L3 = —— —T1— T2
4

2
1 <y1—y2>
= —|—=) —71—1
4 r1 — T2
se tiene entonces,
ys = axz+f

con
_ T1Y2 —T2Y1

 x— 2
y por lo tanto
(3 — w2) y1 — (v3 — 1) Y2

- 8.12
Y3 pr—— (8.12)

Esto muestra que las coordenadas de P; + P» se pueden expresar como funciones racio-
nales con coeficientes racionales, de las coordenadas de Py y Ps.

Analogamente la inversion (reflexion respecto del eje real) (z,y) — (x, —y) es una
funcién racional, luego E es un ejemplo de grupo algebraico.
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Suponga ahora que 2 sea un lattice real. Si se agrega el elemento (co, 00), neutro
de E, a la curva eliptica real Eg = {(z,y) € E|z,y € R}, se encuentra:

Er = EpU {(OO, OO)}
luego E{{ es subgrupo de F y por lo tanto es cerrado bajo las operaciones del grupo.

Dados P, # P5 en EIQ, se puede encontrar P; + P, usando la colinealidad de P, Po y
Pj3; si se toma la recta y = ax + S que pasa por Py y P, se encuentra su tercer punto

P5 en la intersecciéon con E[\R y por la reflexion de éste, respecto del eje = (), se determina
P+ P, =—-P; Fig.8.1.

Figura 8.1: Ley de Grupo en la curva eliptica

Si P, = P» entonces se toma la recta tangente a Eg en P y se repite el procedimiento
anterior.

Un argumento similar muestra que si g2, g3 € Q entonces la curva eliptica racional

Eg ={(z,y) € E|z,y € Q} U{(00,00)}

es subgrupo de E.

Estos conceptos tienen gran importancia en la Teorfa de Nameros, particularmente en
la biisqueda de soluciones z,y € Z |y? = p (x) donde p es un polinomio ctbico en una inde-

terminada.

Teorema 8.2.1. Si f, g € E(Q) entonces existe un polinomio ® en dos variables, no nulo,

irreducible, con coeficientes complejos, tal que ® (f,g) es idénticamente cero.

Este teorema afirma que toda funcién eliptica f tiene un teorema de adicién.
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8.2 Teorema de Adicién para la funcién p de Weierstrass

Ejemplo. Las funciones o y [ son elipticas respecto del lattice €2, como se verifican las
hipdtesis del teorema, entonces existe un polinomio no nulo ®, irreducible, con coeficientes
complejos tal que ®(p, f) = 0.

Si se elimina p(z1), p(22) y p(z1 + 22) de las ecuaciones:

(p(21), f(21)

(@(22) ) f(Z2)

P(p(z1 + 22), flz1 + 22)
)

R(p(21), 9(22), p(z1 + 29

P
P

)=0
)=0
)=0
)=0

se encuentra una expresion polinomial que relaciona a f(z1), f(z2) y f(z1 + 22).

La expresion que se obtiene es un Teorema de Adicion para la funcion eliptica f.
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9. Formas Modulares

9. Formas Modulares

9.1. Definiciones

Al semiplano superior se lo denota con H = {z € C | Im(z) > 0} y con SL2(R) al grupo
de las matrices cuadradas de orden 2, con coeficientes reales y determinante 1.
La accion de SLy(R) sobre C* = CU {oo} se determina de la siguiente manera:

Sivy= Z J es un elemento de SLy(R) y si z € C*, se encuentra que
Jemte! o
Es claro que ;
m(z
Im(yz) = M
esto muestra que H es invariante bajo la accion de SLa(R).
El elemento —1 = _01 _01 de SLy(R) actia trivialmente sobre H. Se puede

considerar al grupo PSLy(R) = SLa2(R)\{£1} como el grupo de los automorfismos analiticos
sobre H.

Se denota con I" = SL3(Z) al subgrupo de las matrices con coeficientes enteros de SLa(R)
y se puede probar que este subgrupo es discreto.

Laimagen de I' = SLy(Z) en PSLy(R) es el grupo modular I'\{£1}. Si~ € I', a menudo

se utiliza el mismo simbolo para denotar su imagen en el grupo modular.

Sea L = {2 | © es un lattice de C}
En la Seccion 4 se defini¢ para k > 2y Q € L

!/
Gop = Gor(R) = ) w ™

wes

donde ZLEQ indica que la suma se realiza sobre w € Q, w # 0,

11

g2 =60G4(Q) =60 —
11
=1 =1 —
g3 40 GG(Q) 402 G

Proposicion 9.1.1. Sea Q € L, para p € C~ {0} se verifica que

Gk (1) = =" G ()
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Demostracion.

!/
Gop (uf) = Z w2k

wep2
= > )
weN
— Z’w—%
wel
= Gy ()
O
Si se considera Q = (z, 1) y se define
9(z) :=Gox ({2, 1)) = Z (az+b)"%* ;2e€ H con a,belZ
(a,)#(0,0)
Sivyel
7:<a Z) cona,b,c,d e’ (9.2)
c

y se calcula

az+b

9(12) = Gl 2) = G <<+d

1>> = (cz 4 d) ) Gy, ((az +b, cz + d))
Esta tltima igualdad vale por la proposicién anterior y porque
(az+b,cz+dy=(z,1)

luego
9(v2) = (cz+ d)* Gar ({2, 1))

y por lo tanto
9(72) = (ez +d)* g(2)

Reciprocamente, si g : H — C tal que

9(v2) = (ez + d)* g(2)

donde H es el semiplano superior y « la transformaciéon bilineal racional con coeficientes

enteros, definida por la matriz inversible (9.2), se define la funcion G para Im(w2> > 0,
w1

donde {wy,ws} es base del lattice €2

G({wr, wa)) = w1—2kg<w2>

w1
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ademas vale que
G(uQ) =p?"G(Q)  Vpe C\{0}

Proposicion 9.1.2. Eziste una correspondencia biunivoca entre las funciones:

G:L—>C ; Gu)=p2*GQ) , YueC~{0},Q€ecL
b
g H=C : glyz)=(cz+d)?g(z) w:(“ d) € SL(Z).
C

Ambas funciones G : L — C y g : H — C son inversas entre si. Luego G < ¢ es una
biyeccién.

Definicion 9.1.3. Sea k € Z. Una funcion modular de peso 2k es una funcion

f:H—C meromorfa tal que:

() 107 = (et d ), ¥y = (‘C’ Z)  SL(2)
(ii) f es meromorfa en 0o

Este concepto se aclara en las proposiciones siguientes:

Proposicion 9.1.4. Sea f una funcion meromorfa sobre H.

f es una funcion modular de peso 2k si y sélo si verifica:

(a) f(z+1) = f(z)
(b) f(=1/z) =2 f(2)

La demostracién en un sentido es inmediata si se observa que:

1 1 —1
241 = <0 1) z , —l/z= (? O) z , por la accién definida en (9.1)

Por lo tanto

fe+)=17f(2)=f(z) . [(=1/2)=(z+0)*f(2) = 2% [()

Luego valen las condiciones (a)y (b).

11
Para la demostracién en el otro sentido, se tiene en cuenta que las matrices T' = (O 1)

yS= (? 01> generan SLy(Z).
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Ademas, para estudiar el comportamiento de la funcion en el infinito y debido a que
f(z+1) = f(»), basta estudiarla en el disco unidad U, centrado en cero. Entonces en las
proximidades de z =0, 3 f : U*¥ — C, holomorfa, (U* indica al disco unidad sin el cero),

entonces se puede expresar a f como composicién de g(z) = 2™ y ]?, es decir
f(z) = f(e*™*) con f meromorfaen 0< ¢ <1 (9.3)

Esto se visualiza en el diagrama siguiente:

H
q f
U* — C
f
Luego
. o0
flo)=> anq", 0<lg <1 (9.4)
—0o0

lo que equivale a que f admite un tnico desarrollo en serie de la forma:
e .
F(2) =) ane®™™, Im(z) > M (9.5)
—00

para M suficientemente grande y con los mismos coeficientes a,, de (9.4). Por ser f me-
romorfa existe ng € Z y se cumple que a, = 0, Vn < ng. A este desarrollo se lo llama
expansion de Fourier de f(z) en oo.

Observacion. Como f admite el desarrollo (9.4) en un entorno del origen, se considera a
f la prolongacion meromorfa en el origen de la funcion f y por abuso de lenguaje, se dice

que f es meromorfa en el infinito.

Observacion. Cuando f es holomorfa en el infinito, su valor en ese punto estd dado por

Definicién 9.1.5. Sea k € Z. Una forma modular de peso 2k es una funcidn modular
f que es holomorfa en el semiplano superior H y en el oco. Y si ademds se cumple que:
f(o0) =apg =0, f sellama forma cuspidal.

Definicién 9.1.6. Dada una funcion meromorfa no idénticamente nula f : H — C y un
puntop € H, se llama orden de f en p al nimero entero n tal que f/(z—p)™ es holomorfa
y no nula en p. Se denota con vp(f) =n
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Si p es un cero de orden k, entonces v,(f) =k
Si p es un polo de orden k, entonces v,(f) = —k

Se define voo (f) = vo(f), donde f(z) = f(e*™%*), como en (9.3)

Observacion 9.1.7. Si f es una funcion modular de peso 2k, entonces

Up(f):U'Yp(f)7vp€ HaVVGF

Esto es inmediato a partir de la condicion (i) en la Definicion 9.1.3

Serie de Eisenstein de peso 2k

Un ejemplo particular de funciones modulares de peso 2k, son las Series de Eisenstein.

Se llama serie de Eisenstein de peso 2k a:

Gu(z)= > (cz+d)™, z2€H ¢, d kel k>2 (9.6)
(e, d)#(0,0)

Se sabe, por el Lema 4.3.3, que converge para todo punto del semiplano superior y que

9(2) = Gar(z) = G2 ({1, 2))

1
—
|
Pajp—
o+
[0S 1% EE N ——

Figura 9.1: Region Fundamental F

Las series de Eisenstein convergen en todo el semiplano superior. Ahora se estudia en
una region fundamental particular F, la franja que se representa en la Fig.9.1. Se calcula
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para z € F
lcz+d|* = (cz+d)(cZ+d)
=222+ 2cdRe(z) + d* donde Re(z) > —1
>z —2¢d + d?
> lelz| —df?
Luego

1 1
Z ez + d|?F = Z — d|?* =0

|cp
(c,d)#(0,0) (¢, d)#(0,0)
por lo tanto, por el M-test de Weierstrass la serie Gax(z) converge uniformemente en F.

Luego converge uniformemente en vF, Vv € T' = SLy(Z) y define una funcion holomor-

faen H. Esto ocurre ya que « es un mapeo conforme y la serie converge uniformemente en F.

En la proposicién 9.5.1 se demuestra que:

Go(2) =2C(2k)+ > (cz+d) (9.7)
(c,d)#(0,0)
donde
1
C(s) = o Vs Re(s) > 1, es la funcion ¢ de Riemann.
n=1

Por convergencia uniforme en H se puede calcular el limite, término a término, cuando
Im(z) — oo y resulta
lim  Gox(z) = 2((2k)

Im(z)—o0

lo que dice que Gai(z) es una forma modular de peso 2k que no es cuspidal.

Luego G no es idénticamente constante. Note que G4y Gg son las series de Eisenstein
de peso 4 y 6 respectivamente.

Teorema 9.1.8.

—4_ T -6 _ T
2omt=gg v 2 =g
m=1 m=1
Demostracion. Se sabe que
o0
Z (z—m) ™% = 72 cosec® w2 (9.8)
m=—o00

elevando al cuadrado e invirtiendo el desarrollo en serie de la funcién seno,

7T323 77525
TR

SeN7TZ = L —
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se obtiene la un desarrollo en serie de Laurent

w2 giz2 opbit

31715 T80

T (9.9)

71'2 Cosec2 T2 = —& +
2

. 1 . . .
valida en |z| < 1 ya que 7% cosec? mz = — es analitica en el disco unidad.

z
Al diferenciar dos veces la expresion dada en (9.8 ) se tiene:

o0

B 6 27t 8xb22
6 Z (z—m) 4:?+T5+ 63 + -

m=—0oQ

véalida en |z < 1

Diferenciando dos veces nuevamente, se obtiene

> « 120 167x% 8x6:2
120 3 ooyt = T Tty

m=—0oQ

valida en |z] < 1
Si se cancelan las partes principales, en z = 0, con los sumandos correspondientes a m = (

y reemplazando z = 0 se tiene

meZ—{0}
Y 6
167
120 —m) 0= ——
>, ()=
meZ—{0}
encontrando lo pedido. O
Nota: Este método permite evaluar la funcién zeta de Riemann > .°_,m~° en cada
niimero entero par s > 2, por ejemplo:
o0 2
SUREE
m=1
La funcién discriminante A
Definicién 9.1.9. Se llama funcidn discriminante a la funcidn:
A(z) = g3(2) — 27 g3(2) (9.10)

donde g3 = 60 Gy Yy g3 = 140 G
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Si se calcula

Ifm A(z) = (60 G4(c0))? — 27 (140 Gg(c0))?

Z— 00
ot 4
60 G =60 5 = 7!
4(0) 2325 3"
2m6 23

se obtiene que

4\ 12 23\ ° 12
La funcion discriminante A(z) es una forma modular cuspidal. Es asi por ser com-

posicion de formas modulares ademas de ser analitica en todo H y en el 0o ; donde A(co) = 0.

En el teorema 9.2.4 se demuestra que A(z) #0 Vz € H y que A es una forma modular
cuspidal de peso 12.

Nota: El peso minimo de una forma modular cuspidal es 12. Se puede probar que s¢
f(2) es forma modular cuspidal de peso k < 12, entonces f(z) = 0.

9.2. El espacio de las formas modulares
9.2.1. Ceros y polos de una funciéon modular

Se ha visto que si f: C/Q — C es eliptica y no idénticamente nula, entonces
T S
S-S mg =0
1 1

donde my , -+, m, son los 6rdenes de ceros de f; m), ---, m} los 6rdenes de polos de f
y € el lattice de f.

Esto es parte de un resultado general, al que se refiere el siguiente teorema

Teorema 9.2.1. Si M es una superficie de Riemann compacta, f : M — C meromorfa y

va(f)zo

peEM

no idénticamente nula, entonces

donde
k  sip es cero de orden k de f

vp(f) =4 —k sip es polo de orden k de f
0 sif(p)#0, 0

La suma de la tesis del teorema es finita por la compacidad de M.
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(a)

(b)

9.2 El espacio de las formas modulares

Proposicion 9.2.2. Sea F' la region definida en la Fig. 9.1.

Todo punto del semiplano superior H se mapea sobre F, por algin elemento de

SLy(Z)\{+ I}, donde I — <(1) (1)>

Los unicos puntos congruentes, por la accion de I' son los z <+ z 4+ 1 pertenecientes a los
lados verticales y los z <+ —— del arco circular de F.
z

Los tinicos puntos fijos de F para v # 1 son

para el subgrupo {1,S} la unidad imaginaria i

para el subgrupo {1, ST, (ST)?} el nimero complejo p = *™/3

para el subgrupo {1, T'S, (T'S)?} el nimero complejo p' = —p = e™/3

-1 11
donde S = 0 yT = son elementos de I'.
1 0 0 1

Teorema 9.2.3. Si f(z) es una funcion modular de peso 2k, no idénticamente nula,

Voo (f) + Z M:ﬁ

e 6
peH/T p

entonces

donde e, =I'), Ty ={y €' :vp=rp}

Un enunciado equivalente de la tesis del teorema, para f funcion modular de peso 2k,

no identicamente nula es:

Voo (f) + Upéf) + vi;f) + 3 ulf) = g (9.11)
PFi, p

Demostracion. En primer lugar f tiene un ntmero finito de ceros y de polos (modT").
Como la funcién f , definida en la ec. (9.3), es meromorfa en 0 entonces 37 > 0 tal que

f no tiene ceros ni polos en D*(0, r), luego f no tiene ningin cero ni polo para |q| < r, es

1
decir para I'm(z) > iy

27
_ — 1
Sea F, = {z e F :Im(z) < ;T}, por compacidad y ya que f es meromorfa en H,
T

tiene un numero finito de ceros y polos en Fj.

Se elige como dominio la regién fundamental truncada D,, con r como antes y se integra

1 df
2mi f

Se supone que f no tiene ceros ni polos en la frontera de D,., excepto tal vez en z = p, —p, .
Se modifica 0D, cerca de p, —p, ¢ por medio de un arco de circulo como en la Fig.9.2. Existe
un contorno £ en cuyo interior hay un representante de cada cero o polo de f no congruente
ap,—p,nia i
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-1 -2 0 12 1

Figura 9.2: Regién Fundamental truncada

Se aplica el teorema del residuo para calcular

L [ f(z)
— dz —
2mi Je f(2)
Como
k si p es cero de orden k

up(f) =
P —k  si pes polo de orden k

es claro que
f'(z)
f(z)

vp(f) = Res;—p

Luego

L[ LR, 3wl

2mi Jg f(2) Seden
donde p es cero o polo de f en D,.
En los puntos de la frontera de F, donde v,(f) # 0 se marca un semicirculo y se elige puntos
A, E tal que Im(A) = Im(FE), suficientemente grande de modo que no haya polos ni ceros
con Im(z) > Im(A) y |z| < 3
Se calcula la integral del primer miembro, a trozos: primero a lo largo del segmento
orientado de F hacia A:

1 J'(w) du
2m EA f 2y g2mit ()
donde —% t < %, r = e 2mm(4) ¢] cambio de variables ¢ = €2™* transforma al

2mit

segmento F A en el circulo u = re“™ centrado en 0 y orientado en sentido negativo.
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Por lo tanto se encuentra:

2%1’ o f/J(fZ)dz = —vo(f) = —veo(f) (9.12)

1 f'(z)dz _
2mi /B/E’ f(2)

donde BB’ es el arco de circulo p +reit; o =—p; ap <t<

Ahora se calcula

y luego se hace tender
T a cero.

Se observa que vy (f) = v,(f), pues p’ = Sp y por ello

f)=(—-p"Dgz) 5 g()#0

se deriva

y se obtiene
) _ o) | ge)
fz) z=p  g(2)

/
como g(p') # 0, la funcion % es analitica cerca de p’, luego si se considera que 7 — 0,

/
/Ag—>0
BB 94

yva que la longitud del arco BB’ tiende a cero cuando r — 0.
Ademas, z = p' +re® donde a, <t < g, luego la integral

[ME]

1 dz 1 &t 1 (n . 1 7
S = — = — _—— a _—
2mi Jgpz—p 27 Ja, or\2 2 3

cuando r tiende a cero. Por lo tanto, si el recorrido se realiza en sentido negativo

.1 fl(z)dz  vp(f)
e (9.13)

Si se trabaja de manera anéloga se obtiene

1 f'(z)dz _  vp(f)

LU 55 flz) 6 (9.14)
’ L PEde wl)
z)az V;
r502mi Joa f2) 2 (9.15)
Falta calcular
f'(2) dz+ f(z)dz _
o f(2) cp f(z)
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cuando r tiende a cero.

Los arcos B'C y C'D se corresponden por la funciéon S(z) = —— pero recorridos en sentidos

1
o - z
opuestos. S transforma al arco B'C sobre DC’ y como f(S(z)) = 2%* f(z), se tiene

F(S(2)) & = 2k f(2) 1 22 ()

z

luego

SR _ 2k ['()

f(8=) = f()

por lo tanto

luego,

1 "(z)d "(z)d k k

fm — f1z) dz + fz) dz =—pB—a)== (9.16)
r—=027mi\Jgre  f(2) cp [f(z) ™ 6

esto se obtiene al considerar que el angulo que forman los vectores posicion de p’ e i es T
El grafico, Fig.9.3, aclara estos célculos.

Figura 9.3: Angulos correspondientes
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T(z) = z + 1 transforma el segmento AB en el ED’ y como f(T(z)) = 12*f(2), se tiene

que
1 [Bdafr 1 [Fdf
owiJa £ omi )y 7 T

Por lo tanto, al sumar los resultados de cada integral se tiene la expresién del teorema,
siempre que no haya ceros ni polos en 9D,.
Si f tuviera ceros y polos en la frontera, el contorno se modifica con un semicirculo en cada
polo o cero como se muestra en la Fig.9.4 y las integrales correspondientes se cancelan entre
si, cuando los puntos se encuentran sobre las verticales. Cuando los puntos pertenecen al
arco que contiene a p', i, p, los valores que se obtienen respecto de p y de S(p) son ambos,

iguales a —3v,(f), aportando —v,(f) a la suma total. O

A{
gl

12 L
Figura 9.4: Region con ceros y/o polos en la frontera

9.2.2. El Algebra de las formas modulares

Sea k un ntmero entero, se denota con
s My, al C-espacio vectorial de formas modulares de peso 2k.
= Sy, al C-espacio vectorial de formas modulares cuspidales de peso 2k.

Se consideran solo subindices pares porque para los impares, el espacio es {6} ya que

f<z>:f[<‘01 _01> | =cvrse. veen

Para k > 2, el espacio Sy es el nicleo de las formas lineales (f — f(oc0)) de My en C*.
Luego la dim(Magg/Sor) < 1.
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Al analizar las series de Eisenstein como ejemplo particular de formas modulares, se probé
que para k > 2, Gor(z) € My \ Sop.
Por lo tanto se tiene

Moy = Sor ® CGa, Vk>2

Teorema 9.2.4. Sea My, el espacio de las formas modulares de peso 2k

(i) Sik<06k=1 entonces My, =0
(1) Sik=0,2,3,4,5, entonces Mo = CGoy, es un espacio vectorial de dimension 1 y Sor = 0

(iii) Sik>6, f Af define un isomorfismo de Mag_19 — Sor., donde A := g3 — 27 g3
Sik=6 Mis = CG2 & CA

Demostracion. Se aplica la expresion (9.11) a f € Moy, no idénticamente nula.

vp(f) | vilf) _k
veo(f) + 5+ 5+ D wl) =g

3
pF#i, p
Se supone que Mo # 0, luego todos los sumandos de la izquierda de la ecuacién deben ser
mayores o iguales que cero, esto ocurre porque f # 0 es forma modular, por lo tanto no
tiene polos, luego k£ > 0. Ademas k # 1 ya que % no puede ser escrito como n + %/ + %ﬂ, con

n,n’, n” € Ny. Luego se probo ().

Si k=23, 4,5, el lado derecho de la ecuaciéon (9.11) es positivo y menor que 1, luego
Voo (f) = 0 y por lo tanto f(oco) # 0.

En cada caso, la ecuacion (9.11) tiene una tnica solucion posible:
Para k = 2, se encuentra

1 1 2
gfup(f) + §vi(f) + Z vp(f) = G Cuva tinica solucion es v,(f) =1y Vp#p, vp(f) =0
pFi, p

Para k = 3, se obtiene v;(f) =1 y Vp#i, wv,(f)=0
Para k = 4, se obtiene v,(f) =2 y Vp#p, uv,(f)=0
Para k = 5, se obtiene v,(f) =1, vi(f) =1 y Vp#p,i, vp(f)=0

Las formas modulares no cuspidales con estas propiedades son G4, Gg, Gg, G1g . Esto es

» 0,(Gy) =1, v,(Gy) =0, Vp#p(modG). Luego G4 genera el subespacio de las formas
modulares con esta propiedad. My = CGy

= v;(Gg) =1, v,(Gg) =0, Vp#i(modG). Luego Mg = CGg
» 0,(Gs) =2, v,(Gs) =0, Vp=#p(modG). Luego Mg = C (G4)?

L] Up(Glo) = 1, Ui(GlO) = 1, Up(Glo) = 0, \V/p 75 p(modG)
Luego Mg = CG4Gg
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Y como Sy = 0 en estos casos, la afirmaciéon Mo = CGy es clara.

Si k = 6, el segundo miembro de la ec.(9.11) es 1 y se puede obtener de tres maneras

diferentes:

1 =1, en este caso f(z) tiene s6lo un cero en z = oo. Esto se verifica para la funcién A 6
CA. En particular A(z) #0, Vz € H y tiene un cero simple en oo.
Es decir que voo(A) =1y Vp e H, v,(A) =0.

1
2 5= 1, en este caso f(i) = 0 es solucion doble y f(z) # 0 para todo otro punto. Esto se

verifica para la funcion (Gg)?

1
3 3= 1 en este caso f(p) = 0 es solucion triple y f(z) # 0, para todo otro punto. Esto se

verifica para la funcién (Gy4)?

Sik>6, f+— Af define una funcién uno a uno de Mog_19 —> Sog
9(2)
A(z)
tiene s6lo un cero simple en oo, entonces f € Mok 120 y A f = g. Luego f — Af es un

Sea g € Sor, luego f(z) = resulta una funcién analitica en todas partes, pues A

isomorfismo, demostrando (7).

Finalmente si k < 6, se tiene que k —6 < 0y Sor, = 0, por (7) y (iii); luego dim Moy, < 1
y yva que Gy, Gg, Gg, G1p son elementos no nulos que generan My, para k = 2, 3,4, 5
respectivamente y My = C, se tiene que la dim My, = 1 para k =0, 2, 3, 4, 5. Se completa
asf la prueba de (i) y la demostraciéon del teorema. O

Corolario. Se deduce que:

- A tiene solo un cero simple en 0o y A(z) #0,Vz € H

- G4 solo tiene un cero simple en z=p y  Ga(z) #0 Vz € (H\ {p})U{o0}

- G sdlo tiene un cero simple en z =1 y  Gg(z) # 0 Vz € (H~{i})U{oco}
- Gy = C(Gy4)? sdlo tiene un cero doble en z=p y  Gg(2) #0 Vz € (H~{p})U {oo}

- G109 = CG4 Gg sdlo tiene dos ceros simples en z = p, z =1

(1)

(2)

y Gio(z) # 0 Vz e (H~{p,i})U{oc}

Teorema 9.2.5. Sea My el espacio de las formas modulares de peso 2k

) k=1 d6) k>0
” (mod6) & = (9.17)

dimMQk:
|+1 si k# 1(mod6) k>0

—
oF o
.

My, ~ C[Gy, Gg), anillo de polinomios en G4 y Gé.
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Demostracion. La expresion (9.17) es verdadera para k < 6, por (i), (i7) del teorema ante-
rior y ambos miembros aumentan 1 al cambiar k por k + 6 por (iii) del teorema anterior.
Luego se probo6 (1)

Se afirma que G¢ G’g generan Mo con 2a+38=Fk; a, f € Np.
En la demostraciéon del teorema anterior se probd que esto es cierto para k = 2, 3,4, 5y
también para k = 1, ya que My = 0. Ademais

Moy, = CGaog + Sox
SQk = AM?k’—12 , k>06
Se sabe que Gog(o0) #0 y Ja, B: 2a+ 38 =k con a, 3> 0, luego
ECGCZGQk:CGgGg—Ff, f € Sop.

Se trata de ver que Sgj estd generado por {G¢ Gg s o, B €Ny, 2a+ 38 = k}. Esto se

prueba por induccién.

Vale para k < 6 y vale para Moy_19, luego también vale para el producto A My 19,
ya que A es combinacién lineal de G3 y GZ.

Primero se prueba la independencia lineal, para ello se parte de 0 = Zaﬁ capGY Gg,
entonces para cada k fijo:

Z cap Gy Gg =0
2a+36=k

0,
pero G4(i) # 0. Si en todos los sumandos aparece el factor Gy, se lo simplifica y se

k
Si se evaltia en i se obtiene co9 = 0, ya que Gg(i) = 0 y s6lo queda ) cqaoG; (7)

baja el exponente de k a k — 2, es decir hay una combinacién lineal nula de G?f/ Ggl, con
20/ + 36" = k — 2, por lo tanto los coeficientes son 0, por hipétesis inductiva.

Luego se observa que para k = 2, 3, 4, 5 solo se tiene Gy, Gg, G, G4 G que generan
My, Mg, Mg, M. Y para k > 6 se utiliza el procedimiento anterior, es decir: para k = 6

se baja a k — 2 y as{ sucesivamente. O

9.3. Invariante modular

Sea  un lattice de C y sean

1

/
A=g3—2Tg5; g2=60Gs; g3=140Gs; Ga(Q) =) —p5 k>2

we

definidos en la seccién 4. Ademas, por la Proposiciéon 9.1.1, vale que

Gor (1) = G (), Vp € C~ {0}
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9.3 Invariante modular

9

Proposicion 9.3.1. Sea j:= 1728 A

(a) La funcion j es una funcion modular de peso 0.
(b) La funcion j es holomorfa en el semiplano superior H y tiene un polo simple en el oo.
(¢) La funcion j induce una biyeccion de H/T sobre C
Demostracion. La funciéon j(z) es analitica en H, por ser cociente de funciones analiticas

con A(z) #0 Vz € H, ademas tiene un polo simple en co ya que A(z) tiene cero simple
en ooy Gy(oo) # 0. Luego se probé (b)

La funcion j(z) es cociente de formas de peso 12, luego es funcion modular de peso 0.

Es decir j es invariante respecto de la accion de T'. Se probo (a).

Se considera la funcion j(z) —a, «a € C.
Si a # 0, se tiene entonces una funcién modular de peso 0 y para ella, la ecuacion (9.11),
cuando k = 6, determina dos soluciones posibles:

1
. —1+2'§:0paraa:j(i)7é0,
» —14+1=0paraa=j(z); Yz #p,i.

Si o = 0, como p es el tnico cero de g2 y no anula a A, la funcién j(z) tiene un tinico cero en

p, con orden 3, luego la ecuacion (9.11) se verifica para —1+3.§ = 0y no permite otros ceros.

Por lo tanto
j tH/T —-C
es una biyeccion, exceptuando los puntos p,i ya que j(p) = 0 tiene multiplicidad 3 y

j(i) = ¢ # 0 tiene multiplicidad 2. O

Observacion. .

» Si se considera Hy = H ~ {j(p),j(i)} se tiene un abierto y
la funcion j : Hy — C~ {0,7(4)} resulta un cubrimiento usual.

. I?/\F ~C y j: PT/\F — C es un cubrimiento con puntos de ramificacion en [p], ], con
indices de ramificacion 3 y 2 respectivamente.

Proposicion 9.3.2. Sea f una funcidon meromorfa en H. Las siguientes proposiciones son
equivalentes

(i) [ es una funcion modular de peso 0.

(i1) f es cociente de dos formas modulares del mismo peso.

(iii) f es una funcion racional de j
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Demostracion. (ii) = (i) es inmediata

(1i1) = (i7)
Sea f es una funcién racional de j y sean p, ¢ polinomios, de grado n y m respectivamente,
luego a, # 0, by, # 0.

a=1728

an (gg’)” + an_l(gg’)”_l A+ +ag A"

= Amfn
bm (93)’” + bm_l(g%)m—l A+ -+ by A™

El numerador es producto de un polinomio homogéneo de peso 12n por la funcién A™™",
de peso 12(m — n), si m > n. Resulta entonces que el numerador es una funcién de peso
12m, el mismo peso del polinomio denominador. Ademas la composicién de un polinomio y
la funcién j es una foma modular, luego f es cociente de formas modulares de igual peso.
Si m < n, se analiza de manera similar, s6lo que numerador y denominador tienen peso 12n
y de nuevo f es cociente de formas modulares de igual peso.

Para el caso m = n, la conclusién es inmediata.

Sea f una funcién modular de peso 0, dp, un polinomio conveniente tal que el producto
p(3(2)) f(2) es una funcion holomorfa en H.

Como A se anula en el oo, 3k € Ny : g = AFp(j) f es holomorfa en H U {o0}. Y por el
teorema anterior, la funcién g resulta una forma modular de peso 12k.

Luego g es combinacion lineal de G¢ Gg, con 2a + 38 = 6k. Por lo tanto

Za,ﬁ Cap GZ‘ Gg

f= p(j) (g5 — 27g3)F

Por linealidad se reduce al estudio del caso g = G Gg , es decir :

G$ Gy
f=-———2"6__  con2a+38=06k
(95 — 27g3)*
pero la relacion 2« + 38 = 6k muestra que, como «, 3, k son enteros, 3|la y 2|5. Si

a=3s, p=2h, 6k = 6(s+ h).
Se tiene que
o s h
G§ Gy (G’ (GR)

I = =gy~ A A
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9.4 Relaciéon entre Curva eliptica no singular y lattice en C

si se observa que

es obvio que

luego f es funcién racional de j O

Nota

1. Se ha probado que j determina un isomorfismo biholomorfo I?/\F « C.
donde C = C U {cc} es S, la esfera de Riemann.
Es posible definir una estructura natural sobre H/T' = H/T es:

M(H/T') = C(j) ~ C

Como vale la propiedad de invarianza de j, es decir j(yz) =j(z), Vze€ H;VyeTl,
para cada ¢ € C, existe una tnica 6rbita de I' en H tal que j toma el valor c.

Ejemplos sencillos se encuentran al calcular los invariantes de los lattices 1 = (1,1)
y Q2 = (1, p), puesto que para Q; se obtiene Gg(i) = 0, luego j(i) = 1728 y para
Q27 G4(,0) = 07 luego j(p) = 0.

2. El coeficiente 1728 = 2633 se introdujo para que la funcién j tenga residuo igual a 1
en el infinito. Luego su desarrollo de Fourier tiene la forma:

o0
§(2) = e ™% 4 744 + Z c(n) 2™ z €H
1

donde los ¢(n) son enteros muy interesantes en teoria de ntumeros.

9.4. Relacién entre Curva eliptica no singular y lattice en C

Se cuenta, a esta altura, con los conceptos necesarios para probar que toda curva elip-
tica no singular proviene de un lattice en C.

Teorema 9.4.1. Si cz, c3 € C, tal que ¢ — 27 c% £ 0, entonces existe Q) lattice en C tal
que ca = g2 (), c3 = g3 ().

Demostracion. Primero se supone que co = 0 entonces, por hip6tesis ¢z # 0.
2m1/3 s sabe que ga(p) = 0y que g3(p) # 0, ademas g3(7) — 27 g3(7) = A(T) que
no se anula para 7 € H.

Parap=e
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9.4 Relaciéon entre Curva eliptica no singular y lattice en C

Por lo tanto se puede elegir 4 € C* : 1% g3(p) = c3. Luego existe un lattice Q :

Q=pQ(l,p)
= Q (u, pp)

Se tiene g2(Q) = p 4ga(p) =0 =rc2 v g3(2) = 1 %g3(p) = c3 # 0, como se requeria.

Anélogamente, si c3 = 0 entonces ¢y # 0.
Se sabe que g3(i) = 0 # g2(4). Luego se puede elegir u € C* : =4 go(i) = co.
Por lo tanto existe Q = Q (u, ui) que satisface
902(Q) = pg(i) =2 y g3(2) =0=cs.
Finalmente se considera co # 0 y c3 # 0 luego existe, 7 € H tal que, por la propiedad
de invarianza de la funcién j, para cada ¢ € C existe una tnica orbita de I' en H tal que j

toma el valor ¢. Se considera 5
c
(1) = 1728 42—
i(7) c%’ — 27 cg

Luego Vu € C* existe el lattice Q = Q (u, u7) que satisface

Q)3
() = piga(7) = 2 s 9al(@) = 7 Cgslr) = e ¥ Q) = 1T g

=j(7).
Q)
Si g3(£2) = c3 la conclusion es inmediata.
Si gg(Q) —c3 se cambia Q por i ya que g¢o(i) = i_4gg(Q) = ¢2(Q) = ca,
93(iQ2) =i7°g3(Q) = —g3() = c3 O

Corolario. Dada una curva eliptica no singular
=423 —cox —c3, co,c3 €C 3 —27¢32 40 (9.18)
existe Q lattice de C tal que co = g2(Q), c3 = g3(Q) .

En consecuencia (pq(z), po(2)) parametriza la curva no singular dada, para z € C.
£ 20

Existe una biyeccion entre toros complejos C/€Q y curvas elipticas no singulares, es decir
que verifican (9.18). Luego, toda curva eliptica E se puede parametrizar(uniformizar) con

dos funciones elipticas sobre un lattice apropiado.
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(b)

(c)

9.4 Relaciéon entre Curva eliptica no singular y lattice en C

Observacion. .
Se recuerda que:

Una curva y?> =ax3 +ba? +cx+d, a#0 sedice no singular si el polinomio cibico del
segundo miembro tiene todas sus raices distintas.

Toda curva eliptica no singular se puede expresar en la forma:
y* =4(x—a)(x—b)(xz—c) con a,b,c €C distintos

Y si se exige que a + b+ ¢ = 0, mediante un cambio de variables conveniente, la ecuacion
se expresa en la forma y2 =c (x3 +px+q).

La curva y> = 2> + px + q, es no singular si y sélo si 4p> + 27 ¢* # 0.

Si la curva es y* = 42° — cax — ¢, equivale a exigir que el polinomio

3_ 2, 3
Tyt
sea no singular, luego se verifica que:
€23 €312
4(—— 27(—= 0
(-2)° 4 27(2)? £
y por lo tanto
-1
@(Cg —27¢3) #0

En la demostracion de la ecuacidn diferencial para p, respecto del lattice €, se encontrdé que

()2 =4¢>—gop—g3, dondegp, ¢, goy gs dependen de

w1 w2 w1t w .
que se anula para ?1, ?2, %, todos distintos. Luego la curva

=42 — (VN x — g,(Q)

es no singular, lo que implica que g3 — 27932) 20 VQ.

Para las curvas elipticas mno singulares, los coeficientes go, g3 son invariantes y se

determinan por medio de las series de Fisenstein de peso 4 y 6 respectivamente.
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9.5 Desarrollos de G5, en el infinito

9.5. Desarrollos de G5 en el infinito

Se sabe que

1 1 1
t =- 9.19
7 cotg w2z z+mZ::1<z+m+z—m> (9.19)

converge uniformemente sobre compactos en C \ Z.

Si z € H, entonces |e? | < 1, se puede escribir

COSTZ

meotgmz =T
sen mz

e27riz + 1
T
e27rzz -1
1
= iﬂ'& donde g = e
q—1

2miz

(s Z’]Tl_q

oo
weotg ez = im — 2z'7rz ¢, lg] <1 (9.20)
d=0

e (9.19) y (9.20) se encuentra

[e.o]

1 .
— —92 1:qg= 2miz
S b2t ll<lig=c
m=—00 d=0

Se deriva término a término 2k — 1 veces y se obtiene

(1) 11.2-.-(2k - 1) . \2k 2%k—1 d
E = —(2im) E d q lgf <1, k>2
2k ( ) )

(z+m) =

m=—00
luego
= 1

: 227{- 2k—1 27rzzd
Sik>2, Y CraF T @1 Zd zeH (9.21)

m=—0Q

Proposicion 9.5.1. Para todo nimero entero k > 2 se tiene que:

27” 27rinz
Gar(z) = 2¢(2k) + k=101 Z o2k-1( (9.22)

donde op(n) = de d" es la suma de las potencias h de los divisores positivos de n y la

1
funcion zeta de Riemann ((k) =Y 5 —
m
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Demostracion. Por definicion,

1
Gor(z) = Z m para k > 2
(n,m)#(0,0)
=Y Y Z
2k
m;éO n;é[) m=—00 ’I’LZ + m

C(2K) +2Z Z CrEame

n=1m=—oo

2m
2]45 2 d2k 1 2mz dn
+ Z o~ 1)1 2
o
_ 2k—1 27rzzdh
_2C(2k)+2 %_1 'ZZd
h=1d=1
_ (27”;)%: - 2mizn
= 2<(2]§7) + QW Z O'Qkfl(n) (&
n=1
Las tres ultimas igualdades se obtienen al aplicar la ec (9.21) y la definicion de op(n). O
Observacion. .
1) Se suele normalizar las series de Eisenstein con la funcion:
For = (2¢(2k)) " Gyy, donde Fop(c0) =1, Vk>2
2) A partir de los nimeros de Bernoulli By, € Q, los cuales se definen por la serie
e 2k:
X _ 1)k+1p
er—1 2 + Z 2k)!
k=1
22k—1
se escribe la funcion ((2k) = @ By, w2k
Si se utilizan los primeros nidmeros de Bernoulli:
1 1 1 1 5
6 2730 T 1730 ° 66
691 7 Be — 3617 43867 B 283617
57 2730 "6 * 7 510 P 798 07 7330
se encuentra para ((2k) que:
72 7 70
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9.5 Desarrollos de G5, en el infinito

Corolario. Para todo nimero entero k > 2 se tiene que:

[ee]
Ey(z) =1+ 72 Y oo-1(n)q"

n=1
donde m
= (-1)F=
Yor = (1) By
Ejemplo: Sea ¢ = e>™* | z € H
o 1
Ey=1+240) o3(n)q" | g2 =60-2((4) - Bx = (2m)" 35— Eu
n=1
oo
Eg=1-— 5042 os(n)q" g3 = 140 - 2¢(6) - Eg = (277)623 .33 2
n=1
oo
Bs=1+480) o7(n)q" (480 = 2°.3.5)
n=1

Se sabe que los espacios de las formas modulares de peso 8 y 10 tienen ambos, dimensién

1. Con estas normalizaciones se tiene que:

Es=F},  Ei FEg= FEy

lo que implica las identidades:

o7(n) = o3(n) +120 Y _ a3(m) o3(n — m)
n=1
n—1
1og(n) = 2105(n) — 1003(n) + 5040 > o3(n) o5(n — m)

n=1

Para pesos mayores es algo mas complicado. Se tiene que E12 , EZ y A son linealmente
dependientes por ser elementos de Mo y ésta tiene dimension 2.
Una posibilidad es por ejemplo:

E2=FEpp+AA, MeC
En general, todo Foj, se puede expresar como un polinomio en Fy y Eg de la forma
By = ESES + f con f € Sop k=2a+30

Las series de Eisenstein Gof muestran que los coeficientes de Fourier de las formas mo-

dulares son funciones aritméticas importantes.
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A. Aplicaciones en teoria de nimeros

A. Aplicaciones en teoria de ntimeros

A.1. Estimaciones de los coeficientes de formas modulares

Sea f una forma modular de peso 2k, k > 2, cuyo desarrollo es:
o0 .
F@) =) an (@), zeH.
n=0

Es de interés estudiar una acotacién para los coeficientes de Fourier a, cuando
n — 00

2k—

Teorema A.1.1. Si f = Gop, el orden de magnitud de a, es n**~1. Mds ain existen

constantes A, B > 0 tales que
An?*=1 < Ja,| < Bn2k1
Demostracion. La Proposicion (9.5.1), muestra que existe una constante A > 0 tal que:
an = (—1)*Aogr_1(n)
entonces,

lan| = Aogr_1(n)
> An2k-1,

Por otro lado,

|an| 1
n2k—1 AZ J2k—1
dln
[oe)

1
<AD
d=1

<AC(2k—1) < o0.
Luego,
an = O(n?F1).
O

Toda forma modular no cuspidal de peso 2k, k > 2 tiene coeficientes de orden n?*—1.

Maria de las Mercedes Ganim 113



A.1 Estimaciones de los coeficientes de formas modulares

Teorema A.1.2. (Hecke)

. . . a
Si f es una forma cuspidal de peso 2k, k > 2 entonces el cociente % permanece
n

acotado cuando n — oo, es decir el orden de magnitud de a,, es n*.

Demostracion. f es una forma cuspidal, se tiene entonces que ag = 0, luego
f(Z) — a1€27r7,z +a2627r12z + o

entonces,

f(2)] = O(e*™%) = O(e™*™),

donde y = I'm(z) — oo cuando ¢ — 0.

Sea ¢(2) = | f(2)ly*
¢(yz) = lez +dI** |f(2)|y" ez +d|7>" = ¢(2), V7 € SLa(Z)

con 7 como en (9.2). Luego ¢ es invariante bajo la accion del grupo modular T'.

La funcién ¢ es continua en la regiéon fundamental F' y en el semiplano superior H,
ademés ¢(z) — 0 cuando y — oo, para y € F.

De esto surge que ¢ es acotada, es decir existe una constante positiva M tal que
lp(2)] < M, Vz e H,es decir

f() < My™* V2= (2,y) € H. (A.1)

Dado z en la regién fundamental, se fija la variable y y la variable « toma valores entre
0 y 1. Luego los puntos ¢ = e2m(@+1) se mueven sobre el circulo Cy con centro en cero y
radio .

Por el teorema del residuo se tiene

1

Ap =
211

1
[ 1@ e tda= [ fasig e e o
c, 0

M
y como se cumple (A.1), entonces |a,| < %y_k’e%”y, Yy > 0.

1
Si se considera y = — = |a,| < e*" MnF.
n
Luego
an = O(n").
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A.1 Estimaciones de los coeficientes de formas modulares

El gran matematico Ramanujan fue quien estudi6é los coeficientes del desarrollo de
Fourier de la funcién discriminante A(z). El denoté con 7(n) al n-ésimo coeficiente de la

forma cuspidal:
A(z) 2mi
F — — minz
() =tz = 2 Tm)e

n>1

llamada funcidn discriminante normalizada.
Observacion. A la funcidn n+— 7(n) se la llama funcién de Ramanujan.
Entre sus primeros valores se encuentran:

(1) =1 7(2) = —24 7(3) = 252
7(4) = —1472 7(5) = 4830

Alrededor de 1917 Ramanujan enuncié dos conjeturas que se enuncian en la siguiente
proposicion.
Proposiciéon A.1.3. .

(i) T(mn) =71(m)7(n), si (m,n) =1

(ii) 7(n) = O(n2 %) Ve >0

Al enunciado (i) lo demostré Mordell”.

En 1970 Deligne® probé (ii), para toda forma cuspidal de peso k que verifique:

D=

(n*~209(n))

n
(nk_%+5) Ve >0.

Gn

0]
0)
Aun continta vigente la pregunta abierta de Lehmer:

JEs () #0 Vn>17

Solo se sabe que la respuesta es afirmativa para n < 10'°.

"L J Mordell (1888 — 1972) realiz6 importantes aportes al desarrollo de teoria de niimeros y al Algebra,
especialmente por el teorema respecto de las curvas elipticas sobre los racionales (1922). Su extension a
grupos abelianos la enuncié André Weil en 1928

8Pierre Deligne (nacié en 1944) matematico belga conocido por sus importantisimos trabajos sobre las
conjeturas de Weil, que demostro en 1973. Medalla Fields 1978 y Premio Abel 2013
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B. Abplicaciones a Criptografia

La criptografia actualmente se encarga del estudio de los algoritmos, protocolos y
sistermas que se utilizan para dotar de seguridad a las comunicaciones, a la informacién
y a las entidades que se comunican. Los avances que se han producido en el mundo de la
criptografia, han sido posibles gracias a los grandes avances en el campo de la matemaética
y la informética.

La Criptografia simétrica agrupa las funcionalidades criptograficas que se apoyan en el
uso de una sola clave y la Criptografia de clave piblica o Criptografia asimétrica a protocolos
criptograficos que utilizan parejas de claves, una clave publica que sirve para cifrar y una
clave privada que sirve para descifrar.

B.1. Criptografia de clave publica

En criptografia de clave piiblica se hace uso de las funciones unidireccionales. Se trata
de funciones matemaéticas que resultan sencillas de calcular pero dificiles de invertir. Asi, si
f(x) es una funcion unidireccional serd rapido calcular la imagen, f(x) = y, pero compu-
tacionalmente imposible calcular su inversa, f~1(y) = .

La exponencial discreta es una de las funciones unidireccionales mas utilizadas. Dado
un grupo ciclico G de orden p y uno de sus elementos g, se define la operaciéon exponencial
fg(x) = gx para todo .

Existen algoritmos rapidos que pueden hacer este célculo (dados g y ) en tiempos acep-
tables para grupos de orden p muy grande. Sin embargo, si disponemos del resultado h = gx
y la base g, los calculos necesarios para obtener x requieren de un tiempo exponencial para
ejecutarse y resulta imposible en grupos de orden suficientemente grande. Esta operacién,
fg~t(h) = x se conoce como logaritmo discreto en base g de h. La principal dificultad surge
por la naturaleza ciclica de la operacién definida en G y es el soporte de muchos algoritmos

criptograficos que se usan hoy en dia.

En 1985 Koblitz y Miller propusieron la utilizacién del grupo de puntos de una curva
eliptica definida sobre un cuerpo finito como soporte para criptosistemas y asi resolver el
problema del logaritmo discreto.

B.2. Criptografia con Curvas Elipticas

La teoria de curvas elipticas sobre cuerpos finitos se utiliza en el campo de la criptografia
con bastante éxito. Los avances en estos métodos y la utilizacién de la computadora, exigen
numeros cada vez mas grandes a fin de garantizar la seguridad de los sistemas criptograficos
y son los sistemas de cifrado con curvas elipticas los que solucionan el inconveniente, en

parte, cuando se implementan procesos de generacién y distribucién de claves secretas.

Maria de las Mercedes Ganim 117



B.2 Criptografia con Curvas Elipticas

La Criptografia de Curva Eliptica (del inglés: Elliptic curve cryptography, ECC) es una
variante de la criptografia asimétrica o de clave piblica basada en las curvas elipticas. Koblitz
y Miller aseguran que la ECC puede usar claves mas cortas, ser més rapida y proporcionar
un nivel de seguridad equivalente al de los métodos tradicionales, RSA? o ELGamal'?, pero
utilizando un nimero menor de digitos. Se obtienen claves mas pequenas, caracteristica que
resulta muy atil para la seguridad en aplicaciones basadas en circuitos integrados y tarjetas
inteligentes.

Estas apreciaciones y los siguientes conceptos se basan en las notas y bibliografia
consultada, ver [7] y [8].

B.2.1. El problema del logaritmo eliptico

Dado un punto P de una curva eliptica F, se quiere calcular s € Z tal que () = sP sea
otro punto de la curva F.
Es decir: si E es una curva eliptica sobre un cuerpo finito Fj, con ¢ = pm, p primo, m € N
y sea P un punto perteneciente a la curva F de orden n. Se quiere encontrar s € Z, cuando
existe, tal que QQ = sP, esto es lo que se conoce como el problema del logaritmo eliptico en
E, respecto de la base P, dado Q € E''.

Son varios los algoritmos que se pueden utilizar para encontrar la respuesta a este pro-
blema.

El método Silverman proyecta r combinaciones lineales en el plano sobre el cuerpo Q
de los racionales y se considera la curva E(Q) que contiene r puntos. Si estos puntos fueran
linealmente dependientes se soluciona el problema eliptico. Actualmente se usa este método
con r < 9 pero la probabilidad de que los puntos sean linealmente dependientes es muy
pequena.

Para la eleccidon de la curva se debe tener en cuenta los siguientes aspectos

El nimero r, de puntos de la curva, debe satisfacer las siguientes condiciones:
= ser divisible por un namero primo suficientemente grande, p > 2160,

= no ser maltiplo de p,

= 1o ser divisor de p*~1, k € N pequeno,

» 10 ser igual a 1(méd p).

9Algoritmo descripto por Rivest, Shamir y Adleman. 1977. Instituto Tecnolégico de Massachusetts

YEsquema cifrado descripto por el egipcio Taher Elgamal. 1984.

" Generacion de claves: sea el conjunto E = {P,2P,3P,...} de cardinal n. Se elige un valor entero s entre
1y n—1y se calcula sP. La clave piiblica es el par (P, sP) y la privada es s.
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En cuanto a cual curva elegir se puede optar por alguna de las siguientes posibilidades:
= se considera una curva sobre Fy y luego se la extiende a los racionales,
= se elige una curva sobre los racionales y se la reduce médulo un primo p, o

= de manera aleatoria sobre un cuerpo finito, pero tal que el discriminante de la ecuacién
cubica que la define sea distinto de cero, ya que debe ser no singular.

La asignacion de mensajes a puntos de la curva no es una tarea sencilla.
Uno de los problemas practicos que se plantean al usar este tipo de criptografia es el de
definir una correspondencia entre los mensajes que se quieren trasmitir y los puntos de la

curva. Esto se puede hacer con una tabla o con curvas entrelazadas.

B.2.2. Propiedades

Los métodos que usan criptografia con curvas elipticas aseguran cuatro propiedades

béasicas de las comunicaciones:

Confidenciabilidad: Garantiza que la informacién estd accesible tinicamente a personal
autorizado. Para conseguirlo utiliza cédigos y técnicas de cifrado.

Integridad: Garantiza la correccién y completitud de la informacion. Para conseguirlo se
utilizan funciones de dispersion unidireccional (hash).

Autenticidad: Proporciona mecanismos que permiten verificar la identidad del comuni-
cador. Para conseguirlo puede usar por ejemplo funcién hash criptografica MAC o
protocolo de conocimiento cero.

No Repudio o vinculaciéon: Proporciona proteccidon respecto de alguna de las entidades
implicadas en la comunicacién, para que no se pueda negar haber participado en toda
o parte de la comunicacién. Para conseguirlo se puede usar por ejemplo firma digital.

Como ejemplo, estos métodos permiten que cada usuario opere su cuenta bancaria desde
casa sin miedo a que:
otros sujetos sepan el estado de sus cuentas (Confidencialidad),
otros sujetos modifiquen sus 6rdenes antes de que el banco las reciba (Integridad),
otros sujetos envien 6rdenes en su nombre (Autenticidad).

Ademas el banco agradece que la criptografia le asegure que: El usuario no se retracte
de ninguna é6rden emitida, alegando que fue otro quien se las envi6 (No Repudio).

Juan G. Tena de la Universidad de Valladolid, en su articulo 25 anios con criptografia de
curvas elipticas, publicado en 2014, reflexiona sobre los progresos realizados en criptografia
con curvas elipticas. Asegura que estos métodos han transformado los esquemas de
organizaciones y empresas que ya se benefician con el uso criptografico de las curvas elipticas.
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Menciona a la corporacion Certicom (http : //www.certicom.com) como lider en este
tema y afirma que dicha empresa logré realizar aportes importantes de criptografia con
curvas elipticas a los estandares de clave publica existentes.

Afirma también que el American National Standards Institute ha sido desde 1999 una
de las organizaciones de mas peso en adoptar las curvas elipticas dentro de sus estandares
de criptografia y asegura que los estandares de esta organizacion son referencia directa para

servicios financieros y la industria en general.

Otra de las principales organizaciones en apostar por la criptografia con curvas elipticas
a partir del ano 2000 fue la Internacional Organization for Standarizatcion (ISO).

Actualmente se utilizan las nuevas tecnologias basadas en curvas elipticas para:

= Aplicaciones que requieren operaciones de clave publica de tipo intensivo. Por ejemplo,

el comercio electréonico basado en Internet.

= Aplicaciones que requieren la utilizacién de canales con restricciones. Por ejemplo las
redes.

» Aplicaciones que requieren el uso de tarjetas inteligentes. Por ejemplo, en 2001
Europay, Mastercard y Visa dieron a conocer un informe técnico sobre curvas elipticas,
el EMV40. En él se introdujo el uso de curvas elipticas como sustituto del RSA.

Los autores consultados coinciden en establecer que el anélisis de los protocolos cripto-
graficos basados en curvas elipticas y sus aplicaciones resulta bastante interesante y ofrece
ventajas incuestionables para la implementacién de aplicaciones seguras.
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