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Resumen

En las ultimas tres décadas el estudio de problemas inversos ha sido sin lugar a dudas
una de las adreas de mayor y mas rapido crecimiento de la Mateméatica Aplicada. Una
de las principales causas de este crecimiento ha sido el creciente niimero de aplicaciones
provenientes de otras ciencias y de la industria. En términos generales, un problema
inverso involucra la estimacion de ciertas cantidades a partir de mediciones indirectas
de estas cantidades. A menudo este proceso de estimacién es mal condicionado en el
sentido que la presencia de ruido en los datos puede originar errores muy grandes en
la estimacion. Para tales problemas inversos mal condicionados los métodos numéricos
tradicionales se vuelven inestables haciéndose imprescindible la implementacion de cier-
tas técnicas y herramientas matemaéticas conocidas como métodos de regularizacion. Si
bien los primeros métodos de regularizaciéon aparecieron a comienzos de la década de
1960 con los trabajos de A. N. Tikhonov y D. L. Phillips, fue Thomas Seidman quien
en 1980 alertd sobre el peligro y las posibles graves consecuencias de la utilizacion
arbitraria del tradicional “método de minimos cuadrados” para aproximar las solu-
ciones de problemas inversos mal condicionados. Desde entonces, la teoria matematica
asociada al estudio de estos problemas ha crecido y se ha solidificado enormemente,
en muchos casos empujada por la necesidad de contar con herramientas adecuadas
para la solucién de problemas concretos. No obstante ello, siguen apareciendo constan-
temente nuevas aplicaciones y las herramientas matemaéticas siguen perfeccionandose
para afrontar nuevos desafios. Este trabajo consiste de un estudio exhaustivo de los
problemas inversos mal condicionados, incluyendo instancias y ejemplos concretos de
aplicacion en donde se originan, el analisis y desarrollo de las principales herramientas
matematicas que permiten su adecuado tratamiento, el estudio de aplicaciones concre-
tas y el desarrollo de algoritmos computacionales para la implementacién numeérica de
algunos métodos de regularizacion.

La organizacion de esta tesis es la siguiente:

= Capitulo 1: Presentacion de los postulados de Hadamard y estudio de la natu-
raleza de los problemas inversos. Ejemplos motivadores.

= Capitulo 2: Desarrollo de un marco adecuado para el estudio de ecuaciones linea-
les mal condicionadas en espacios de dimension infinita: la inversa generalizada de
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Moore-Penrose, soluciones de cuadrados minimos, expansion en valores singulares
de operadores compactos, introduccion a la Teoria Espectral y Céalculo Funcional.

= Capitulo 3: Construccion de operadores de regularizacion y reglas de elecciéon
de parametro. Anélisis del orden de optimalidad y estudio de métodos de regula-
rizacion por proyeccion y métodos de filtro. Formalizacion general para métodos

continuos de regularizacion mediante la teoria espectral de operadores en espacios
de Hilbert. Analisis de los métodos clasicos (Tikhonov-Phillips, TSVD, etc).

= Capitulo 4: Estudio de nuevos métodos de regularizacion: métodos de molifi-
cacion y el método de la inversa aproximada. Anélisis de su relaciéon con los
métodos de filtro y con el método de Backus-Gilbert. Aplicacion del método de
la inversa aproximada a un problema inverso en conducciéon de calor.

= Capitulo 5: Resoluciéon numérica de un problema inverso asociado a la ecuacion
lateral del calor por el método de la inversa aproximada.

= Apéndice: Presentacion de los principales resultados del Analisis Funcional uti-
lizados a lo largo del trabajo a fin de facilitar su lectura.



Capitulo 1

Introduccién: conceptos basicos y

ejemplos de problemas inversos

En lineas generales, y siguiendo la definicion de Keller [17] se dice que dos problemas
son inversos uno del otro si la formulaciéon de uno de ellos requiere del conocimiento
total o parcial del otro. A uno de ellos se le llama el problema directo y al otro
el problema inverso, aunque no es claro, en principio, cuél es el directo y cuél el
inverso. Usualmente uno de ellos ha sido estudiado primero, posiblemente con més
detalle y en mayor profundidad, y en general a este se le llama “el problema directo”.
Sin embargo, desde el punto de vista matematico hay una distincién muy clara entre
ambos problemas. Esta distincién natural la provee la nocién de mal condicionamiento.

En general, se dice que un problema matematico es (o estd) bien condicionado
si satisface los postulados de Hadamard [12] de buen condicionamiento. Estos son:

e P1: Para todo dato admisible existe una solucién (existencia).
e P2: Para todo dato admisible la solucion es tnica (unicidad).
e P3: La solucion depende de manera continua de los datos (dependencia continua).

Si alguno de estos postulados no se satisface, entonces se dice que el problema es mal
condictonado. En tal caso, en general la existencia puede forzarse relajando de algin
modo el concepto de soluciéon y la unicidad puede lograrse introduciendo informaciéon
adicional sobre los datos. El problema mas serio lo constituye la pérdida de dependencia
continua de los datos. En este caso, si se desea aproximar la solucién por métodos
numéricos tradicionales, es de esperar que tales métodos se vuelvan inestables y, en
consecuencia, inapropiados. Una solucion (parcial) a este problema la proporcionan
los llamados métodos de reqularizacion para problemas inversos mal condicionados.
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Estos métodos consisten en herramientas mateméticas que permiten extraer la mayor
cantidad de informacion posible sobre la solucién del problema sin perder estabilidad.

La organizacion de esta tesis es la siguiente:

En primer lugar, en el Capitulo 1 se presentan los postulados de Hadamard y se
estudian la naturaleza y caracteristicas de los problemas inversos a través de algunos
ejemplos motivadores. Posteriormente, en el Capitulo 2 se procede a desarrollar un
marco adecuado para el estudio de ecuaciones lineales mal condicionadas en espacios de
dimension infinita. Esto incluye el estudio de la inversa generalizada de Moore-Penrose,
su descomposicion en valores singulares para el caso de operadores compactos, el criterio
de Picard, y su relaciéon con las soluciones de cuadrados minimos. Este anélisis es de
fundamental importancia pues constituye el nexo que vincula a la inversa de Moore-
Penrose con el método clasico de cuadrados minimos en dimensiéon infinita y con la
Teoria Espectral. En la Seccién 2.3 se procede a hacer una breve introduccién a la
Teoria Espectral y al Calculo Funcional (familias espectrales, funcién de un operador
compacto, Desigualdad de Interpolacion, etc.), con el objeto de proveer un andamiaje
matematico adecuado para el tratamiento de los problemas posteriores.

En el Capitulo 3 se introducen las herramientas matematicas clasicas de la teorfa de
regularizacion para problemas mal condicionados: regularizacion, regla de eleccion de
parametros, método de regularizacion convergente para ecuaciones lineales mal condi-
cionadas y su relacion con la inversa generalizada de Moore-Penrose. Utilizando las
herramientas del Analisis Espectral, se analiza la convergencia de métodos de regulari-
zacion en espacios de Hilbert. En la Secciéon 3.2 se estudian 6érdenes de optimalidad y su
relacion con conjuntos fuente definidos en términos de operadores y con condiciones de
regularidad sobre las soluciones. Se presentan condiciones suficientes para convergencia
y convergencia 6ptima. En la Secciéon 3.3 se estudian dos métodos de regularizacion
por proyeccion: proyeccion de cuadrados minimos y proyeccion de cuadrados minimos
dual y para ambos métodos se analizan condiciones suficientes para la convergencia de
las correspondientes sucesiones. También se presenta un resultado reciproco en el que
se deducen condiciones de regularidad de la solucién exacta a partir de informacion
sobre la sucesion de soluciones de minimos cuadrados y se obtienen érdenes de conver-
gencia para el caso de operadores compactos. Asimismo, se muestra que, para el caso
compacto, el método de expansion en valores singulares truncada es un caso particular
del método de minimos cuadrados dual. Hasta aqui, estos constituyen resultados mas o
menos conocidos que reflejan el estado del arte sobre el tema, aunque en todos los casos
se han incluido demostraciones y desarrollos propios utilizando el enfoque mencionado,
del tratamiento mediante las herramientas de la Teoria Espectral.

Al final de la Seccion 3.3 se presenta un ejemplo de aplicacién para aproximar
la solucién de una ecuacion integral de Fredholm de primera especie, conocido como
“colocacion de cuadrados minimos” o “método de discretizacion de momentos”. Aqui
se prueba que este método es un caso particular del método de regularizaciéon por
proyeccion de cuadrados minimos dual y que, si el conjunto de puntos de colocacion
es denso, entonces la correspondiente sucesion de soluciones aproximantes converge
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a la solucion exacta. Esto constituye un aporte significativo en lo que respecta a la
aproximacion de las soluciones de ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase.

En las Secciones 3.4 y 3.5 se presentan los métodos de regularizacion mediante filtros
y métodos espectrales, respectivamente, y las relaciones entre los mismos. También se
muestra como los métodos clésicos (tales como Tikhonov-Phillips, TSVD, etc.) quedan
subsumidos bajo esta teoria general.

En el Capitulo 4 se introduce la teoria mas moderna de los métodos de molificacion
y, en particular, se analiza en detalle el “método de la inversa aproximada” y su relacion
con los métodos de filtro. Aqui se prueba que para el caso de operadores compactos, todo
método de filtro constituye una inversa aproximada con un cierto molificador definido
en términos del filtro (Teor. 4.6). Como consecuencia de este resultado se tiene que los
clasicos métodos de Tikhonov-Phillips y TSVD son también inversas aproximadas en
el caso compacto, no obstante no es claro que caracteristicas tienen estos molificadores
particulares. Reciprocamente, se prueba que, si el molificador “factoriza”, entonces el
método de la inversa aproximada es también un método de filtro (Teor. 4.7). En la Sec-
cion 4.3 se presenta el método de Backus-Gilbert (comtinmente utilizado en problemas
de Geologia) y se prueba que éste es un caso particular del método de la inversa apro-
ximada. En la Seccién 4.4 aplicamos el método de la inversa aproximada para resolver
un problema de difusiéon inverso severamente mal condicionado: la ecuacion lateral del
calor o “sideways heat equation”. Para este problema se da una demostraciéon sencilla
de que el operador asociado al problema adjunto es efectivamente el operador adjunto
(Teor. 4.14). En este caso particular se prueba la convergencia para ciertos molifi-
cadores de decaimiento rapido, que incluyen a los molificadores Gausianos (Teor. 4.15
y Corolario 4.16). Todos estos constituyen aportes nuevos y significativos a los temas
de estudio.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan varios resultados numéricos en los cuales
se utiliza el método de la inversa aproximada con molificadores Gausianos para recons-
truir el flujo en la ecuacion lateral de calor unidimensional. En ellos se reconstruyen
diferentes flujos y se muestra la robustez del método ante la presencia de ruidos en
los datos. También los resultados de esta seccion son muy significativos pues ponen
de manifiesto la importancia que tienen las herramientas matematicas previamente
analizadas y desarrolladas, en el analisis de problemas concretos.

Para facilitar la lectura, al final de la tesis se ha incluido ademés un apéndice que
contiene la mayoria de los resultados del Analisis Funcional usados a lo largo de este
trabajo.

En las siguientes dos secciones presentamos algunos ejemplos tipicos de problemas
inversos.
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1.1. La diferenciacién como un problema inverso

Evidentemente la diferenciacion y la integraciéon son problemas matematicos inver-
sos el uno del otro. En principio no es claro cual de ellos debe considerarse el problema
directo y cuél el problema inverso. Sin embargo, como veremos, es la diferenciacion la
que tiene las propiedades de un problema mal condicionado mientras que la integracion
es un problema bien condicionado. Es por ello que la diferenciacién puede considerarse
como el problema inverso a pesar de haber sido estudiada primero que la integracion.

Sean f € C''[0, 1] una funcién arbitraria, 6 € (0,1), y definamos la funcién

F(x) = f(z) + dsin (%) , zel01] (1.1.1)
Obviamente f° € C*[0,1] y
(f‘s)/ (z) = f'(z) + % oS (%) , xel0,1]. (1.1.2)

En consecuencia, con la norma infinito || f||, = méx |f(z)|, tenemos que || f — f‘SHOO =
—1

0<z<L1
oy |7 =) =+

Por lo tanto, si consideramos a f y f como los datos exacto y perturbado respecti-
vamente, y queremos estimar f’ vemos que para un error 0 en el dato arbitrariamente
pequeno, el error en el resultado (es decir, en la derivada) puede ser arbitrariamente
grande, %. Asi, la derivada no depende continuamente del dato con respecto a la norma
infinito.

Se podria forzar continuidad cambiando la topologia. Por ejemplo, se podria medir
el error en el dato con la norma de C*0,1], esto es, || f|lo» = max {|| fll. .||/l } Pero
esto seria “hacer trampa” pues entonces dirfamos que un error en el dato es pequeno
si es pequeiia la diferencia entre los valores de f y f° v de sus respectivas derivadas,
pero es justamente [’ lo que se desea calcular o aproximar. Ademaés, se corre el riesgo
que los datos perturbados no estén en el nuevo espacio.

Es importante poder considerar datos perturbados porque en situaciones reales
se trata con datos determinados experimentalmente los cuales casi siempre contienen
errores de medicion.

Dado que los problemas inversos pueden formularse a través de ecuaciones con
operadores, observar que si definimos el operador T : C|0, 1] — C10, 1] como

(Th) (z) = /Oxh(t)dt, ze[0,1, he 1],

entonces, si f € C1[0,1], f’ es solucién de la ecuacion integral

(Th) (x) = f(z) = £(0).
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En este caso, el correspondiente problema directo consiste en calcular f a partir de
h, esto es, integrar una funcion continua sobre el intervalo [0, 1] lo cual es un proceso
estable en C]0,1]. Notar que la integracion es un proceso que suaviza, es decir, los
errores en el dato altamente oscilatorios (por ejemplo, de la forma %cos (5%) como en
(1.1.2)) se amortiguan y por lo tanto tienen un efecto pequeno sobre el dato para el
problema inverso. Tal suavidad es consecuencia del hecho que los errores de amplitud
pequena pero alta frecuencia (por ejemplo, de la forma §sin (5%) como en (1.1.1) )
generan grandes oscilaciones en la solucion del problema inverso. Estas consideraciones
no se limitan a este particular problema. En general, si un problema directo tiene
propiedades de suavidad, se debe esperar que en la soluciéon del problema inverso surjan
grandes oscilaciones provenientes de pequenas perturbaciones en el dato. Este efecto
es més pronunciado cuanto mas fuerte es la suavidad del problema directo.

Los problemas de estabilidad deben aparecer cuando aproximamos la derivada, por
ejemplo, por diferencias centrales. En efecto, sean f la funcion que queremos diferenciar
y f% una perturbacién con Hf — f‘SHOO < §. Supongamos que f € C?[0,1]. Entonces,
de la correspondiente serie de Taylor obtenemos:

2

et h) = f@)+h )+

5 f"(s1), ¥ <s <x+h,

2

flx —h)= f(x)—h f'(z) +%f”(52), r—h<s <,

de donde flet+h)—fle—h) )+ h (F'(s1) — f"(5))
' 2h 4
Ted W TN | = 2 s — (o)
< TG0+ 1)
< 5170 (e D)),

Luego,
fla+h) = flz—h)
2h

Anélogamente se prueba que, si f € C3[0,1] entonces

— f'(x)] = O(h). (1.1.3)

fath) = J@=h) ool Z om). (1.1.4)

2h
Asi, la aproximacion de la derivada por diferencias centrales, en el caso de ausencia de
perturbaciones, tiene la propiedad que W — f'(x) cuando h — 0y la veloci-
dad de convergencia es O(h) u O(h?) segtin f € C?[0,1] o f € C?[0, 1] respectivamente,
esto es, depende de la suavidad del dato exacto.
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Pero si en lugar de f tenemos f°, entonces lo que efectivamente estamos calculando

es W Como ||f— f‘SHOO < ¢ se tiene que ‘f(x) - f5(x)| <4, Vrel0,1]y

[(f(z+h) = flz=h) = (f(e+h) = fx—h)| =

|(f(z+h) = foz+h) = (flz—h)— folx—h)| <25 (1.15)
Asi,

fola+h)— f(z—h)

o _ |fah) P faeh) e h)
- - 1) -

2h 2h
fle+h)— flx—h)

+ o7 — f(x)

1

57 (f°(x+h)— f(x—h))

N R
fath) = fa—n)
LB I )

< 20+ O() (de (113), (114), (1.15))

IN

Luego, ’W —f’(x)) < O(h)+ 2 donde v = 1si f € C?[0,1] y v = 2 si
f e Cc?o,1].

Vemos entonces que el error total se comporta como O(h”) + %, lo cual indica la
importancia de la eleccion de h para minimizar tal error pues, cuando h es pequeno
(h — 0) la propagacion del error en el dato % crece (% — oo) y si h es grande el error
de aproximacion O(h”) también es grande. La Figura 1.1 muestra el comportamiento

del error total

—f

o0
=O0(h) + 5

Ep(h) = H foC4h) = f2(—h)

2h

e}

para un nivel de ruido ¢ fijo. El parametro h se denomina parametro de discretizacion.

Existe un pardametro de discretizacion 6ptimo hy (minimiza el error) el cual en
general no puede calcularse explicitamente pues depende de informacion sobre el dato
exacto como, por ejemplo, su suavidad la cual a menudo no se conoce. Sin embargo,
es posible estimar el comportamiento asintético de hg cuando h se elige como una
potencia del nivel de ruido 4, esto es, h ~ 0. El error total tiene entonces la forma
Ep(h) = O(6") + §'* y se minimiza tomando v = 1 — p, 0 sea, j = 135 Asi, con
p =3 (para v =1) o, = 3 (para ¥ = 2) minimizamos el error total el cual es O(V/9)
0, O(6%/3) para f € C?0,1] 6 f € C3[0,1], respectivamente.

Podemos plantearnos si no se puede mejorar esta estimacion del error imponiendo
condiciones de suavidad mas severas para f, por ejemplo f € C™[0,1] para n > 3. Si
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Er

L
U

ho h

Error total en funcién de h

Figura 1.1: Grafico del error total como funciéon del parametro de discretizacion.

suponemos por ejemplo que f € C*[0,1] tenemos que
fl@+h)— flz—h)

2h
conxr < s <x+hyxr—h<sy <ux, de donde

‘f(erh)—f(x—h)
2h

h2 h3
_ f’([L‘) + 5f///(x) + n (f/”/(sl) _ f””(Sg)) 7

h? h?
< gy 1Moo + 27 1/

— f'(z)

y por lo tanto

! 3
= 7'(@)| # O(h),
Esto es, el error O(h?) no puede mejorarse. En consecuencia, aiin en el mejor caso
posible y, para una eleccion 6ptima de h, sélo obtenemos un orden de convergencia
O(6%/3), donde & denota el nivel de error en el dato, esto es, hay una pérdida intrinseca
de informacién. Si i no se elige en forma 6ptima, o sea, si el pardmetro de discretizacion
h y el nivel de ruido no estan relacionados apropiadamente, esta pérdida de informaciéon
sera mas severa.

Esto muestra que el proceso de diferenciacion es tal que, pequenos errores en la fun-
cién dato pueden producir grandes errores en la funcion derivada, independientemente

de cuén suave sea la funcién perturbada.

‘f(:UJrh)—f(iv—h)

Con este ejemplo hemos mostrado algunas caracteristicas tipicas de los problemas
mal condicionados:
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x Amplificacion de errores en las altas frecuencias.
x Restauracion de la estabilidad usando informacion a-priori.

x Error total formado por dos términos de naturaleza diferente: el error de aproxi-
macion y el error debido a la propagacion del ruido en los datos.

* Existencia de un pardmetro de discretizacion 6ptimo cuya eleccion depende de
informaciéon a-priori sobre la soluciéon exacta del problema.

* Pérdida de informacion atin bajo condiciones 6ptimas sobre la eleccion del parametro
de discretizacion.

1.2. Problemas inversos en conducciéon de Calor

En conducciéon de calor, el problema clasico es el problema directo de calcular la
evolucion de la temperatura de un cuerpo cuando se conocen: los parametros térmicos,
la temperatura inicial y la temperatura o el flujo de calor en toda la frontera. Este es
un problema bien condicionado. Sin embargo, en muchas situaciones de transferencia
de calor dindmicas es necesario estimar la temperatura o el flujo de calor en la frontera
a partir de mediciones de la temperatura en el interior del sélido o, conocer estados
pasados de la distribucion de temperatura del cuerpo. Estos son problemas inversos en
conduccion de calor (IHCP). Entre ellos citamos:

» El problema de determinar la temperatura inicial a partir de mediciones pos-
teriores, lo cual se denomina matematicamente la ecuacion del calor hacia atrds
(backward heat equation - BHE).

» El problema de determinar los parametros térmicos del material a partir de
mediciones de la temperatura.

» El problema de determinar la temperatura en una parte inaccesible de la frontera
a partir de mediciones del flujo de calor y de la temperatura en otras partes de la fron-
tera, lo cual se denomina matematicamente la ecuacion del calor lateral (sideways
heat equation - SHE).

A los efectos de ilustrar las dificultades matematicas que surgen, analicemos este
tltimo problema en el caso unidimensional. Mateméaticamente podemos describir el
problema como sigue: determinar

f(t) =u(l,t) parateR, (1.2.1)
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sabiendo que u(z,t) satisface
Upe = U, O0< <1, tER, (1.2.2)

w(0,t) = g(t), teR, (1.2.3)

(datos en la frontera izquierda) y
u.(0,8) =0, teER, (1.2.4)

(frontera izquierda aislada).
Suponiendo que u(z, ) € Ly(R) para todo = € [0, 1] podemos tratar este problema
usando transformada de Fourier (en t), esto es:

u(r,w) = \/% /:O e “hu(x,t)dt, weR.
Aplicando transformada de Fourier a ambos miembros de (1.2.2) obtenemos
Ure (T, w) = Uz, w), 0<x<lweR,
o equivalentemente,
Uy (z,w0) = iwi(z,w), 0<z<l,weR.
La solucion general de esta ecuacion diferencial es
w(r,w) = A(w)e\/@(lﬁ")r + B(w)e_\/@(lﬂ'”)m, (1.2.5)

donde i = v/—1y o = sgn(w). De las condiciones de borde (1.2.3) y (1.2.4) tenemos que
(0, w) = g(w) y 1u,(0,w) = 0, lo cual llevado a (1.2.5) produce la solucién particular

ﬂ(m,w) _ g(;) <6\/W2|(1+ia)x+e—\/°§(l+i0)x>
. EP
= g(w) cosh 5 (1+io)z | . (1.2.6)
De (1.2.1), i(1,w) = f(w), con lo cual obtenemos de (1.2.6) la siguiente igualdad

f(w) = §(w) cosh ( % (1 +w)> , weER (1.2.7)

De este modo, la soluciéon formal al problema planteado esta dada por la transformada
inversa de Fourier de f, esto es:

1) = \/LQ_W /_ " et () dw
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wl

_ \/%/:emw)cosh( 7(1+w)) do  (de (1.2.7)).

Analizando esta ultima expresion vemos que tiene sentido (esto es, la integral impropia
converge) solo si el lado derecho de (1.2.7) es una funcion de Ly(R). Analicemos ésto:

wl oy _ 1@l 1wl N A i s
cosh( 5 (1+i0) ] = cosh 5 cosh | @ i + sinh 5 sinh | ¢ 5
= cosh |i’cos MO‘ +isinh\/MSin Mo .
2 2 2 2

En consecuencia, como 0 = +1

cosh ( % (1+ z'a)) 2 = cosh® %’ cos® |12| + sinh? % sin %
= cosh? l%’ — cosh? % sin? %
+ sinh? % sin? |C;—|
— cosh? % — sin® %, (1.2.8)

donde usamos que cos?# +sin?f = 1 y cosh? § — sinh? 6 = 1. Asi,

2
cosh < % (1+ ia)) ‘ — cosh? 4 /% _ sin? /’%’ \w\:;oo o

En consecuencia para que §(w) cosh < % (1+ z'a)> € Ly(R), g debe decaer réapida-

mente a cero cuando |w| — 0o, esto es, g debe ser muy suave. Dado que en el problema
inverso g es el dato, el que en problemas concretos proviene de mediciones, no es de es-
perar que g tenga ninguna suavidad. Pero atin si g fuese suave, errores arbitrariamente
pequenos pueden llevar a errores arbitrariamente grandes en el resultado f. En efecto,
si llamamos ¢° a la perturbacion de g y es tal que H g— g5|| La(®) = d (en consecuencia

P
g—9 ‘LQ(R)
(1.2.7) tenemos que

= §) y llamamos f° a la correspondiente solucién obtenida con ¢°, de

i

fo(w) = §°(w) cosh ( o (14 ia)) , weR. (1.2.9)
Por ejemplo, si elegimos a ¢° modificada en frecuencia como

gé(w) _ { g(w)v w ¢ [W07w0+ 1]7

(1.2.10)
g(w) + 0, w € [wo,wo + 1],
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= §. Para el corres-

9- gé ‘Lz(R)

con wy € R arbitrario, es claro que H g — g‘SH Lo(®) =
pondiente error en el resultado tenemos que

Hf - f(s”;(ug) = |f- JE(;‘ ;(R) (Identidad de Parseval)
2
= |[(g—9°) cosh ( % (1+ io)) (de (1.2.7) y (1.2.9))
La(R)
wo+1 2
- / 52 COSh( ’%’ (1 +ia)> dw (de (1.2.10))
wo

wo+1
= 52/ (cosh2 \/ % — sin® 4/ %) dw (de (1.2.8))
o]
52/ cosh? 7—1 dv (0<sin?0<1)

0

wo+1
= 52/ sinh? \/ % dw.

0

Y

Para wg > 0, de la desigualdad anterior obtenemos

wo+1
Hf—féHiQ(R) > 52/0 sinh2\/gdw
wo

wo+1 W()
> 6 / sinh? 4 /7 dw (sinh @ funcion creciente)

0

= 5zsinh2,/ﬂ,
2
, [w
Hf_féHLQ(R) > dsinh 70'

2
En particular, para wy > @ tenemos que

y en consecuencia

) z
Hf - f(sHLQ(R) = 4 € 70’
de modo que el error § en el dato se amplifica esencialmente en el resultado por el
factor e\/?. Este problema es altamente mal condicionado. Observar que el factor
de amplificacion del error crece exponencialmente con la frecuencia en la que esta

localizado el error en el dato.

De los analisis precedentes podemos ver que el mal condicionamlento es conse-
cuencia directa de las propiedades de suavidad del operador que describe el problema
directo. Esto provoca la amplificacién de las componentes de errores de alta frecuencia
en los datos del problema inverso.



Capitulo 2

Ecuaciones mal condicionadas con

operadores lineales

En este capitulo presentamos algunas herramientas matemaéticas con las cuales se
analizan y resuelven las ecuaciones mal condicionadas con operadores lineales, esto es,
aquellas para las cuales no se satisface alguno de los postulados de Hadamard de buen
condicionamiento presentados en el capitulo anterior.

La violacion del postulado P1 en general no es preocupante pues en la mayoria de
los casos se puede forzar existencia relajando de algiin modo el concepto de solucion.
Un poco maés seria es la violacion del segundo postulado (P2); si un problema tiene
varias soluciones, se debe decidir cual de ellas es la correcta o la de interés. Para ello
se debe reveer la completitud y la relevancia de las hipotesis tenidas en cuenta en la
formulacion del problema incorporando mayor informacion si fuese necesario. En el
caso de problemas inversos la unicidad es relevante sélo cuando lo que se busca es
la causa para un efecto observado. Si en cambio lo que se busca es la causa para un
efecto deseado, el hecho de no tener unicidad hasta puede ser ventajoso pues entonces se
puede elegir aquella solucién que satisfaga ciertos criterios adicionales. Definitivamente,
el problema mas serio lo constituye la violacion del tercer postulado (P3); si se desea
aproximar por métodos numeéricos tradicionales la soluciéon de un problema que no
depende de manera continua de los datos, entonces es de esperar que tales métodos
resulten inestables y, por lo tanto, inapropiados.

En un contexto general, un problema inverso puede formularse de la siguiente ma-

nera: determinar x en la ecuaciéon
Ty =y (2.0.1)

donde T es un operador lineal y acotado entre los espacios de Hilbert X e Y, D(T) = X
ey €Y es el dato. Entonces el postulado P1 es equivalente a R(T) =Y, el postulado

18
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P2 es equivalente a N (T') = {0} y, si se verifican P1 y P2, el postulado P3 es equivalente
a la acotacion de 71,

En general resulta muy restrictivo suponer que R(T) =Y. Se necesita un concepto
més amplio de solucion. Esta generalizacion la provee la inversa generalizada de Moore-
Penrose.

2.1. Soluciones de cuadrados minimos y la inversa

generalizada de Moore-Penrose

Aunque muchos de los resultados que se dan a continuacién siguen siendo validos
en espacios normados y aun en espacios métricos, por simplicidad nos restringiremos
al caso en que X e Y son espacios de Hilbert.

Si un problema es mal condicionado porque no existe solucién exacta, es muy pro-
bable que nos conformemos con soluciones que sean aproximadas en algin sentido.

Definicion 2.1. Sea T : X — Y un operador lineal acotado.
i) Diremos que Zep, € X es una solucion de cuadrados minimos de Tx =y si

ITon = ylly = inf (T2~ ylly} (2.11)

o sea, st Tx., es el elemento en el rango de T mds cercano a y.

ii) Diremos que x' € X es una mejor solucion aproximada de Tx =y si x' es
una solucion de cuadrados minimos y

= inf {||Zeml|x : Tem es solucion de cuadrados minimos de Tx =y} (2.1.2)

(Ey

Observacién 2.2.

1) Si z es solucion de cuadrados minimos de Tz = y, entonces = + Z también lo sera
para todo € N(T).

2) No siempre existen soluciones de cuadrados minimos (ver Proposicion 2.9).

3) Si existe una mejor soluciéon aproximada entonces esta es unica (ver Proposicion
2.9).

4) Si (2.0.1) tiene una tnica solucién exacta, entonces coincide con zf.
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Volvamos ahora a nuestra ecuacion original (2.0.1), donde 7" € L(X,Y’) no nece-
sariamente es inyectivo, o sea, es posible que N(7T') # {0}. Definimos

T =T |yqe: N(T)t =Y.

Entonces claramente T es inyectivo y R (T) = R (T). Por lo tanto es posible definir el

operador inverso T )
T':R(T) — X, (2.1.3)
umDCﬁg:RGUyRﬁ”):D@v:N@H.
Observar que N(T') es un subespacio cerrado de X por ser 7' un operador lineal y

acotado y por lo tanto X = N(T) & N(T)*. A su vez R(T) es un subespacio de Y el
cual puede o no ser cerrado, en consecuencia R(T) @ R(T)+ C Y.

Definicion 2.3. Sea T' € L(X,Y). La inversa generalizada de Moore-Penrose
de T, denotada por T', se define como la tinica extension lineal del operador T
(definido en (2.1.3)) al subespacio

D (T") = R(T) & R(T)* (2.1.4)

de modo que
N (T") = R(T)". (2.1.5)

., Como se define esta extension?. Para todoy € D (T T) existen unicos y; € R(T), y2 €
R(T)* tales que y = y; + 2. Entonces

TTy = 717 (y1 +y2)
= Tly,+ Ty, (T es lineal)
= Ty (de (2.1.5) pues y» € R(T)")
= T (meRTyT \rey="T"").
Luego, )
Ty =T 'y, (2.1.6)
El operador T est4 bien definido pues la representacion de y € D (T T) es Unica y existe

T-. Por lo tanto, T asf definido, es la tnica extension lineal de T que satisface (2.1.4)
y (2.1.5).
Observar que si existe 71 entonces T | R(T)= T-1.

En las siguientes proposiciones probaremos importantes propiedades del operador
Tt que lo caracterizan.

Proposiciéon 2.4. Sean T € L(X,Y), T' su inversa generalizada. Entonces

R(T") = N(T)*.
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Ademds D (T1) =Y, esto es, TT es un operador densamente definido.

DEMOSTRACION. Sea y € D (T1). De (2.1.6) Tty = T-1y, € R (T*l) — N(T)".
Luego,
R(T") c N(T)*. (2.1.7)

Por otro lado, sea x € N(T)*. Entonces

T'Te = T'Tz (T |gey=T7")
= T7'Tz (e NT)'yT=T |yae )
Z,

de donde se infiere que x € R (T T) . Luego,
N(T)* c R(TY). (2.1.8)

De (2.1.7) y (2.1.8) concluimos que R (1) = N(T)*.

Probemos ahora que D (Tt) = Y. Obviamente D (Tt) C Y. Resta ver la otra
inclusion. Como R(T') es un subespacio de Y, W es un subespacio cerrado de Y
y en consecuencia Y = R (T) @ R(T)*. Asi, si y € Y existen tnicos 1 € R(T),
yo € R(T)* tales que y = 41 +yo. A su vez, puesto que y; € R (T) existe una sucesion
{yr},en € R(T) tal que y,, "% 1. Para todo n € N definimos y, = y. + v». Entonces

{Ynt,en € D(TT) ¥y y» = y1 +yo = y. Luego, dado y € Y existe una sucesion

{yn}nen € D(TT) tal que y, — y, por lo tanto y € D (TT). Como y € Y es arbitrario
concluimos que Y C D (T'). |

Proposicion 2.5. Sean T € L(X,Y), TT su inversa generalizada, P la proyeccion
ortogonal de X sobre N(T) y Q la proyeccion ortogonal de Y sobre R (T). Entonces
se satisfacen las siguientes igualdades llamadas ecuactones de Moore-Penrose:

T"T = I-P (2.1.9)
TT' = Q |pern (2.1.10)
TT'T = T (2.1.11)
T'TTt = TT (2.1.12)

DEMOSTRACION.
» Demostremos (2.1.10). Sea y € D(TT), entonces y = y; + yo con y; € R(T),
Yo € R(T)J‘
Ty = T7'y  (de (2.1.6))
(y1 € R(T))

Qy (€ R(T)"=N(Q)). (2.1.13)

I
. ﬂ‘z ~:
fa)
<
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En consecuencia,

TTYy = TT'Qy
TT'Qy (T7'Qy e N(I)' y T |yer)e=1)
= Qy.

Luego, para todo y € D(T") se tiene que TT Ty = Qy, o sea
Q |perny=TT".

Esto prueba (2.1.10). Observar ademés que Qy = y1 € R(T) y T' |gey= T7', en
consecuencia , de (2.1.13) se tiene que

Tty =T7'Qy =TQy. (2.1.14)

» Demostremos (2.1.9). Dado que P es la proyeccion ortogonal de X sobre N(T),
entonces (I — P) es la proyecciéon ortogonal de X sobre N(T)L. Entonces para todo
r € X se tiene que

T'Te = T'Tx  (Tx € R(T) y T |gery=T7")
= T7'T [Pz + (I — P)x]
= T 'TPx+T7'T(I — P)x
= T7'T(I - P)x (Pz € N(T))
= T7'7(I - P)x (I=P)z e ND) y T |yaye=T)
= (I —P)x.

Luego, T"T'z = (I — P)x para todo z € X. Esto es
T'T =1-P.
» Demostremos ahora (2.1.11). Como T7T = I — P, tenemos que
TT'T=T(I—-P)=T—-TP=T (R(P)=N(T)).

» Demostremos finalmente (2.1.12). Sea y € D(TT). De (2.1.10) tenemos que TTTy =
Qy. En consecuencia,

T'TTYy = T'Qy
= Thy  (de (2.1.14)).

Luego, TTTT'y = Ty para todo y € D(TT). Esto es,

77Tt =T,
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De la demostracion se desprende que (2.1.11) y (2.1.12) se deducen de (2.1.9) y
(2.1.10). Por otro lado, es posible probar que las ecuaciones de Moore-Penrose carac-
terizan univocamente a la inversa generalizada, esto es, el inico operador que satisface
las cuatro ecuaciones (2.1.9)-(2.1.12) es el dado en la Definicion 2.3.

Proposiciéon 2.6. Sean T € L(X,Y), TT su inversa generalizada. Entonces, TT es
cerrado.

DEMOSTRACION. Probemos que el grafo de T es un subespacio cerrado de Y x X.
Por definicion de T su grafo tiene la forma:

G = {(v.T'y) :y € DT}
= {(n+wT ') meRT),me RTD (e (214) y (216)
yl,T‘1y1> + (42,0) 11 € R(T),y2 € R(T)L}

Sy € R(T)} + {(?JQ,O) ‘Y2 € R(T)l}

_ { v T ) € R(T)} + (R(T)* x {0})
= 51+ 95
S = {(yl,T_1y1> Ty € R(T)} (2.1.15)
’ Sy = R(T)* x {0}. (2.1.16)

Definimos ahora S5 = {(Tz,z) : x € X} N (Y x N(T)*). Probemos que S; = S3 con
S1 definido por (2.1.15). Sea (yl,T_1y1> € Sy. Seaz = T 'y,. Entonces z € R(T™!) =
N(T)* y ademés

Tr = TT_lyl
=TT (€ Ry T =T [per))
— Qu (por (2110))
= (y1 € R(T) y Q proy. ortog. sobre R (T)).

Asi, (yl,T_lyl) = (Tz,x) € Y x N(T)*. Luego S; C Ss. Por otro lado, sea z € N(T)*+
y sea y; = Tz. Entonces y; € R(T) y ademaés

Ty = Ty (i €R(T) y T =T" |pry )
= T'Tx
(I — P)x  (por (2.1.9))
x (x € N(T)* y (I — P) proy. ortog. sobre N(T)%).
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En consecuencia, (T'z, x) = (yl,T*1y1> € S;. Luego S3 C S;. De este modo S; = Ss.

El operador T es cerrado pues por hipdtesis es acotado, por lo tanto G(T) =
{(z,Tz) : x € X} es un subespacio cerrado de X XY". En consecuencia {(Tz,z) : z € X}
es un subespacio cerrado de Y x X. Ademas, Y x N(T)* es un subespacio cerrado de
Y x X pues N(T)* es un subespacio cerrado de X. Asf, S; (= S3) es un subespacio ce-
rrado de Y x X por ser interseccion de subespacios cerrados. Por otro lado, Sy definido
por (2.1.16) también es un subespacio cerrado de Y x X pues R(T)* y {0} son subes-
pacios cerrados de Y y X respectivamente. Resta ver que S; y S5 son ortogonales en
Y x X. Sean x € N(T)* y y € R(T)*, entonces

<(T£E, fl?) ) (y, 0)>Y><X = <Tx7y>Y + <33, O)X =0

donde la tltima igualdad se sigue del hecho que Tx € R(T) e y € R(T)*. Luego
Sy LS,
Tenemos que: S; y S2 son subespacios cerrados ortogonales de Y x X, entonces S +

Sy = G(T") es un subespacio cerrado de Y x X (ver Teorema A.15) y en consecuencia
T' es cerrado. |

La importante caracterizaciéon de T dada por la proposicién anterior es util para
demostrar la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.7. Sean T € L(X,Y), TT su inversa generalizada. Entonces, TT es
acotado (o equivalentemente, continuo) si y solo si R(T) es cerrado.

DEMOSTRACION.

(<) Supongamos que R(T) es cerrado. Entonces Y = R(T) @ R(T)* y por lo
tanto D(T') = Y. Tenemos asi que 77 : Y — X es un operador lineal, cerrado (por
Proposicion 2.6) con D(TT) = Y, en consecuencia T7 es acotado por el Teorema del
Grafo Cerrado (ver Teorema A.42).

(=) Supongamos ahora que T es acotado. Para probar que R(T') es cerrado basta
ver que R (T) € R(T). Por hipotesis Tt : D(T') € Y — X es un operador acotado,
entonces, por el Teorema de Extension (ver Teorema A.21) existe una tnica extension
acotada de T, llamémosle T, tal que D(TT) = D(TT). De la Proposicion 2.4 tenemos
entonces que D(TT) = D(TT) =Y. Sea y € Y = D(Tt) = D(T"). Entonces existe una
sucesion {y,},.y C D(T1) tal que T}g{;loy" =y y ademés Ty = nlirgoTTyn (Tt |prt)=

TT). Asi,

TTty = T ( lim TTyn>

= lim (TT'y,) (T es continuo)
= lim (Qu,) (de (2.1.10) pues y, € D(TT))

= Q (7112210 yn> (@ es continuo)
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= Qu.
Luego, para todo y € Y tenemos que Tny = Qy. Por lo tanto,
TTH = Q. (2.1.17)
Para y € m tenemos que
y = Qu (Q proy. ortog. sobre R (T'))

= TTty  (de (2.1.17)),

en consecuencia y € R(T). Como y € R(T) es arbitrario concluimos que R (T) C
R(T). n

Mencionamos anteriormente que una ecuaciéon del tipo Tx = y no siempre posee
soluciones de cuadrados minimos. La siguiente proposiciéon arroja luz sobre esta afir-
macion.

Proposicion 2.8. Si la ecuacion Tx = y admite soluciones de cuadrados minimos,
entonces y € D(TT).

DEMOSTRACION. (Por reducciéon al absurdo)

Supongamos que y ¢ D(TT) y que existe x., soluciéon de cuadrados minimos de
Tz =vy. Entonces y € Y | D(TT). Como Y = R(T)® R(T)* de (2.1.4) podemos inferir
que

y=1y1+1y2, con y € R(T)|R(T), yo € R(T)™*. (2.1.18)

Por hipoétesis z,, es soluciéon de cuadrados minimos de Tz = y y por lo tanto,
|Tzem = ylI* < |Tzx—y|*  VzeX,
de donde, por ortogonalidad y de (2.1.18) tenemos que
T2 em = y1l* + lgell® < 172 = wal* + [lya® Vo € X,
o0 sea,

|\ Tzerm — w1l < || Tz —w1]] VoeX. (2.1.19)

Como y; € R(T) | R(T), existe una sucesion {x,}, .y C X tal que y; = lim T'z,,. De
(2.1.19) tenemos entonces que

0 <NTxem —wnll <[ Twn —wll n,
de donde

0 < T —wall < lim [T, — 0]
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< || Mm Tz, — 1 H (por la continuidad de la norma)

=0 (y1 = lim Tx,,).
Esto implica que |7z, — y1|| = 0 o equivalentemente, T'x.,, = y; lo cual es absurdo
pues por hipotesis y; ¢ R(T). Luego, si y ¢ D(TT) no existen soluciones de cuadrados
minimos de T'x = y. ]

Entonces para que la ecuacion T'r = y posea soluciones de cuadrados minimos es
necesario que y € D(T"). Sucede que esta condicién es ademés suficiente. En el siguien-
te teorema se demuestra esta afirmacion y se relacionan las soluciones de cuadrados
minimos y la mejor soluciéon aproximada con la inversa generalizada de Moore-Penrose.

Teorema 2.9. Sea la ecuacion Tz = y. Si y € D(T') entonces existe una tinica
mejor solucion aprorimada dada por

zt =TTy
Ademds, el conjunto de todas las soluciones de cuadrados minimos es {xT} + N(T).

DEMOSTRACION. Probemos primero la existencia de soluciones de cuadrados mini-
mos. Sea y € D(T7) arbitrario pero fijo y definamos el conjunto

S={z€ X :Tz=Qy},

donde, como antes, @ es la proyeccién ortogonal de Y sobre R (T'). Como y € D(TT),
y=y1+ycony € R(T) ey € R(T)+ de modo que Qy = y; € R(T). Entonces
existe Z € X tal que Qy = TZ y en consecuencia z € S. Luego S # (). Por otro lado,
para todo z € S y para todo = € X, se tiene que

1Tz =yl = [1Qy -yl
< Tz —y| (Q proy. ortog. sobre R (T)).

Variando z € X con z fijo en la desigualdad anterior obtenemos que
1Tz —yll = mf {|T -y}

y en consecuencia, de (2.1.1), concluimos que z es solucion de cuadrados minimos
de T'x = y. Denotando con S, al conjunto de las soluciones de cuadrados minimos,
acabamos de probar entonces que S C S.. Probemos ahora que S. C S. Sea z € S..
Entonces

1Qy—yll < [Tz -yl (Q proy. ortog. sobre R (T))
= mf{|Tz—yll} (2€5)

— inf —
nf =y}
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= IQy —yll
donde la ultima igualdad se sigue del hecho que Qy es el elemento en R (T') con menor
distancia a y. Luego || Tz — y|| = ||Qvy — y|| de donde se sigue que Tz es el elemento en

R (T) mas cercano a y, por lo tanto Tz = Qy. En consecuencia z € S'y S, C S.
Hemos probado asi que si y € D(TT) entonces () # S = S,. Esto es, existen solu-
ciones de cuadrados minimos de Tz = y siempre que y € D(T™).
Observar que S = {z € X : Tz = Qy} = T~ (Qy). Por lo tanto S es un conjunto
cerrado por ser preimagen de un conjunto cerrado (unitario) por una funcién continua.
Ademas S es un conjunto convexo pues si 21,20 € Sy 0<a <1

T(azy+ (1 —a)z) = aTz + Tz —aTlz
= aQy+Qy—aQy (21,2 €9)
Qy,

de donde az; + (1 —a)z € S.
Resumiendo, tenemos entonces: X espacio de Hilbert, S € X conjunto no vacio
cerrado y convexo. Entonces, para 0 € X existe un tnico z € S tal que ||zZ|| = 1n£{Hz||}
ze

(ver Teorema A.12). Por lo tanto, de (2.1.2), concluimos que Z es la mejor soluciéon
aproximada de Tx = y. Ademas, como z € S C X = N(T) & N(T)*, existen tnicos
zZ1 € N(T) y zo € N(T)* tales que z = z; + 2. Observar que Tz = T'Z,, de modo que
Zy € S. Si Z; # 0 entonces
12> = [zl + |Z]>  (por ortogonalidad)
—— _
> lzl" (Il #0),
lo cual es un absurdo pues z; € Sy Z es el elemento en S de minima norma. Luego

z; = 0 y en consecuencia z = z, € N(T)*.
Probemos ahora que S = {z} + N(T). Sea z € S,

r=24(z—2)
y =z € {z} + N(T).
(x—2) e N(T) pues z,z € S

Luego, S C {z} + N(T). Reciprocamente, sea x € {Z} + N(T). Entonces z = zZ + w
con w € N(T') y por lo tanto

Te = Tz+Tw
= Tz (we N(T))
= Qy (z€9)

lo cual implica que = € S. Luego, {2} + N(T') C S.
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Nos resta sélo probar que z = TTy. Para esto, notar que

z = (I-P)z (ze€ N
= T'Tz  (de (2.1.9))
= T'Qy (z€5)
= T'TT'y  (de (2.1.10) pues y € D(T"))
= Thy  (de (2.1.12)).

A tal z = TTy la (tinica) mejor solucién aproximada de Tz = y, la denotaremos de
ahora en mas con z. |

Observacién 2.10. De la Proposicién 2.7 y del Teorema 2.9 se deduce que si T
es acotado (o equivalentemente, si R(T") es cerrado), entonces para todo y € Y existe
una tnica mejor soluciéon oproximada de Tx = y dada por ' = T'y. Esto es siempre
cierto si Y es de dimension finita.

Hasta aqui sabemos que dada la ecuacion Tx = g, si y € D(TT) existen soluciones
de cuadrados minimos (y una tnica mejor solucién oproximada). A continuaciéon enun-
ciamos y probamos un teorema que caracteriza a tales soluciones via la ecuacion
normal asociada a Tr = y.

Teorema 2.11. Sea y € D(TT). Entonces Te, € X es una solucion de cuadrados
minimos de Tx =y si y solo si x., satisface la ecuacion normal

T"Tz =T"y.

DEMOSTRACION. Notar que x., € X es soluciéon de cuadrados minimos de Tz = y

& Trm—yl = g {Te—yl}  (de (21.1)

& oo =l = inf {lu=sl} = inf (=i}
& T2em—y € R(T):  (ver Teorema A.13)

& Tim—ye N(T) (R = N(T%)

s T (Txem —y)=0

& T'Txe, =Ty.

De este teorema se sigue entonces que zf = Tty es la solucién de minima norma de
la ecuacion T*Tz = T*y v en consecuencia 1Ty = (T*T)T T*y, o sea

Tt = (T*T)" T*. (2.1.20)

Este hecho explica también porque en la busqueda de soluciones de cuadrados
minimos, el operador T*7T tiene un rol importante.
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Observacion 2.12. En la practica, cuando se dice que una ecuacion de la forma
Tx =y es "mal condicionada", por lo general se implica con ello la violacion del ter-
cer postulado de Hadamard y casi nunca la violacion del primero o del segundo. Esto es
asi pues, como vimos, la existencia de soluciones puede lograrse casi siempre relajando
el concepto de solucion (e.g. soluciones débiles, soluciones de cuadrados minimos, etc.)
y, en tal caso la unicidad resulta frecuentemente al imponer condiciones adicionales a
la solucion (e.g. que sea de norma minima). Por esta razon, en el resto de este trabajo,
Tz =y "mal condicionada" significara siempre 7T "no acotado".

2.2. Operadores compactos

Muchos problemas inversos que surgen en aplicaciones concretas involucran op-
eradores compactos. Por ejemplo, el operador integral de Fredholm de primera clase
T : Ls(a,b) — Ly (a,b) definido por

(T) (1) = / k(t, )2 (s)ds, (2.2.1)

es compacto siempre que el nicleo k(t,s) € L ((a,b) x (a,b)) o que k(t,s) sea debil-
mente singular en [a, b] X [a,b] (ver Teorema A.45 y Definicion A.22).

En lo que sigue, en lugar de la letra T" para el operador utilizaremos la letra K a
los efectos de enfatizar el hecho que suponemos que el mismo es compacto.

Proposicion 2.13. Sean X,Y espacios de Hilbert, K : X — Y un operador com-
pacto. Entonces dim R(K) < oo si y solo si R(K) es cerrado.

DEMOSTRACION. (=) Es obvio.

(<) Por hipoétesis Y es un espacio de Hilbert y R(K') es un subespacio cerrado de
Y, entonces R(K) es un espacio de Hilbert en si mismo.

El operador K |y(x)+: N(K)* — R(K) es lineal, continuo y biyectivo, por lo tanto

existe (K |N(K)L>_1 el cual es lineal y continuo (ver Teorema A.41). De este modo,
K (K |N(K)¢)_1 = I |r(k) es compacto por ser la composicion de un compacto con

un acotado (ver Teorema A.44-d)) y en consecuencia, dim R(K) < oo (ver Teorema
A.44-f)). n

El siguiente resultado prueba que los problemas de la forma Kz = y con K com-
pacto son “casi siempre” mal condicionados.

Teorema 2.14. Sean X,Y espacios de Hilbert de dimension infinita, K : X —Y
un operador compacto con dim R(K) = oco. Entonces, la ecuacion Kx = y es mal
condicionada.
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DEMOSTRACION. Como dim R(K') = oo, de la Proposicion 2.13 se sigue que R(K)
no es cerrado y en consecuencia, K no es acotado (Proposicién 2.7) y el problema
Kx =y es mal condicionado. ]

Observar que si dim R(K) < oo, como dimY = oo se tiene que R(K) & Y y en
consecuencia, estrictamente hablando, la ecuacion sigue siendo mal condicionada, esta
vez por violacion del postulado de existencia. De aqui la importancia de estudiar los
problemas inversos asociados a operadores compactos.

Para el tratamiento de operadores compactos resulta conveniente introducir el con-
cepto de descomposicion espectral.

Si K : X — X es compacto y autoadjunto existe un autosistema (A, ; v,) consistente
en todos los autovalores no nulos, \,, y los correpondientes autovectores, v,, de K.
Estos autovectores forman un sistema ortonormal completo en R(K) = N(K)* (ver
Teorema A.49). Entonces, para todo z € X se tiene que

o0

r=2x,+ Z (x,vp) Up,y (2.2.2)
n=1

donde x, € N(K) es la proyeccion de x sobre N(K). Ademas

Kz = Z An (T, 0) Uy (2.2.3)
n=1

Esto se conoce como la representacion espectral, expansion en autofunciones o dia-
gonalizacion del operador K. Esta expresion permite resolver ecuaciones de la forma
Kz = y y atn ecuaciones de la forma Kz = Ax + y en forma sencilla, tal como lo
demuestran los siguientes dos resultados.

» Sea K : X — X un operador compacto y autoadjunto. La ecuacion Kx =y
admite solucion si y solo si y € N(K)* y S22 A2 |{y, v.)[* < o0.

DEMOSTRACION. Sea y € X. Entonces

y € N(K)* Y =201 (¥, vn) vn (por (2.2.2))
y A y
S A2 {y, )P < 00 >0 Ay, v) v, converge (ver Teor. A.17-a))

= w:Z)\;l (Y, vn) v, € X tal que Kz = y.
n=1

Dicha solucion es tnica si y solo si N(K) = {0}. (Ver por ejemplo [8])



2.2. Operadores compactos 31

» Sea K : X — X un operador compacto y autoadjunto. Si A #0y X # X\, Vn € N
entonces, para todo y € X existe un tinico x € X tal que (K — \)x = y.

DEMOSTRACION. Sea y € X. De (2.2.2)

Y=Y+ Y (U, vn) Vn (2.2.4)
n=1

cony, € N(K).Luego, > >7, (y,v,) v, converge y en consecuencia, por la ortogonalidad
de los {v,}, se tiene que

{(y,vn)} € L (2.2.5)
(ver Teorema A.17).
Yaque A #0y hm An = 0 se tiene que hm —— = 1 de donde, dado € > 0 existe

< /e Vn > N. Asi,

NENtalque‘——l’—‘ An

2
[y, va) > < ey, vu)]* Vn >N

An
A=A\,

y en consecuencia, de (2.2.5) se sigue que {Aif\n (y, vn>} € (5. Luego, por la ortogona-

lidad de los {v,}, podemos definir

Z (y, Un) Un (2.2.6)
(ver Teorema A.17-a)). Sea ahora
1
T = —X(y + 2), (2.2.7)
esto es
1 i 0o 0o )\n
xr = _X Yo + Z <yvvn> Un, + Z )\ _ )\ <y7vn> Un (de (224) Yy (226)>
n=1 n=1 n
1] Y
- _X y() +nz:1 )\_>\n <y7vn>vn] .
Entonces
1 A >
(K—A])ZE = _X Kyo +Z A — \ <yvvn>KUn_)‘yo _)‘Z A — )\ <yavn>vn
L n=1 n n=1 n

1 [ A, — A2
= —X ﬁ (y,vn> Up — )‘yo] (yo S N(K))

Ln=1
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= - [_ Z <y7vn> Un — yo]

por lo tanto, x definido por (2.2.7) satisface la ecuacion (K — Al )z = y. Ademas, como
por hipotesis A £ 0y A # A\, ¥n € N, se sigue que N(K —\I) = {0} y en consecuencia
la solucién es tnica. [ |

Si K : X — Y es compacto consideramos el correspondiente sistema singular
(0p; Unyup) (ver Teorema A.53), donde (02;v,) v (02;u,) son los autosistemas de los
operadores compactos y autoadjuntos K*K y K K* respectivamente, esto es,

KKz = Zai (x,vn) vy, VxeX, (2.2.8)

n=1

KKy = Zai (Y, un) up, Vyev.
n=1

Los o, se denominan valores singulares de K y los consideramos ordenados en forma
decreciente 0 < 0,,.1 < 0, Vn con su multiplicidad (ver Definicion A.52). Claramente,
dim R(K) < oo si y solo si K tiene un nimero finito de valores singulares. Ademas, en
el caso de infinitos valores singulares se tiene que nh_)rgo on, = 0 (ver Definicién A.52).

Por ejemplo, si en el operador integral definido por (2.2.1) el nicleo k es degene-
rado, esto es, si tiene la forma

k(t,s) = Z ©i(Yi(s), t,s€ [a,b]

conn € Ny ¢;,1; € Ly (a,b), entonces dim R(K) < oo pues

o)) = | (Zwm(s)) r(s)ds

En consecuencia K tiene un nimero finito de valores singulares. Asi, si el ntcleo de K
no es degenerado existen infinitos valores singulares.
Para referencia posterior observar que

b —_
Ko e = / () (1) (e
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— K 2.2.
<$, y>L2 (a,b) ( 9)

donde ([?y) (t) = fab k(t,s)y(s)ds con k(t,s) = k(s,t). Luego, si k(t,s) es real y

simétrico, el operador K definido por (2.2.1) es autoadjunto.

En el siguiente resultado caracterizamos al dominio de la inversa generalizada de
Moore-Penrose de un operador compacto K con la ayuda del sistema singular asociado
y obtenemos una descomposicién espectral para la misma.

Teorema 2.15. Sean X,Y espacios de Hilbert, K : X — 'Y un operador compacto,
(On; Un, ) el sistema singular asociado a K. Entonces:

i) y € D(KT) siysdlosi 300 L [y, u,)|* < oo
i) para todo y € D(KT) se tiene que

o

1
Kiy=Y — ) U 2.2.10
y= —(yun)v (2:2.10)

n=1 "

DEMOSTRACION. i) Sean y € D(KT) y Q la proyeccién ortogonal de Y sobre R (K).
Entonces Qy € R (K) pues KKy = Qy. Por lo tanto, existe z € X tal que

Qy = Kz. (2.2.11)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z € N(K)* y en consecuencia

r = Z (x,v) vy, (2.2.12)

pues los {v,} expanden a R (K*) = N(K)*. A su vez, como @ proyecta sobre R (K) y
los {u,,} expanden a R (K), se tiene que

Q)= (- tn) tn. (2.2.13)

n=1
Asi,

[e.9]

Qy - Z<y7un>un

n=1
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— (van n) (por (2.2.11) y (2.2.12))

= Z (x,v,) Kv, (K eslineal y continuo)

n=1
[e's)

- Z On <I7 Un> U,
n=1

de donde, por la ortogonalidad de {u,}, se sigue que
(Y, un) = o (2,00) , Vn €N. (2.2.14)

Como la sucesion de los coeficientes de Fourier {(z,v,)} € €y, de (2.2.14) se tiene que

{l<y,un>} € (5 y por lo tanto >~ 102 [y, un)|? < 0.

Reciprocamente, sea y € Y y supongamos que » -, 02 [y, up)|® < oo. Entonces,
por el Teorema de Riesz-Fischer (Teorema A.17) se tiene que

[e.9]

Zi (y,up) v, € X

g
n=1 "

por ser {v,} un sistema ortonormal. En consecuencia

= 1
Kz = Z—(y,un)Kvn

NE

(Y, Un) un

n=1
= Qy (por (2.2.13)),
de donde Qy € R(K). Luego y = Qy + (I — Q)y € R(K) & R(K)* (pues (I — Q)
proyecta sobre R(K)1). Por lo tanto y € D(KT).
ii) Sea y € D(KT). De lo desarrollado en la demostracion de i) tenemos que

oo

1
=Y —(Wu)v, € N(K)" vy Kz=Qy. (2.2.15)

n=1 "

Por otro lado, del Teorema 2.9 sabemos que el conjunto de las soluciones de cuadrados
minimos tiene la formaS = {z € X : Kz = Qy} = {27} + N(K), y por lo tanto, de
(2.2.15) concluimos que x € S. Tenemos que,

rzesS
y :>:c:xT:KTy.
r e N(K)* |
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Notar que en la demostracion anterior hemos considerado sélo el caso de infinitos
valores singulares pues en el otro caso el resultado es inmediato.

La condicion i) del Teorema 2.15 para la existencia de la mejor solucion aproximada
se denomina Criterio de Picard. Esta condicion establece que dicha solucién para la
ecuacion Ka = y existe si y solo si los coeficientes generalizados de Fourier {(y, u,)} de
y respecto a las funciones singulares u,, decaen méas rapidamente a cero que los valores
singulares o,, (recordemos que lim,_ ., 0, = 0) de manera tal que la correspondiente
sucesion de cocientes esté en /5. Sobre la condicién ii) podemos hacer un analisis de
estabilidad. La expresion (2.2.10) muestra que errores en el dato y influyen sobre la
mejor soluciéon aproximada, KTy, del siguiente modo: las componentes del error (res-
pecto a la base {u,}) asociadas a valores singulares grandes no afectan demasiado,
pero las correspondientes a valores singulares pequenos se amplifican por los factores
i, los cuales crecen indefinidamente siendo, en consecuencia, peligrosos. Adn en el
caso que dim R(K') < oo, es decir que haya s6lo un nimero finito de valores singulares,
estos factores de amplificacion podrian ser inaceptablemente grandes (a pesar de estar
acotados).

La inestabilidad a la que hacemos referencia es claramente mas severa cuanto mas
rapido decrecen a cero los valores singulares de K. Esto hace posible cuantificar el
grado de mal condicionamiento de la ecuacion Kx = y:

a) si o, = O(n™%) para algin a € R", se dice que el problema es débilmente mal
condicionado;

b) en otro caso, por ejemplo si o, = O(e™™), se dice que el problema es severa-
mente mal condicionado.

En el caso b) el factor de amplificacion del error en el dato correspondiente a
la n-ésima componente, (y,u,), es del orden de e™ por lo cual, desde un punto de
vista practico, no se puede permitir mas que unos pocos grados de libertad en el
dato, esto es, uno debe asegurarse que el dato sélo contenga informacién sobre las
primeras componentes de Fourier (componentes de baja frecuencia) y filtrar todas las
componentes restantes.

Ejemplo 2.16. (La ecuacion del calor hacia atras - BHE)

Consideremos la ecuaciéon del calor unidimensional:

du o*u
E(l’,t) = 7($,t>, WS (O,ﬂ'), t >0, (2216)

con condiciones de borde homogéneas
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0, (2.2.17)
y con un perfil de temperatura final dado (en 7' = 1)

u(z,1) = f(z), z€l0,7], (2.2.18)
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donde f(0) = f(7) = 0.

Se desea determinar el perfil de temperatura inicial

g(z) = u(z,0), xe€l0,n]. (2.2.19)

Consideremos las funciones X, (z) = \/g sin(nx), n € N, las que, como sabemos,

. 2 .. )

son autofunciones del operador dd? en [0, 7| con condiciones de borde homogéneas y sus
autovalores son \, = —n?, n € N. Es bien sabido que el sistema { X}, es ortonormal
y completo en L9(0,7) y en consecuencia

i ) Lao.m) Xn(+) = ichn(-), Vh € Ly(0,7) (2.2.20)

donde ¢, = (h(), Xn(*)) 1, (0.7)-
Suponemos que el problema (directo) (2.2.16), (2.2.17), (2.2.19) posee solucion de
la forma

t) = ian(t)Xn(x), z e [0,7], t>0. (2.2.21)

Queremos determinar las funciones a, para todo n € N. Procedemos formalmente,
suponiendo convergencia uniforme de las series involucradas. Asi, de (2.2.21) tenemos
que:

=S 0X@) ¥ D) = Y 0 (OX @) = - 3 na, ()X

n=1 n=1

Haciendo cumplir (2.2.16) obtenemos >_°  a, (t) X, (z) = — Yo%, n?a,(t) X,(7) o equiv-
alentemente, Y oo, (a,,(t) + n?a,(t)) X,(z) = 0. Como {X,}, . es un sistema ortonor-

n=1

mal, la igualdad anterior implica que a,,(t) + na,(t) = 0, ¥n € N, ¢t > 0. Por otro
lado, de (2.2.21) se tiene que u(z,0) = >_°7  a,(0) X, (x). De (2.2.19) y (2.2.20) se sigue

n=1
que u(z,0) = g(z) = 3377, e, Xp(x) donde ¢, = (g(+), Xn(-)) ,(0.n)- En consecuencia,
a,(0) = ¢,, ¥n € N. Tenemos asi que, para cada n, la funcién a,, debe ser solucion del

problema de valor inicial

{ a, (t) +na,(t) =0, t>0
a,(0) = ¢,

de donde se deduce que ¥n € N, a,(t) = ¢,e™™*t t > 0.
Volviendo a (2.2.21) obtenemos:

[e.o]

Z ene "X (@) =Y (90, X)) o € Xn(2). (2.2.22)

n=1
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Asi,

=

&
I

£,

2, 1) (de (2.2.18))

(90 Xu( D) ooy € " Xan(z) (e (22.22))

([ aonan)e
1(\/2 /0 4(s) sin(ns) 3) 6”2\/;111(%)

i ( /O "g(s)sin ns)ds> e sin(nz)

=1

(% Z ¢ sin(ns). sin(nw)) g(s)ds.

n=1

[
WE

i
I

[
NE

n

|
ﬁMEﬁ I

2N

n
’7T

Il
S—

Denotando con k(z,s) = 23> | e~ sin(ns). sin(nz), obtenemos:

flz) = /07r k(x,s)g(s)ds. (2.2.23)

Luego, definiendo el operador K : Ly (0,7) — Lo (0,7) como

(10 ()= [kl s)h(s)ds.
0
la ecuacion (2.2.23) puede expresarse de la siguiente forma:

(Kg) () = () (2.2.24)

Por lo tanto, nuestro problema inverso original es equivalente a resolver la ecuaciéon
integral de primera clase (2.2.24).

Notar que el operador K es compacto pues k(z,s) € Ly ((0,7) x (0,7)). Ademas, es
autoadjunto ya que k(zx, s) es real y simétrico (ver lo observado en (2.2.9)). Como K es
compacto y autoadjunto, en su correspondiente sistema singular se tiene que v, = u,
y 0, = A\p. Ya que

Kh=Y e (h(-), Xu()) 1, 0.m) Xn

y los X, son ortonormales en Ly(0,7), entonces esta es precisamente la expansion en
autofunciones de K (comparar con (2.2.3)) y por lo tanto o, = A, = e, v, = X,
Vn € N. Asi, el sistema singular para el operador integral de la ecuacion (2.2.24)

esta dado por <e‘"2; \/g sin(nx), \/g sin(nx)) . Observar que este operador es no
neN
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degenerado puesto que su nicleo no es suma finita de productos de funciones de L (0, )
y en consecuencia, tal como lo observamos anteriormente, tine un ntimero infinito de
valores singulares o,, tales que lim o, = 0.

n—0o0

En este caso el problema inverso definido por (2.2.24) es severamente mal condi-
cionado. De los Teoremas 2.15 y 2.9 tenemos que este problema admite soluciones de
cuadrados minimos si y solo si

[e's)
E e2n2

n=1

2

FEun( D), o] <00 (2.2.25)

en cuyo caso la solucién de cuadrados minimos de minima norma (esto es, la mejor
solucion aproximada) esta dada por

g(z) = > e (FCun()), o un(x)  (de (2:2.10))
_ \/%Ze,ﬂ (FC)sun()), . sinna (2.2.26)

donde <f(-),un(-)>L2(0m) = \/gf[;r f(s)sin(ns)ds.
En (2.2.25) y (2.2.26) vemos cuan severamente mal condicionado es este problema:

solo existe solucion si los coeficientes de Fourier de la funcion dato f, (f(-), un()), o’
2(0,m

decaen muy rapido (mucho mas rapido que e*”Q), condicién que es satisfecha solo por
funciones muy suaves. Pero ademas, y mas importante ain, vemos que un pequeno
error en el n-ésimo coeficiente de Fourier del dato resulta amplificado por el factor e’
en la solucién del problema inverso. Asi por ejemplo, un error del orden de 1078 en
el quinto coeficiente de Fourier de f (lo que podria pensarse mas que adecuado en la
mayoria de las aplicaciones y mediciones en la practica), origina un error del orden de
10% (% x 107® ~ 720) en (el quinto coeficiente de Fourier de) el problema inverso lo
cual es inaceptable desde todo punto de vista.

2.3. Introducciéon al calculo funcional: funcién de un

operador autoadjunto

En esta seccion daremos la definicion y algunas propiedades de una funciéon de
un operador autoadjunto. El estudio de funciones de operadores se denomina cdlculo
funcional. Desarrollamos este tema en virtud de que el mismo es sumamente necesario
para la construccion y el analisis de métodos de regularizacion para problemas inversos
mal condicionados.
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Por otro lado, dado que no es un objetivo central de esta tesis realizar un anélisis ex-
haustivo del calculo funcional, en esta seccion procederemos en algunos casos obviando
demostraciones, evitando demasiados detalles, aunque manteniendo rigor matematico.
No obstante, en la mayoria de los casos se proveen las referencias pertinentes en las que
pueden encontrarse mayores detalles. Para un anéalisis profundo de este tema referirse
al libro de Dautray y Lions [8|.

Definicion 2.17. Una familia espectral sobre un espacio de Hilbert X, es una
funcion

E : R— LX)
A — E)
que posee las siguientes propiedades:
a) Para todo A € R, E\ es una proyeccion ortogonal.
b) Ex,Ex, = Enin{a 2o} (monotonia,).

c) Para todo A € R, E\- = E) donde Ex-x = lim E)\_.x, Vx € X  (continuidad

e—0t
por izquierda,).

d) E_o =0, B =1 donde Epoox = )\lirin Eyx, Vx € X.

Utilizaremos {E)},.p 0 simplemente {£)} para denotar a una familia espectral.

Sea K : X — Y un operador compacto y (0,; vy, u,) el correspondiente sistema
singular. Para A € R y z € X definimos:

Zn:o2 <A <.T,', UTL> Un, A S O,
Exe = (2.3.1)
Zn:02</\ <£B7’Un> v, + Pz, A >0,

siendo P la proyeccion ortogonal de X sobre N(K) = N(K*K) = R(K*K)*.
Observar que para A fijo
Uy O
E/\Un =
0 o

Teorema 2.18. La familia {E\}, g definida por (2.3.1) es una familia espectral.
La llamaremos famalia espectral asociada al operador K*K.

3N

<A
> A\

3N

DEMOSTRACION.
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» Probaremos en primer lugar que para todo A € R, E)\ es una proyeccion ortogonal.
Es claro que para todo A € R, F), es lineal por la linealidad tanto del producto interno
como de la proyeccion P. Si A > 0, entonces

Eix = E\(Ex\x)
= Z (Exz,v,) v, + P(Exz)  (por (2.3.1))

nio2 <A
— Z < Z (:r;,vm>vm+Px,vn>vn+P Z (x,vm) U + Px
n:o2<A \mio2, <\ mio2, <A
= > D @vm) ava) | vat Y (Prva) v+
nio2 <\ \m:o2, <\ nio2 <A
Z (x, ) Pvy, + Px
m:o2, <A
= Z (T, v,) Uy + Z (Px,v,) v, +
nio2 <A nio2 <A
Z (x,0) Pvy + P*x ({v,} es ortonormal)
m:o2, <A
= Z (x,0,) v + P*x (%)
n:o2 <A
= Z (x,v,) v, + Px (P es proyeccion)
nio2 <A
= E)\.CE.

(¥) Notar que (Pzx,v,) =0y Pv, =0Vx € X y Vn pues P proyecta sobre N(K) =
R(K*K)* y v, € R(K*K). Luego, E} = Ej.

Suprimiendo los términos que contienen a P se obtine la demostracion para el caso
A < 0. Asi, para todo A € R se tiene que E? = E).

Por otro lado, observar que

R(E)) = span{v, :n € N;o2 < A} (+N(K*K)si A >0)

es un subespacio cerrado. Luego, para todo A € R se cumple que E) es un operador
lineal idempotente con R (E)) = N (EA)L. En consecuencia, F es una proyeccion or-
togonal (ver Teorema A.34-c)). Por lo tanto, F\ cumple la condicion a) de la Definicion
2.17.

» Por definicion de autosistema sabemos que o2 Z 0 Vn. Por lo tanto, para A < 0
se cumple que o2 > \ Vn. Luego, E\ = 0 para todo A < 0, lo cual implica trivialmente
que E_,, =0.
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Por otro lado, si A > 0% > 0 entonces A > o2 Vn pues la sucesion {02} es decreciente.
En este caso, para todo x € X se tiene que

Exr = Y (z,vn)va+Pr  (de(23.1))
nio2 <A
= Z (z,v,) v, + Px (02 < \Vn)
n=1
= x  (*x).

(%x) Notar que los v, expanden N(K*K)L, P es proyeccion sobre N(K*K) y X =
N(K*K)* & N(K*K). En consecuencia, YA > o2 se tiene que R(Ey) = X y E) = 1.
Luego E. = I. Por lo tanto F) cumple con la condicién d) de la Definicion 2.17.

» Monotonia. Sean A\j, A2 € R tales que A\; < A\y. Probaremos que E), F), = E),.
Supongamos que 0 < A; (los restantes casos se prueban analogamente). Para todo
r € X se tiene que

(ExEx)z = > (Exz,v) v, + P (Eyz) (por (2.3.1))
nio2 <y
— Z < Z <x,vm>vm+P:C,vn>Un+
nio2 <A1 \m:oZ <2

P Z (x,0) Uy + P

m:o2, <Az
= Z (@, vn) Uy + Z (Px,v,) v, +
nio2 <A nio <A1
Z (z,0m) Pvy + P?x ({v,} es ortonormal)
mio2, <Ag
= Z (r,v,) v, + Px ((*) y P es proyeccion)
n:o2 <A1
= E)\ll’.

Luego, F), E\, = E\,. Como por hipotesis \; < Ay, tenemos que
Ex Exy, = Enin{a )
Se cumple asi la condicion b) de la Definicion 2.17.

» Continuidad por izquierda. Esta propiedad es una consecuencia inmediata del
hecho que en la definiciéon (2.3.1) de E, la suma se toma sobre todos los valores de n
para los cuales 0721 es menor “estricto” que . En efecto, si A* < 0 0o A* > o7 entonces
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la continuidad por izquierda en A\* es trivial puesto que E, = 0 para todo A < A\* en el
primer caso y E\ = I para todo A € (07, \*] en el segundo caso. Por otro lado, se sigue
directamente de la definicion de E\ que si 0 < \* < 02 entonces F) = E\« para todo
A € (02.,)*] donde n* = min{n € N: 02 < \*}. Méas atn, es inmediato observar que

Ex=FE,» V\¢ ( n+1,ai] ,Vn.

Luego E) cumple con la condiciéon ¢) de la Definicion 2.17. |

De la demostracion del teorema anterior vemos que la funciéon

E @ R— LX)
)\—>E)\

con E) definido por (2.3.1) es constante a trozos. En A = 0 tiene “salto” si y sélo si
N(K) # {0} pues en ese caso la proyeccion P # 0. En A\ = ¢2 > 0 tiene un “salto”

igual a
Sx() = Z (s Un) U = Z Pu(),

n:o2=\ nio2=\

es decir, igual a la suma de todas las proyecciones ortogonales sobre el span de v,
para todo v, autovector correspondiente al autovalor o2. Mas precisamente, Sy2 es la
proyeccién ortogonal sobre el autoespacio generado por el autovalor o2.

Recordemos que una integral con respecto a una funcién de peso constante a trozos
se define como la suma, sobre todos los saltos de la misma, del producto entre el valor
de la funciéon integrando en cada salto y el valor del salto de la funcién de peso. Esto
cae dentro del marco general del concepto de una integral desde el punto de vista de
teoria de la medida; todos los resultados mas importantes de la teoria de integracion
tales como convergencia dominada e integracion por partes siguen siendo validos (ver
por ejemplo [14]). Esto motiva las siguientes “notaciones”:

—+00

F\) dBEyz = Zf (2, 03) Up (2.3.2)

(“ = f(K*K)x ver Definicion 2.19),

[ aeen = > 7(03) v o) (233)
U

“ = (K*K)x,y) ver Prop. 2.24),

/OO () d||Exzll’ Zf s o) 2 (2.3.4)
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Suscintamente
—+o0

FON) dByz = 3 F(02) (v} v

donde f es la funcién integrando, f(o2) es el valor de f en el salto o2 y (x,v,) v, es el
valor del salto de E\z en \ = o2

n*

En particular, observar que
(K'K)x = Zai (x,vn) v, (por (2.2.8))
n=1

_ / " NdEw (por (232)

00
“+o00

= / id(\) dEyz = id(K*K)z,

o0

siendo ¢d : R — R la funcién identidad. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.19. Sean X, Y espacios de Hilbert, K : X — Y compacto y
f : R — R seccionalmente continua. Se define la funcion f del operador K*K co-

mo:
0 “+00

FIKTK) =" f(o7) (2, 0,) v = F(A\) dExx (2.3.5)

n=1 -

para todo x € X.

De los supuestos sobre K y f se sigue inmediatamente que la serie en (2.3.5) es en
efecto convergente para todo x € X (ver Teorema A.17-a)).

Observacién 2.20. 1) Como {02} . C [0,|K|*], |K|*> = o?, basta que la
funcion f esté definida en dicho intervalo.
2) Observar que

Ex(-) = xp (K*K) () + P(-) para A >0,

donde x[o,»)(-) denota la funcién caracteristica del intervalo [0, A). En efecto,

+oo
Xon (K'K)xr = / X (A) dExz  (de (2.3.5))

—00

A
0

= Z 1{x,v,)v, (de (2.3.5))

nioZ <A

= Exx— Pz (de (2.3.1) pues A > 0).
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3) Tenemos ademas que
f(K'K) Ey = Exf (K'K).

En efecto, dado z € X se tiene que

Exf(K*K)z = EAZf (2, v,) (de (2.3.5))
Z flo3) (x,v,) Exv,  (E) es lineal y acotado)

= Zf (z,0,) v, (E\v, =0 para o2 > \)

nio2 <A

= Z f(o2) (@, Exvy) v, (v, = Eyv, para o2 < \)

= Zf(ai) (Exx,vp) v, (E) es autoadjunto)

Proposicion 2.21. La funcion f (K*K) del operador compacto y autoadjunto K*K
definida por (2.3.5) es un operador lineal, acotado y autoadjunto.

DEMOSTRACION. La linealidad del operador f (K*K) : X — X es trivial. Ademas
D (f(K*K)) = X (bajo la condicién que f sea seccionalmente continua). Probemos
que f(K*K) es acotado. Sea x € X
2

If (K7 K)z|* = (por (2.3.5))

ZEUn Un,

= Zfz (z,v,)[> ({v,} ortonormal). (2.3.6)

La funcion f? es acotada en [0, || K| } por ser seccionalmente continua en un intervalo
cerrado, en consecuencia, existe una constante M > 0 tal que |f%(¢)| < M? para todo
t€ [0, K|°]. Ast

If (KKl < MPY [z,0)* (de (2.3.6))

2
< Mzl @)
2
, T, € N(K*K) y en consecuencia, por

x,+ > {x,0,) vy

neN

() Notar que o =

2

2 2
= [l /™ + > [z, )™

neN

> (z,v0) U

neN

ortonormalidad, se tiene que ||z|* = ||z,||* +
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Luego, existe una constante M > 0 tal que ||f (K*K)z| < M ||z|| para todo
x € X, por lo tanto f(K*K) es acotado. Como D (f(K*K)) = X concluimos que

FK*K) € L(X).

Resta probar que f (K*K) es autoadjunto; sean z,y € X

([(K'K)z,y) = <Zf(03)<%vn>vmy> (de (2.3.5))

= 3 £(02) (@, 0a) (vn,)

= <x, Zf(ai) (y, vp) vn> (f es real)

= (z,[(K"K)y)  (por (2.3.5)).

Luego, para todo z,y € X se tiene que (f (K*K)x,y) = (z, f (K*K)y) y por lo tanto
f (K*K) es autoadjunto. [

N
Si consideramos, por ejemplo, una funcién polinémica p(t) = Y axt®, entonces

k=0

N

podemos también definir p(K*K) como p(K*K) = S ax (K*K)" la cual coincide con
k=0

la Definiciéon 2.19. En efecto,

p(K*K)x

p(o?) (z,v,) v, (de (2.3.5))

(Zak (Ui)k> (x,vn) Un

a (Z(ai)k (x,v,) vn) (cambiando el orden de integracion)

n=1

NE

1

3
Il

NE

n=1

WE

k

0

D ap (K*K)* z (de (2.3.5) con f(-) = (-)¥).

k=0

Proposicion 2.22. Sean f una funcion continua y {pj}jeN una sucesion de poli-

nomios que converge uniformemente a f en [0, ||KH2] Entonces

J—0

p;i (K'K)o — f(K'K)z, VreX.
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DEMOSTRACION. Sea z € X. Entonces

lp; (KK ) — f R 2 = |13 py(02) (2,0 vn — 3 F(02) {2, 00) v
= 1> (03(02) = £(02)) (. 00) v

= Z pi(on) — f(@%)ﬁ [(z,v,)]* ({vn} es ortonormal)

2 j—o0

2
< lp; - fHLoc(O,HK||2) ll|" =0

pues por hipdtesis p; = f en [O, ||K||2} [ |
Otro resultado importante que puede probarse es el siguiente:

Teorema 2.23. Para toda funcion f seccionalmente continua en el intervalo
[0, HKHQ] valen las identidades:

FIKK)K* = K*f (KK*) (2.3.7)

FIKE")K = Kf (K*K) . (2.3.8)

Aqui f(KK*) se define anidlogamente a f (K*K) pero ahora usando la familia
espectral {F)}, g aosciada al operador K K*:

Zn:a%<)\ <y7 un) Up, A S 0
By = (2.3.9)
Zn:a%<)\ <y7 un> Uy + (I - Q)y A>0
donde (I — Q) es la proyecciéon ortogonal sobre R(K)t = R(KK*)* = N(KK*).

Entonces definimos

f(KK")y = Zf(gfﬂ (Y, Un) U =

400

FN) dFyy (2.3.10)

para todo y € Y.

DEMOSTRACION del Teorema 2.23. Probaremos el teorema so6lo para f continua.
Si f es continua en [O, | K ||2}7 por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass

N

sabemos que existe {p;} sucesion de polinomios, p;(t) = Zag)tk, tal que p; =% f. Por
k=0

lo tanto, la Proposicion 2.22 implica que para todo y € Y se cumple que

f(K'K)K*'y = lim p; (K*'K) K"y
j—oo
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Nj
. j k
= jlgl(}o g a,(f) (K*K

N

*

, ) g ok
= jlg?o Za,(f)K (KK*)"y

k=0

= lim K* Zak (KK*)*y

J—00

k=0
Nj
= K" [ lim Za,(j) (KK*)"y (K™ es continuo)
I k=0
= K'f(KK")y (dela Proposiciéon 2.22).

N.
(K™ es lineal)

En forma analoga se prueba (2.3.8).

47

El siguiente resultado prueba entre otras cosas, la igualdad senalada en (2.3.3). Mas

aun se tiene la siguiente proposicion:

Proposicion 2.24. Sea f (K*

(f(K"K)2,y) =

1S (K"
Lf (KK

I1f (K™

DEMOSTRACION. Sean z,y € X

<z
- Zf
— Zf

+<>o

(f(K'K)x,y) =

— 00

K)z|” =

K)K*|| <

—+00

fA) d{Exz,y),

“+o0o
P2 d || Bl

< sup  A{[fN]},

xelo,]| K]
{Vairoi},

sup
xe[o,[1K1°]

floi) (x, vy, vn,y> (por (2.3.5))

(z,v,) (Un, y)

f(A) d{Exz,y)  (por (2.3.3)),

K) definida por (2.3.5). Entonces para todo x,y € X

(2.3.11)

(2.3.12)

(2.3.13)

(2.3.14)
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con lo cual queda probado (2.3.11). Por otro lado,
2
I (K K)o = (por (2.3.5))

(x,v,)

= Zf2 (z,v.)[> ({vn} es ortonormal)

+oo
= PN BExa|? (por (2.3.4)),

luego (2.3.12) se satisface.
Para probar (2.3.13) notar que para todo x € X se tiene que

If(K*K)z|* = Zf (z,v)°  (de (2.3.12))

< wn [P0 }zmn

Ao, K17

< swp {LW} el

Ae[o, K17

= ( sup {f()\)}> £
Ae[o,IK 7]

IF (K" K)[[ < sup {f(A)}-

xelo, |1 K17

En consecuencia

Para (2.3.14) observar que para todo y € Y’
If (K K)Ky|” = K" f(KK")yl® (e (23.7))

2
- K*Zf y,un
= Z.f yaun Kun

= Zanf y7un> Un

= Za 2o |y, un)]* ({vn} es ortonormal)

(de (2.3.10))

(K™ es continuo)

2
(K™ u, = o,vy)

< sup {Af2<A>}.Z|<y,un>\2

xeo,[| &[]
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2

< | s {VAIFOIG ) Dl

A€o, K]

En consecuencia
IF R K < sup {VA I}

xeo,[|]?]

A continuacién presentaremos brevemente algunos resultados béasicos de teoria es-
pectral y célculo funcional para el caso de operadores autoadjuntos no necesariamente
compactos (acotado o no acotado).

Proposicion 2.25. Sean f: R — R una funcion continua, x € X (X espacio de
Hilbert) y {E\} una familia espectral. Entonces, para todo a,b € R, a < b, existe el
limite de la suma de Riemann

Z f(/\;) (EM - E>\i—1) T

cuando 1I£1é2X|)\i—/\i_1| — 0, donde —c0 < a =X < A < ... < A\, = b < o0,
<i<n

;€ (Ai—1, Ai]. Denotamos a este limite con

/a OBy

DEMOSTRACION. Ver Dautray y Lions ([8|, Proposicion 2 de §3).

Definicion 2.26. Dado cualquier x € X y cualquier funcion f continua sobre R, la
integral impropiafjozo f(NdEx\z se define como el limite, si existe, de f; f(NdE\z
cuando a — —oo0 y b — 4o00.

Nos preguntamos ahora bajo qué condiciones sobre f y x € X existe esta integral
impropia. Para responder a esta pregunta observemos primero que la condicién b) de
la Definicion 2.17 es equivalente a la condicion

bl) <E>\1[E,J}> < <E)\2J},:)3> Vo € X, /\1 < )\2.
En efecto, suponiendo que vale la condiciéon b) se tiene que

(Exx,x) = ||Exz||® (E\, es proyeccion ortogonal)
|Ex, Ex,z||>  (por b) pues A\; < Ag)

< ||Exz|? (B, es proyeccion ortogonal)
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= (E),,zr,x) (E,, es proyeccion ortogonal)
y en consecuencia vale by). Reciprocamente, suponiendo valida by) se sigue que

|Ex@ — Ex,Exzl|” = ||Ey, (I — Ey
(

lo cual vale para todo = € X, por lo tanto E), = E), E,,, esto es, vale la condicion b).
Asi, para cualquier x € X fijo, la funcién

g : R—R
A — (E\z,x) = ||EA917||2

es monodtona creciente. Ademéas es continua por izquierda por la condiciéon c) de la

Definicion 2.17 y la continuidad de la norma. En consecuencia g, genera una medida
2

sobre R que denotaremos d || Eyz||”.

La siguiente proposicion responde a la pregunta formulada anteriormente.

Proposicion 2.27. Para x € X y f : R — R funcion continua, las siquientes
condiciones son equivalentes:

i) existe [T f(\)dEha,
i) [T 2N | Ese| < oo
DEMOSTRACION. Ver Dautray y Lions (|8], Teorema 1 de §3).

Asi, la integral impropia en X existe si y solo si la integral de Riemann-Stieljes existe
y lo que luego se prueba es que tal integral puede usarse para representar puntualmente
a un dado operador.

Si A: D(A) € X — X es un operador autoadjunto, existe una unica familia
espectral la cual puede usarse para representar a A y a funciones de A como integrales.
Maés precisamente:

Proposicion 2.28. Sea A: D(A) C X — X wun operador autoadjunto. Entonces
existe una unica familia espectral {E\} tal que

+oo
D(A) = {x €X: / A2d || Exe|® < oo} (2.3.15)
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Y
—+o0
Az = / A dEyx, x € D(A). (2.3.16)
Simbdlicamente escribimos .
A= / A dE,.

DEMOSTRACION. Ver Bachman y Narici ([3], Teorema 29.6 del capitulo 29) o Dau-
tray y Lions (|8], Corolario 5 de §3).

La familia espectral para la cual se verifican (2.3.15) y (2.3.16) se denomina familia
espectral asociada a A. La existencia de esta familia espectral nos permitiré definir
funciones de un operador autoadjunto no necesariamente compacto. Para la construc-
cion de una teoria productiva conviene introducir alguna restriccion para la clase de
funciones admisibles. Limitaremos nuestras consideraciones a las funciones f que sean
medibles respecto de la medida d ||Exz||*, para todo = € X. Denotamos con S a esta
clase de funciones, estoes , S ={ f:R—R M, —medible Vx € X} siendo M, la
o-algebra de los conjuntos d HE’,\JEH2 medibles. Observar que las funciones seccional-
mente continuas pertenecen a S pues para tales funciones, si a € R, f~! ((a,00)) es
abierto y en consecuencia f~! ((a,00)) € Bg C M, Vx € X, donde Bg es la o-4gebra de
Borel. La inclusion Bg C M, Vz € X se sigue del hecho que g,(\) = ||Exz||” es funcion
creciente continua por izquierda Va € X (ver por ejemplo Folland, [11] Teorema 1.16
y Teorema 1.14 del Capitulo 1).

Definiciéon 2.29. Sean A : D(A) C X — X un operador autoadjunto, {E\} la
familia espectral asociada a A y f € S. Entonces, f(A) es el operador definido por la

formula
+oo

F(A)z = f(\) dExz, = € D(f(A)) (2.3.17)

—0o0

donde .
D) = {ee x: [T F0) sl < ).
Simbdlicamente escribimos

“+oo

f(A) = f()‘) dE).

—00

Dado que el operador definido por (2.3.17) es formalmente lineal pues E) es lineal
y el proceso limite también lo es, para probar la linealidad de f(A) es suficiente con
probar que D(f(A)) es un subespacio de X. Para ello observar que para todo z,y € X

I1Ex(z +)I* = | Exa + Exyll” = 2| Bz |® + 2 | Bayll* — || Bz — Bxyl”
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de donde d || Ex(z +y)|* < 2d ||Exz|” + 2d || Exy||*. Por lo tanto,

400 +o00 +o0

FAN | Ex(z +y)|I” < 2 FANd || Exa||* + 2 FANd Byl

de donde se sigue que, si z,y € D(f(A)) entonces x +y € D(f(A)). Por otro lado,
es inmediato que si © € D(f(A)) entonces cx € D(f(A)) para toda constante c. En
consecuencia el operador f(A) es lineal.

Proposicion 2.30. Sean f € S y f(A) definido por (2.3.17). Entonces para todo
x € D(f(A)) y para todo y € X se tiene que

“+oo

(f(A)z,y) = f(N) d{(BExz,y) . (2.3.18)

DEMOSTRACION. Ver Dautray y Lions ([8|, Proposicion 4 de §3).

En la siguiente proposicion probaremos algunas propiedades importantes que satis-
facen las funciones de operadores autoadjuntos definidas por (2.3.17).

Proposicion 2.31. Sean A un operador autoadjunto en X, {E\} la familia espectral
asociada a Ay f,g € S.

i) Para todo A\ € R, f(A) conmuta con E\ sobre D(f(A)) , esto es,
f(A)E\xz = Exf(A)x, Yx € D(f(A)).
ii) St x € D(f(A)) e y € D(g(A)), entonces

—+00

(f(A)z,g(A)y) = FNg(A) d(Exz,y) .

—00

iii) Si x € D(f(A)) entonces f(A)x € D(g(A)) siy solo si x € D((gf)(A)) donde
(gf)N) = g(\)f(N). En tal caso

9(A)f(A)z = (9f)(A)z.
iv) St D(f(A)) es denso en X, entonces f(A) también es autoadjunto.

v) 8i f #0 c.t.p. con respecto a la medida d||Exz||” Yo € D(f(A)), entonces existe
(f(A) "y

s = (7) .

DEMOSTRACION. i) Sean = € D(f(A)), y € X. Observar que Exz € D(f(A)) pues
E)\(EAI') = EAI. ASI,

(Exf(A)z,y) = (f(A)z,Eyy) (FE) es autoadjunto)
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_ joo FOV d(Exz, Bxy)  (por (2.3.18))

= [T RO dE B )

= (f(A)E\z,y) (por (2.3.18) pues E\z € D(f(A))).
Como y € X es arbitrario se sigue que f(A)E\x = E)f(A)x.

ii) En lo que sigue utilizamos la notaciéon dy y d,,, en lugar de d, para remarcar la
variable de diferenciacion. Sean x € D(f(A)),y € D(g(A))

Gram) = [ 10 d(Bag(A)  (por (2318))
= _+oo f(A) da(z, Exg(A)y)  (E\ es autoadjunto)
= [T d g B (or )

Il
—
—~
tt

SH

\ ( / :ng d <EM<EAy>,m>) (+)
= [T ([ s BED D) (e vea
<)\

= 3 () d /_ g(ﬂ)du<Euya x>) (E#E)‘ - Emfn{)"“}>
= _+OO F(N)g(N) dr(E\y, x)
_ [ FNg(N) dy (z, Exy)

+o00o
= fN)g(A) dy (Exz,y) .
(%) Esta igualdad es consecuencia de (2.3.18) pues Eyy € D(g(A)). Queda probado ii).
Observar que si g = f y y = x se tiene que

IF(zl* = (f(A)x, f(A)z)

+oo

= f*(\) d{(E\z, z)

—+00

= 2 dl|lEBxel®, (2.3.19)
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(comparar con (2.3.12)). En consecuencia,

1Ef(ADz]” = If(AEz|”  (por i)

- [T rw @)
= /_:fQ(A) dy || Exz|®. (2.3.20)
iii) Sea # € D(f(A)). Como
[ emdlsmat = [0 dBs @l por )
= [T a (/ OO Pudy |Bal®) - (por (23.20)
= [T P0r0) e
= [ Twmroaiser,
se sigue entonces que
[T aimsl <oo e [0 0) Bl < .

y por lo tanto, bajo la hipotesis general que z € D(f(A)), se tiene que

f(A)z € D(g(A)) = = € D((9f)(A)).

Ademés, para todo = € D((gf)(A)) y para todo y € X se tiene que
(9(A)f(A)z,y) = / 0090\) dy (Exf(A)z,y) (por (2.3.18) pues f(A)z € D(g(A)))
= [T e B

“+o00

= /_:Og(A) dA( N f(w)d, <Eux>E>\y>) (*)

_ / :o g(N) d ( / ; f(p)d, <Euw,y>>
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= ((9/)(A)z,y).

() Esta igualdad es consecuencia de (2.3.18) pues © € D(f(A)). Como y € X es
arbitrario se sigue que g(A)f(A)x = (¢9f)(A)z, Yx € D((gf)(A)).

iv) Si f € S es una funcién acotada en casi todo punto respecto de la medida
d||Exz||* Vo € X, entonces es integrable con respecto a d ||Eyz||* V2 € X y en conse-
cuencia D(f(A)) = X. En este caso, para todos z,y € X

—+00

(f(A)z,y) = f(A) d{Exx,y) (por (2.3.18) pues z € X = D(f(A)))

—00

—+00

= FA) d(z, Exy)

+o00

—00
—+00

= f(A) d{E\y,z) (f esreal)

—00

= (f(A)y,z) (por (2.3.18) pues y € X = D(f(A)))
= (2, f(A)y). (2.3.21)

Por lo tanto f(A) es autoadjunto.

Supongamos ahora que f € S no es acotada y que D(f(A)) es denso en X (de
otra forma el adjunto del operador f(A) no esta definido). Sea y € D(f(A)*), entonces
existe y* € X tal que

(f(A)z,y) = (x,y") Vo e D(f(A)). (2.3.22)

Debemos probar que y € D(f(A)) y que y* = f(A)y.
Denotemos por e, = {t e R: |f(t)| <n} = f~'((—n,n)) y sea

L) ) tee
falt) = { :
0 t¢e,
Como f, es acotada, D(f,(A)) = X y de (2.3.21) tenemos que para todo z € X

(fa(A)z,y) = (2, fu(A)y) - (2.3.23)

Sea X, la funcion caracteristica sobre e,. Se tiene entonces que x., € S (por ser sec-
cionalmente continua) y por lo tanto esta definido el operador y., (A) con D (x.,(A)) =
X. Ademas, para cualquier z € X se tiene que

(Xen(A))QZ = Xen<A)Xen(A)Z

= X, (A)z  (por iii))
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= Xe,(A)z (X, toma solo los valores 0 y 1)
(Xe, (A) es una proyeccion). Entonces, si definimos
T = YXe,(A)z, (2.3.24)

se tiene que

A
Bl = 183 e, (W2 = [ i) du Bzl (por (2320))

—00

de donde
Ay || Exz|? = Xe, (V) dy || Exz]?

y en consecuencia
“+o00 —+00

P2 d|| Bxel|* = P2 Xeu (A) da || Exz

_ [ F2N) dy |BExz|? < 00 (2 € X = D(fu(A))).

Esto prueba que z = x.,(A)z € D(f(A)). Por otro lado, de (2.3.22) con = dado por
(2.3.24) se tiene que

(f(A)Xen(A)z,y) = (Xen (A)2,47) -
Pero por iii) f(A)xe,(A)z = (fXe,) (A)z = fn(A)z. Luego

(Xen(A)z,y7) = (fa(A)z,y) = (2, fu(A)y)  (por (2.3.23)).

Como xe, (A) es autoadjunto, la igualdad anterior puede escribirse como

(2, Xea (A)Y7) = (2, fu(A)y),

lo cual, por ser z arbitrario, implica que f,(A)y = Xe, (A)y*. Por lo tanto,

()Yl = lIxe, (A" < Nyl (xen(A) es proyeccion)

y, en consecuencia, de (2.3.19)

“+oo

Fa) dI Byl <y (2.3.25)

Tomando limite en (2.3.25) para n — oo, como |f,| < |f|y fn — f en todo punto, por
el Teorema de la Convergencia Dominada se tiene que

“+oo
PO dIBEwyl” < ly*||* < oc.
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Luego, y € D(f(A)) como querfamos probar. Resta probar que y* = f(A)y. Para esto
notar que, como y € D(f(A)), se puede probar que

(f(A)z,y) = (z, f(A)y), Vo € D(f(A)) (2.3.26)

(la demostracion es anéloga a la de (2.3.21) y en consecuencia no damos los detalles
aqui). De (2.3.22) y (2.3.26) se sigue entonces que y* = f(A)y como queriamos probar.
Luego, f(A) es autoadjunto.

v) El operador (f(A))™" existe si y solo si f(A)z = 0 implica 2 = 0 (esto es, si
N (f(A)) = {0}). Esta condicién es equivalente a

+oo
| f(A)z]* = 2N d||Exz|®> =0 siy solo siz =0
lo cual vale si y solo si el conjunto de los A tales que f(A) # 0 tiene medida cero
para cada medida d||Exz||*, = € D(f(A)). Esta condicion se satisface por hipotesis,

entonces de iii) se sigue que la funciéon % (€ S) define al operador (f(A))™" como

(f(A) ™ = =(A).

1
f
m

Corolario 2.32. (Desigualdad de Interpolacion)
Sean X, Y espacios de Hilbert, T : D(T) C X — Y un operador lineal densamente
definido y acotado. Entonces para s > r > 0 vale

r
s

T TY @l < (T ] )5 (2.3.27)

DEMOSTRACION. Primero probemos que el operador T*T es autoadjunto. De los
supuestos sobre el operador T' se sigue que T € L(Y,X) (ver Teorema A.36-c)) y
que (T*)" es una extension continua de T a todo el espacio X (ver Teorema A.36-¢)).
Ademas,

(T*T)" =T (T*)" en D(T*(T*)") (2.3.28)
(ver Teorema A.37-d)). Como

DT (1)) = {zeD((T7)): (I")" z € D(T7)}
{reX: (THY'zeY} =X,

de (2.3.28) se tiene que (T*T)* = T*(T*)* en X, de donde (T*T)* = T*T en D (T).
Luego, el operador T*T : D (T') C X — X es autoadjunto.
Sea entonces {F,\} la familia espectral asociada a T*T y sean s > r > 0. Entonces
+oo

H(T*T)TmH2 = / A dHEA:cH2 (de (2.3.19) con f(-) = (+)"),

—00
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usando la desigualdad de Holder con p = 2 y ¢ = -*- obtenemos

s—r

+00 5\ °
([ i)

+00 B ser
(/ A%dHEwH?) (l=I*) *  (de (2.3.19) con f =1)

—0o0

@[3

lryalt < ([ 0m) aisal?)

—00

IN

< (I@ Ty al?) (1e1) ™ (e (2319) con () = ()

A\ 2 aer\ 2
) ()

de donde se sigue (2.3.27). [

< (I



Capitulo 3

Regularizacion de ecuaciones mal

condicionadas con operadores lineales

3.1. Teoria de regularizacion

Sean X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y’). De los resultados del Capitulo 2
sabemos que un problema inverso de la forma

(p) : Tx =y (3.1.1)

admite una tnica mejor solucién aproximada dada por zf = Ty siempre que y €
D(TT), donde, recordemos, T es la inversa generalizada de Moore-Penrose de T y
D (TT) = R(T)® R(T)*.

A menudo, en problemas concretos el dato y se mide con instrumentos de precision
finita y por lo tanto no se conoce exactamente y sino sé6lo un valor aproximado y° con
Hy —q° H < J. Nos referiremos a o como el nivel de ruido o la precision del instrumento
de medicién. Aun cuando y se conociera en forma exacta, al abordar el problema
numéricamente necesariamente se generan errores en dicho dato debido a la necesidad
de discretizacion. En consecuencia, en estos problemas concretos el problema realmente
a tratar en lugar de (3.1.1) es

Tx = (3.1.2)

Denotaremos con l‘:g a la mejor solucion aproximada de (3.1.2), es decir, xjs =TTy’ la
cual obviamente existe si y° € D(TT). Si el problema es mal condicionado, T no es
acotado y atin cuando y° € D(T") y satisfaga Hy —q° H < 4 con 6 muy pequeno, puede
suceder que 77y’ no sea una buena aproximaciéon de Tty. Esta caracteristica de no
acotacion de T'T genera problemas de inestabilidad cuando se aproximan numéricamente

99
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las soluciones de (3.1.1) o (3.1.2) con algoritmos y/o métodos tradicionales (ver [29] y
[30])-

En consecuencia nos confrontamos con el problema de obtener una buena apro-
ximaciéon de z cuando sélo se conoce y° € Y donde Hy — y‘SH < 4. ;Coémo hacemos
ésto?. El problema debe ser “regularizado” lo cual basicamente consiste en aproximar
el problema (p) de (3.1.1) por una familia uniparamétrica, {(p,)}, de problemas bien
condicionados. Como cada problema (p,) es bien condicionado, admite una soluciéon
(que puede computarse en forma estable) a la cual la llamaremos “solucion regulariza-
da”. El parametro «, al que llamaremos “parametro de regularizacién”, en general sera
funciéon del nivel de ruido y del dato y debera elegirse de manera tal que las correspon-
dientes soluciones regularizadas converjan a la soluciéon exacta cuando el nivel de ruido
tiende a cero.

Puesto que como dijimos, el dato y no se conoce en forma exacta, resulta conve-
niente considerar el problema () para todo y € D(TT). Entonces lo que haremos sera
regularizar la familia de ecuaciones (3.1.1) con y variando en D(T). No obstante, las
reglas de eleccion de parametro se elegirdn en forma especifica para cada y € D(T7).
La familia {(p,)} junto con la regla de eleccion de pardmetro asociada a un cierto
y € D(T") constituyen lo que llamaremos método de regularizacién para resolver la
ecuacion Tx = y. A continuacién formalizaremos estas ideas.

Definicion 3.1. Sean X,Y espacios de Hilbert, T : X — Y wun operador lineal
acotado con R(T) no cerrado y oy > 0. Para todo o € (0,ayp), sea R, :Y — X un
operador continuo (no necesariamente lineal). Diremos que {R,} es una familia de
regularizacion para T, o simplemente una regularizacion para T si para todo
y € D(TT) existe una funcion & : R* xY — RT a la que llamaremos regla de eleccion
de pardmetro tal que

lim | sup {[[Ragyey” — Ty} | =0 (3.1.3)
- yley
ly—vo|l<s
Y
lim | sup {a(6,y°)} | =0. (3.1.4)
6—0 yiey
lly—vol|<s

Para un especifico y € D(TT), al par (Ra, &) lo llamaremos un método de regulari-
zacion convergente para resolver Tx =y si (3.1.3) y (3.1.4) valen. En tal caso nos
referiremos a v = Ray y 25 = Ray® como las soluciones regularizadas de los
problemas (3.1.1) y (3.1.2) respectivamente.

Observacion 3.2. 1) Observar que en la definicion anterior la regla de eleccion de
pardmetro & depende ademés implicitamente de y € D(TT).
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2) Notar que la definicion de “método de regularizacion” exige convergencia en
el peor caso posible. Asi las soluciones regularizadas convergen a la mejor solucion
aproximada del problema cuando el nivel de ruido tiende a cero a condicién que el
parametro de regularizacion se elija de acuerdo a la regla asociada al método. Es decir,

(15111(1) R&(57y5)y6 = T'y. En particular, (lsiir(l)Rd(@y)y =TTy.
lly—v?||<s

3) Advertir que la nomenclatura usada para un método de regularizacion obedece
a razones de simplicidad. En forma estricta un método debiera representarse como
{Ra}, ).

4) Como mencionamos, los operadores R, no necesitan ser lineales. En el caso que
si lo sean, a la familia { R, } la llamaremos regularizacion lineal y al correspondiente
método lo llamaremos método de regularizacion lineal.

En general, la regla de eleccion de parametro depende del nivel de ruido ¢ y del
dato perturbado 3, pero también puede depender sélo de §. Méas precisamente:

Definicion 3.3. Sea & una regla de eleccion de parametro de acuerdo a la Definicion
3.1. Si & = &(0), esto es, sdlo depende de § , la llamaremos regla de eleccion de
pardametro a-priori . En otro caso se denominard regla de eleccion de pardmetro
a-posteriori.

Por lo tanto, una regla de eleccién de parametro a-priori no depende del dato y° y
en consecuencia puede evaluarse sin necesidad de contar efectivamente con el dato 1.
De alli el nombre a-prior:.

Es natural que nos cuestionemos entonces si una regla de eleccion de pardmetro
puede depender sélo de 4°. La respuesta es negativa puesto que tal regla no correspon-
derfa a un método de regularizaciéon convergente en el sentido de la Definicion 3.1 (777
no acotado) asociado a un problema mal condicionado, tal como lo prueba el siguiente
resultado.

Teorema 3.4. Sean X,Y espacios de Hilbert, T : X — Y wun operador lineal
acotado con R(T) no cerrado y {R,} una reqularizacion para T'. Si para todo y €
D(T") existe una regla de eleccion de pardmetro & que depende sélo de y° de modo que
el método (R.,&) es convergente, entonces TT es acotado.

DEMOSTRACION. Sea y € D(T') arbitrario pero fijo. Por hipétesis existe una regla
de eleccion de parametro & que depende solo de y°, esto es, @ = a(y°), tal que el
método de regularizacion (R,, &) es convergente. Esto implica (ver Observacion 3.2-2))
que

(15111(1) (Rd(ys)y‘s — TTy) =0, V€Y : ||y — y(SH <. (3.1.5)

En particular, (151'11% (Rd(y)y -T Ty) = 0 y dado que & es independiente de § se sigue que

Rawy =T'y. (3.1.6)
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Sea ahora {y,} C D(T") tal que y, "= 3. Entonces, para todo § > 0 existe N = N(§)
tal que ||y, — y|| < 0, V n > N, lo cual implica de (3.1.5) que

Rayn "= T'y, ¥n > N(5).
Pero cuando 6 — 0 se tiene que n — oo, por lo tanto
Ratuyn =5 Ty, (3.1.7)

Como cada g, € D(T"), de (3.1.6) y (3.1.7) se sigue que Ty, "= TTy. Luego, T' es
continuo en D(TT) y en consecuencia es acotado (por ser lineal). [

De este teorema concluimos que un método de regularizacién convergente para
un problema mal condicionado no puede tener una regla de eleccién de pardmetro que
dependa so6lo del dato y no del nivel de ruido. Sin embargo, frecuentemente no es posible
conocer el nivel de ruido y por lo tanto resulta necesario considerar reglas de eleccion
de parametro alternativas que no involucren al mismo. Tales reglas se denominan reglas
de eleccion de pardmetro independientes del ruido y producen soluciones regularizadas
que, si bien no converjen a z' cuando § — 0, tienen un buen comportamiento para
valores finitos del nivel de ruido.(Ver por ejemplo [10], Capitulo 4)

A continuaciéon abordamos los problemas de construir familias de operadores de
regularizacion y reglas de eleccion de parametro. Para este proposito nos sera tutil el
siguiente resultado:

Proposicion 3.5. Sean T : X — Y un operador lineal acotado entre los espacios de
Hilbert X eY con R(T) no cerrado y {Ra},c(0,0,) wna familia de operadores continuos
(no necesariamente lineales) de Y en X. Si

Ry =T puntualmente sobre D(T") (3.1.8)

entonces la familia {R,} es una regularizacion para TT. Mas atin, para todo y € D(T)
existe una regla de eleccion de pardmetro a-priori & tal que (R, &) es un método de
reqularizacion convergente para resolver Tx = y.

DEMOSTRACION. Sea y € D(T) arbitrario pero fijo. Por hipétesis Ray = T'y,
esto es,

Ve > 0,36 = 6(c) € (0, aq) : (a <6 = |Ray—Thy| < %) . (3.1.9)

A continuacion veremos que es posible construir una funciéon o : Rt — R mono-
tona creciente (no necesariamente continua) que satisfaga h'ma(s) = 0 y tal que

HR VW — TTy” < 5, Ve > 0. Construyamos tal funcién. Sea ¢ > 0 De (3.1.9) sabemos
que existe & = G (e ) (0, a0) tal que ||Ray — TTy|| < £, Va < 6. Definimos

Cle) = {0* € (0,a0) : |Ray — TTy|| < g Va < a*} (3.1.10)
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S(e) =sup{o*: 0" € C(e)} < 0.
Puesto que & € C(¢) se tiene entonces que 0 < 6 < S(e) < ap < 0o. Ahora definimos
o(e) = (1—e77) S(e).

Claramente 0 < o(g) < S(e). Probemos ahora que la funcion o(-) es monotona creciente
como funciéon de . Sean 0 < € < &9, entonces C'(g1) C C(e2), de donde

S(e1) =sup{o*:0" € C(e1)} <sup{o”:0" € C(eg)} = S(e9).
Ya que 1 — e~ > 0, de la desigualdad anterior se sigue que
0< (1 — 6_81) S(er) < (1 — 6_51) S(ea).
Ademas, como 0 < g1 < &9, tenemos que 1 — e~ < 1 — e 2 y en consecuencia
0< (1-¢)S) < (1- ) S(ea),

o sea, 0(e1) < o(ez). Por lo tanto o es mondtona creciente. Ademas, puesto que S(e) <
oo claramente HH(I)U(E) = 0. Resta probar que HRU(E)y — TTyH < 5, Ve > 0. Sea ¢ > 0.

.
Como o(e) < S(e) = sup{o*: 0" € C(e)} se sigue que existe o* € C(e) tal que
o(g) < o* y en consecuencia de (3.1.10) concluimos que || R,y — TTy|| < 5.

Por otro lado, ya que o(¢) < S(¢) < ap por hipétesis se tiene que R,() es un
operador continuo en y por lo tanto

. - €
Ve >0,3p=p(é)>0: (Ilz —yll < p= ||Roe)2 — Royy|| < 5) :
En particular, para € = € se tiene que
€
dp = p(e) : HZ — Z/H <p= HRU(E)Z — Rg(e)yH < 5 (3.1.11)

A continuaciéon veremos que la funcion p : RT — R en (3.1.11) puede elegirse de
manera tal que ademas resulte estrictamente monétona, continua y tal que HII(])p(E) =0.
E—>

Siguiendo la idea usada en la construccion de la funciéon o, dado € > 0 definimos el
conjunto

O(e) = {p* >0z =yl < p* = |Ro)z — Roreyy]| < %} . (3.1.12)

De (3.1.11) se sigue que C(£) # 0 pues p € C (). En consecuencia,

~

0< S(e) =sup {p* ptE 5(5)} < o0
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lo cual, como antes, define una funcién monotona creciente acotada (no necesariamente
continua). Si S es continua, para ¢ > 0 definimos la funcién p como

ple) = (1—e) 5().

Observemos que p(g) > 0. Si S 1o es continua , dado que es mono6tona creciente y aco-
tada, el conjunto de los puntos de discontinuidad es numerable, entonces la redefinimos
continua quitandole los saltos, es decir, como la componente absolutamente continua
de la S. Dado que este proceso es estandar no damos los detalles aqui. (Este proceso
de construcciéon de una funcién continua es comunmente utilizado, por ejemplo en la
teoria de probabilidades en la definicién y construccion de la componente absoluta-
mente continua de la funcién de distribucion acumulativa de una variable aleatoria.
Ver por ejemplo [16], capitulo 2). Llamémosle S, a tal funcion continua. En este caso,
para € > 0 definimos a p como

ple) = (1 —e™°) Se(e).
En cualquier caso obtenemos una funcién p : Rt — R™ continua, estrictamente mono-
tona y tal que HI%p(&) = 0. En consecuencia, existe p~! : R(p) C R* — R* funciéon
£—
continua, estrictamente monétona y tal que (131’11(1),0‘1(5) = 0. A continuacién extendemos

p~ ! a todo RT manteniendo la monotonfa. Llamémosle p, ! : R — R a tal extension.
Finalmente definimos la funcién & : R™ — R* como

a(8) = (cop, ") (8) =0 (p.'(3)). (3.1.13)

La funcién & asi definida es mondtona por ser composicion de funciones monoétonas y
ademés lima(d) = 0 pues
6—0

limp_1(6) = limp=1(6) = 0

0-0 00 = limo (p;'(9)) = 0.
h’r%a(é) =0 =0 ( )

Ademss, dado & > 0, como p(c) < S(¢) = sup {p* cpt e 6(5)} se sigue que existe

p* € C(e) tal que p(e) < p* v en consecuencia de (3.1.12) tenemos que
£
||Rcr(e)y6 — Ryeyy| < 5» bara Hy5 —y|l < ple). (3.1.14)

Con § = p(e) tenemos entonces que

a(6) = 0 (0.'(9)) = o (02 (p(e)) = 0 (&) (3.1.15)

y por lo tanto

[Rawy’ —Thy[| < [[Rawy’ — Ryl + [|Rayy — Ty
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< St |Ragy—Tly||  (de (3.1.14) y (3.1.15))

2
£ € .
< 3 + 5 (por construccion de o).

Asi, para todo ¢ > 0 existe § = p(e) > 0 tal que HR@((g)y‘s - TTyH < € siempre que
|¥° — y|| < 6. Por lo tanto se satisface (3.1.3) de la Definicién 3.1. Ademas,

lim | sup {&(6)} | = lima(s) (@ es independiente de 3°)
6—0 yoey 0—0
llv—v°ll<s

= 0 (por construccion de @).

Por lo tanto & satisface (3.1.4) de la Definicion 3.1.
Hemos probado entonces que para y € D(TT) existe & = &(6) tal que se verifican las
condiciones (3.1.3) y (3.1.4). En consecuencia, (R,, &) es un método de regularizacion

convergente. Como y € D(TT) es arbitrario se sigue que {R,} es una regularizacion
para T, |

Observacion 3.6. En la Observacion 3.2-2) notamos que si (R, &) es un método
de regularizacion convergente se cumple que (lSiII(l) R&(57y5)y5 = T'y. En particular,
o= <o

(lsig(l]Rd(@y)y = T'y, Vy € D(T") de donde d(gl’yr)rLOR&(&y)y = Ty, Vy € D(T") pues de

(3.1.4), @(d,y°) — 0 cuando § — 0, lo cual a su vez puede expresarse como
Mﬁw:Tw,weD@U (3.1.16)

donde el limite se toma sobre los o pertenecientes al rango de la regla de eleccion de
parametro &. Esto puede interpretarse como un resultado reciproco de la Proposicion
3.5. En consecuencia, todas las regularizaciones para T estan construidas por aproxi-
maciones puntuales de la inversa generalizada de Moore-Penrose de T'. Esto muestra
ademas la importancia del estudio de la inversa generalizada en el contexto de opera-
dores de regularizacion para problemas inversos mal condicionados.

Si {R,} es lineal y uniformemente acotada R(T) no es cerrado (77 no acota-
do), la convergencia en (3.1.8) no puede ser en la norma de los operadores, esto es,

HRa — TTH 2% 0. En efecto, si suponemos que HRa — TTH “2% 0 entonces
|7 < |77 = Ra|| + |Rall < ||TT = Ra||+ M (M cota uniforme de {Ry}).

Tomando limite en ambos miembros para a — 0 tenemos que HTTH < M y por lo
tanto T es acotado.

Por otro lado, si {R,} es lineal y R(T) no es cerrado, entonces ||R,|| = 50. En
efecto, si T no es acotado entonces para toda constante ¢ > 0 existe y € D(TT), y # 0

tal que ||TTy|| > ¢||y||. Por lo tanto || TTy|| = Hlir%Ray ‘ = lir% |Ray|| > c||ly|| de donde
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lim iglf | Rall llyll > cllyll. Como c es arbitrario se sigue entonces que ||R,|| = .
a—

Ademas, si || Rq|| = 50 entonces {R.} no es uniformemente acotada lo cual implica,
por el Principio de la Acotacion Uniforme (ver Teorema A.39), que existe g € Y tal que
{R.,7} no es acotada. Asi entonces, si R(T") no es cerrado y {R,} es una regularizacion
lineal para T existe § € Y tal que || R,7| — oo cuando o — 0 apropiadamente. En la
siguiente proposicion probaremos que, bajo ciertas hipotesis adicionales, esto es cierto
para todo § € Y \ D(T7).

Proposicion 3.7. Sean {R,} una reqularizacion lineal para TT, y € Y y x4 = Ray.
Si y € D(TT) entonces

2, "= Ty, (3.1.17)
Siy¢ D(TY) y
sup {|TRa ||} < oo, (3.1.18)
a>0
entonces
2] = oo. (3.1.19)

El limite indicados en (3.1.17) se considera sobre los a pertenecientes al rango de la
correspondiente regla de eleccion de pardmetro.

DEMOSTRACION. Supongamos que y € D(TT). Como {R,} es una regularizacién
(lineal) para T existe & regla de eleccién de pardmetro tal que (R,, &) es un método de
regularizacion convergente para Tz = y. De lo observado en (3.1.16) se sigue entonces

que 4 a0 TTy lo cual prueba (3.1.17).
Supongamos ahora que vale (3.1.18). Como R, =0t puntualmente sobre D(T)
y T es continuo se sigue que TR, =Tt = Q puntualmente sobre D(T7), donde,

recordemos, @ es la proyeccién ortogonal sobre R(T). Puesto que D(TT) es denso en
Y y que {||TR, — Q||} esta uniformemente acotada se sigue que

TR, =0 () puntualmente sobre todo el espacio Y. (3.1.20)

Sean y € Y, x, = R,y y supongamos que existe una sucesion {«,} tal que a, "0

y {Ta,} C X es acotada. Como X es un espacio de Hilbert, existe una subsucesion
w .

{xank} tal que Ta,, — T, T € X (ver Teorema A.29) y en consecuencia, como 1" es

lineal y continuo T'z,,, = Tz (ver Teorema A.30). Por otro lado, como ay,, "0

(pues a,, "=° 0) y y € Y, de (3.1.20) se tiene que TRo,,y = Tx,,, o Qy y por
lo tanto Ta = Qy. Asi, Qy € R(T) y en consecuencia y = Qy + (y — Qy) € D(T").
Hemos probado entonces que si o, "— 0y {z4,} es acotada entonces y € D(T") o
equivalentemente, si y ¢ D(T7) de la familia {x,} no puede extraerse ninguna sucesién
uniformemente acotada {z,,} (o, — 0). Por lo tanto ||z,|| = 50 es decir, vale

(3.1.19). |
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En la Proposicion 3.5 vimos que si (3.1.8) vale entonces existe una regla de eleccion
de parametro a-priori tal que (R, &) es un método de regularizacion convergente. Tales
reglas pueden caracterizarse a través del siguiente resultado:

Proposicién 3.8. Sean {R,} una regularizacion lineal para TT y & : RT — R
una regla de eleccion de pardametro a-priori. Entonces (Rq,&) es un método de regu-
larizacion convergente si y solo si se satisface:

lim &(d) =0 (3.1.21)
y
lim 4 || Rags)|| = 0 (3.1.22)

DEMOSTRACION.(<=) Supongamos que & satisface (3.1.21) y (3.1.22). La condicion
(3.1.4) se sigue inmediatamente de (3.1.21) y del hecho que & es independiente de ¢°.
Sean y° € Y,y € D(T") y 6 > 0 tales que Hy5 — yH < 4. Entonces

[Ra@y’ =TTyl < |[Rawy — T'y[| + [|Rawyy’ — Rayyl|
= ||Rawy — Ty|| + || Raes) (v* = v)||  (Rags) lineal)
||R5<(5)y - TTy” + HRd((S) H Hy5 - yH (R@((s) acotado)

<
< ||Ra(5)y - TT?J” + HRd(‘;)H 9,

de donde se sigue que Yy € D(TT),V5 > 0
0< sup {|[Rawnyy’ = T'y[|} < |[Racoyy = Tyl| + 3 || Raco) | -

y°ey
lu-vo<s

Tomando limite en ambos miembros para § — 0 obtenemos

0 < limsup SUp {||Rawsyy —TTyH}
6—0
Hyyy‘sH“

< limsup (|| Ray — T[] + 8[| Racs ||

= hm HR sy — Thy|| + hm § ||Raes)||  (cada limite existe)

= hm HR 5y — TTyH + hm 8 || Ras) H (&@(d) — 0 cuando 6 — 0)
- o

donde la ultima igualdad se sigue de (3.1.17) pues {R,} es una regularizacion lineal y

y € D(TT) y de (3.1.22). Luego, existe (lsl'H(l) sup {HR 5y — TTyH} = 0. Por lo

IIy U‘SII<5
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tanto se satisface también la condicion (3.1.3) y (Rq, &) es un método de regularizacion
convergente.

(=) Supongamos ahora que (R,,&) es un método de regularizacion convergente
donde & = &(8) no depende de 3°. De (3.1.4) se sigue que (lsin(l) &(0) = 0. Resta entonces

probar (3.1.22). Si (3.1.22) no se verifica entonces existen una constante ¢ > 0 y una
sucesion 6, '— 0y tal que 4, HRd(én) H > ¢, Vn € N. Para cada n € N fijo

5ol Racooll = 16 Rl = s0p {50 Rago )} >
li=l=1
en consecuencia, existe z, € Y, ||z,]| = 1 tal que
|6n Ras,)zn| > c. (3.1.23)

Definiendo la sucesién {yn}neN C Y como y, =y + 0,2, se tiene entonces que

Ras,)Yn — Ty = (Rd(én)y - TT?J) + Ras,) (0nzn)  (Rags,) lineal)
= (Rawny — Ty) + 0n Rags,)%n-

Para d,, — 0, el primer sumando converge a cero pues y € D(T7) (ver (3.1.16)) pero el
segundo sumando no converge a cero en virtud de (3.1.23). En consecuencia, R s,)Yn —
Ty no converge a cero cuando 8,, — 0. Asi, hemos probado la existencia de una sucesién
{Wntpen CY tal que ||y, —yl| < 0ny (SIIEOR@((;n)yn # TTy, lo cual es una contradiccion

pues por hipotesis (R, &) es un método convergente. Esta contradiccion provino de
suponer que (3.1.22) no se verificaba. Luego (3.1.22) se satisface. |

3.2. Orden de optimalidad

Si (Rq, &) es un método de regularizacion convergente entonces tenemos asegurado
que las soluciones regularizadas con él obtenidas convergen a z! cuando el nivel de
ruido tiende a cero. A continuacién analizaremos el orden de esta convergencia. Es
decir, estudiaremos en primer lugar con qué velocidad

[z — ]| =0 (3.2.1)
siendo x4 = Ray 0,
6—0
850 — 21| =0 (3.2.2)

siendo 29 . 5. = Ras..5y°, con Hy5 - yH < 0. En segundo lugar estudiaremos la opti-
a(6,y°) (8,y°)
malidad del método en el sentido del orden de convergencia arriba mencionado.



3.2. Orden de optimalidad 69

Dado que

observamos que los 6rdenes de convergencia en (3.2.1) y (3.2.2) estan relacionados.
En particular observamos que el orden de convergencia en (3.2.2) no puede ser mejor
que el orden de convergencia en (3.2.1). El primer término de la desigualdad anterior
es el error total. En el segundo término, el primer sumando es el error debido a la
regularizacion y el segundo sumando es el error debido al ruido (en ausencia de ruido
éste es cero).

4 5
Loy — f’f’TH < Ide@,ya) —af H + ‘ Lasy%) — La(s,y)

?

Presentaremos ahora algunos resultados que nos permitiran responder adecuada-
mente a los interrogantes planteados.

Definiciéon 3.9. Sean X, Y espacios de Hilbert, M C X, T € L(X,Y),R:Y — X
un operador (no necesariamente lineal) y § > 0. Definimos

A (5, M, R) = sup {HRy‘S — xH cx e My’ ey, ||T:c — y‘SH < (5} (3.2.3)

Q, M) =sup{||z]| : z € M, ||Tz| <d}. (3.2.4)

Observar que A (4, M, R) puede interpretarse como el peor error que puede come-
terse al aproximar la mejor soluciéon aproximada x' del problema (3.1.1) con Ry° bajo
los supuestos que Hy — y‘SH <§ y a' € M. Nos referiremos a A (6, M, R) como el peor
error de R bajo la hipdtesis x' € M o simplemente como el peor error de R bajo
el supuesto M.

En la siguiente proposicion probaremos que la exactitud de cualquier método (aso-
ciada a cualquier operador R) esta acotada por € (5, M). En todo lo que sigue X e Y
denotaréan espacios de Hilbert y T € L (X,Y).

Proposicion 3.10. Sean M C X, 6 >0, R:Y — X un operador arbitrario con
R(0) =0. Entonces
A6, M,R) > Q (5, M). (3.2.5)

DEMOSTRACION. Sea = € M tal que ||Tz|| < d. Yaque 0 € Y y ||[Tz| < 9, de
(3.2.3) se sigue que |[|[R(0) — z|| < A(J, M, R) y como por hipotesis R(0) = 0 tenemos
que ||z|| < A (6, M, R). Como z es arbitrario de esta desigualdad concluimos que

(6, M) = sup{lz| : € M, |[Tzf| <6} <A (6, M, R).
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Usando la proposiciéon anterior probaremos que para problemas mal condicionados
no es posible tener un orden de convergencia uniforme en y. Esto es, la velocidad de

convergencia del error total como funciéon del ruido puede ser arbitrariamente lenta
dependiendo de y € D(TT).

Proposicion 3.11. Supongamos que R(T) no es cerrado y sea {R.} una regu-
larizacion para TT con Rs(0) = 0, donde & = &(8,9°) es una regla de eleccion de
pardmetro. Entonces no puede haber una funcion f : RT — R* con (lsir%f(é) =0 tal

que, para todo y € D(T') con |ly|| <1 y para todo 6 > 0 se verifique que
| Rasyoyy’ — Tyl < £(5). (3.2.6)

DEMOSTRACION. Sea & = &(6,%°) una regla de eleccion de pardmetro y supongamos
por el contrario que existe f : RT — R* con (I;I/H(l]f((;) = 0 tal que (3.2.6) se satisface

para todo y € D(T") con |ly]| < 1y para todo § > 0. Observar que si y € D(TT) con
ly|| <1 entonces zf = Tty € R(TT) = N(T)*. Luego, N(T)* NT~1 (B,(0)) # () donde
Bi(0) ={y €Y : |yl <1}.

Para § > 0 definamos a continuacién el operador R° : ¥ — X como R%y° =
Ras,5yy° y consideremos el peor error de R sobre el conjunto N(T)* N T (B(0)),
esto es,

A (8, N(T): nT7" (B4(0)), R’)
= sup {HR‘Sy‘S —z|| 2 e N(T)"nT"(B1(0)) ey, | Tz — de <4}
= sup {HR‘;y‘s — TTyH cy € D(TY) N By1(0),y° €Y, HQy — y5|| < (5}

donde la ultima igualdad se sigue del hecho que R(TT) = N(T)* y TT" = Q |p(rt).-
Consideramos ahora los conjuntos

Cy = {||R%’ — T'y|| : y € DT N B1(0), 9 €Y, |

Qu—y’|| <6} CR

y
Co = {||[R?y’ = T'y| : y € DT N Bi(0)," € V} C R.

Entonces A (6, N(T)*> NT~*(B1(0)),R’) = supCi. Ademas, dado que C; C Cj se
cumple que sup C; < sup Cs. Como hemos supuesto que HR‘sy‘S -T TyH < f(0) para
todo y € D(TT) N B1(0) se sigue que sup Cy < f(d) y por lo tanto sup C; < f(§), o sea,

A (6, N(T) nT7(Bi(0), R’) < f(9).
La Proposiciéon 3.10 implica entonces que
0<Q (0, NID) NnT " (B:(0))) < f(8), V6> 0.

Tomando limite en ambos miembros para 6 — 0 y dado que (lsirr(l) f(6) = 0 obtenemos

lfm © (6, N(T)"NT"(B:1(0))) = 0. (3.2.7)
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Probaremos a continuaciéon que este resultado implica que T es acotado. Para esto
basta probar que T | p(r)np, () €s continuo. Sea {y,},.y C R(T) N B1(0) una sucesion
tal que y, — ycony € R(T)NB;(0). Definamos {z,,}, oy como z,, =TTy, y z = TTy.
Entonces

Tz, =TTy, = Qun = Yn (3.2.8)

donde la ultima igualdad se sigue del hecho que y,, € R(T). Analogamente
Tx =y. (3.2.9)

Como g, "=y, dado 0 < 6 < 1 existe N € N tal que ||y, — y|| < J para todo n > N.
Por lo tanto, de (3.2.8) y (3.2.9)

1T (20 —2)[| = llyn —yll <6 <1, Vn>N.

Luego, x, —x € T~ (B1(0)). Ademas como z, — x € R(TT) = N(T)*, tenemos que
T, —x € N(T)NT(B(0)) y ||T (x, — )| < & por lo tanto

0< ||z — 2| QNI NT(B1(0)), YVR>NY0<d5<1
y en consecuencia

0 < lmsup ||z, —z|| < Q(5N(T)"NT~" (B1(0)), VO<§<L.

n—oo

Tomando limite para 6 — 0 y usando (3.2.7) obtenemos lim |z, — z|| = 0, de donde

z, "=z osea, TTy, "= Tty. Luego, T' |r(r)nB, (0) €s continuo y por lo tanto Tt |r(1)
también lo es. Como T | r(r)+= 0 se sigue que Tt es continuo sobre todo su dominio y
por lo tanto acotado. Luego R(T') es cerrado (ver Proposicion 2.7). |

De (3.2.3) dedujimos el peor error del operador R bajo el supuesto M. En la ter-
minologia especifica a los conjuntos M C X utilizados para formular una hipoétesis de
la forma “a' € M” se los denomina conjuntos fuente. Por razones que veremos a
continuacion resultan de particular interés conjuntos fuente de la forma

Xp,={reX:z=(TT) w|w|<p}t, pu>0p>0 (3.2.10)

X, = UX,,=R(T"T)"). (3.2.11)
p>0

Ya que en los problemas mal condicionados 7" es un operador que “suaviza’, el reque-
rimiento de que un elemento x € X esté en X, , puede verse como una condiciéon de
suavidad sobre x.

Observar que:
> Xﬂaﬂ - N(T>L7 V,u,p >0
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resultado que se obtine inmediatamente de la Proposicion 2.31-iii) con A = (T*T)",
g(A) =M1y f(X) =\ Ademas,

» para p fijoy p1 < p2, Xy C Xy,

> para (g < o, X, DO X,,.

En el caso particular en que 7' = K sea un operador compacto el conjunto X,
puede caracterizarse en término de los valores singulares de K. Mas precisamente se
tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.12. Sea K un operador compacto y (0,; vn,uy,) €l correspondiente
sistema singular. Entonces, para >0

K'y e R(K*K)") (3.2.12)

sty solo st

— |(y, un)]
Z g . (3.2.13)

DEMOSTRACION. Por hipétesis (0,; vy, uy,) es el sistema singular asociado al ope-
rador compacto K, entonces (02;v,) es un autosistema para el operador compacto
y autoadjunto K*K y en consecuencia (02;v,) es un autosistema para del operador
compacto y autoadjunto (K*K)". Asi,

K)Y'w= Z o2 (W, v vp,  Yw € X, (3.2.14)

Por otro lado, como K es compacto, del Teorema 2.15, si y € D(KT)

o0

1
Kiy=Y — ) Un. 3.2.15
y ZU (Y, un) v ( )

n=1 "

Luego, KTy € R((K*K)")
& Jwe X (K'K)'w=Ky

& Jwe X: Zafﬁ (w,vp) vy = KTy (de (3.2.14))

oo o0 1
& JuweX: 2u ) Un, —(y,up) v, (de (3.2.15
@€ X 3o v = 30 ) v (de (3215)
1
& JweX o (wv,)=—(yu,), ¥n €N ({v,} ortonormal). (3.2.16)

n
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Como por el Teorema de Riesz-Fischer (Teorema A.17)

o
weX (:)Z|<w,vn>|2 < 00,

n=1

de (3.2.16) deducimos que

Ky e R(( @Z'y’u”

2+4,u

Observar que (3.2.12)-(3.2.13) es equivalenteax € R ((K*K)") < >, Kﬁ‘;ﬁ’;— <
0.
Del Criterio de Picard (Teorema 2.15-)), y € D (K') < > %’LHZ < o0. En

consecuencia, (3.2.12) puede verse como una escala de condiciones para que KTy € X u
partiendo de dicho criterio con g = 0. Asi mismo, al igual que en dicho criterio, la
condicion (3.2.13) es una condicion sobre las velocidades de decaimiento de los coe-
ficientes de y en la base {u,}. Observar que esta condicion es mas restrictiva cuanto
mas grande es u. Por otro lado, para un p fijo, cuanto peor sea el grado de mal condi-
cionamiento del problema (o sea, cuanto mas rapido decrezcan los ,,) mas severa sera
la condicion (3.2.13).

De la Proposicion 3.10 se deduce inmediatamente que €2 (6, M) es una cota inferior
para la velocidad de convergencia de cualquier método de regularizacion para resolver
(3.1.1) bajo el supuesto z' € M. En los siguientes dos resultados se analizara en detalle
esta cota inferior en el caso particular M = X, ,

Proposicion 3.13. Sean > 0,p > 0, X, , definido como en (3.2.10) y Q (5, X,.,)
como en (3.2.4). Entonces, para todo § > 0 se satisface que

1

Q(6,X,,,) < 6741 p7at. (3.2.17)

DEMOSTRACION. Sea x € X, , tal que |Tz|| < §. Entonces existe w € X, |lw]| < p
tal que x = (T*T)"w. Luego, usando la Desigualdad de Interpolacion (2.3.27) con
r=upy s:,qu% obtenemos

Iz = 177"
—= K
< ||@ry ] el
_2p 1
= |J@ Ty el
1 22% 1
= @)t @y e TT )
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24
2p+1 1

< H(T*T)% || * pm, (3.2.18)

Por otro lado,

H(T*T)% xHQ - <(T*T>% z, (T*T)? :1:> — (&, T*Tx) = (T, Ta) = | Te|?.  (3.2.19)

24

De (3.2.18) y (3.2.19) obtenemos que ||z|| < ||Tx||ZT pzrr < 52t poas.

Asi, Vo € X, , tal que | Tz|| < § se tiene que ||z|| < 5%pﬁlﬂ. En consecuencia

Q (5’ Xﬂvﬂ) = Sup{||x|| HEES X;t,p7 ||TQT|| S 5} S 523%,0ﬁ
|

En la siguiente proposicién probaremos que si R(7") no es cerrado entonces la esti-
macion (3.2.17) es 6ptima, es decir, no puede mejorarse. Por simplicidad probaremos
ésto solo para el caso particular en que 7' es un operador compacto.

Proposicion 3.14. Sea K un operador compacto y supongamos que R(K) no es
cerrado. Entonces para todo p > 0,p > 0, existe una sucesion {6,} C RT tal que

n—o0

8 0
— y 9y 1
Q(0n, X,,p) = 62477 prt, (3.2.20)

DEMOSTRACION. Sean p,p > 0y (0y,;v,,u,) el sistema singular asociado a K.
Como por hipotesis R(K) no es cerrado existen infinitos valores singulares o,, > 0y

0, "= 0. Para n € N definimos 8, = p o2, Entonces 6, > 0,6, "— 0y

(5—”) R (3.2.21)

p

es un autovalor de K*K asociado al autovector v,,. Definiendo z,, = (K*K)" (pv,,) se
tiene que x, € X, , (pues ||pv,| = p|lva|l = p). Ademas,

T, = p(K*K)"v,
= po*v, (o2 autovalor de (K*K)")

5.\ it
= p(?) v, (por (3.2.21))

2p
. 62”+1 1— 28
n

p Ay
2p

= 52T pEeTT . (3.2.22)

Luego

2p

|| = 6377 p7rs (3.2.23)
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Ademas,
2p

KKz, = 627 pmr K*Kv, (de (3.2.22))

2u
5 2p+1
n

_1_ o
p2u+1 0, Un

2p 1 671 2p+1
= ot pmat <?> v,  (de (3.2.21))

2p+2

52+ =T g 3.2.24
1% ns

y por lo tanto

|Kz,||” = (Kan, Kz,)
= (K'Kxp,x,)

2p+2

SR e vn,xn> (de (3.2.24))

<5
2p+2 2p
<5

2p+1 _2M+1 Um(’)}@pﬁ Un> (de (3.2.22))

2p+2 _2p
= P EE 53 T (u,,v,)
4p+2
2p+1
= 0 o
2(2p+1) 9
2pu+1
= 0, =45,

Asi, tenemos que x, € X, ,, ||Kz,| = d, y por lo tanto

2 1
Q(0n, Xpup) = ||2al = 627 p7e1 (de (3.2.23)).

Por otro lado, como en virtud de la Proposiciéon 3.13 se tiene que

2
Q (00, X,0p) < 0247 T

2p 1
3 _Coutl s
concluimos que Q (0, X, ,) = 0" " p2ati, -

Notar que atin en el caso de K compacto, para otros valores de d que no sean parte

de la sucesion que converge a cero construida en la demostracion, podria suceder que
1

: 2 1
(6, X,,,) sea estrictamente menor que §2+1 p2utt.

Observacion 3.15. Las dos proposiciones anteriores junto con la Proposicion 3.10
tienen importantes consecuencias en lo que respecta a la optimalidad de un método de
regularizacion. En efecto, si R(T") no es cerrado se deduce de tales proposiciones que,
bajo la hipétesis zf € X u,p» Ningin método de regularizacion puede proveer soluciones

. . . 2 1
aproximadas que converjan a x' més rapidamente que §2:+1 p2z+1 cuando § — 0.
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Esta observacion induce en forma natural las siguientes definiciones.

Definiciéon 3.16. Consideremos la ecuacion (3.1.1). Supongamos que R(T') no es
cerrado y que {Ra} es una reqularizacion para TT. Sean u > 0,p >0, y € T (Xup) ¥
sea & una regla de eleccion de pardmetro.

i) Diremos que el método (R,,&) es optimo en X, , si

A (6, X,y Ra) = 0757 p%i | W5 > 0. (3.2.25)

Es optimo en X, si es optimo en X, ,, Vp > 0.
it) Diremos que el método (R,,&) es de orden optimo en X, , si existe una
constante ¢ > 1 tal que

A (6, X, Ra) < com5ipme Y5 > 0. (3.2.26)
Fs de orden optimo en X, siloes en X, ,, Vp>0.
Observar que en (3.2.25) y (3.2.26), para 6 > 0 fijo

A(6,X,,, Ra) = sup {HR&(&ya)y‘s — x” S Xu,p,y‘S €y, HTx — y‘SH < (5} )
Notar ademéas que la condicion (3.2.26) es equivalente a A (6, X, ,, Ry) = O <5%> :

Respecto a los conjuntos fuente, sobre los cuales se dieron las definiciones anteriores,
observar que cuando i — 0 se hacen méas grandes y las correspondientes velocidades de
convergencia son mas lentas, esto es, si p; < o entonces X, O X, y 23f ) 23;‘ -
A pesar de ello, en general sucede que NL>J0X“ # X y por lo tanto uL>J0T (X)) #T(X) =

R(T). Que ésto es asi se puede ver claramente en el caso en que el operador T sea
compacto y no degenerado, usando el Teorema 2.15 y la Proposicion 3.12. En efecto,
sea iy € R(K) entonces y € D(KT) y por el Teorema 2.15 podemos implicar que

i Wy un)® _ (3.2.27)

Como lim o, = 0, existe N € N tal que |o,] < 1 ¥n > N. Por lo tanto, o> <

n—oo

o2 VYu > 0y Vn > N. De esto se deduce que |<y’;2">|2 < Kj_’;fr’i)f Yu >0y Vn >

n

N tal que [(y,u,)| # 0. Asi, la convergencia de la serie en (3.2.27) no garantiza la

2
convergencia de la serie S°° [ Equivalentemente (ver la Proposicion 3.12) no
—1 2

podemos garantizar que Ky € R ((K*K)") = X,,, es decir, que KKy =y € K (X,,).
Asi, y € R(K) no necesariamente implica que y € K (X,,) para algan p > 0.

Sin embargo, se puede probar que, bajo ciertas hipétesis, si un método de regulari-
zacion es de orden 6ptimo sobre un X, especifico, entonces es convergente para todo
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y € R(T). Lo que se requiere como hipotesis sobre dicho método es que la regla de
eleccion de pardmetro dependa de 3° v de una cota para el nivel de ruido ligeramente
mas grande que ¢. Formalizaremos ésto a través del siguiente teorema donde, si { R, }
es una regularizacion para 77 y & (5, y‘;) es una regla de eleccion de parametro, para
7 > 1 definimos

G, (6,9°) =a (r6,9°). (3.2.28)

Teorema 3.17. Si para todo T > 7, > 1 el método de regularizacion (R,, &) es
de orden dptimo en X, , para algin pi, > 0 y para todo p > 0, entonces todos los
métodos de reqularizacion (Ra,&r) con T > 1, son convergentes para y € R(T) y son
de orden dptimo en todo X, , para todos v, p tales que 0 <v <y y p > 0.

DEMOSTRACION. Probaremos el teorema en el caso particular en que el operador
T es compacto. Sean § > 0, y € R(T) fijo, y # 0, |ly|| > 6, 27 = Tty y sea 7°
una perturbacion de y tal que Hy - y5H < 4. La idea de la demostraciéon consiste en
considerar a y° una perturbacion de (I — F.) y siendo {F)} la familia espectral asociada
al operador TT™* y con una adecuada eleccion de € = £(6) > 0. Observar que, si {E)}
es la familia espectral asociada al operador T*T y definimos z. = (I — E.) 2" (notar
que 7. es la expansion espectral truncada de z'), entonces

r. = (I-E)Ty

o0

= Z (TMy,v,) vy, — Z (TTy,v,) v, + P (Ty) (%) y (2.3.1))
n=1 n:o2<e
- Z (T'y,v,)v, (P proy. ortog. sobre R(T*T)")
niol>e
— Z <Z <y’um>vm,vn> v, (de (2.2.10) pues y € D(T"))
nio2>e \m=1 Im
S (Z (v, ) <Um’vn>) o
nio2>e \m=1 Tm
= Z (y;un> v,  (pues {v,} es ortonormal).
n:o2>e "

(¥) Notar que Ty € R(T") = N(T)* = R(T*) = R(T*T) y {v,} expande a R(T*T).

En consecuencia,

Tz, = Z _(y,un> T,

On

n:o2>e

= Z ) oty (T, = onuy,)

On

.02
n:oi>e
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= (I-F.)y (por (2.3.9) puesy € R(T)ye>0).
Luego,
(I — F.)y = Tx., donde z, = (I — E.) ' (3.2.29)

Observar que si zf € X, , entonces 27 = (T*T)" & con [|&|| < p y en consecuencia,
t.=(I—E)at = (I - E)(T*T)" &= (T*T)" (I — E.)& = (T*T)" w, (3.2.30)

de donde z. € X, . Mas precisamente, x. € X, ; para algin p > 0. Calculemos
concretamente p = |lw||.

w = (T°T) "o x,
(T*T) ™" (I — E.) !
+oo
)‘_MOX[E,IITIIQ]()‘) dE\z"  (de (2.3.5) con f() = (')_'U'OX[E,HTHQ]('))

“+oo
\"Ho dE\at,

Il

de donde .
lw|? = 32 :/ A" 2o d||EA:cT||2. (3.2.31)

Sea 7 > 7, > 1 fijo y definamos

P T+, 5 2T 5
2 THT,
Ya que 0 < 7+ 7, < 27 se sigue que 7—2:7 > 1y por lo tanto § > §. Ademas, como
0

27 < 2(7 + 7,) se tiene que Ti: < 2y por lo tanto § < 28. Asi, 6 € (J,20). Observar
0

también que 7, < 7 < 7y que 70 = 6.
Definamos ahora & = €(d) como

T—T
d) =inf< & | Feyl| > 95 5.
(o) = int =0 |l = T2

Observar que € < co pues

T—T
Si{§>0:|\F€yH2 06}7&@.
T+ T,
En efecto, como {F)} es una familia espectral, de la Definicion 2.17-d) se sigue que
/\h’m |Fxyll = ||yl v en consecuencia, dado n = %5 existe A = A(n) tal que para
—00 0

todo A > X, ||Fayll = llylll < n. En particular, ||Fsyll — [lyll] < =24, de donde

T+TO
27'0 T—Ty

1 E5yll > |lyll — 526 > 26 pues |y|| > ¢. Luego, A € S. Ademas € > 0 pues y # 0.
0 0
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T—T,

T+T0

Claramente, para todo n € N, ¢ — % ¢ S y en consecuencia HFE_;yH <

Usando la continuidad por izquierda de la familia espectral {F\} y la continuidad de
la norma, haciendo tender n a co concluimos que

T—T,

Fy| <
Pyl < T

5. (3.2.32)

Por otro lado como € = inf S > 0, se tiene que 2¢ > £, para algin £, € S de donde

T—T,

T L
= HFE—OFQEyH (por la monotonia de {F\})
< [P || 17y
= [[Feyll  (pues ||Fy | =1).
Luego,
T—T,
[ Focyll = ey 0. (3.2.33)
Como
||(I - Fs)y _y(SH S Hy _y(SH + ||Fsy||
T —T,
< S+ (de (3.2.32))
_ 27— 5 _ S’
T+T,

concluimos que y° es una perturbacién de (I — F.)y con § como cota para la pertur-
bacion. Observar ademas que

a,(6,y°) =

76,9°)  (de (3.2.28) pues 7 > 1)
%Sa y(S) ?(57 yé)

[oN

joN
joN

Asi, la regla de eleccion de parametro &, con cota  para el nivel de ruido es idéntica
a la regla &; con cota ¢ para el nivel de ruido. En consecuencia, las correspondientes
soluciones regularizadas son las mismas, o sea

Ry Gy0Y’ = Ragrsyyy” = Ra,syny’ = 24 (3.2.34)

Ya que 7 > 7, y p > 0, por hipotesis tenemos que (R,,&;) es de orden 6ptimo en
X%ﬁ y por lo tanto existe una constante c; > 1 tal que

2;1,0 1

A <5, Xuo,mR&;) < ¢z G0t pAott, (3.2.35)
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Como

A (57 XHmﬁ’ Rd;) = sSup {HRa;(S,yé)yé - QTH}
$€X¢Oﬁ
%[ To—y0||<5

= sup {Hmif —zl|}  (de (3.2.34)), (3.2.36)

TEX .5

vo:|| Ty <3

y z. € X, 5 (ver (3.2.30)) con |Tz. —y°|| = | = Fo)y —4°|| < 0, se sigue de (3.2.35)
y (3.2.36) que

2#0 1

_:EEH < ¢z 0%otT pgTl

é
[E28
2“0 2#0

< 2%t §ott ﬁ2“3+1 (pues 6 < 26)

210 1 2p

= ¢ 0%0Ft potl  (con ¢ = 0;22“031 > 1). (3.2.37)

» Probemos ahora que (R,,d&;) es de orden 6ptimo en X, , para todos v, p tales
que 0 <v < pu,y p>0.Para ello debemos acotar apropiadamente

A0, Xyp Ra,) = sup {[|Ra,epmy’ —all} = sup  {[Jz5 —a[]}.
<o e <o

El caso v = p, se satisface por hipdtesis. Supongamos ahora que v € (0,pu,) v que

A= X,,,. Entonces
gt = (T*T)" z, con ||z]| < p. (3.2.38)

Como z. = (I — E.) x7, de (3.2.30) y (3.2.38) tenemos que (I*T)" w = (I — E.) (T*T)" 2,
de donde w = (T*T) " (I — E.)(T*T)" z = (T*T)" " (I — E.) z (pues la familia es-
pectral conmuta con todas las potencias del operador) y en consecuencia

o= el

— |y (1 - E.) 2

+o0o
B / NUd || Byzl

+oo

< 2o [ Bl (pues v <)
€

< ) ||z

< 2 H)p?  (por (3.2.38)).

Luego, p < e”#op lo cual llevado a (3.2.37) da

2u v—

0 Ko 1
d 2ug+1 ~2np+L 2 F1
|20, —z.|| < ¢ §%0FT %0t p2o
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2

Ko
O\ 2Tl YTHo
= ¢ |- gt p.
P

Por otro lado, como 7 > 7,, de (3.2.33) tenemos que

T+ T,
0 < . HF2syH

o

- “”H@me
-
7'+T Y

- S| FoeT (T*T)Y 2| (por (3.2.38))
T—i—T y

< | F2T(T7T)" || || 2|
T—T,
T+ T 5

< T s LA xoaa el (por (2:3.13)
T~ To xefo,I7)?]

< Tt (2€)V+% p  (pues ||z]| < p),
T—T,

de donde

y como v — i, <0

2(”*/—‘0)

v—pg (S v+1)(2pg+1) e
gt < g (—) (concs =c, " >1)

lo cual llevado a (3.2.39) nos da

2(v—ug)

2u0+1 (2v+1)(2u0+1)
p
) 2u+1
p=v

A e

= (c3 (

— C4 62u+1

o
p
o

(con ¢4 = cie3 > 1).

Por otro lado

|ze —2f|| = [[Bal|| =B (T"T)" 2| (de (3.2.38)

= (T"T)" E2|

81

(3.2.39)

(3.2.40)
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21/+1

IN

|@ry+iE:

| .27 (3.2.41)

donde en el ultimo paso hemos utilizado la desigualdad de interpolacion (2.3.27) con
s =v+3yr=v. Ahora

i (02) |(Buz v

NE

H (T*T)"** E.»

n=1

(02" (2, Bovy)|?

WE

1

.2
- EZ@@”“meQ(&wz{o ?ﬁ25>

o2 <e vy slo, <¢€

= 3 (@) T) Vet u)] (por (3.2.38))

nio<e

= ¥ ()" [Ty T vn>}

niol<e

= N @) Ty @) ) ()

niol<e

_ Z (Ji)2u+1 ’<T*y, (Ui)—u—l Un>

.52
n:.o; <€

= > (o)) . T
- Z |<y7 un>|2 (Tvn = o'nun)

3
Il

2

(¥) Esta igualdad se sigue del hecho que y = Ta' y (T*T)_”_1 es autoadjunto. En

consecuencia, H(T*T)”Jr% E.z|| = ||[Fy|| 1o cual llevado a (3.2.41) implica que

oz — 21| < ||Feyl|=5 || Bez]| 7
< || Pyl 75 ||z
1, \¥
< ) v+T 3.2.32 3.2.38
< (5520) 7 e o 23y (3239)
2v
= (T — 7—0) i 523:.1 p2u+1 (3'2'42)
T+ T,

Sea ahora x € X, , tal que HTx — y‘SH <4

2%, — | < ||22, — @] + ||z — = (3.2.43)
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para los dos primeros términos en el lado derecho de esta tltima desigualdad tenemos las
acotaciones (3.2.40) y (3.2.42), respectivamente. Resta acotar el tercero. Sabemos que
2tz € X, , de donde 2" —z = (T*T)" Z con ||Z]| < 2p y en consecuencia x' —x € X, .
Ademas

|7 (2" = )| < [|T2" =[] + || T2 = | = ||y = &[] + [| Tz = ]| < 26.
Tenemos asi que

$T —T € sz,2p
. S ot — o < 9226, X,3,),
7ot ) < 22

de lo cual se deduce usando (3.2.17) que
" — z|| < (26)257 (2p) 77 = 2 §oi i (3.2.44)

Finalmente, con (3.2.40), (3.2.42) y (3.2.44) en (3.2.43) obtenemos
2v

2v 1 T—T, \ 2! 2v 1 2v 1
ng _ (L-H S Cq J2v+1l Pt + 0 J v+t pAT + 2 2v+1 pAT
T T+ T,

_2v
_ (C4+ (T—TO)2V+1 +2> 5%pﬁ
T+ 7,

2v 1
= ¢t P,

con ¢ > 1 de donde

5 2v 1
sup {[Jah, ]} < o
TEAv,p
v Tayb| <5

Por lo tanto, el método (R, &;) es de orden 6ptimo en X, , para todos v, p tales que
O<v<pu,yp>0.

» Probemos ahora la convergencia del método (R, &,) para y € R(T'). Debemos
probar que Yy € R(T) se cumple

—0

(lsl'm salg)/ {ngT—xTH} =0.

lv—vo<s

Para ello acotemos ng% - :CTH:

)
H%T

—al|| < ol — el + [z =2

— «
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= ||2%, — x| +||Eat|| (por (3.2.29))

Qr

2p 1
< ¢ 0%t T 4 ||Eaf| (por (3.237)).  (3.2.45)

Por otro lado, de (3.2.31)
e 2 e 2 2
p= [ Tadma < [ almal) <o e

esto es, p < e7#o ||zT]| lo cual llevado a (3.2.45) nos da

2
[, =o'l < e (5;) T || B
En consecuencia
9 _Ho
o (et =} < (T) 7l )
yoey £

lly—vo||<s

A continuacioén probaremos que (Z) — 0y que Eg((;)a:T — 0 cuando 0 — 0. En particu-
lar, notar que la funcion £(J) es no negativa y monétona no decreciente pues si d; < 9

entonces
T—T
0 61
+ 7,

52} C {g> 0: |[Fzy] > =

T—T
= >0 || Feyl| > 0
{e>0iima 2 5

0

y en consecuencia

o T —T, o T —T,
£(62) = inf {5 >0 || Fryl| > T+T°(52} > inf {6 >0 ||Feyl| > 7'+7051} =¢(dy).

0 0

Entonces pueden suceder dos casos: i) lim £(§) = ¢, > 0 ¢ ii) lim £(J) = 0.

0—0 6—0
i) En este caso obviamente (lsl’rr(l) % = 0. Por otro lado, de (3.2.32) se sigue que
(lsiinoFE(‘s)y = 0. Ademas como V§ > 0, g, < £(d) = inf S se tiene que 0 < HFEOy” < ;;35

y por lo tanto, tomando limite cuando 6 — 0, F; y = 0. Asi, gir%FE((g)y =F,y=0y

en consecuencia

0 = lim(y —Toe) = lim (y = T (a7 = Bep)aT))

~ ] :T<1’ E. )
s T Ee)w ot Ot

esto es, (lsimOEE((;)xT € N(T). Pero, E.(5) proyecta sobre R(T*) = N(T')* que es cerrado,
por lo cual (lsiI%Eg((;)xT € N(T)*. Por lo tanto, (lsir%Eg((;)xT = 0. Ademas, como V§ > 0,
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g, < e(9) se tiene que E, zf = Ee, EE((;)JZT de donde E. | zf = Ee, ((lsin(l)Eg((;)xT) =E. 0=
0. Luego, (lsl'néEe((;)xT = EEOxT = 0.
ii) Notar que en este caso sigue siendo valido que (lsimEg((;)azT = 0. Ahora, de (3.2.33)

—0

tenemos que
T =T,

T+ T,

5 < || Facyl. (3.2.46)

Por otro lado, ya probamos que H(T*T)”Jr% E.z ‘ = ||F.y|| vy por lo tanto

(T*T)" zH

1Foeyll = ||(T°T)""2 Epez

D=

= EQ& (T*T)
— || By (T°T)? xTH (por (3.2.38))

— |12 E%xTH

< (@ 1)? | || e
< sup {w%} [Eacat||  (por (2.3.13) con f(-) = (-)1/2)
A€[0,2¢]

— VE| B

lo cual llevado a (3.2.46) implica que :7—%5 <V2e HEQEI'TH de donde

+74
2 2
1< <o <T+T°> | Boe]|.
€ T =T,

Tomando limite para 6 — 0 concluimos que (151'11(1) % = 0.

Asi, hemos probado entonces que (lsl'r% sup {||ng — xTH} = 0. Por lo tanto el
- yey

lly=vo||<s

método (R, G,) es convergente. |

3.3. Regularizaciéon por proyeccion

En las secciones anteriores hemos mostrado que los métodos de regularizacion per-
miten obtener aproximaciones estables de las soluciones de problemas mal condiciona-
dos de la forma Tx = y. Para un tratamiento numérico de tales ecuaciones se debe



3.3. Regularizacién por proyeccion 86

buscar un método implementable, esto es, que pueda realizarse en espacios de dimen-
sion finita. Una forma posible de lograrlo es usando regularizacion por proyeccion
donde la regularizacion se logra por aproximaciones finito dimensionales, por ejemplo,
a través de discretizacion y el uso de métodos de colocacion o métodos de Galerkin (ver
por ejemplo [18]). En este sentido, los siguientes métodos proveen formas practicas para
aproximar .

Proyeccion de Cuadrados Minimos. Sea {X,,}, 4 una sucesion de subespacios
finitodimensionales de X tal que

XicXoC...CX,C...CXKX,

cuya union | J X, es densa en X. Para cada n nos planteamos determinar la solucion
neN
de cuadrados minimos de minima norma de Tz = y en X,,, a la que denotaremos con

T,. Esto es, x,, € X,, debe satisfacer

Tz, —y|| < Tz -y, Vze X, (3.3.1)

|zn|| = inf {||z|| : € X,, y « satisface (3.3.1)}.

En términos de la inversa generalizada de Moore-Penrose,
x, =Ty, (3.3.2)

donde T,, = TP, y P, es la proyeccion ortogonal de X sobre X,,. Observar que R(T},) =
T(X,) es un subespacio cerrado por tener dimension finita (es imagen de un espacio
de dimension finita por una transformacion lineal). En consecuencia, D(T}) = R(T,,) ®
R(T,)* =Y y por lo tanto, tenemos garantizada la existencia de x,, para todo y € Y.
Ademas T es acotado (ver Proposicién 2.7) de modo que , es una aproximacion
estable de zf.

Seidman [29] prob6 que, sin ninguna hipétesis adicional sobre los X, o ' no se
puede garantizar que z,, converja a ' cuando n — oo. Esto es, este método no siempre
es convergente. Kl siguiente teorema proporciona condiciones necesarias y suficientes
para garantizar esta convergencia, tanto en el sentido débil como en el sentido fuerte.

Teorema 3.18. Sean y € D(T7) y x,, definida por (3.3.2). Entonces
i) 2, — 2t siy solo si {||x,]|} es acotada.

i) z, "= xt siy sdlo si imsup ||z,|| < [|z7|.
DEMOSTRACION. i) (=) Supongamos que {x,} converge débilmente a z. Entonces

{z,} es una sucesion de Cauchy débil, esto es, para todo = € X, {(x,,z)} es una
sucesion de Cauchy. Denotando con A, (z) = (x,, x) al funcional lineal inducido por x,,
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sobre X (ver Teorema A.27) tenemos que para todo z € X, {A,(x)} es una sucesion
acotada (por ser de Cauchy). Por el Principio de la Acotacion Uniforme (Teorema A.39)
se sigue entonces que {||A,||} esta acotada uniformemente. Asi, {||z,||} es acotada.

(<) Reciprocamente, supongamos ahora que {||z, ||} es acotada, esto es, {z,}, o s
acotada. Sea {xy, },.y Una subsucesion arbitraria de {x,},.y. Como X es un espacio de
Hilbert existe una subsucesion de {z, },.y & la que nuevamente denotaremos {Zn, }.cn»
que converge débilmente (ver Teorema A.29). Denotamos con u € X al correspondiente
limite débil, o sea, z,, = u. Queremos ver entonces que z, — u y que v = . Como
T es acotado se sigue que (ver Teorema A.30)

Tz, — Tu. (3.3.3)

Por otro lado, por definicion x,, satisface || Tz, —y| < ||Tz —yl, Vz € X, y por
lo tanto || Tz, — Qy+ Quy —y||> < |Tz — Qy + Qy — y||>. Como (I — Q) es la proyec-
cién ortogonal sobre R(T)*, por ortogonalidad se sigue entonces que || Tz, — Qyl” +

(I - Q)yl* <|IT= — Qu|I* + (I — Q)y||* de donde

En particular, [|Tz,, — Qy|| < HTPMxT — Qy” siendo P, la proyeccion ortogonal de
X sobre X,,,. Como Qy = TT'y = Tx' pues y € D(TT), de la desigualdad anterior
tenemos entonces que

| T2, — Tat|| < ||T (P, — 1) ™| < || ||(T = Pu,) 2" (3.3.4)

El limite del lado derecho de (3.3.4) cuando k — oo es cero pues, por la eleccion de los
X, se cumple que P,z "= x para todo z € X. En efecto, sean z € X y € > 0. Como
U X, es densa en X, existe T € X,,, para algtin m tal que ||z — Z|| < 5. Ademas, como
X, C X,41 para todo n € N; se tiene que para todon > m, z € X,, y P,z = . En
consecuencia, si n > m

[P — 2| < [[Poz = 2| + (|7 — 2| = [[Paz = P[] + |7 — 2| < 2]z —2f| <e.

Luego, el limite del lado izquierdo de (3.3.4) cuando k — 0o es cero y en consecuencia
Tx,, — Tx'. De (3.3.3) y por la unicidad del limite débil concluimos que Tu = Tz' y
por lo tanto

u—xt e N(T). (3.3.5)

Probaremos ahora que u—x' también esta en N (T')+. Para esto probaremos primero
la siguiente igualdad:
N(TP)* =X, n(N(T)N X,)". (3.3.6)

Claramente N(T)NX, C N(TP,) y por lo tanto N(TP,)* c (N(T) N X,,)". Ademas,
N(P,) = X* € N(TP,) de donde N(TP,)* C X,. Luego N(TP,)* € X,N(N(T) N X,)".
Para probar la otra inclusion, sean = € X, N (N(T)NX,)", y € N(TP,). Entonces
(x,y) = (Pyx,y) = (x, Py) = 0 (pues P,y € X, N N(T)). Por lo tanto, z € N(TP,)*.
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En consecuencia X, N (N(T)N X,)" ¢ N(TP,)*. Esto culmina la demostracion de
(3.3.6). Asi, @, € R(T} ) = N(T,,)* = N(T'P,,)* = X, N (N(T) N X,,)". Por otro
lado, como X,, C X, para todo n, se sigue que

(N(T)NX,)" D (N(T)NXpiy)" D ... D N(T)*

y por lo tanto z,,, € (N(T) N XnE)l para todo k < k. Ademas, para todo n, (N (T) N X,,)*
es un subespacio cerrado de X, o sea que es cerrado y convexo y por lo tanto es débil-
mente cerrado (si una sucesion contenida en el subespacio cerrado converge débilmente,
su limite también pertenece al subespacio). Asi, como z,, = u se sigue que

we (N(T)NX, )", Vk (3.3.7)

Por otro lado, como N(T) N X C N(T) para todo %, se sigue que

U (V(T)n X, ) € N(T) = N(T).

keN

Mas precisamente, |J (N(T)N X, ) = N(T), estoes, U (N(T)NX, ) = UX,. N
keN keN keN
N(T) es densa en N(T). En efecto, sea un conjunto A C N(T'), A abierto. Ya que

UX - es densa en X y A es abierto se sigue que AN U X, # ) y en consecuencia,
keN keN

como A C N(T), AN < U Xn, N N(T)) = AN U Xy, # 0 (ver comentario siguiente
keN keN
a la Definicion A.4).
Asi, si z € N(T) existe una sucesion {z,} € J (N(T)N Xng) tal que lim z, = z.
keN e

Luego, (u,z) = (u,lim, . 2,) = lim (u, 2,) = 0 pues u € (N(T) N Xn%)L para todo

k (ver (3.3.7)). Por lo tanto u € N(T)*‘. Como también z7 € N(T)* tenemos que
(u — xT) € N(T)*. En consecuencia, de (3.3.5) concluimos que u — 2 = 0.

Hemos probado asi que toda subsucesion de {z,} tiene una subsucesién que converge
débilmente a zf, por lo tanto, z,, — 2T (si suponemos lo contrario, entonces existe z € X
tal que <:cn —zf, z> — 0 cuando n — 00, o sea, existe ¢, > 0 tal que para todo N € N,
existe n,, > N y tal que |<an — xT,z>| > ¢,; ordenando los n, en forma creciente
obtenemos una subsucesion para la cual ninguna subsucesion converge débilmente a

xh).

ii) (=) Supongamos que {x,} converge a z'. Entonces {||z,[|} converge a ||zT|| y
en consecuencia lfimsup ||z, || = lim |z, | = ||=f||.
n—oo

n—oo

, entonces la sucesion {||z,||} es

(<) Supongamos ahora que limsup ||z, || < |||
n—oo

acotada. Asi, del apartado i) se sigue que z, — zf, de donde, como X es un espacio de
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Hilbert podemos inferir que ||zf|| < liminf ||z,|| (ver Teorema A.28). Tenemos asf que

limsup ||z,|| < ||zf]| < liminf ||z,| , por lo tanto, limsup ||z,|| = iminf [|z,|| = |||
n—00 n—00 n—00 n—00
lim ||z, ]| = |[="]| . (3.3.8)
n—oo
Por otro lado, ‘xn - SCTH2 = <a:n —zt x, — xT> = Hﬂan2 + ||J}TH2 — 2Re <xn,x7>, de
donde
lim ||z, — a:THZ = lim (||:L‘n||2 + Ha:THZ — 2Re <xn,xT>> . (3.3.9)
n—oo n—oo
Como z,, — ' se tiene que lim (z,,2") = (af,2") = H.TTH2 € R y en consecuencia
n—oo
nlir{)loRe ((zn, xT>) = H:UTHQ . (3.3.10)

Con (3.3.8) y (3.3.10) en (3.3.9) concluimos finalmente que lim Hxn — mTH = 0, esto

es, lim,, oo T, = . [ |

La caracterizacion para la convergencia (fuerte) en el Teorema 3.18- i) no es muy
ttil puesto que requiere del conocimiento de la norma de la solucién buscada zf. Sin
embargo, veremos que dicha convergencia puede también garantizarse bajo hipotesis
mas razonables desde el punto de vista préactico. Para ello necesitaremos previamente
el siguiente resultado.

Lema 3.19. Sea T € L(X,Y), X e Y espacios de Hilbert. Entonces
(77)" = (1)".

DEMOSTRACION. Denotemos con

P la proyeccion ortogonal de X sobre N(T),
@ la proyeccion ortogonal de Y sobre R(—T,

P la proyeccion ortogonal de Y sobre N(T%) = R

Q la proyeccion ortogonal de X sobre R(T*) = N(T)*.
Entonces

P=1-Q y Q=1-P (3.3.11)

Para probar que (TT)* es el inverso generalizado de T™ utilizaremos las ecuaciones de
Moore-Penrose (2.1.9) y (2.1.10).

» Probemos primero que D ((71)") = D <(T*)T) Para ello, sea x € D ((T*)T) =

R(T*) ® R(T*)*:. Entonces x = 21 + x5 con 71 € R(T*) y 2o € R(T*)* = N(T); sea
ademas y € D (TT). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que y € R (T') (pues
N (T%) = R(T)*). Entonces

(Thy, ) = (Ty,21) + (TTy,22)
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= <TTy,:c1>X (pues x5 € N(T) y Ty € N(T)*)

= <TTy,T*y*>X (para y* € Y pues z; € R(T™))

- <TTTy,y*>Y

= (Qlpxnyv.y*),  (por (2.1.10))

= (y)y (puesye R(T)C D(T)).
Asi, existe y* € Y tal que <T y,x>X (y,y*)y para todo y € D (TT) Por lo tanto
xepuw)humgw)cDKW)y

Reciprocamente, sea x € D ((TT)*) y sea y* = (TT)>k x. Como T* (TT)* = (TTT)*

en D (T (T T)*) (T no necesariamente es acotado) y

p(r (1)) = {een(@)): (@) zen@))}
— {zen((M)): (1) zev}
= p((1")), (3.3.12)
se sigue que
Ty = T (T =
— (T'T)"z  (puesze D((T7)7))

= (I—-P)z (por (2.1.9))
= ([ - P)z.

En consecuencia, r = T*y* + Pz con T*y* € R(T*) y Px € N(T) = R(T*)*; esto es,
ve D((r)). Ast, D ((11)") € D ((T)') . Luego

D ((TT)*) =D ((T*)T) , (3.3.13)
como queriamos probar. Observar entonces que

D((TT)*T*> _ {yeD (T") : T*y € D TT)*)}
_ {y e D(T*): Ty e D (1) } (por (3.3.13))

= {yeD(T*): T*y € R(T*)® N(T)}

= D(T*) =Y. (3.3.14)

AA

» Ahora, observar que

(771" = (7T ’D((TT)*T*> (ver Teorema A.37-d))
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= (TT")"  (por (3.3.14))
= (@ |D(Tf))* (por (2.1.10)). (3.3.15)

Pero @ extiende a @ [p(rr) y por lo tanto, (Q ‘D(TT))* extiende a Q* (ver Teorema
A.37-b)), esto es,

D (Q*) cD ((Q |D(TT))*) y (Q |D(TT))* =Q" en D (Q*) :

Como D (Q*) =Y se sigue entonces que D ((Q |D(TT))*) =Yy (Q \D(TT))* =Q* lo
cual llevado a (3.3.15) nos da

(7)1 = Q" =Q
I—P  (por (3.3.11)). (3.3.16)

Por lo tanto se satisface (2.1.9).
Por otro lado,

T* (TT)>k = (TTT)* |D 7+ (1)’ (ver Teorema A.37-d))
= (T'T)" p((riyy  (por (3:3.12))
= (')’ |D oty (por (3.3.13))

- (I-P) |D((T*)) (por (2.1.9))
= ([ -P) |D((T*)T)
_ @yD((T*)T) (por (3.3.11)). (3.3.17)

Por lo tanto también se satisface (2.1.10).
De (3.3.16) y (3.3.17) concluimos finalmente que (71)" = (1" [ |

La siguiente proposiciéon garantiza la convergencia fuerte de z,, a ' bajo una condi-
cién que no involucra conocimiento alguno sobre .

Proposiciéon 3.20. Sean y € D(T7) y x, definido por (3.3.2). Si

lim sup H TJf Tn|| < o0, (3.3.18)

entonces T, "0t
DEMOSTRACION. Puesto que z, = Tﬁby7 se tiene que
2, € R(T}) = N(T,)* = R(T;) = R(T;) c D (1))

Por lo tanto esté bien definido

2 = (T 2, (3.3.19)
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y tenemos que
Tizw = T, (T;DT Tn
= Q. |D((T;;)T) x, (Qn = proy. ortog. sobre R (1))
= z, (puesz, € R(T))).
Luego,
[(zn =2l an)| = (20 — 2, T20)
(T (2n = 2T)  20)
|<T:z:n — T, zn>‘ (pues T'=T,, sobre X,,)
(T, — Tat, z,) + (Ta' — Tt z,)|
|<Txn — Tal, zn> + <T (I — P,)x", zn>‘
(HTxn - Ta:TH + HT(I —P,) xTH) |20 |
2||T (1= P,)a'|||za]]  (por (3.3.4)) (3.3.20)
2|\ TN (I = Pa) 2| 2l = 7.

IN N IA

Luego, ‘(mn,xn> — <xT,xn>‘ < r, de donde
lznll® < |27, 20 )| + rn < ||| ll2nll + 7m

y en consecuencia [|z,| < |lzf|| + ry/? (pues si a*> < ab + ¢ con a,b,c > 0, entonces
a < b+ c'/?). Por lo tanto

ltmsup [lz,]| < Mmsup ([« + /%)
= ||xTH+limsup 7‘71/2. (3.3.21)

Ahora, notar que

limsup r, = lmsup (2|7 H(I —P,) xTH [ESD)

n—oo

< 2|7 timsup || (I — P,) ]| hmsupH(T;)Txn

= 0,

pues lim [|(I — P,)z'|| = 0 (P, — I puntualmente sobre X) y del Lema 3.19 y la

condicion (3.3.18) tenemos que lim sup H(T;)Txn = limsup || (71" y|| < o0o. Luego,
limsup 7, = 0 y en consecuencia lim sup rl? = (h’m sup rn) = 0. Asi, de (3.3.21)

n—oo n—oo n—oo

tenemos que limsup [|z,|| < [|z|| lo cual, en virtud del Teorema 3.18-ii) implica que
n—oo

n—oo

T, — H
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Es importante observar que la condicion (3.3.18) impone un cierto tipo de regu-
laridad sobre la soluciéon z'. Esto puede verse claramente en el caso de operadores
compactos, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 3.21. Sea y € D(T7). Si T es compacto y la condicion (3.3.18) se
satisface, entonces x' € R(T™).

DEMOSTRACION. Sean x, y z, definidos por (3.3.2) y (3.3.19), respectivamente.
De la condicion (3.3.18) y del Lema 3.19 se sigue que limsup ||z,|| < co. Por lo tanto,

n—oo
. . k—o0 ,
existe una subsucesion {z,} C {z,} que converge, esto es, z; — v, para algin v € Y.
Como T™ es continuo se sigue que

T* 2, ¥25° T, (3.3.22)
Por otro lado, para todo k£ € N se tiene que

Tz, = PT7zi+ (I — Pp) T2,
= PT (T 2+ (I —P)T %  (por (3.3.19))
= (TP (T3) wx + (I — Po) T2
= TP (T xp+ (I — P) T2
= Q |D((T,j)’f) zp+ (I — P)T*z,  (Q = proy. ortog. sobre R (T}))

= o+ (I —P)T*z.  (pues z € N(Tp.)* = R(T})). (3.3.23)

Ahora, de la Proposicion 3.20, la sucesion {z,} converge a a7, por lo tanto lo mismo

sucede con cualquier subsucesion. Asi, kh’m z, = x'. Ademas hemos probado que P, i
—00

I puntualmente sobre X y T™ es compacto (porque 7' lo es). En consecuencia (ver

Teorema A.44-e)), |PT* — T "0 (convergencia en norma). De modo que

0 < lim (1= P) T
I [[(1— BT[]

IN

= 0  (pues {||zx]|} es acotada).
Tomando limite para k — oo en (3.3.23) tenemos que
klim T 2 = kh'm T + ka (I —P)T 2, =,

lo cual junto con (3.3.22) implica que T*v = z' y por lo tanto x" € R(T™). |

En el siguiente teorema veremos que, en el caso de operadores compactos, la condi-
cion (3.3.18) proporciona ademés una velocidad de convergencia.
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Teorema 3.22. Sean y € D(T") y x, definido por (3.3.2). Si T es compacto y la
condicion (3.3.18) se satisface, entonces

|z =2t = O(I(T = P) T])).

DEMOSTRACION. Dado que se satisfacen las hipdtesis de la Proposicion 3.21, existe
v €Y tal que 2 = T*v y en consecuencia

(&' —anah)] = [(f =, T0))|
(T (2" =) )]
< HTxn — TxTH vl
< TP -1) ZL’TH l|v]| (por (3.3.4)). (3.3.24)
Luego
Ty — T Tp—a 1, —
e R )

<xn — xT, xn> + <xT — xn,xT>

|<xn — xT,xn> + <xT — a;n,a;TH

[(on = 2, 2n)| + [( = 2, 2T

2|7 (1 = Po)at|| |zl + ||7 (P. — ) 2™|| Jv]|  (por (3.3.20) y (3.3.24))
@llzall + ol [T (1 = Pa) 2"}

IAIA

Ahora, como {||z||} es acotada pues se satisface la condicion (3.3.18), existe ¢ > 0 tal
que 2 ||z,]| + ||v|| < ¢ para todo n € N y por lo tanto

|2 — xTHQ < c|T- Pn)xTH (3.3.25)
= ¢c|T(I-PF,) I —P,)T| ((I — P,) proyeccion)
< ¢TI -P)I=P)T  (e=cll)
= ¢||(I - P)T*|I”  (pues T (I —P,) € L(X,Y)),
de donde ||z, — zf|| = O (||[(I = P,) T*|). [

Es importante observar que si 7' no es compacto (posiblemente no acotado) y
suponemos que se satisface la condicion (3.3.18) y que z' € R(T*), de (3.3.25) ob-
tenemos al menos el siguiente orden de convergencia:

. ==l = 0 ([l (1 = P)aT] ).
el que obviamente no es uniforme para zf € R(T™).

Proyeccion de Cuadrados Minimos Dual. Este es otro método de proyeccion
para el cual la convergencia esta siempre garantizada.
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Sea {Y,}, cn una sucesion de subespacios aproximantes de R(7) de dimension finita
tal que

YicY,C...CY,C...CR(T),

cuya unién |J Y, es densa en R(T) = N(T*)*. Para cada n, sea x, la solucién de
neN
cuadrados minimos de minima norma de

donde @, es la proyeccion ortogonal de Y sobre Y, o equivalentemente, T,z = Q,y
donde T,, = @, T. En términos de la inversa generalizada sabemos que

Ty =TI Qny, (3.3.27)

la cual existe siempre que Q,y € D(T)). Pero como R(T,) C Y, es un subespacio
cerrado de Y por tener dimensién finita, se sigue que D(T)) = R(T,,) ® R(T,)* =Y.
Por lo tanto, tenemos garantizada la existencia de z, para todo y € Y. Ademas T}
es un operador acotado (ver Proposicion 2.7) de modo que z, es una aproximacion
“estable” de x'. Observar también que T}, es compacto (por ser acotado y de rango
finito) y ademaés

R(T}) = N(Tu)" = R(Ty) = Ty; (Ya) = T" (V).

Por lo tanto T también es compacto por ser acotado y de rango finito. Luego, T, y T/
son operadores compactos para todo n € N.

En el siguiente teorema probaremos que si y € D(TT), entonces z,, converge a !
cuando n — oo y daremos una caracterizacion especial para x,.

Teorema 3.23. Sean y € D(T") y z, como en (3.3.27). Entonces z, = P,
donde P, es la proyeccion ortogonal de X sobre X, =T*(Y,). Ademds, x, gt

DEMOSTRACION. Sean X,, = T*(Y,) y P, la proyeccion ortogonal de X sobre X,.
Observar que
N(T,) = R(T;)" = R(T"Qu)" = T" (Y,)" = X,

En consecuencia, como (I — P,) es la proyeccion ortogonal de X sobre X:-
T,(I—P,)=Q,T (I —P,)=0. (3.3.28)

Ademas, dado que (I — Q) proyecta sobre R (T)L y Q. proyecta sobre Y,, C R(T), se
tiene que @, (I — Q) = 0, de donde

Qny = QnQy = Q, Tz (puesy € D(T)). (3.3.29)
Asi

Tz — Quyll = [|QuTz — QnTa:TH (usando que T,, = @, Ty (3.3.29))
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= [|QuT (z —2T)]|
= [|@QuTP: (z—2")[  (por (3.3.28))
= ||QuTP, (x — Pual)||  (pues P = P,). (3.3.30)

Ahora, como las soluciones de cuadrado minimo de la ecuacion T,x = @),y minimizan
| T — Qnyll, de (3.3.30) concluimos que el conjunto de tales soluciones es el espacio
afin P,z'+ X:-. Como la mejor solucién aproximada es la de menor norma, concluimos
entonces que z,, = P,z!.

Resta probar la convergencia de z,, a x'. Para esto, observar en primer lugar que
para todon € N, X,, C R(T*) C R(T*) = N(T)* y X,, C X411 (pues Y,, C Y1)

Probaremos ahora que |J X, es densa en N(T)*. Sean # € N(T)* y ¢ > 0. Dado
neN

que T*(Y) es denso en N(T)* (pues T#(Y) = R(T*) = N(T)'), existe y € Y tal
que ||z — T*y|| < 5. Sin pérdida de generalidad, supongamos que y € N(T*)* (Y =
N(T*) @ N(T*)1). Ya que |J Y, es densa en N(T*)*, existe z € Y,,, para algtin m,

neN
. Entonces, para T*z € T*(Y,,) = X,, se cumple que

£
2[|7|]

tal que ||z —y|| <

[l =T le =Tyl + [Ty — T"=]]
[ =Tyl + |77 ly = 2l (pues T" € L(Y, X))

E.

IA A CIA

Asi |J X, es densa en N(T)*. Siguiendo la misma demostracién que la hecha en el

neN
Teorema 3.18-i) se prueba que P, "=~ I puntualmente sobre N(T)*. Como zf €
N(T)*, concluimos entonces que z,, = P,zt "=° 21, [

Hemos probado que z, "— zf, esto es, TIQny "Z° Tty para todo y € D(TT).
Como ademés, los operadores T/(Q,, son continuos, de la Proposicién 3.5 concluimos
entonces que {TJQN} es una regularizacion para T y, para todo y € D(TT) existe una
regla de eleccion de pardametro a-priori, n = n(d), tal que (TJQn, ﬁ) es un método de
regularizaciéon convergente.

A continuacién haremos un analisis de estabilidad para datos con ruido ° tales que

|Qn (y—2°)]| <0 (3.3.31)

Denotaremos con x° a la mejor solucién aproximada de la ecuacion (3.3.26) para dato

con ruido, esto es
22 =TIQu°. (3.3.32)

Teorema 3.24. Sean y € D(TT) y y° € Y tal que se satisface la condicion (3.3.31).
Sea p, el menor valor singular de T,, = Q,T. St l% — 0 cuando 6 — 0 y n — oo,
entonces

§n—>oo-|-
x, — x'.
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DEMOSTRACION. Para todo n € N, T}, y T} son operadores compactos de rango
finito, por lo tanto tienen s6lo un nimero finito de valores singulares. Sea (1;; v, u,):inl),
donde r(n) = dimY,,, un sistema singular para T, y tal que pi1 > f1a > ... > fip(n)-

(n)
Probemos que (ui’ ui,vi) es un sistema singular para 7. En efecto, para 1 < i <
i i=1
r(n), uw; € R(T,) =Y, CY = D(T), en consecuencia del Teorema 2.15 se sigue que

v; (pues {u,} es ortonormal). (3.3.33)
A su vez, T también es compacto con sistema singular (u;; u;, vz):inl) (ver Observacion
A54) y D((THY = R(T?) @ R(T#)* = X. Aplicando el Teorema 2.15 a T7* tenemos
que

(T The; = Zi<Tiui,vm>um

_ E:-l—<£?mvm>um (por (3.3.33))

= —u; (pues {v,} es ortonormal).

5
Luego, para todo i, 1 < i < r(n) se tiene que

(Tg)*Tgui = (T3 Tlu;  (Lema 3.19)

1

i
En forma totalmente analoga se prueba que para todo i, 1 <1i < r(n)

1

T (T)) wi = —vi. (3.3.35)

2

r(n)
De (3.3.34) y (3.3.35) concluimos que (ui’ U, vi) es un sistema singular para TI. Si
g i=1
a [r(n), que es el menor valor singular de T;,, lo denotamos con p,,, entonces #in sera el

mayor valor singular de T}/ y en consecuencia

1
TH = —. 3.3.36
Izl = (3.3.30

n

Ahora

lo =2l < [z = 2] + [lza — a3
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< oo — 2| +[|TIQu (v = ") (por (3.3.27) ¥ (3.3.32))
< lon =2 +|TH | @n (v = )]
< o — 2|+ Mi& (por (3.3.36) y (3.3.31)). (3.3.37)

Tomando limite en ambos miembros de la desigualdad anterior para 6 — 0y n — oo,
usando el Teorema 3.23 y la hipotesis sobre ui concluimos que Hxi — xTH — 0 cuando

6—0

0 " gl |

0 — 0y n— oo, esto es, x2

Ya observamos que {T;{Qn} es una regularizacion para 7' con una regla de eleccién
de parametro a-priori. Como lim % =0y limé HT;{QTLH < lim (5“%1, de la Proposicion
3.8 y del teorema que acabamos de probar deducimos que % juega el rol de la regla de

5§ 6—0

eleccion de parametro. Més precisamente, si n(J) es tal que n(J) =0 y — 0,

Hi(8)
entonces (Tan, fz) es un método de regularizaciéon convergente.
Con las condiciones impuestas a los subespacios Y,,, esto es, Y,, C Y11 C R(T)

para todo n € N, |J Y,, densa en R(T), hemos probado entonces la convergencia de
neN

las soluciones regularizadas a la mejor solucién aproximada del problema original, .
Ahora nos planteamos el problema de como elegir Y,, para que esta convergencia sea
"o6ptima". De (3.3.37) vemos que esto se logra eligiendo los Y, de modo tal de maximizar
ln. Para el caso de operadores compactos tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.25. Sea T un operador compacto con sistema singular (G,,; Vpm, Um)
y sea Y, tal que dimY,, = n. St p, es el menor valor singular de T,, = Q, T, entonces

fn < Op.

DEMOSTRACION. Dado que dimY,, = n, existen exactamente n valores singulares
para T,,. Denotemos con i, al menor de ellos. Ya que span{u,} = R(T)y Y, C R(T)
se sigue que existe un subconjunto {u,,, },_; C {u,} que es base de V,,.

Sea U,,_; el subespacio de R(T') generado por los (n — 1) primeros autovectores de
TT*, estoes, U, 1 = span {uy, ..., u, 1 }. Entonces existe ug € Y tal que ug € Y,,NUL ,

_ _ ﬂ/D ~ _ n . e e, 1 .
y ||ug|| = 1. (En efecto, uy = Tao con to = Y peq CkUm,; la condicion uy € U~ | impone

(n—1) condiciones lineales sobre los n coeficientes ¢y, . . ., ¢,, por lo tanto siempre tiene
solucion no trivial). Ya que p, es el menor valor singular del operador compacto T, se
sigue que 12 es el menor autovalor del operador compacto y autoadjunto T, T : Y, —
Y, y por lo tanto (ver Teoremas A.47)

py = inf (T, Ty, y) -y € Vo, [lyll = 1} (3.3.38)
Perosiy €Y, y = _, Qxly,, entonces

TT"Qny = TT'y (puesy €Y,)
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n
= E oszT*umk
k=1

n
_ 2
= kO, Uy s
k=1

por lo tanto 77T,y € Y,, y en consecuencia 1,17y = Q,TT*Qy = TT*Qny = TT"y.
Luego, de (3.3.38) tenemos que

,ui = inf{(TT*y,y> ry €Yy, HyH = 1}
< (TT*ug,up) (puesug € Y,y |juol =1)
< sup {(TT*y,y) sy € Up_y, lyll = 1} (pues up € Upy y Juoll = 1).
(3.3.39)

Ahora, como TT* es compacto y autoadjunto siendo {2} la sucesiéon de autovalores,

entonces (TT*)"? es compacto y autoadjunto y {o,} es la sucesion de sus correspon-
dientes autovalores. En consecuencia, por la Formula de Courant-Fischer (ver (A.4.2))

o, = inf sup{<(TT*)1/2 (TT*)1/2y,y> y € My, llyll = 1}

n—1

= sup {(TT"y,y) -y € Uy, [lyll = 1} (3.3.40)

pues el infimo se alcanza cuando M,,_; = U,,_; (ver Teorema A.50).
De (3.3.39) y (3.3.40) concluimos que p2 < 02 y, COmMO fi,, 0, > 0, se sigue que

ln < 0, como queriamos probar. |
De la proposiciéon anterior se sigue ademas que u, = o0, cuando Y, = U, =
span{ui,...,u,}. En efecto, para todo y € U, tal que |y|| = 1 se cumple que

(TT*up, un) < (TT*y,y) (ver Dautray y Lions [8], Corolario 2 de §2). En consecuencia,
como u, € Uy, y |lu,|| = 1 se tiene que

pz = inf {(TT"y,y) :y € Uy, |lyll = 1}
= (TT up, uy,)
2

= o2 (pues TT*u, = ouy,)

Con esta eleccion particular de Y,,, el método que resulta se denomina expansion en
valores singulares truncada (ver Seccion 3.5).

Observar que si 2f € R(T*), esto es 21 = T*u para algin u € Y, de (3.3.37) y del
Teorema 3.23 se sigue que

5, = <]

n

AN

2 — ]| + Mia (por (3.3.37))

< ||Pn:1:T — LETH + Mié (por Teorema 3.23)
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1
< (1~ P)T*ul| + —5

n

. 1
< N = Po) T Jull + u_5

n

< (- Py + o)

n

donde M = méx {||u||,1}. En consecuencia

1)
Joi—t) =0 (it = Porel+ ).

n

Esta acotacion obviamente vale soélo en el caso que T' sea compacto.

En la siguiente proposiciéon mostramos que la elecciéon Y,, = U,, también es 6ptima
con respecto al error de regularizacion.

Proposicion 3.26. Sea T un operador compacto con sistema singular (o,; vy, uy,)
y sea Y, tal que dimY,, = n. Entonces

oni1 < (L= P)T[
La igualdad vale si 'Y, = U,.

DEMOSTRACION. Dado que o,, es un autovalor del operador compacto y autoadjunto
(T*T)*?, de la formula de Courant-Fischer (ver (A.4.2))

o2,y = infsup {(I"Tz,z) : x € My, ||lz|| = 1}
My

donde el infimo se toma sobre todos los subespacios M, de X de dimension n y tal
infimo se alcanza cuando M, es el subespacio generado por los n primeros autovectores
de T*T. Si consideramos el subespacio X,, = T* (Y,,) de dimension menor o igual que
n y si P, es la proyecciéon ortogonal sobre X,, entonces

ooy < osup {(T"Tz,z):z € X, ||z| =1}
~ sup{|Tal* sz € X2 laf| = 1}
= sup{||T(I—Pn)x||2 v e X, |z|| =1}

2
= [[TU = F)ll
* (12
= ||(I = P)T™|".
Si Y, = U,, entonces X,, = span {vy,...,v,}, esto es, el subespacio generado por los n
primeros autovectores de T*T y por lo tanto vale la igualdad. ]

Vemos asi que si T es compacto y Y,, = U, (de modo que, p, = 0, y Opns1 =
(I — P,)T*||) v si 2t € R(T*), entonces el orden de convergencia del error total

ol — ot = 0 (w n i)
o

n
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es el mejor posible. Este orden de convergencia se logra con la expansion en valores
singulares truncada.

En el siguiente ejemplo presentaremos una aplicaciéon concreta de los métodos de
regularizacion por proyeccion a la aproximacion de las soluciones de ecuaciones inte-
grales de Fredholm de primera clase. Este método se conoce usualmente como colo-
cacion de cuadrados minimos o discretizacion de momentos.

Ejemplo 3.27. Consideremos la ecuaciéon integral de Fredholm de primera clase
Kz =y donde K : Ly (0,1) — Lo (0,1) es el operador definido por

(Kz) (5) = /0 k(s, (1),

con nicleo k continuo en [0, 1] x [0, 1], de modo que K es un operador compacto (ver
Teorema A.45). Como vimos en la Secciéon 2.2, esta ecuacion es mal condicionada
excepto en el caso en que k es degenerado.

Para la soluciéon numérica de dicha ecuacién por colocaciéon de cuadrados minimos
se eligen n puntos de colocacion s; € [0,1],5 =1,...,n y se consideran las ecuaciones

(Kx)(sj) = /0 k(sj,t)x(t)dt =y(s;), j=1,...,n (3.3.41)

llamadas ecuaciones de colocacion. Luego se aproxima ' por x, € L, (0,1) tal que x,
satisface (3.3.41) y

|Znll 0,1y = min {HanLg(m) :zn € Lo (0,1) y 2, satisface (3.3.41)} :

Esta soluciéon aproximante x,, se denomina solucion de momentos y puede interpretarse
como una solucion de cuadrados minimos como veremos a continuaciéon. Observar que
las ecuaciones (3.3.41) pueden escribirse como

<kj(')7 x<'>>L2(0,1) = y(Sj), .7 = 17 sy Ny (3342)

donde k;(t) = k(s;,t) para t € [0,1].
Definiendo Y = R(K) con producto interno

(y:2)y = (KY(), K'2()) 00 (3.3.43)

se puede probar que Y es un espacio de Hilbert, y para todo z(-) € X = Ly (0,1) se
tiene que

(Ke,Kkj), = (K'Kz(-),K'K ()>L

= (I —-P)x(-),(I - P)k ( )>L2(0,1) (P = proy. ortog. sobre N(K))
= (I =P)x(), k() 10
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= (z(), kj(')>L2(0,1) (Px(-), k;(- )>L2(o 1)
= (@), k() 10,0 — K (P())] (s5)
= (@(); k() py01) (Pues Pz € N(K)). (3.3.44)

Ademas, para todo y € R(K) se tiene que
(. Kkj)y = (K'y(), K'Kk; ( >>L o
= (KTy( ki () 1y
- <(I P) KT )>L
= <K y : ’ j ) >L2(0,1) (pues KTy € R(KT) N<K)L)
= (KK'y) (s))

= (Qy)(s;) (Q = proy. ortog. sobre R(K))
= y(s;) (puesyeY = R(K)). (3.3.45)

1)

De (3.3.44) y (3.3.45) concluimos que las ecuaciones (3.3.42) son equivalentes a
(Kz,Kkj)y = (y, Kkj)y, j=1,...,n. (3.3.46)
Definiendo Y, = span {Kky, ..., Kk,}, observamos que (3.3.46) es equivalente a
(Kz,z)y = (y,2)y, Vz€Y,,
lo cual a su vez es equivalente a la ecuacion

Qan = Qny

donde @), es la proyeccion ortogonal de Y sobre Y,,. En este punto, es importante
observar que esta ecuacion es exactamente la ecuacion (3.3.26) y por consiguiente, el
método de aproximacion de las soluciones de ecuaciones integrales de Fredholm de
primera clase por colocacién de cuadrados minimos es equivalente a regularizar un
problema mal condicionado por proyecciéon de cuadrados minimos dual. Ahora, del
Teorema 3.23 sabemos que la soluciéon de cuadrados minimos de menor norma tiene la
forma z, = P,z! donde P, es la proyeccién ortogonal sobre X,, = K* (Y,,). Como, para
todo z € Ly (0,1)

<Z(')>K*Kkj(')>ll2(0u1) - <KZ’ Kkj>y
— <KTKz(-),KTK’%‘('»LQ(O,U
- <(I — P)z("), KTKkj(.)>L2(O,1)

= (30 KTEE; () 00y = (P20), (L= PR () 100y
= (2(). KKk () o -



3.4. Regularizacién mediante filtros 103

se sigue entonces que K*Kk; = KT Kk;, para j = 1,...,n, de donde K* (V,,) = KT (Y,
y por lo tanto, X,, = span {kq,..., kn}.

Suponiendo que {ky,...,k,} es un conjunto linealmente independiente en Ly (0,1)
(esto claramente impone ciertas restricciones al nucleo k(s,t)), como x, € X,, se sigue
que existen coeficientes aq, am, ..., a, tales que

n
z, = Pl = Z o;k;.
i=1

En consecuencia, Kz, = >.;  o;Kk;. Haciendo cumplir (3.3.41) deducimos que los
coeficientes «; son soluciones del sistema

Zai (Kk;) (s;) =y(s;), j=1,...,n.

Observar que en el Teorema 3.23 hemos probado que z,, converge a z' como con-
secuencia de la convergencia puntual de P, a I (en X). En este caso, ésto sucede
si la sucesion de puntos de colocacion {s,} es densa en [0, 1], como puede probarse
facilmente.

3.4. Regularizaciéon mediante filtros

Si el operador K es compacto, una forma conveniente de construir regularizaciones
para KT, resulta a partir de su correspondiente sistema singular. Si (o,; vy, u,) es el
sistema singular para K y y € D(KT) vimos (Teorema 2.15) que la mejor solucion
aproximada de Kz = y puede escribirse en la forma

[e.o]

1
=Ky = Z - (Y, Up) Uy
n=1
Este resultado pone en evidencia la influencia sobre la reconstruccion de z' de posibles
errores en el dato y (recordar que o,, — 0 cuando n — 00). La idea para la construccion

de un método de regularizacion es, esencialmente, amortiguar el efecto del factor Ui
n

Teorema 3.28. Sean K : X — Y wun operador compacto con sistema singular
(On; Vnyun)y F 2 (0,00) X (0, || K|]] = R una funcion que satisface las siguientes condi-
ciones:

i) existe una constante C, 0 < C' < oo y tal que |F (o, 0)| < C para todos o > 0 y
0 <o <||K| (ie., F es acotada en (0,00) x (0, | K]||]);

ii) para todo o > 0, existe una constante C(a) tal que |F(a,0)| < C(a)o, para
todo 0 < o < ||K]||;
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iii) lim F(a,0) =1 para todo 0 < o < ||K]|.

a—0t

Sea {Ra}ocneoo la familia de operadores de Y en X definidos por

= Fla, 0,
R.y = Z % (Y, up) vy, y €Y. (3.4.1)

n=1 n

Entonces, {R.} es una regularizacion para KV y |R,|| < C(a) para todo o > 0. Mads
atin, para todo y € D(K') existe una regla de eleccion de pardmetro a-priori & = &(9)
tal que el método (R, &) es convergente si &(d) — 0 y dC(&(9)) — 0 cuando § — 0.

En el contexto de los métodos de reqularizacion, la funcion F se denomina filtro
de regularizacion para K.

DEMOSTRACION. Para probar que {R,} es una regularizaciéon para KT usaremos la
Proposicion 3.5, para lo cual es suficiente con probar que R, converge puntualmente a
KT sobre D(KT) para a — 0.

Obviamente, para cada a > 0, R, es un operador lineal porque el producto interno
lo es. Ademas,

2 = |F(a, 0,) 2
|Rayll” = Z — {y,un,)|” ({v,} ortonormal)
n=1 n

< ) lyl*  (por i) ).

En consecuencia R, es acotado y por lo tanto continuo. Mas atn, ||R.| < C(a).
Sea ahora y € D(KT). Entonces

= Fla,0,) — 1
R, — K = —_— y Un/) Un
y—K'y ; o ()
= F(oz,crn)—1< Kvn>
= > v, Un

_ Z Fla,on) — 1 (K*Kza',v,)v, (por Teorema 2.11)

0-2
n=1 n
-y (a’;f;) Lot K Ko, v,
n=1 n
B SAGLOLLYE Y
n=1 n
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de donde se sigue que

[Ray = Kty||” = D" 1F (0 00) = 117 [{af,wa) ] (3.4.2)
n=1
Ahora, como z! € R(K') = N(K)' y {v,} expande N(K)* entonces

ol = >, <$T,Un> vy, esto es, la serie converge. Por lo tanto, dado ¢ > 0, existe
N € N tal que

2

S - 2 g2
n;\[;rl <LBT, Un> Un = n;\;rl ’<5L’T7 'Un>’ < m (343)

donde C' es la constante de la condicion 7). Ademaés, dado ¢ > 0, para cada o, j =

1,..., N de la condicién i) sabemos que existe a; = a;(0;,¢) tal que
€
|Fa,05) — 1] < (3.4.4)
’ V2 |lzf|
para todo 0 < o < a;j. Definiendo ap = min{a;,j =1,..., N}, se tiene entonces que
(3.4.4) se satisface para todo 0 < o < ap y 05, j = 1,..., N. Observar también que, de
la condicion 1)
|F(a,0) — 1] < |F(a,0)|+1 < C+ 1. (3.4.5)
Volviendo a (3.4.2) tenemos entonces que
2 al 2
1Bay = KTyl" = > 1F(a,00) = 1 (a7, v0)|
n=1
) ) )
+ Z |F(a,00) — 1] |<xT,vn>|
n=N+1

2

N
€ 2
< 't v
)

+ Z |F (o, 0p) — 1|2 |<xT,vn>|2 (por (3.4.4))
n=N+1

PR o T
2t ’

n=1

o0

+(C+1)* Y | u)]” (por (3.4.5))

n=N+1
N

52
s 2o )l

n=1
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52

+(C+1)2m

(por (3.4.3))

2 2
€ 2 €
t _ 2
| +5=¢€
valido para 0 < o < ag. Luego, dados y € D(K') y € > 0, existe ap = ag(e) tal que si
0 < a < ap, entonces HRay - K TyH < e. En consecuencia R, converge puntualmente
a Kt sobre D(KT) para o — 0% (més atin, la convergencia es uniforme en D(KT)). De
la Proposicion 3.5 se sigue entonces que {R,} es una regularizaciéon para K f,
Finalmente, si para y € D(K') consideramos una regla de elecciéon de parametro
a-priori & = &(0) tal que
lim&(0) = limoC(&(d)) =
lma(d) =0y 1liméC(a(9)) =0,
entonces
lima(d) =0 limd || Ra =0
lima(9) y  lmd || Rag

de lo cual se sigue, en virtud de la Proposicion 3.8, que (R,,&) es un método de
regularizaciéon convergente para resolver Kx = y. |

Existen numerosos ejemplos de funciones F': (0,00) x (0, | K||]] — R que satisfacen
las condiciones i), i) y iii) del teorema anterior y por lo tanto conducen a métodos de
regularizaciéon convergentes. Veamos dos tipicos ejemplos de funciones filtro.

Ejemplo 3.29. 1) Paraa >0y 0 < o < ||K]|, sea

0,2

Fla,o) = =

Obviamente |F(o,0)| < 1 pues a > 0y h’r%F(oz,a) = 1 para todo 0 < o < [|K]|.
Ademas, dado a > 0
o 1

<
atoz’ = 2/«

pues (0 — /@)’ >0y o > 0, por lo tanto C(a) = ﬁa

|F(a,0)| = F(CY,O') =

g

2) Paraa >0y 0 <o < | K], sea

7 B 1 sio?>a
(@, 0) = 0 sio?<a.

En este caso |F(«,0)| <1y para la segunda condicion es suficiente considerar el caso

o? > a. Como
1

|F(a,0)|=1=—-0< ﬁa,

Q|+
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se tiene que C(a) = \/La Ademas, lfH(l)F(Oé,U) = 1 para todo 0 < ¢ < || K|| pues fijado

o > 0 para a < 02 se cumple que F(a,0) = 1.

En la siguiente seccién veremos que para la primera eleccion del ejemplo precedente,
el método que se obtiene (Método de Tikhonov-Phillips) admite una caracterizacion que
evita el conocimiento de un sistema singular. Para la segunda eleccion, el método que
se obtiene se denomina expansion en wvalores singulares truncada y, en este caso, la
solucion regularizada con dato con ruido tiene la forma

L Z Ui<y5,un>vn (de (3.4.1)).

o2 n
nioi>a

3.5. Meétodos de regularizacion espectrales

Usando la teoria espectral para operadores lineales y autoadjuntos, se puede con-
struir una amplia clase de métodos de regularizacion lineales. La idea es la siguien-
te: sean T' € L(X,Y) y {E)} la familia espectral asociada al operador autoadjunto
T*T € L(X). Supongamos que T*7T es inversible con inversa continua, i.e. 0 ¢ o(T*T).
Entonces de la Definicién 2.29 tenemos que

(T°T)~' = /ﬁo% dE). (3.5.1)

[e.9]

Si y € D(TT), a' satisface la ecuacion normal T*Tz" = T*y y por lo tanto, en este
caso, 1 = (T*T) ' T*y. En virtud de (3.5.1) esto puede expresarse como

+oo 1
a:T:/ 1 BTy, (3.5.2)

o0

Ahora, si R(T) no es cerrado, esto es, si el problema Tx = y es mal condicionado
entonces 0 € o(T*T) y por lo tanto la integral en (3.5.2) no existe debido a que el
integrando tiene ahora un polo en A = 0. Esta observacion nos induce a considerar la
estrategia de reemplazar el integrando % por una familia uniparamétrica de funciones
{9a(A)} las cuales sean al menos seccionalmente continuas en [0, HTH2] (esto es, en un
conjunto que contenga al espectro de T*T") y ademéas que sean continuas por derecha
en los puntos de discontinuidad, y reemplazar (3.5.2) por

+o0o
To = / Ja(N)dET™y. (3.5.3)

Como g, € S (ver Definicion 2.29) tenemos que

Lo = Rai% (354)
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donde
R, = go(T*T)T™. (3.5.5)
Para datos con ruido 7° tal que Hy — y5|| < 6, denotamos con 2% = R,y°. El operador
lineal g, (T™*T) es continuo pues la funcion g, es acotada por ser seccionalmente continua
en [0, [|T H2] En consecuencia, R, definido por (3.5.5) es un operador lineal y continuo.
Observar que, si T' es compacto con sistema singular (o,,; vy, u,), de (3.5.4) y (3.5.5)
se sigue que

To = G (T"T)T™y

= Z 9a(03) (T"y,vn) v (por (2.3.5))

- Zga yuTUn> Unp,

= Zanga ) (Y, Up) Uy (3.5.6)

_ N~ a9a(00)
= Z - (Y, Up) Up,

n=1 n

expresion que tiene la forma de (3.4.1) donde el filtro F'(«, o) en este caso es F(a,0) =
0%g.(0?). En este sentido, esta nueva forma de construccion de una regularizacion
para TT puede verse como una generalizaciéon de la regularizacion mediante filtros.
Esta comparacion sirve ademas para orientarnos respecto de condiciones minimas que
deban imponerse a la familia {g,(\)} para obtener convergencia.

Supongamos entonces que para todo a > 0 la funcién g, : [0, ||T||2} — R satisface
las siguientes condiciones:

i) ga es seccionalmente continua y continua por derecha en los puntos de discon-
tinuidad,

it) existe una constante C' > 0 tal que [Aga(A)| < C para todos A € [0, HTHQ] y
a >0,

iii) 1im ga()\) = 1 para todo X € (0, HTHZ}

a—0t

Bajo estas condiciones se tiene el siguiente resultado sobre convergencia:

Teorema 3.30. Sean X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y {g.(-) }una familia
de funciones que satisface las condiciones 1), ii) y iii). Entonces para todo y € D(TT)

11'1%1+ 9o (T*T)T*y = Ty. (3.5.7)
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Por otro lado, si y ¢ D(TT) entonces

lim ||ga(T"T)T"y|| = +oo. (3.5.8)

DEMOSTRACION. Probaremos el teorema en el caso particular en que el operador
T es compacto.

Sean y € D(TT), ' = Tly v 24 = go(T*T)T*y. Probar (3.5.7) es equivalente a
probar H%l+ H;ﬂ — {EaH = 0. Para ello, observar que

ot — 2y =2 — g (T*TT*y = (I — go(T*T)T*T) 2" (pues y € D(TT)).  (3.5.9)

Definiendo la funciéon
Ta(A) =1 = Aga(N) (3.5.10)

para todo («a, \) para el cual g,(\) esté definido, se tiene que r, es seccionalmente
continua y por lo tanto (3.5.9) puede expresarse como

+o0
2t — 2y = ro(T*T)2’ = / ro(\) dExx  (por (2.3.5)).

—00

Asi,
+oo
e = za* = [ra(T*T)e!||’ = / 2O d||El|’ (por (2312).  (35.11)

Para todo o > 0 el integrando en (3.5.11) esta acotado por (C + 1)? siendo C' la
constante de la condicion i) (observar que |r,(A)| < 1+ |[Aga(N)| < 1+ C), por lo tanto
es integrable respecto de la medida d HE,\ZL’TH2 . En consecuencia, por el Teorema de la
Convergencia Dominada se cumple que

+oo +o00
, ) 1 2 - , 2 1 2
ahjé{r - ra(\) d||Exat||” = /Oo alfélfa(A) d||Exzt||”. (3.5.12)
o : , 0 siA>0
Ahora, de (3.5.10) y de la condicion i) se tiene que hmfi()\) = \ , por
a—0 1 siA=0

lo tanto, la integral en el lado derecho de (3.5.12) es igual al valor del salto en A = 0 de la

funcion A — HEA:UTHQ. De (2.3.1) es claro que para A > 0, E,\ﬂHZ— HEOxTHQ = HP$T||2

siendo P la proyeccion ortogonal de X sobre N(7T*T) = N(T'). Luego, el valor de dicho

salto es ,\Hm+ <HE,\:UTH2 — HE()QSTH2> = HPJSTHZ =0 (pues zf € N(T)*) y por lo tanto
—0

la integral en (3.5.12) es nula. De (3.5.11) se sigue entonces que lim |2 — aa]| = 0
a—0

tal como queriamos probar.
Observar que, de lo que acabamos de probar, se sigue que {R,}, ., con R, definido
por (3.5.5), converge puntualmente a T sobre D(T) cuando o — 0 y en consecuencia,
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de la Proposicion 3.5 concluimos que {R,},, ., es una regularizacion para 7T’ . Mas atin,
esta regularizacion es lineal.

Supongamos ahora que y ¢ D(T7). Ya que para todo a > 0 se cumple que

ITRa|l = [ Tga(T"T)T||
= [[TT"ga(TT")] (por (2.3.7))
< s {Pal} (por (2313))
Aeo,)1K17]
< C (por la condicion )),
de la Proposicion 3.7 se sigue que li%1+ |zal] = 400, con lo cual queda demostrado
(3.5.8). i m

A partir de la regularizacion obtenida mediante la familia {g,} se pueden construir
reglas de eleccion de parametro a-priori @ = &(0) de modo tal que el método (R, &)
sea de orden 6ptimo en X, , con u,p > 0 donde z' € X, ,. En este caso, el méximo
valor de ;1 para el cual el método es de orden 6ptimo en X, , se denomina indice de
calificacion del método y se denota con . Asi, con estas reglas tenemos garantizado
orden 6ptimo en X, , para 0 < p < pg. En caso contrario, se deben construir reglas
de eleccién de parametro a-posteriori & = @&(d,y°); por ejemplo, cuando pg > % se
puede usar el Principio de Discrepancia de Morozov y se obtiene orden 6ptimo en X, ,
para 0 < p < po — % No profundizaremos aqui sobre el tema reglas de eleccion de

parametros.

Distintas elecciones de la familia {g,(-)} conducen a distintos métodos. Veamos dos
tipicos ejemplos.

Ejemplo 3.31. (Expansion en Valores Singulares Truncada)
Para a > 0y X € [0, ||TH2] definimos

) Lsia>a
ga(N) = A . )
0 si A< a

Claramente la familia {g,(-)} satisface las condiciones i), ii) con C = 1 y ). Del
Teorema 3.30 se sigue entonces que para y € D(T7)

+o00

1
To = go(T*T)T*y = / X dE\T"y

«

converge a x! cuando o — 07.
Si T = K es compacto con sistema singular (0,;v,,u,), de (3.5.6) tenemos que

Lo = Z i (Y, Un) Vp

On
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lo que en efecto es un truncamiento de la expansion en valores singulares (2.2.10) de
2! = KTy. Por esta razon, este método se denomina expansiéon en valores singulares
truncada.

Obviamente, para T' compacto, este método puede verse también como un método

de filtro donde
. 1 sio?>a
F(a,0) =
0 sio?<a
(ver Ejemplo 3.29).
Este método también puede relacionarse con el método de cuadrados minimos dual.

En efecto, podemos pensar que lo que estamos haciendo es reemplazar el operador
compacto

Kx = i On (T, V) U,

n=1

(ver (A.4.3)) por el operador K, definido por

K,z = Z O (T, V) Un,

n:o2>ao

que es de rango finito para todo a > 0 y por lo tanto es compacto con sistema singular
(On} Vny Un) g2 Vs POT (2.2.10)

1
Kly = Z 0_ <y7un> Un,-

nio2>a "

Analogamente para % = Kly°. Observar entonces que este puede verse como un
método de cuadrados minimos dual donde Y, es el espacio generado por los autovectores
u, de KK* correspondientes a los autovalores o2 para los cuales 02 > «. En este caso
K, = Q,K donde @, es la proyeccion ortogonal de Y sobre Y,. En la Secciéon 3.3
vimos que este método de proyeccion es 6ptimo en el sentido que minimiza el error
producido por ruidos en los datos.

Ejemplo 3.32. (Regularizacion de Tikhonov-Phillips)
Para a >0y X € [0, ||T||2] definimos

1
a(A) = :
ga() Ata
Claramente la familia {g,(-)} satisface las condiciones i), ii) con C' = 1y ). Del
Teorema 3.30 se sigue entonces que para y € D(T)

“+o0

1
To = gu(T*T) Ty = / ia dE\T™y
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converge a 2f cuando o — 0F. Observar que, en este caso
9o(T*T) = (T*T 4+ aI)™" .

Si T'= K es compacto con sistema singular (o,;v,,u,), de (3.5.6) tenemos que

- 1 1 o2
Ta = Za" o2 +a {y, tn) vn = Za_ 02 4+« (Y tn) v
n=1 n n=1 " "N

lo cual puede interpretarse como un método de filtro en el que

0.2

F(a,0)202+a

(ver Ejemplo 3.29).



Capitulo 4

Métodos de molificacion

Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y"). Como se vio6 en los capitulos anteriores,
cuando el problema inverso
Tf=g, (4.0.1)

es mal condicionado, tanto por la naturaleza del problema como por la frecuente pre-
sencia de ruido en los datos, no es posible calcular de manera exacta la mejor soluciéon
aproximada f1 = T"g del problema. Esto es asi atin cuando g se conoce en forma exacta
(hipotesis casi nunca cierta en la practica). Lo mejor que se puede hacer es calcular una
aproximacion de fTy hacerlo de manera tal que su calculo sea estable. En el capitulo
anterior vimos como esto puede conseguirse mediante los métodos de regularizacion
por proyeccion, los métodos de filtros y los métodos espectrales en general. Una idea
radicalmente diferente de todos estos métodos de regularizacion, en el caso en que
X sea un espacio de funciones, digamos sobre un cierto conjunto €2, fué introducida
originalmente por A. K. Louis y P. Maass en 1990 (|20]) y consiste esencialmente en
considerar la ecuacion (4.0.1) e introducir una familia paramétrica de “operadores de
molificacion" E, : X — X de modo tal que E,f — f cuando v — 0T para todo
f € X. Dado que X es un espacio de funciones sobre {2, podemos representar E,
puntualmente, para cada x € 2, mediante un “molificador" m.(z,-) € X utilizando el
Teorema de Representacion de Riesz (Teorema A.27):

(E’Yf) (l‘) = <f(')7m’y(x7 )>X ) f € X. (4.0.2)

Estos “métodos de molificacion" se originan a partir de la observacion del hecho que
a menudo no se esta interesado en calcular fT sino sélo un funcional lineal (fT,m)
de f' y muy a menudo, dependiendo del funcional en cuestion, este problema resulta
bien condicionado. Por ejemplo, si uno quisiera aproximar un valor puntual de fT,
digamos en zy € (2, entonces eligiendo convenientemente m(-) = d,,(+), la delta de
Dirac en g, es posible conseguir que (fT,m) ~ fT(z¢). En (4.0.2) m, recibe el nombre

113
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de “molificador’, x € Q es el “punto de reconstruccion" y v es un parametro positivo
denominado “pardmetro de reconstruccion’.

4.1. El método de la inversa aproximada

El método de la inversa aproximada es un caso particular de molificacion y fue
introducido por A. K. Louis en 1996 (|21]). Si bien este método se aplica a ecuaciones
de la forma (4.0.1) con T tanto lineal como no lineal, por razones de simplicidad, en
este trabajo solo trataremos el caso en que T es lineal. Por conveniencia, de aqui en
mas utilizaremos la notaciéon m? para denotar a m,(z,-) € X.

Supongamos que elegimos al molificador m, de modo que Vz € €2, mfy() esté en el
rango del operador adjunto 7™, esto es, de manera tal que

m? = T*y" (4.1.1)

para algin 7 € Y (observar que esta solucion es unica si T' es inyectivo, hipotesis que,
como hemos visto, siempre podemos suponer vélida en el tratamiento de problemas
inversos). Si g € R(T), Tf' = g y tenemos entonces que

(B /1) () = (f1(),m2()),  (por (4.0.2))
= (f'0) (T*wx) () (por (4.1.1))
= (Tf1.03),
= (g ,¢§>Y. (4.1.2)

Aqui es importante observar que el producto interno <g,¢§>y, conocido ¢7, puede
calcularse a partir del dato g. En consecuencia, el problema de resolver (4.0.1) se
transforma en el problema de resolver (4.1.1).

Si my ¢ R(T"), entonces elegimos %7 como el elemento en Y que minimiza

HT*Q/J%” — m?jH « o cual, en virtud del Teorema 2.11, es equivalente a resolver la ecuacion
normal

TT*y? = Tm?. (4.1.3)

Como ya sabemos, esta ecuacion tiene solucion si y solo si mZ> € D <(T *)T> =R(T"®

R (T*)L en cuyo caso podemos forzar unicidad tomando
U = (T")'m?, (4.1.4)
Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 4.1. Sean X un espacio de funciones sobre Q, T € L(X,Y), x € ),
ms € X y Y la correspondiente solucion de (4.1.1) si mZ € R(T*) o, con mds
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generalidad, V2 solucion de (4.1.3) si mZ € D ((T*)T> = R(T*)&R(T*)*". Definimos
la tnversa aproximada del operador T como el operador lineal S, :' Y — X dado
por

(S,9) (x) = (9, ¢3),, ge€Y (4.1.5)

Aqui 3 recibe el nombre de nicleo de reconstruccion en el punto x € €1,

Observacioén 4.2. El operador S, definido por (4.1.5) no necesariamente es acotado
(continuo) para cualquier v > 0. Es importante observar sin embargo que S, no depende
de los datos; solo depende del nicleo de reconstruccion ¢ el cual, a su vez, depende
solo del operador T (i.e. del modelo) y del molificador m;, seleccionado, de modo que
S., puede ser precalculado, antes de disponer de los datos g.

El siguiente es el resultado mas importante de esta seccién.

Teorema 4.3. Consideremos la ecuacion (4.0.1) donde X es un espacio de fun-
ciones sobre Q y T € L(X,Y). Si g € D (TT), entonces la inversa aprozimada S,
mapea g en la version molificada por mZ de la mejor solucion aprozimada fi=Ttlqg
de (4.0.1), esto es,

(S59) () = (f1(),m5()) -

DEMOSTRACION. Si m? € R(T*) y g € R(T), este resultado se sigue inmediata-
mente a partir de la definicién de S, y de la ecuacion (4.1.2). Consideremos entonces
el operador S, definido por (4.1.5) con ¢ solucién de (4.1.3). Supongamos que R (7T')

es denso en Y (si no lo es reemplazamos Y por R (7). En consecuencia, Y = R (T) =

R(TT*) = N (TT*)*. Luego, existe (I'T*)"" y por lo tanto

(TT*) ™" = (TT")". (4.1.6)
Luego, de (4.1.3) se sigue que

W = (TT*)" Tm?. (4.1.7)

Sea ahora g € D (T") = R(T) ® R(T)" = R(T) (pues R(T) es denso en Y).
Entonces

(Sy9) (x) = (g,4%), (por (4.1.5))
= <g, (TT*)f1 Tm§>y (por (4.1.7))

_ <g, (T*)Tm§>y (por (2.1.20) v (4.1.6))

- <g,(TT)*m§>Y (Lema 3.19). (4.1.8)

Ahora, como por hipotesis T' € L(X,Y), se tiene que también T* € L(Y, X) y por lo
tanto (17%)" = (T‘L)* es un operador lineal densamente definido (ver Proposicion 2.4).
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Se sigue entonces que (TT)** es una extension de 77 (ver Teorema A.36-a)), esto es,
(TH)™ |perny=T". Ya que g € R(T) = D(T") de (4.1.8) tenemos que
(Sy9) (@) = ((T)" g.m)
= (T'y, m§>x
= <fT’m§>X’

tal como queriamos probar. ]

X

Asi, el método de la inversa aprorimada permite calcular (puntualmente) una
version molificada de fT, (Eﬁ, fT) (x), a través del producto interno del dato g con el
nicleo de reconstruccion 7. A tal version molificada de f I la denotaremos con f,(z),
esto es, f,(x) = (S,9) (x) = (g, v2).

El método de la inversa aproximada tiene las siguientes importantes ventajas con
respecto a otros métodos tradicionales:

i) No es necesario discretizar el dato g como en los métodos por proyeccion.

ii) Se puede variar arbitrariamente el punto de reconstruccion x a los efectos de
aproximar f' en puntos de especial interés.

iii) Si bien la ecuacion (4.1.1) es tan mal condicionada como (4.0.1) (pues (7*)" =
(TT)*) se tiene la ventaja de que el lado izquierdo se conoce de manera exacta. Por lo
tanto, se puede resolver mejor por regularizacion en el caso que no se pueda resolver
analiticamente.

iv) En la ecuacion (4.1.1) s6lo el molificador depende del parametro -y, en conse-
cuencia, un cambio de 7 no influye en el operador de tal ecuacion.

v) La determinacion del niicleo de reconstruccion Y7 es independiente del dato g,
en consecuencia, puede precalcularse antes de contar efectivamente con el dato g. Més
ain, el mismo nucleo de reconstrucciéon puede utilizarse para diferentes datos g.

vi) Con m;, adecuadamente elegido, la molificacion de fT reduce el efecto de las
componentes de alta frecuencia las cuales, como vimos en los capitulos previos, son
muy sensibles a errores.

vii) La inversion se realiza a través del calculo de un producto interno por lo que,
en el caso de problemas en dimensiones grandes, el método es muy apropiado para su
calculo mediante procesamiento en paralelo.

Observacion 4.4. 1) En el método de la inversa aproximada, la molificacion tiene
lugar en el espacio de las soluciones. También es posible molificar directamente en el
espacio de los datos (ver por ejemplo Murio [25]).

2) Hasta donde sabemos, atin no existen métodos ni algoritmos para la eleccion 6p-
tima del pardmetro de reconstrucion v. De todos modos cuando se tienen mediciones
con ruido ¢°, al igual que el parametro de regularizacion en los métodos tradicionales,
aqui 7 esté relacionado implicitamente con el nivel de ruido §. En esos casos siem-
pre es posible utilizar el método de prueba y error para encontrar un pardmetro de
reconstruccion “razonable”.
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3) La eleccion del molificador depende de la naturaleza del problema a resolver y
de la factibilidad del computo del nicleo de reconstruccion. Por ejemplo, si X = Ly(Q)
con {2 C R", molificadores usuales son:

d
me(t) = (1) sine (y(z — 1)) (4.1.9)
T
llamado filtro de banda limitada(o filtro “pasabaja‘”), el cual elimina las componentes
de alta frecuencia de la solucién. También se utilizan usualmente molificadores de
decaimineto rapido gausianos del tipo

mi(t) = (2m) "/ 7_"6_% (4.1.10)
y molificadores de promedios locales del tipo
m3(t) = + XB,(0)(z — 1) (4.1.11)
vol(Sn=1)ym

donde xp, (o) es la funcién caracteristica sobre la bola de radio v y centro en el origen
de R™ y vol(S™!) es la medida de la superficie de la bola unitaria en R™.

Es importante observar que si 1" es un operador compacto con sistema singular
(0n; Vs uy), T* también es compacto con sistema singular (o,;u,,v,). Entonces, en
este caso, el nicleo de recontruccion tiene la forma

Y o= (T)'mI()  (de (4.1.4))

= Y o, (mE), on(-)) un  (por (2.2.10)). (4.1.12)

En consecuencia, la inversa aproximada puede escribirse como
(S,9) () = (g,%5), (de (4.1.5))

= Y 0 (M), ()  (g: )y (4.1.13)

Esta expresion tiene el aspecto de un método de filtro (3.4.1), y en efecto lo es si pueden
elegirse la funcion filtro F'(y, o) y el molificador mZ de modo que satisfagan la siguiente
relacion:

F(y,00)va(z) = (m3(),va () -
Analizaremos més en detalle esta conexion entre la inversa aproximada y los métodos
de regularizacion de filtro en la siguiente seccion (Teorema 4.7).

A los efectos de ilustrar mejor el uso del método de la inversa aproximada conside-
raremos el siguiente ejemplo sencillo.
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Ejemplo 4.5. Sea T : Ly(0,1) — Ly(0,1) definido por

/f s te(0.1), f€ Ly0,1). (4.1.14)

Claramente este operador es lineal y compacto (ver Teorema A.45) y, como puede
verificarse inmediatamente, su adjunto es

(T*g) (t) = / o(s)ds. (4.1.15)

Calculemos el sistema singular (o,; vy, u,,) asociado al operador 7'. En virtud de (4.1.14)
y (4.1.15), el problema de autovalores T*T'v = Av es equivalente a

)\v(t):/tl (/Osv(r)dr> ds, te(0,1).

A su vez, derivando dos veces, vemos que, para A # 0, esto es equivalente al problema
de autovalores:

{ M'+v=0 en(0,1),
v(1) ='(0) =0,

cuyas soluciones son v, (t) = \/>COS (2n—1)Zt) y A\ = m para n € N. En
consecuencia

on = \/A_n:ﬁ, vn(t):\/gcos (Jin) (4.1.16)

wn(t) = Uin(Tvn) (t):\/gsen (%)

Para la aplicacion del método de la inversa aproximada a la ecuacion T'f = g (la
cual tiene obviamente como solucién exacta a f = ¢') consideremos un molificador de
tipo convoluciéon de promedios locales del tipo (4.1.11),

1

mi(t) = %X[*%ﬂ (x —1). (4.1.17)

., Cual es el resultado que se obtiene de la aplicacion del método de la inversa aproximada
en este caso y con este molificador 7. Para responder esta pregunta, notemos que

(S,9) (x) = Za HmE (), 0a()) o (90) tn(D o) (por (4.1.13)

_ Za ( A mz<t>vn<t>dt) (90), un Do
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Yo (i / vn(t)dt> (90 tn( ) gory (por (41.17)

=1 27 Jomy
D YRR G (RO
- S ) () s
_ %m (@ +7) = (@ = D] (90), tn(N oy (de (4:1.16))
= %[g (9()s un()) (01)un($+7>—g(g(-%un(')m(om“n(x 7)
= %[Q(HV)—Q(I—V)],

lo cual es claramente una aproximacion por diferencias finitas centrales de ¢'(x) con
paso Ax = .

4.2. Relacion entre la inversa aproximada y los méto-

dos de filtro

En los capitulos precedentes vimos que, cuando el problema a resolver T'f = g
es mal condicionado (7T no acotado), es necesario aplicar métodos de regularizacion
para poder aproximar las soluciones de manera estable. En la seccion 3.3 estudiamos
los métodos de regularizacién por proyeccion sobre subespacios de dimensiéon finita.
En la seccion 3.4 definimos los métodos de filtro, aplicables sélo en el caso en que
T es compacto. Luego, en la secciéon 3.5 vimos una generalizacion de tales métodos,
los llamados métodos continuos de regularizaciéon. Como casos particulares vimos el
método de Tikhonov-Phillips y el método de expansion en valores singulares truncada.
En el siguiente teorema probaremos que, en el caso en que 1" es compacto, los métodos
de filtro pueden verse como casos especiales del método de la inversa aproximada.

Teorema 4.6. Sean X un espacio de funciones, T : X — Y un operador compacto,
(0ns Vs up) el sistema singular asociado a Ty {R,}._, una reqularizacion por filtro
para T, esto es,

— F(7,00)
(Ryg) () = > ———"2(g,un)y val-).

g
n=1 n
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Entonces este método coincide con el método de la inversa aprorimada cuando el mo-
lificador se define por

m2(t) =Y " F(v,00)0n(x)va(t). (4.2.1)

DEMOSTRACION. Puesto que T es compacto, por (4.1.12) sabemos que el nicleo de
reconstruccion tiene la forma

= S o (), ()
- Yo (Z F(3.0m)tm(@) <vm<->,vn<->>x> w (de (42.1)
= Za,le(%an)vn(z)un (pues {v,} es ortonormal). (4.2.2)

Luego, la inversa aproximada tiene la forma

($,9)(x) = (g,07),  (por (4.15))

= Y 0, F(7,00)va(2) (g,un)y  (por (4.2.2)).

Por lo tanto, (S,9) (-) = (R,g) (+), como queriamos probar. |

Una consecuencia importante de este teorema es que, en el caso en que el operador
T es compacto, el método de Tikhonov-Phillips (ver Ejemplo 3.32) y el método de
expansion en valores singulares truncada (ver Ejemplo 3.31) son casos particulares del
método de la inversa aproximada. Los correpondientes molificadores tienen la forma:

0 2

M) = 3 Gy lEenlt)
y
mi(t) = Z Un () Un (1),
nog >y
respectivamente.

Asi, por ejemplo, si T es el operador compacto del Ejemplo 4.5, en el primer caso
tenemos

s 2/m x t
ma(t) = ———5 75— COS (—) cos (—)
! ; 1+ @=Ll Tn Tn

o0

1/7 x—t T+t
= E w COS -+ cos R
1—|——’)/ On On

n=1 4
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y en el segundo caso

- 5 2o

nio2 >y

- E () ()]

nwo >y

Por otro lado, como los molificadores son en general funciones de dos variables (no
necesariamente de tipo convoluciéon) y pueden ser distintos para diferentes elecciones
del punto de reconstrucciéon x, no siempre es posible escribir la inversa aproximada
como un método de filtro. En este sentido tenemos el siguiente resultado preciso.

Teorema 4.7. Sean X un espacio de funciones, T : X — Y un operador lineal
compacto y (op; Vs, Uy) el correspondiente sistema singular asociado a T'. Supongamos
que el molificador mZ puede escribirse en la forma

mi(t) = 3 ma i (2)ui(t). (4.2.3)

Entonces el método de la inversa aprozimada con molificador mZ es un método de
reqularizacion por filtro, con filtro F(v, o), si y sélo si el filtro satisface

My ij = F(’)/, O'j)(sij, para Z,] c N,
donde 6;; es la delta de Kronecker.

DEMOSTRACION. Puesto que T' es compacto, de (4.1.12) sabemos que el niicleo de

reconstruccion 17 puede escribirse en términos del molificador m? como

W= om0, un())

=D o' <Z My i05 () <Ui(')7vn('>>X> u, (por (4.2.3))

ij=1
- Za;l (Z m%njvj(x)) u, (pues {v,} esortonormal). (4.2.4)
n=1 j=1
Asi, la inversa aproximada toma la forma
(Sy9) (x) = (g,43),  (por (4.1.5))

= > o, (Z mv,njvj(ﬁf)) (g9:un)y  (por (4.2.4)),
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lo cual constituye un método de regularizacion por filtro con filtro F(v, o) si y s6lo si
Zm%njvj(ac) = F(v,0n)v,(z) Yz, Vn,
j=1

es decir, si y soélo si
oo
E :m%njvj = F(7,00)vn.
Jj=1

La ortogonalidad de los v,, (ver Teorema A.17) finalmente implica que Vn,j € N,

Meynj = (F(7, 0m)on (), 05 () x = F(7,00)0n;,
como queriamos probar |

En este caso, el molificador puede escribirse en términos del filtro como mZ(t) =
> F(v,00)v,(2)v,(t), en consonancia con el resultado del Teorema 4.6.

4.3. Relacion entre la inversa aproximada y el método

de Backus-Gilbert

En esta seccion nos proponemos estudiar la conexién existente entre el método de
la inversa aproximada y el método de Backus-Gilbert, introducido originalmente
por G. E. Backus y J. G. Gilbert en 1967 (ver [4], [5], [6]) en el contexto del estudio de
ciertos problemas geofisicos. Este método se utiliza para tratar problemas de momentos
del tipo

([ k)yx =9, i=1...,n, (4.3.1)

donde g; € Ry k; € X = Ly(Q2) estan dadas. El problema consiste en reconstuir (apro-
ximar) f a partir de la informacion (4.3.1). A continuacién presentamos brevemente el
método de Backus-Gilbert.

Observar que (4.3.1) tiene la forma

/k,»(t)f(t)dt g i=1,...m, (4.3.2)
Q

lo cual puede pensarse como el resultado de una discretizacion de la ecuacion integral
de Fredholm de primera especie

/Q Kz, t) f(t)dt = g(a) (4.3.3)

usando los puntos de colocacion zy,...,x, y donde k;(t) = k(x;,t) v g = g(z;).
Recordemos que en la Seccion 3.3 (Ejemplo 3.27) analizamos la relacion entre las
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soluciones por colocaciéon de cuadrados minimos o discretizacion de momentos y las
soluciones por proyeccion de cuadrados minimos dual para este tipo de ecuaciones. Alli
probamos que si {ki,...,k,} es un conjunto linealmente independiente en Ly(€2) en-
tonces la “solucion de momentos” f,, es una combinacion lineal finita de dichas funciones
ki'

Para X = Ly(2) e Y = R” definimos ahora el operador 7' : X — Y como

(Tf)i;/gki(t)f(t)dt, i1, fe L), (4.3.4)

de modo que (4.3.2) puede escribirse en la forma Tf = g con g = (g1,...,9,)" . En el
método de Backus-Gilbert se busca una inversa a izquierda “aproximada’, llamémosle
Spe- Esto es, se busca determinar un operador lineal Spg : R™ — Ly () tal que

SecT f~f, ¥ fe Ly (4.3.5)

La forma general de un operador lineal Spe de R™ en Ly(2) es
(Sueg) (1) = > givi(z), €Q, g=(g)€R", (4.3.6)
i=1

para ciertas funciones v; € Ly(Q2) las cuales se determinan a partir del requerimiento
(4.3.5). En este contexto, las funciones v;, i = 1,2, ..., n, se conocen como “las funciones
base de Backus-Gilbert”. Observar que

n

(SecT f) (x) = Z(Tf)@-w(fv) (por (4.3.6))

S ( /Q (1) f(t)dt) vi(z)  (por (4.3.4))

SR (Z ki<t>w<x>> . (43.7)

Por lo tanto, para satisfacer (4.3.5) las funciones v; deben determinarse de modo que
mi(t) = Y0 vi(@)ki(t) ~ d(z —t) (en algin sentido) pues [, f(t)d(x —t)dt = f(z).
Asi, la condicion (4.3.5) nos conduce al problema de aproximar la funcién delta de
Dirac §(x — ¢) por una combinacion lineal de la forma Y., v;(x)k;(t). La propuesta
del método de Backus-Gilbert se basa en un criterio de minimizaciéon puntual: dado
x € Q arbitrario pero fijo, se determinan los valores v;(z) = v;, parai = 1,...,n, que
minimizan el funcional

(v1(x),...,v5(x)) — /Q |z —t]? dt, (4.3.8)

S ki(tui(a)
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sujeto a la condicion

Y ki(t)vi(x) | dt = 1. (4.3.9)
J(gseme)

Observar que si f = 1, la condicion (4.3.9) garantiza que

(SocT f) (z) = /Q (Zki(t)ui(x)> dt (por (43.7))

=1 (por (4.3.9))
= flx).
Usando notacién matricial podemos reescribir las condiciones anteriores como
Minimizar el funcional: (vy(z),...,v,(z)) — v(z)'G(z)v(z) (4.3.10)
sujeto a
veov =1, (4.3.11)

donde v(x) = (vy(x), va(), . .. ,vn(x))T eR™ G(z) € R™™ v = (71,72, - - - ,Vn)T e R,
G(.CE)Z] = |l’—t‘2kl(t)k](t)dt,, Z,j = 1,...,77,,

yo= /ki(t)dt, i=1. . n
Q

Los valores v;(z) que resuelven (4.3.10)-(4.3.11) se calculan utilizando multiplicadores
de Lagrange. En efecto, el problema (4.3.10)-(4.3.11) (para = € € fijo) es equivalente
al problema:

Encontrar v € R" y A € R con
G(x)v + Ay =0,
Yo =1,

( Gla) v ) ( v(a) ) — ( 0 ) . (4.3.12)
A0 A 1

La relacion (4.3.12), para x € (Q fijo, constituye un sistema de n+ 1 ecuaciones en n+ 1

incégnitas. Si suponemos que las funciones k; son linealmente independientes, entonces

no es dificil probar que la matriz ( Gﬁf) .

o equivalentemente

) es inversible y por lo tanto (4.3.12) tiene

una tnica soluciéon (v(z),\)?. La correspondiente solucién aproximada del problema
(4.3.2) dada por el método de Backus-Gilbert es entonces

fa(@) = (Soc 9) (2) = 3 givilw). (4.3.13)
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Aqui es importante observar que

(Secg) (x) = (g,v(z))y

i=1

_ /Q (Zm@m(t)) f(t) dt

i=1
- <mfm >X'

Esto demuestra que el método de Backus-Gilbert constituye también un caso particular
del método de la inversa aproximada con molificador dado por m%(t) = Y | v;(z)ki(t)
y en el que el correspondiente nicleo de reconstrucciéon es precisamente el vector forma-
do por las funciones base de Backus-Gilbert, i.e. ¢ = v(z) = (v1(x), va(z), ..., va(2))".

En este punto son importantes las siguientes tres observaciones:

i) El parametro n (o més precisamente 1/n) hace aqui las veces de pardametro de
reconstruccion.

ii) La imposicion de que Sg sea lineal resulta en el hecho que m? sea combinacion
lineal de las funciones k;(t) lo cual a su vez es equivalente a pedir que m* € R(T*),
donde T es el operador dado por (4.3.4). Mas aun, es claro que

my(-) = Tro(z) = Ty
que es precisamente la relaciéon entre molificador y nicleo de reconstrucciéon en el méto-
do de la inversa aproximada.

iii) También es importante observar que, al igual que en el método de la inversa
aproximada, el calculo de las funciones base de Backus-Gilbert, y en consecuencia
del operador Sgq, no requiere del conocimiento de los datos del problema (i.e. del
conocimiento de g).

En cuanto a las diferencias entre estos dos métodos, observar que la matriz de
la ecuacion (4.3.12), a través de la cual se calculan las v;(x), depende del punto de
reconstruccion x mientras que en la ecuacion T*v = m] (6, en el caso mas general,
TT*v = Tmﬁ) a través de la cual se calcula el ntcleo de reconstruccion 7, el punto x
s6lo interviene en el lado derecho. Esto hace que el método de Backus-Gilbert requiera
un mayor esfuerzo computacional puesto que si se cambia el punto de reconstruccion
x cambia la matriz y deben recomenzarse los calculos.
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4.4. Aplicacién del método de la inversa aproximada

a un problema inverso en conduccién de calor

En muchas areas de transferencia de calor frecuentemente se necesita determinar
la temperatura y el flujo de calor en la superficie de un cuerpo a partir de mediciones
en lugares accesibles del interior del mismo, lo cual constituye un problema inverso en
conduccién de calor.

En esta seccion consideraremos el particular problema inverso unidimensional de
determinar el flujo de calor en el lado derecho de la frontera (r = 1) a partir de
mediciones de la temperatura y/o el flujo de calor en el lado izquierdo de la frontera
(x = 0). Este problema se conoce como “la ecuacion lateral del calor” o “la ecuacion del
calor hacia un costado” (“sideways heat equation”). Veremos como en este caso la inversa
aproximada nos provee de un método muy eficiente y facilmente implementable desde
el punto de vista computacional, para reconstruir este flujo. Es bien sabido que este
problema es severamente mal condicionado, en consecuencia, pequenas perturbaciones
en el dato pueden causar errores extremadamente grandes en la solucion (ver Seccion
1.2).

Consideremos el problema de conducciéon de calor en un dominio unidimensional
Q2 = (0,1), térmicamente aislado en la frontera izquierda, con flujo en la frontera
derecha y distribuciéon inicial conocidos. Suponiendo propiedades térmicas constantes
y usando cantidades adimensionales, este problema puede escribirse como:

Ugy = Uy pral<z<1,0<t<T

L(1,0) = f(t 0<t<T

ua(1,8) = f(1) )
u.(0,t) =0 0<t<T

u(z,0) =0 0<z<1,

con f € Ly(0,T) dada (por simplicidad en la notaciéon y como es usual, aqui los sub-

[P

indices “2” y “‘¢” denotan derivadas parciales). Denotemos con Qr = (0,1) x (0,7). A
los efectos de formalizar el concepto de “solucion débil’ de (4.4.1) definiremos previa-
mente los siguientes espacios:

HY(Qr) = {u€ Ly(Qr):us € Ly (Qr)}
H" (Qr) = {u€ Ly(Qr): us € Ly (Qr) y us € Ly (Qr)}
Vi(Qr) = C([0,T];L2(0,1)) N Ly ((0,7); H'(0,1))

donde
C([0,7);L2(0,1)) = {h:[0,T] — L9(0,1) : h es continua en [0,7]}

L, ((0,T); H'(0,1)) = {h:(O,T)—>H1(0,1):/O ||h(t)H§{1(0’1)dt<oo}
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H'(0,1) = {he Ly0,1): b € Ly(0,1)}
2
||h||?ql(o,1) = ||h||iz(o,1) + 121201y -

Definicién 4.8. Diremos que una funcion v = u(z,t) es una solucion débil del
problema (4.4.1) si u € V0 (Qr) y satisface la identidad

/ (—uhy + ughy,) de dt = /T f(&)h(1,t) dt

T

para todo h € H"' (Qr), h(z,T) = 0.

Teorema 4.9. Dado el problema (4.4.1), para todo f € Ly(0,T) existe una inica
solucion débil en VY (Qr).

DEMOSTRACION: ver Dinh N. Hao [15].

A continuacion definimos el operador 7T} : Ls(0,7") — Lo(0,7") mediante
Tlf =u |$:0 == U(O, ) (442)

donde f € Ly(0,7T) es el flujo en (4.4.1) y u la correspondiente solucion débil. Ob-
servemos que este operador estd bien definido pues por el Teorema 4.9 la solucion
débil existe y es tnica y ademas V(Qr) € H"(Qr) — Ly ([0,T];C(0,1)) (para
esta tltima inmersion ver por ejemplo J. P. Aubin [2|) de modo que toda solucion dé-
bil es uniformemente continua sobre (0, 1) y tiene una tnica extension uniformemente
continua sobre [0,1]. Ademaés, es claramente lineal y uno a uno (esto ultimo como
consecuencia de la unicidad de la solucion débil).

Nuestro interés consiste en calcular el flujo f conocida la temperatura en la frontera
izquierda u(0,t) = g(t). Es decir, queremos resolver el problema inverso

I f =y, (4.4.3)

con g € Ly(0,7) dada. Para aplicar el método de la inversa aproximada necesitamos
calcular primero el operador adjunto 77 a fin de resolver la ecuacion (4.1.1) para el
calculo del niicleo de reconstruccion. Definimos primero el correspondiente problema
adjunto a (4.4.1)

Vg = —Vpr para0<x<1,0<t <T,
v(z,T)=0 0<x <1,
(@.T) == (4.4.4)
ve(1,¢) =0 0<t<T,
v (0,8) = —f(t') 0<t<T,

con f € Ly(0,T) dada.
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Definicién 4.13. Diremos que una funcion v = v(x,t') es una solucion débil del
problema (4.4.4) si v € VIO (Qr) y satisface identidad

T
l/@m+wwMW=/fWWWMf
T 0

para toda h € HY (Qr), h(x,0) = 0.

Puede verse inmediatamente que si en el problema (4.4.4) reemplazamos ¢’ por la
variable t = T' — t' obtenemos el mismo problema que (4.4.1). Por lo tanto, en virtud
del Teorema 4.9, para toda f € Ly(0,T) existe una tnica solucion débil v de (4.4.4).
En consecuencia, el operador Ts : Ly(0,T) — Lo(0,T) definido por

Tof =0 |pe1 = v(1,) (4.4.5)

donde —f € Ly(0,T) es el flujo a izquierda (dato) en (4.4.4) y v su correspondiente
solucion débil, esta bien definido.

Teorema 4.14. El operador T, definido por (4.4.5) es el operador adjunto del
operador Ty definido por (4.4.2) con respecto al producto interno en Ls(0,T).

DEMOSTRACION. Sean f, f € Ly(0,T) y u, v las correspondientes soluciones débiles
de (4.4.1) y (4.4.4), respectivamente. Supongamos que u,v € H>*(Qr) (el caso general
puede probarse utilizando un argumento de densidad). Entonces

(08.5), 0 = [ 00 00,0 a

= /T (0,t)v,(0,t) + u,(0,t)v(0,t) ) dt (pues u,(0,t) = 0)

T
_ / dt.
Anéalogamente,

<f’T2f>L2<o,T) - /0 (1, )u(1,4) dt

- / uz (1, t)v(1,t) +u(l, t)v.(1,¢)) dt (pues v,(1,t) =0)

T
_ / d.
0

!

%

Luego

L»(0,T)

(08.5), o+ (5DF), = [ 0 - 0] d
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_ /0 ' /O () (2.1) i dt

T 1
= / / (2upVy + UgyV + UV, ) dx dit
0o Jo

T 1
= / / (2uzvy + upv — uvy) dx dt
o Jo
T 1 1 T

— 2/ / UyUy dx dt + / (vu|§iOT—/ R dt) dx

o Jo 0 0

1 T
— / / uvg dt dx
0o Jo

T 1
= 2/ / (Upvy — uvy) dxdt (pues uli—g = v|i=r = 0)
o Jo

T 1
= 2/ / (UpVy + V) dx dit (pues v; = —vyy)
0o Jo

T 1
= 2/ / (uvy), dxdt
o Jo
T

_ 2/ (u(1, ) (1, 1) — u(0, ) (0,1)) dt

T

= —2/ u(0,t)v,(0,¢) dt  (pues v,(1,¢) = 0)
0 ~

= 2(Thf, ) ra001)s

y por lo tanto

<f7 TZf)LQ(O,T) = <T1f7 f)Lz(O,T)

v f, f € Ly(0,T). En consecuencia Ty = T7, como queriamos probar. [ |

Estamos ahora en condiciones de aplicar el método de la inversa aproximada al
problema (4.4.3). Para ello, sea m.(t,t') = m! (') un molificador dado (aqui “#” denota
el punto de reconstruccion). La solucion molificada de (4.4.3) por el método de la
inversa aproximada estara entonces dada por

T
F(t) = (fm)r,0m = / F(E)ym.,(t) dt’. (4.4.6)
0
Para calcular f, resolvemos primero la ecuacion
Ty (—04(0.1)) = ml(¥),

es decir, resolvemos el problema adjunto con f(t') = m!(t'). La solucién molificada
(4.4.6) puede entonces evaluarse mediante

£(8) = (9.~ (0, N iaory = /O gt") (—t(0,¢)) dt’,
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de donde deducimos que el correspondiente niicleo de reconstruccion es simplemente

YL(t') = —vi(0,t') donde v(x,t') es la solucion débil del problema adjunto (4.4.4)
con f(t') = m!(t'). Dado que el molificador m. se conoce de manera exacta, esta

solucion también puede calcularse en forma exacta. Por ejemplo, si el molificador es
suficientemente regular, e.g. de clase C*°([0,77]), entonces se puede probar (ver [19])
que

t / _ n Lyt
Um<07t) - nZ:; n—l tn m'y(t>
= (=)™ "m,(t,t)
= . 4.4.
z; 2n —1)! at’m (44.7)

En el siguiente teorema probaremos que para este ejemplo particular, bajo ciertas
condiciones bastante generales sobre el molificador, el método de la inversa aproximada
genera una familia de funciones f,(-) que converge puntualmente a la mejor solucion
aproximada fT(-) cuando el nivel de ruido § converge a cero siempre que Hg — g‘SH <4,
siendo ¢° el dato con ruido. Esto es, el método de la inversa aproximada es un método
de regularizacion convergente para el problema inverso lateral de conduccion de calor.

Para las funciones involucradas usaremos transformada de Fourier, esto es, si f €
Ly(R)

fw) = Fi <w>:¢% / T fo)edr, weR,

A

) = F M (t):\/%/c:f(w)emdw, teR

Asf, si (f*g)(t) = [ f(z)g(t — z)dx entonces F [f * g] = V21 F[f] F [g]. Ademas
se cumple que ||f||L2 = HfHL (identidad de Parseval).

2

Teorema 4.15. Supongamos que el molificador m., es de tipo convolucion, esto es,
my(t,t") = m,(t —t') y que satisface las siguientes condiciones:

i) sup { s ()] [wl eV} < €(3) < o0

it) para todo conjunto compacto K C R

lim sup {‘1 - \/ﬁmw(w)‘} =0,

¥—0F wek

i) sup {Ji, ()]} < 01

Entonces el método de la inversa aproximada es un método de reqularizacion con-
vergente para el problema inverso lateral en conduccion de calor.
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DEMOSTRACION. Dado que el molificador es de tipo convolucion, utilizaremos in-
distintamente la notacion —vk(0,¢') y —v,(0,t — t') para denotar al nicleo de recons-
truccion como funcion de ¢’ en el punto ¢, dado por (4.4.7).

( ,L)n no

1, (w) es absolutamente con-

En primer lugar observemos que la serie ZZO 1 @no1)r

vergente pues

o0 . oo n

S |y )| = 3 gy i)

SO
IO

n=1,n impar

o0

N 1 |w|
= Iiy@)lllr Y =

n=1,n impar

i, (w ||w|22’

= Jriny (w >||w|2e¢'7
< C(v) (pori)). (4.4.8)

En consecuencia, aplicando transformada inversa de Fourier a dicha serie obtenemos

IN

n

F [;% mv(w)] ) = ; — 1 1 [(iw) i ()] (#)
(1) ormy()

2 on—1) o

+(0,1). (por (4.4.7))

I
Mg

I~

Luego, 0,(0,w) =07, ((2;)—”1)77"7( ) y por lo tanto, usando la identidad de Parseval

tenemos que V¢ € R

020, )1 = [[vz(0,2 =)l , = 92(0, )|, < C(7)  (por (4.4.8)). (4.4.9)

Consideremos ahora una funciéon f € Ly(R). Entonces, dado € > 0 existe un con-

2
junto compacto K = K. C R tal que [, ’f(w)’ dw < €% Por otro lado, como el

conjunto K. es compacto, de la condicién i) podemos afirmar que existe . > 0 tal
que sup {’1 — V27 mv(w)}} < e, Vy < .. Asi, para todo € > 0 existen un conjunto
K.

wEKe

compacto K, C Ry 7. > 0 tales que

/R i

ap {1 V5

wGKe

2
< 2y (4.4.10)

IN

g, Vv < 7. (4.4.11)
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Claramente 7. — 0 cuando € — 0.
Sea ahora ¢ > 0 fijo. Entonces para todo v € (0, .| se tiene que

|7 (1= vami)|, = [ )] 1= vamin ]
:/ Aw)‘2(1—\/%mw(w)]2dw+/ﬂ§_&‘ - v, )]
<5/ ‘f dw—l— +\/%M)2/R_K f(w)2 (por (4.4.11))

2
<e’ HfHL2 + (1 + \/27TM> g (por (4.4.10))
2
= (HfH%2 + (1 + \/27TM> ) g2
Haciendo tender € a 0" (con lo cual 7. — 0 y en consecuencia v — 0) se tiene que

j(a-vam),

y—07F

~0 0. (4.4.12)

Sean ahora ff, gy ¢° € Ly(0,T) tales que Ty ff =gy Hg — g5HL2 < 4. Entonces

£ = (a0, =), 8" O))]],, = ||f*—<—vx<0t—> g(-)) -
(=va(0,t =), (9" = 9) D)l
[ /1= (=va (0,8 =), (N, +
[{(=v:(0,t =), (0" = 9) (D],

IN

N Hfu_\/%ﬁw(oa')f] Lt
”\/%ﬁx(o") (9 —Q)) L (4.4.13)

donde la ultima igualdad es consecuencia de la identidad de Parseval y las siguientes
identidades:

F = (a0t =), 9(0)] = F[f1] = F[(~va(0,t =), 9())]
= 1= F[-0.(0,) * g(-)]
= [T+ V2r Flu,(0,t — )] Fg]
= T4+ V2m 2,00, g,

y analogamente,

F [<_U:p(07t - ')7 (95 - g) ()ﬂ = \/% ﬁx(ov ) (gﬁ - g) .

Observar que en estas tultimas dos identidades hemos utilizado fuertemente el hecho
que m., es de tipo convolucion.
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Ademés, como TifT = g se cumple que {fT(-),m,(t —-)) = (g() w( ) (ver
(4.1.2)) y en consecuencia, para nuestro problema se tiene que < fi

(9(+), —v.(0,t — -)), esto es, (fJr * mv) (t) = — (g*ve) (t). Asi, F [ fTxm
y por lo tanto fT m, = —g U,. Entonces

Hf“r\/_vx ’

- HfT = Vam fl i, Lo
)

(4.4.14)

Por otro lado

2,(0,) (5"~ 9) 220,11, [[(3° = 9)
= oa (0,8 =)l || (¢° — 9) HL2
< C(7) 4. (por (4.4.9) y por hipotesis). (4.4.15)

Con (4.4.14) y (4.4.15) en (4.4.13) obtenemos entonces la acotacion

171 = (0.t =), O, < |1 (1= V2, | FVERC(R). (44.6)

Ahora, para n > 0 definimos el conjunto

M, = {(7,5) (3= v, .

<n/2y V2r6C(y) < 77/2} :

Notar que en virtud de (4.4.16) se tiene que

H]ﬂL - <_U1’(07t - .)’g§<.)>HL2 <. (4417)

para todo par (v,0) € M,. Observar ademés que para todo n > 0 el conjunto M, es
no vacifo. En efecto, dado n > 0 como fT € Ly(0,T), por (4.4.12) sabemos que existe

Yo > 0 tal que HfT (1 — \/2777?17)

C(y0) < oo eligiendo 6 tal que 0 < § < m se tiene que v2mwdC (o) < 1/2.
Asi, en virtud de (4.4.17) tenemos que

lim || 1= (=0, (0,t =), 8 ()], =0.

n—0
(v,8)€Mpy

‘ < 1n/2 para todo v < 7. Por otro lado, ya que
Lo

Llamando f2(t) = (—v.(0,t —-),¢°(-)) Lo(o,r) COnCluimos finalmente que

O TR

(v,0)EMpy

Observar que si (v, d) € M, entonces cuando 1 — 0 necesariamente § — 0. |
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Asi, el método de la inversa aproximada define un método de regularizaciéon con-
vergente para el problema inverso lateral en conducciéon de calor.

Corolario 4.16. La inversa aproximada obtenida a partir del molificador gausiano
my(t,-) definido por
=t/

mo(t, ) = my(t—t) = (2m) 2y leT 2 (4.4.18)

define un método de reqularizacion convergente para el problema inverso lateral en
conduccion de calor.

DEMOSTRACION. Es suficiente con verificar que el molificador (4.4.18) satisface las
hipotesis del Teorema 4.15. Para ello calculemos primero su transformada de Fourier.
Es conocido que

w2

F [efatQ] = (2a)" e, a>0. (4.4.19)
Por lo tanto,
M) = Fmy(t)
= (@2n)VPylF {e‘iﬂ (de (4.4.18))

2

-1/2 - 1\ TiL 1
= (2n) v Qg e 27 (de (4.4.19) con a = 2—72)

721”2
2

= (@2m) Y e

La condicion i) del Teorema 4.15 es inmediata puesto que

_2%w? )
|m7(w)\|w|ée\/m = (2@% !w|;e< 54/ [w]

es claramente una funcién continua de w para todo w € R que se anula en w =0y en
w = Q.

Para la condicion ii), dado K C R un conjunto compacto elijamos b € R™ tal que
K C [—b,b]. Entonces

Sup{‘1_\/%m7(w))} < sup {‘1—@%@)(}

weK wE[—b,b

= sup {
wE[—b,b]

2,2
_ath?
= 1—e 2.

_x
1—e 2

2,2 2,2
Luego, lim sup{‘l—\/Zﬁm7 |}— lim sup{’l—e_%‘} < lim <1—e‘w2 )

y—0+ y—0+ 7—0+
0. Por lo tanto se satisface la condicion ).
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Finalmente, la condicion iii) se satisface trivialmente pues

42052

iy (w)] = (2m) 72 e 5 < (2m) V2, Vw € R.
|

En el capitulo siguiente presentaremos ejemplos y resultados numéricos para este
caso, obtenidos con este molificador gausiano para diferentes flujos a derecha.



Capitulo 5

Ejemplos y resultados numéricos

5.1. Resolucién numeérica del problema inverso aso-
ciado a la ecuacioén lateral del calor por el método

de la inversa aproximada

Consideremos nuevamente el problema (4.4.1):

Ugy = Ug pral<z<1,0<t<T
uz(1,¢) = f(t) 0<t<T
u.(0,t) =0 0<t<T
u(z,0) =0 0<z<1,

EJEMPLO 1: Supongamos que 7" =1 y que el flujo en x = 1 es el pulso rectangular
f(t) = X0,406/()-

La Figura 5.1 muestra este flujo mientras que la Figura 5.2 muestra la evolucion
de la temperatura u(x,t) , 0 <t < 1,0 < x < 1 obtenida con este flujo (aproximada
numéricamente utilizando diferencias finitas).

Queremos utilizar el método de la inversa aproximada para reconstruir (aproximar
numeéricamente) el flujo f(-) teniendo como dato la temperatura en la frontera izquierda
g(t) = u(0,t), o mediciones con ruido de ésta.

En la Figura 5.3 se muestra esta funciéon g. A los efectos de poder hacer uso de la
expresion (4.4.7) para el nicleo de reconstruccion, utilizaremos un molificador suave
gausiano de tipo convolucion

1 _ 2

e 297, 5.1.1
V2 (5-L1)
136

m,(t) =
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f(t)

0.8} b

0.4 b

0.2} b

o | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t
Figura 5.1: Flujo f(t) en x = 1 para el Ejemplo 1.

En la Figura 5.4 se muestra el correspondiente nticleo de reconstruccion . (t) para
v = 5 x 1073, obtenido con este molificador. En la Figura 5.5 se muestra el flujo
reconstruido con este ntucleo. A los efectos puramente numéricos, para este ejemplo se
tomaron N = 12 nodos para x en [0,1] y M = 1000 nodos para t en [0,7] = [0, 1].
A los efectos de aproximar el nicleo de reconstruccion v, por su expresion (4.4.7) se
trunco la serie tomando s6lo los 20 primeros términos de esta expresion.

En la Figura 5.5 se observa una muy buena aproximacion del flujo excepto en los
puntos de discontinuidad dénde, como es propio de todos los métodos de regularizacion,
la inversa aproximada tiende a suavizar las discontinuidades.

Es importante aqui remarcar que para este problema no es posible obtener en
forma explicita el sistema singular asociado a 777 donde T} es el operador definido
por (4.4.2), por lo que la resolucion de este problema inverso por métodos clésicos (e.g.
Tikhonov-Phillips, TSVD, etc.) es bastante engorrosa desde el punto de vista numérico.
En segundo lugar es importante remarcar que el nicleo de reconstruccion v, (t) obtenido
que se muestra en la Figura 5.4 sirve ahora para reconstruir absolutamente cualquier
otro flujo f(t), como mostramos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2: Consideramos ahora el mismo problema anterior pero ahora con
flujo f(t) dado por

1, site[0,2,04]6tel0,6,048]
f(t) = (5.1.2)

0, en otro caso.
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Figura 5.2: Temperatura u(z,t) obtenida con el flujo f de la Figura 5.1. Ejemplo 1.

En la Figura 5.6 se muestra la evolucion de la temperatura para este flujo mientras
que en la Figura 5.7 se muestra la funcion g(t) = u(0,t) para este caso. La Figura 5.8
muestra el flujo reconstruido en este caso. Nuevamente observar que se obtiene una
muy buena aproximacion excepto en los puntos de discontinuidad donde el método
tiende a suavizar las discontinuidades.

EJEMPLO 3: En este ejemplo, a los efectos de mostrar que el método de la
inversa aproximada es robusto ante la presencia de ruido, consideraremos el caso en
que nuestro dato, i.e. la funcion g(t) esta contaminada con algtn tipo de ruido. Para ello
consideraremos el mismo ejemplo anterior pero ahora nuestro dato estara contaminado
por ruido uniforme del orden del 1% de ||¢||s, es decir ¢°(t) = u(0,t) +r(t) donde r(t)
es un ruido uniformemente distribuido en [—d, 6], donde § = 0,01 X sup,¢o 1) g(t). De
todos modos, es importante remarcar aqui que también en todos los casos anteriores
nuestro dato no era exacto debido a los errores de discretizaciéon. En la Figura 5.9 se
muestra el dato contaminado con ruido ¢°, que utilizaremos para la reconstruccién. En
este caso, es importante recordar que la adecuada eleccion del parametro de recons-
truccion (el parametro de regularizacion en los métodos espectrales) es crucial para
obtener un buen resultado. Un pardmetro de reconstruccion muy grande resultara en
una mala aproximacion pues en tal caso el molificador es un mal aproximante puntual



5.1. La ecuacion lateral del calor 139

0.2} =

0.18

o6l 9(=u(0.) |

0.14}

0.12

0.08
0.06 -

0.04

0.02

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Figura 5.3: La temperatura en el extremo izquierdo para el Ejemplo 1: dato g(t) =
u(0,t) del problema inverso. Ejemplo 1.

y un parametro de reconstruccién muy pequeno también resultara en una mala aproxi-
macién pues en tal caso estaremos permitiendo la propagacion de las componentes del
ruido en las altas frecuencias que, como sabemos son muy perjudiciales. En este tltimo
caso, es esperable observar oscilaciones de frecuencia y amplitud cada vez mayores, a
medida que el parametro de reconstruccion tiende a cero, alejandose de su valor 6ptimo.
Es oportuno mencionar aqui que, si bien existen métodos para aproximar los valores
optimos de los parametros de regularizacion para métodos espectrales generales (e.g.
el Principio de Discrepancia de Morozov [24], [33], [34], el método de la curva “L” de
Hansen [13], el método de validacion cruzada generalizada de Wahba [36], etc.), atin no
se conocen métodos similares para la inversa aproximada. En la Figura 5.10 se muestran
el flujo exacto y las reconstrucciones ijS obtenidas con tres valores diferentes de v: 0.016,
0.03 y 0.1. Se observa que, por las razones antes mencionadas, v =0.1 y v =0.016
producen aproximaciones pobres de f(t), mientras que para v =0.03 la aproximacion
es razonablemente buena, teniendo en cuenta la presencia del ruido en el dato. Es
razonable suponer que el parametro de reconstruccién 6ptimo es aproximadamente
igual a 0.03. En la Figura 5.11 se muestran los tres niicleos de reconstrucciéon para
estos tres valores de 7.

EJEMPLO 4: En este caso, repetimos el ejemplo anterior agregando ahora 5%
de ruido a nuestro dado g(t); es decir, ¢°(t) = u(0,t) + 7(t) donde 7(t) es un ruido
uniformemente distribuido en [—4, ], donde § = 0,05 X sup,¢(o 9(¢). La Figura 5.12
muestra este dato perturbado ¢°(t), mientras que en la Figura 5.13 se muestran el flujo
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x 10

0.8} b
0.6 llJY(t)

0.4f b

0.2f b

-0.2 -0.15 -0.1 -0.05

0.05 0.1 0.15 0.2

~— ~ O |

Figura 5.4: El nicleo de reconstruccion .,(t) obtenido con el molificador (5.1.1), para

v =5 x 1073. Ejemplo 1.

exacto f(t) y los flujos reconstruidos f;s para tres valores diferentes de ~: 0.025, 0.04 y
0.1. Nuevamente, v =0.04 produce la mejor aproximacién para este nivel de ruido.

EJEMPLO 5: Es importante recordar que el método de la inversa aproximada,
al igual que todos los métodos de molificacion, acttian mitigando (“molificando”) la
influencia de las componentes de alta frecuencia. Sin embargo, en los ejemplos anteriores
se vio como el método permite reconstruir en forma razonable flujos discontinuos (los
que no pueden aproximarse bien sin considerar sus componentes de alta frecuencia) ain
en presencia de ruidos del orden del 5%. Si el flujo a reconstruir es suave, el método
permite reconstrucciones razonables atin en presencia de niveles de ruido muy altos. En
este ejemplo consideramos el caso en que el flujo es de clase C'™° con soporte compacto
en [0, 1]. Méas precisamente,

S U
e 1—16(t—%)27 si |t _
ft) =
0, si |t —

N | —

La Figura 5.14 muestra este flujo mientras que en la Figura 5.15 muestra la evolucion
de la temperatura u(z,t) obtenida para este flujo. A continuacion consideramos la
funcion ¢(t) = w(0,t) para t € [0,1], y le sumamos un ruido del orden del 20 %, es
decir, consideramos

Y

==

<
(5.1.3)
> 1.

N |#—=

@Pt) = g(t) +7r(t), (5.1.4)
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fy(l): flujo reconstruido

f(t): flujo exacto.

0.8 -

0.4 -

0.2 -
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
t

Figura 5.5: Flujo f,(t) reconstruido por el método de la inversa aproximada y flujo
exacto f(t). Ejemplo 1.

donde para cada t € [0, 1], r(¢) es una variable aleatoria con distribucion uniforme en el
intervalo [, §], siendo § =0.2x ||g||sc. En la Figura 5.16 se muestra esta funcion ¢°. A
continuacion aplicamos el método de la inversa aproximada con el molificador gausiano
(4.1.10) utilizando como dato de nuestro problema inverso la funcion “contaminada”
(por ruido) ¢°. En la Figura 5.17 se presentan el flujo reconstruido con v =0.045 y el
flujo exacto. Se ve como aun en este caso extremo de datos contaminados por altos
niveles de ruido, el método es capaz de extraer considerable informacién sobre el flujo.
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06

0 o t

Figura 5.6: La temperatura u(x,t), solucion de (4.4.1), obtenida con el flujo f(t) dado
por (5.1.2). Ejemplo 2.
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Figura 5.7: La temperatura en el extremo izquierdo para el Ejemplo 2: dato g(t) =

u(0,t) del problema inverso. Ejemplo 2.
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T T
12~ .
fV: flujo reconstruido.

f(t): flujo exacto.
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Figura 5.8: Flujo f,(t) reconstruido por el método de la inversa aproximada y flujo
exacto f(t). Ejemplo 2.
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Figura 5.9: Dato ¢°(t) del Ejemplo 3, igual al dato exacto perturbado con 1% de ruido.
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Figura 5.10: Flujos fg(t) reconstruidos a partir de datos perturbados con 1% de ruido,
utilizando el método de la inversa aproximada, con diferentes valores de v y flujo exacto

f(t). Ejemplo 3.
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Figura 5.11: Ntcleos de reconstruccion v, para diferentes valores de . Ejemplo 3.
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Figura 5.12: Dato ¢°(t) para el Ejemplo 4, igual al dato exacto perturbado con 5% de
ruido.
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Figura 5.13: Flujos fg(t) reconstruidos a partir de datos perturbados con 5% de ruido,
utilizando el método de la inversa aproximada, con diferentes valores de v y flujo exacto
f(t). Ejemplo 4.
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Figura 5.14: El flujo f(¢) de clase C*° dado por (5.1.3) para el Ejemplo 5.
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Figura 5.15: La temperatura u(z, t), solucion de (4.4.1), obtenida con el flujo f(¢) dado
por (5.1.3). Ejemplo 5.
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Figura 5.17: Flujo fg (t) reconstruido a partir del dato perturbado con 20 % de ruido,
utilizando el método de la inversa aproximada, con v =0.045, y flujo exacto f(t).

Ejemplo 5.



Capitulo 6

Conclusiones, contribuciones y

trabajos futuros

6.1. Conclusiones

En este trabajo hemos realizado un estudio general sobre problemas inversos y
métodos de regularizacion para problemas inversos mal condicionados.

En primer lugar, en el Capitulo 1 se presentaron los postulados de Hadamard y se
estudiaron la naturaleza y caracteristicas de los problemas inversos a través de algunos
ejemplos motivadores. Posteriormente, en el Capitulo 2, se procedi6é a desarrollar un
marco adecuado para el estudio de ecuaciones lineales mal condicionadas en espacios de
dimension infinita. Esto incluy6 el estudio de la inversa generalizada de Moore-Penrose,
su descomposicion en valores singulares para el caso de operadores compactos, el criterio
de Picard, y su relacion con las soluciones de cuadrados minimos. Este analisis fué de
fundamental importancia pues, como se vio, constituye el nexo que vincula a la inversa
de Moore-Penrose con el método clasico de cuadrados minimos en dimensiéon infinita y
con la Teorfa Espectral. En la Seccion 2.3 se procedié a hacer una breve introducciéon a
la Teoria Espectral y al Calculo Funcional (familias espectrales, funcion de un operador
compacto, Desigualdad de Interpolacion, etc.), con el objeto de proveer un andamiaje
matematico adecuado para el tratamiento de los problemas que fueron tratados luego.

En el Capitulo 3 se introdujeron las herramientas mateméaticas clasicas de la teoria
de regularizacion para problemas mal condicionados: regularizacion, regla de eleccion de
parametros, método de regularizacién convergente para ecuaciones lineales mal condi-
cionadas y su relaciéon con la inversa generalizada de Moore-Penrose. Utilizando las
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herramientas del Analisis Espectral, se analizd la convergencia de métodos de regu-
larizacion en espacios de Hilbert. En la Seccion 3.2 se estudiaron 6rdenes de optima-
lidad y su relaciéon con conjuntos fuente definidos en términos de operadores y con
condiciones de regularidad sobre las soluciones. Se presentaron condiciones suficientes
para convergencia y convergencia 6ptima. En la Seccion 3.3 se estudiaron dos métodos
de regularizacion por proyeccion: proyeccion de cuadrados minimos y proyeccion de
cuadrados minimos dual y para ambos métodos se analizaron condiciones suficientes
para la convergencia de las correspondientes sucesiones. También se present6é un resul-
tado reciproco en el que se dedujeron condiciones de regularidad de la soluciéon exacta
a partir de informacion sobre la sucesion de soluciones de minimos cuadrados y se ob-
tuvieron ordenes de convergencia para el caso de operadores compactos. Para el caso
compacto, se observo ademés que el popular método de expansion en valores singulares
truncada resulta ser un caso particular del método de minimos cuadrados dual.

6.2. Contribuciones

La inclusion de los Capitulos 1 a 3 de esta tesis tuvo dos objetivos principales: en
primer lugar se trato de reflejar el estado del arte sobre el tratamiento matematico de los
problemas inversos y los métodos de regularizacion y en segundo lugar se introdujo un
andamiaje matematico adecuado para el tratamiento de los problemas y temas que se
abordaron posteriormente. Es oportuno senalar que la mayoria de resultados contenidos
en estos capitulos no son nuevos, a pesar de que, como ya lo mencionamos, el estudio
formal de todas las herramientas matematicas que permiten el adecuado tratamien-
to de estos problemas es bastante moderna. De todos modos, en todos los casos las
demostraciones y desarrollos presentados son propios y en todos ellos se ha tratado
de mantener el enfoque particular adoptado a lo largo de esta tesis, del tratamiento
mediante las herramientas de la Teoria Espectral de Operadores en espacios de Hilbert.

Se describen a continuacion los principales aportes de este trabajo de tesis. Al final
de la Seccién 3.3 se presentd un ejemplo de aplicacion para aproximar la solucion de
una ecuacion integral de Fredholm de primera especie, conocido como “colocacion de
cuadrados minimos” o “método de discretizaciéon de momentos”. Aqui se probd que
este método es un caso particular del método de regularizaciéon por proyeccion de
cuadrados minimos dual y que, si el conjunto de puntos de colocacién es denso, entonces
la correspondiente sucesion de soluciones aproximantes converge a la soluciéon exacta.
Este resultado constituye un aporte significativo en lo que respecta a la aproximacion
de las soluciones de ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase, las que, como
vimos, aparecen en una amplia variedad de aplicaciones en Medicina, procesamiento
de senales e imagenes, problemas de transferencia de calor, problemas de fluorescencia,
ete.

En las Secciones 3.4 y 3.5 se presentaron los métodos de regularizacion mediante
filtros y métodos espectrales, respectivamente, y las relaciones entre los mismos. Aqui
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se demostr6 como los métodos clasicos (tales como Tikhonov-Phillips, TSVD, etc.)
quedan subsumidos bajo esta teoria general mediante una adecuada eleccién de los
filtros.

En el Capitulo 4 se introdujo la teoria mas moderna de los métodos de molificacion
y, en particular, se analiz6 en detalle el “método de la inversa aproximada” y su relacion
con los métodos de filtro. Aqui se prob6 que para el caso de operadores compactos, todo
método de filtro constituye una inversa aproximada con un cierto molificador definido
en términos del filtro (Teor. 4.6). Como consecuencia de este resultado se demostro
que los clasicos métodos de Tikhonov-Phillips y TSVD son también inversas aproxi-
madas en el caso compacto. Reciprocamente, se probd que, si el molificador “factoriza”,
entonces el método de la inversa aproximada es también un método de filtro (Teor.
4.7). En la Seccion 4.3 se present6 el método de Backus-Gilbert (comtnmente utilizado
en problemas de Geologia) y se probd que éste es un caso particular del método de
la inversa aproximada. En la Seccién 4.4 se aplico el método de la inversa aproxima-
da a la resolucién un problema de difusiéon inverso severamente mal condicionado: la
ecuacion lateral del calor o “sideways heat equation”. Para este problema se dio una
demostracion sencilla de que el operador asociado al problema adjunto es efectivamente
el operador adjunto (Teor. 4.14). En este caso particular se probo la convergencia para
ciertos molificadores de decaimiento rapido, que incluyen a los molificadores Gausianos
(Teor. 4.15 y Corolario 4.16). Todos estos constituyen aportes nuevos y significativos a
los temas de estudio.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presentaron varios resultados numéricos en los cuales
se utilizo el método de la inversa aproximada con molificadores Gausianos para recons-
truir el flujo de frontera en la ecuacion lateral de calor unidimensional. En ellos se
reconstruyeron diferentes flujos y se mostré la robustez del método ante la presencia
de ruidos en los datos. También los resultados de esta seccidon son muy significativos
pues ponen de manifiesto la importancia que tienen las herramientas matematicas
previamente analizadas y desarrolladas en el analisis de problemas concretos.

6.3. Trabajos Futuros

Esperamos y confiamos que al terminar de leer esta tesis, el lector tenga en claro
y esté convencido de que el tema problemas inversos constituye una gran area dentro
de la Matematica Aplicada, con varias aristas y facetas, que van desde el estudio y
analisis de conceptos y problemas matemaéticos sumamente abstractos hasta la apli-
cacion concreta de las herramientas y métodos en problemas particulares en areas y
disciplinas muy diversas. En todo este amplisimo rango existen numerosos problemas
abiertos y areas fértiles para futuros desarrollos. Entre ellas mencionamos solo algunas,
en las que pretendemos incursionar y continuar investigando en el futuro cercano:

» Estudio, derivaciéon e implementaciéon computacional de reglas de eleccion de
parametros para métodos de regularizacion.
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» Estudio del concepto de “calificacion” como orden de convergencia éptimo para
métodos de regularizacion generales.

= Determinacion de reglas de eleccion del parametro de reconstruccion para el méto-
do de la inversa aproximada.

= Aplicaciones del método de la inversa aproximada a problemas de conduccion de
calor con molificadores no gausianos.

» Aplicaciones de los métodos de regularizacion al estudio del procesamiento y
restauracion de imagenes.

= Estudio de los métodos de variacion acotada como generalizacion del método de
Tikhonov-Phillips y sus aplicaciones en problemas de deteccién de borde.



Apéndice: resultados basicos del

analisis funcional

En este apéndice compilamos algunas de las definiciones y de los teoremas mas im-
portantes del anélisis funcional. Los resultados que se presentan son bastante conocidos
y pueden encontrarse en la mayoria de los textos sobre el tema. En este trabajo, tales
resultados fueron extraidos de los siguientes textos: J. Weidmann [37], G. Bachman y
L. Narici (3], J. Conway [7] y W. Rudin [28].

A.1. Espacios normados y espacios de Hilbert

Definicién A.1. (Norma, Espacio Normado)
Sea X un espacio vectorial sobre el campo F =R ¢, F = C. Una norma sobre X

es un mapeo
Il - X — R*

con las siguientes propiedades:
i) ||z =0 siysdlosi x=0,
ii) ||z +yl < llz||+ lyll para todo x,y € X (desigualdad triangular),

i) |ax|| = |a| ||z]| para todo x € X y a € F.

Un espacio vectorial X con una norma sobre él, |-, se llama espacio normado
y se denota (X, ||||x). Si en el contexto en el que se usa es claro a cudl norma nos
referimos, escribimos simplemente X y usamos ||-|| para la norma.

Definicion A.2. (Producto Interno, Espacio de Pre-Hilbert)
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Sea X un espacio vectorial sobre el campo F =R ¢ F = C. Un producto interno
es un mapeo
() XXX —>F

tal que, para todo x,y,z € X y o, 8 € F se satisface:

i) {ax+ Py, z) = alz, 2) + 5 {y, 2),
i) (z,y) = (y, @),
iii) (x,xy >0, (x,x) =0 siy sdlo si x = 0.

Un espacio vectorial X con un producto interno se llama espacto con producto
interno o, espacio de pre-Hilbert .

Las propiedades i) y ii) implican que:
iv) (z,y+z2) = (z,y) + (z,2) paratodo x,y,z € X,
v) (x,ay) =a(x,y) paratodoz,y € X ya € F.

Usando el producto interno podemos transformar un espacio con producto interno
X en un espacio normado (X, ||-|| ) definiendo la norma inducida como:

2l x = vz, ).

En consecuencia, un espacio con producto interno es un particular espacio normado.
Algunas propiedades de los productos internos y sus normas inducidas son:

a) si(z,y) =0 Vz € X, entonces y =0,
b) [{z,y)| < |lz|l|lyll Yz,y € X (desigualdad de Cauchy-Schwarz),
&) lz+yll>+llz—yll> =2|z)* +2|jy|* Vz,y € X (regla del palelogramo).

Todo espacio normado tiene una topologia inducida por la norma, esto es, podemos
definir conjuntos abiertos, cerrados y compactos, sucesiones convergentes, funciones
continuas, etc. En tales espacios, a la bola centrada en x de radio r la denotaremos

By(z) ={y € X :|ly—azf <r}.

Definicion A.3. Sea X un espacio normado.
i) Un conjunto M C X es abierto si para todo x € M existe ¢ > 0 tal que
B.(x) C M. El conjunto M C X es cerrado si X \ M es abierto.

i4) Una sucesion {x,}, .y C X se dice acotada si existe una constante ¢ > 0 tal que
|zn|| < ¢ para todo n . La sucesion {x,},. C X es convergente (convergencia fuerte)
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si existe x € X tal que lim ||z, — x| = 0. Al limite lo denotamos como x = lim x,, d,
n—oo n—oo
n—oo

r, — x. Una sucesion {r,},.y C X es una sucesion de Cauchy para todo ¢ > 0
eviste N € N tal que |z, — .|| < e para todo n,m > N.

i) Sea la sucesion {xn}, .y C X. El punto v € X se llama punto de acumu-
lacion si existe una subsucesion {r,, }, .y que converge a x.

i) Un conjunto M C X es compacto si toda sucesion en M tiene un punto de
acumulacion en M.

Se puede probar que un conjunto M es cerrado si y s6lo si toda sucesiéon en M
convergente, tiene su punto limite en M.

Definicion A.4. Sean X un espacio normado y M un subconjunto de X.
i) El interior de M se define como

M° ={ze€ X :existec >0 con B.(x) C M}.

it) La clausura de M se define como

M = {x € X : existe {xn}, oy C M con = lim azn} :

n—oo

esto es, la clausura es el mayor cerrado que contiene a M.

iii) M es acotado en X si sup {||z| } < oc.
zeM

i) M es denso en X si M = X.

Se puede probar que un conjunto M es denso en X si y s6lo si para todo conjunto
A C X, A abierto es tal que AN M # 0.

Teorema A.5 ([3]). Sean X un espacio normado, M y N subconjuntos de X.
Entonces: o
a) M es cerrado si y solo si M = M,y M es abierto si y solo si M = M°.

b) Si M es un subespacio, entonces M también es un subespacio.

c) Si M es compacto, entonces M es cerrado y acotado. (En espacios de dimension
finita el resutado inverso es vdlido).

d) Si M C N, entonces M C N .

Definicién A.6. (Espacio de Banach, Espacio de Hilbert)
Un espacio normado X se llama completo ¢, espacio de Banach si toda sucesion

de Cauchy es convergente en X. Un espacio de pre-Hilbert completo se llama espacio
de Hilbert.
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Todo espacio normado 6, de pre-Hilbert X puede ser completado, esto es, existe un
menor X espacio de Banach 6, de Hilbert, respectivamente, que extiende a X . Es decir,
para todo z,y € X se cumple que ||z||y = ||z 5 6, (z,y)x = (z,y) ¢ , respectivamente.
La formalizacion de ésto la daremos a través del siguiente teorema.

Teorema A.7 ([3]). Sea X un espacio normado con norma ||-|| . Entonces existe

un espacio de Banach ()Z, ||||)~(> y un mapeo lineal inyectivo T : X — X tal que T(X)

es denso en X y |Tz|| s = ||z||x para todo x € X, esto es, T preserva la norma. El
espacio X se llama la completacion de X.

Definicion A.8. (Espacio Separable)
Un espacio normado X se llama separable si existe un subconjunto M C X, denso
y numerable.

Definicién A.9. (Complemento Ortogonal)

Sea X un espacio de pre-Hilbert.

i) Dos elementos x,y € X se llaman ortogonales si (x,y) = 0. En simbolos
1 y.

it) Un elemento x € X se llama ortogonal al subconjunto M de X si (z,y) =0
para todo y € M. En simbolos x 1. M.

iii) Dos subconjuntos M y N de X se dicen ortogonales si (x,y) = 0 para todo
re M, ye N. En simbolos M 1. N.

iv) Sea M C X un subconjunto. El complemento ortogonal de M se define
como
M*+={zecX:(r,y)=0 Vyec M}

Proposicion A.10 ([37]). Sea X un espacio de pre-Hilbert. Entonces:
a) {0} = X y X+ = {0}, esto es, 0 es el tinico elemento ortogonal a todo elemento
del espacio X.

b) Para todo subconjunto M C X, el conjunto M=+ es un subespacio cerrado de X
y M C (MY,

¢) Si A C B, entonces B+ C A*.

Definicion A.11. Un subconjunto M de un espacio vectorial se dice convexo si
para x,y € M y 0 <a <1 setiene que ax + (1 —a)y € M.

Cualquier subespacio es obviamente convexo.
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Teorema A.12 ([37]). Sean X un espacio de Hilbert y M un subconjunto no vacio
de X cerrado y convexo. Entonces, para cada v € X existe un unico x, € M tal que

|l =z, || = inf {llz—yl}-

Si el conjunto convexo en el teorema precedente es un subespacio cerrado de X, se
puede decir mas.

Teorema A.13 ([7]). Si M es un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert X,
re Xy x, es el unico elemento de M tal que ||z — x| = 1nj\f4{Hx —y||}, entonces
ye

xr—x, € ML, Inversamente, si x, € M es tal que x — x, € M+, entonces ||x — x,|| =
inf {||z —yll}.
yeM

El siguiente teorema es un resultado fundamental en la teoria de espacios de Hilbert.

Teorema A.14 ([37]). (Teorema de Proyeccion)

Sean X un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de X. Entonces M =
(]\4L)L . Todo © € X posee una unica descomposicion de la forma x = x, + x, con
v, € M yx, € M*. El elemento z, se llama la proyeccién ortogonal de x sobre
M.

El operador P : X — M definido por Px = =z, se llama la proyeccion ortogonal
de X sobre M vy tiene las siquientes propiedades:

a) Px =z para todo x € M, esto es, P? = P;

b) ||lx — Pzx|| < ||x — z|| para todo z € M.

Dado x € X, de la condiciéon b) se desprende que Pz(€ M) es la mejor aproximacion
de z al subespacio cerrado M. Ademés, para el operador proyecciéon se cumple que,
N(P)=M*y R(P)=M.

Como consecuencia de este teorema podemos afirmar que: si X es un espacio de
Hilbert y M es un subespacio cerrado, entonces

X=MaoM"
va que M N M+ = {0}.

Teorema A.15 ([3]). Sea X un espacio de Hilbert y sean M y N subespacios
cerrados ortogonales de X. Entonces M + N es un subespacio cerrado de X.
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A.2. Sistemas ortonormales

Definicién A.16. (Sistema Ortonormal, Sistema Completo)
Sea X wun espacio de Hilbert. Un conjunto numerable de elementos de X, A =
{z,, : n € N}, se llama sistema ortonormal si para todo n,m € N se tiene que

<xn7 xm) = 6nm7

siendo Oy la delta de Kronecker.
El sistema ortonormal A se llama completo (en X ) ¢, sistema ortonormal
mazximal (en X ), si no existe B sistema ortonormal tal que A C B.

El siguiente teorema proporciona un resultado de convergencia en espacios de
Hilbert.

Teorema A.17 (|3]). (Teorema de Riesz-Fischer)
Sean X un espacio de Hilbert sobre F y A = {x, : n € N} un sistema ortonormal.
Entonces, si o, € F para todo n € N se tiene que:

a) 0% o, converge siy sdlo si {an} € ly (esto es, 00 o] < 00 );

b) si 300 anrn=t , entonces o, = (x,x,) ¥ ||z]]> = 32°°, |an|’.

Todo espacio de Hilbert separable posee un sistema ortonormal completo ([37]).

Para cualquier conjunto B C X, el subespacio de X expandido por B se define
como

spanBi{Zakmk:akEF, T € B, nGN}.

k=1

Teorema A.18 ([3]). Sea X wun espacio de Hilbert, A = {x,:n €N} C X un
sistema ortonormal. Entonces:
a) Todo subconjunto finito de A es linealmente independiente.

b) A es completo (en X ) si y solo si span A es denso en X.

c) A es completo (en X ) siy solo si para todo x € X wale la identidad de Parseval

)

2 2
> Wz’ = =)
n=1

d) A es completo (en X ) si y sdlo si todo x € X tiene una expansion de Fourier

(generalizada) de la forma

T = Z (x,Tp) Ty

n=1

donde la convergencia se entiende en la norma de X.
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A.3. Operadores lineales, acotados y compactos
En esta seccion, X e Y son al menos espacios normados (sobre el campo f). El
operador T': D(T) C X — Y es lineal, esto es,
T(oax+y)=aTx+ Ty, VYr,y € D(T),a € F.
En consecuencia N(T') y R(T) son subespacios de X e Y respectivamente ([37]).

Se dice que el operador lineal T" es densamente definido si D(T) es denso en X,
esto es, si D(T') = X.

Definicion A.19. (Acotacién, Norma de T')
El operador lineal T" se llama acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que

ITally < cllelly, Ve D(T).
La menor de estas constantes se llama la norma de T, esto es,

. Tx
IT) = sup 12l (A3.1)
xEZ(T) ||1‘HX
x#0

De la definicién de norma se deduce que, si T es un operador (lineal) acotado,
entonces
[ Txlly < T zlx, Voe D(T).

La continuidad y la acotacién son conceptos equivalentes para operadores lineales.

Teorema A.20 (|37]). Sea T' un operador lineal. Entonces T es continuo si y sélo
st T es acotado.

Teorema A.21 ([37]). (Extensién por Continuidad)
Sea T : D(T) C X — Y wun operador acotado, X espacio normado, Y espacio

de Banach. Entonces, existe una tnica T extension acotada de T a D(T) tal que

i <1

Podemos afirmar entonces que: todo operador acotado densamente definido puede
ser extendido, en forma tnica, a todo el espacio sin perder acotacion.

Definicion A.22. La funcion k se dice debilmente singular en [a,b] X [a,b] si
estd definida y es continua para todo (t,s) € [a,b] x [a,b], t # s, y existen constantes
c>0y ael0,1) tales que

Ik(t, s)| < ﬁ Vt,s € [a,b],t # 5.
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Teorema A.23 ([37]).
a) Si k € Ly ((c,d) x (a,b)), entonces el operador integral T de Ls(a,b) en La(c,d)
definido por

b
(T2) (t) = / k(t, )2 (s)ds, ¢ € (¢,d), = € La(a,b), (A.3.2)
esta bien definido, es lineal y acotado.
b) Si k es continua en [c,d] X [a,b], entonces el operador integral T de C'[a,b] en
C'[e,d] definido por

b
(Tz) () = / k(t,s)x(s)ds, t € [¢,d], z € Ca,b],

estd bien definido, es lineal y acotado.

c) Si k es débilmente singular en [a,b] X [a,b], entonces el operador integral T
definido por (A.3.2) para [c,d] = [a,b] estd bien definido, es lineal y acotado como
operador en Ls(a,b) 6, en C|a,b].

El espacio que consiste de todos los operadores lineales acotados entre los espacios
normados X e Y, definidos sobre todo X que denotamos por L(X,Y), esto es,

L(X,)Y)={T:D(T)C X — Y : T es lineal y acotado, D(T) = X'}

es un espacio normado con la norma dada por (A.3.1) (|37]). Cuando X =Y se nota
simplemente L(X).

SiTy € LIX,Y)y Ty € L(Y, Z), entonces TyTy € L(X,Z) y ademas || TxT1] <
T2 ([ T3]) ([37]).

Teorema A.24 ([37]). Si T' € L(X,Y) , entonces N(T') es un subespacio cerrado
de X.

Para el caso especial en que Y = F, denotaremos por X' = L(X, F) al espacio dual
de X. A sus elementos los notaremos por £. Analogamente, el espacio (X’) se llama el
bidual de X. El encajamiento natural J : X — (X')’, definido por

(Jx)(l) =L(z), r€ X, L € X',
es lineal, acotado, uno a uno, y satisface ||(Jz)[ yy = [|z] x, V2 € X.

Definicion A.25. (Espacio Reflexivo)
Si el mapeo J es sobre (X’)/, entonces X se llama reflexivo.

La introduccion del espacio X’ conduce a un nuevo concepto de convergencia de
una sucesion.



A.3. Operadores lineales, acotados y compactos 160

Definicion A.26. (Convergencia Débil)
i) Una sucesion {x,} en el espacio normado X converge debilmente a x € X si
U(x,) == {(z) para todo £ € X'. Lo denotamos x, — .

it) Una sucesion {x,} en el espacio normado X se dice sucesion de Cauchy
débil si {{(x,)} es una sucesion de Cauchy para todo ¢ € X'.

Se puede probar que, si existe el limite débil, es tnico ([3]). Ademas, la convergencia
débil no implica la convergencia fuerte; el reciproco es valido ([3]). En espacios de
dimension finita convergencia fuerte es equivalente a convergencia débil ( [3]).

El siguiente resultado da una caracterizacion para el espacio dual de un espacios de
Hilbert.

Teorema A.27 ([37] y [7]). (Teorema de Representacion de Riesz)

Sea X un espacio de Hilbert. Todo x € X induce un funcional lineal continuo sobre
X, que denotaremos £, definido por £,(y) = (y, )y para todo y € X (esto es, {, €
X"). Ademds, para todo ¢ € X' existe un unico x; € X tal que l(x) = (x,x0)y para
todo € X, 3 |l = el

Como consecuencia de este teorema podemos afirmar que si X es un espacio de
Hilbert y {z,,} C X, entonces

w . , . n— 00
x, — x siysolosi (z,—xz,z2) — 0,Vz € X,

y que {z,} es una sucesion de Cauchy débil si y solo si {(x,,2)} es una sucesion de

Cauchy en F para todo z € X. Toda sucesion que converge débilmente es una sucesion
de Cauchy débil (|37] ).
Del Teorema A.27 también se deduce que todo espacio de Hilbert es reflexivo ([3]).

Teorema A.28 ([37]). Sea X un espacio de Hilbert
a) Si {x,} C X es tal que x, — x, entonces ||z| < liminf ||z,||.

b) Toda sucesion de Cauchy débil en X es acotada.

c) Si {x,} es una sucesion de Cauchy débil en X, entonces existe x € X tal que
w

z, — T.

Teorema A.29 ([37]). Sea X un espacio de Hilbert. Entonces toda sucesion aco-
tada en X contiene una subsucesion que converge débilmente.

Teorema A.30 ([37]). Sean X e Y espacios de Hilbert y T : X — Y un operador
lineal tal que D(T) = X. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) T es acotado (esto es, x,, — x implica Tx,, — Tx),

b) x, — x implica Tx, — Tx.
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El Teorema A.27 también asegura la existencia de un tnico operador adjunto para
operadores lineales acotados entre espacios de Hilbert.

Definicién A.31. (Operador Adjunto de un Operador Acotado)
Sea T € L(X,Y), donde X e Y son espacios de Hilbert. Entonces existe un inico
operador T* € L(Y, X) que satisface

<T{E,y>y = <x7T*y>X7 \VII € X7y € Y

El operador T se llama el operador adjunto de T. Si X =Y, el operador T se
llama autoadjunto si T =T.

Un operador T € L(X) autoadjunto se dice no negativo si (T'x,z) > 0, Vo € X.

Lema A.32 ([7]). Sean T1,T; € L(X,Y), S € L(Y, Z), donde X, Y y Z son espa-
cios de Hilbert (sobre el campo F ). El operador adjunto tiene las siguientes propiedades:

a) I* =1, siendo I el operador identidad;

b) (1)) =a Ty, Va€F;

¢) Tyl = IT1l;

d) (i+ 1) =T + T3 ;

e) (STy)" =1TyS*;

« 2
) AT = (T

Teorema A.33 ([7]). Si T € L(X,Y) , donde X e Y son espacios de Hilbert,
entonces valen las siguientes igualdades:

o) R(T)* = N(T");

b) R(T)=N(T*)*;

¢) R(T")* = N(T);

d) R(T*)= N(T)*.

Teorema A.34 ([37]) Sean X espacio de Hilbert y P € L(X). Entonces las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

a) P es una proyeccion ortogonal,

b) I — P es una proyeccion ortogonal,

c¢) P esidempotente y R(P) = N(P)*,

d) P es idempotente y autoadjunto.

Ademds, R(P) = N(I — P) y N(P)=R(I — P).

Observar que si P es proyeccion ortogonal entonces ||P|| = 1.
Generalicemos la Definicion A.31 al caso de operadores no acotados.

Definicién A.35. (Operador Adjunto de un Operador no Acotado)
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Sean X e Y espacios de Hilbert, T : D(T) C X — Y un operador lineal densamente

definido. Entonces, el operador adjunto de T que notaremos T* : D(T*) CY — X
se define como

D(T*) = {y €Y :el funcional z — (y,Tx) es continuo en D(T)}
= {yeY 3y € X tal que (Tz,y)y = (z,y")x Yz € D(T)}

Ty =y~
T™ asi definido es lineal. Diremos que T es autoadjunto si T = T™.

En los siguientes resultados sobre las propiedades de los operadores adjuntos que
acabamos de definir, usaremos el siguiente concepto: diremos que Ty extiende a T
(0, que T, es una extension de Ty) si D(T1) C D(T3) y Ts |pery)= Th.

Teorema A.36 ([37]). Sea T un operador lineal densamente definido de X en Y.
a) Si T* también es densamente definido, entonces (T*)" es una extension de T.

b) R(T)* = N(T*).
c) T es acotado si y sdlo si T* € L(Y, X).
d) Si T es acotado, entonces | T*|| = ||T||.

e) Si T es acotado, entonces (T*)* es una extension continua de T a todo el espacio
X . En particular, si T € L(X,Y) se tiene que (T*)" =T.

f) Si T es inyectivo y R(T) es denso, entonces T* también es inyectivo y (T*) " =
(T—4H".

Teorema A.37 ([3]). Sean Ty y Ty operadores lineales densamente definidos. En-
tonces:

a) (Ole)*:oQTl*, VaeF;D((aTl>*):{ D(Ty) sia#0

X  sia=0
b) Si Ty extiende a T, entonces Ty extiende a Ty.
c) (Ty +Ty)" extiende a T} + Ty, esto es,
(Mi+T) =T +Ty en D(Ty +T5) C D(Th + Ty)") .
(Observar que D(Ty 4+ T5) = D(T1) N D(13)).
d) (ThTz)" extiende a TyTy, esto es,
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Definicion A.38. (Operador Cerrado)
Sea T : D(T) C X — Y wun operador lineal, X e Y espacios normados. Diremos

que T es cerrado si su grafo, G(T) = {(z,Tx) : x € D(T)}, es un subespacio cerrado
de X xY.

Todo operador acotado es cerrado. Lo reciproco no necesariamente vale. Todo op-
erador autoadjunto es cerrado ([3]).

Los siguientes dos teoremas sobre operadores lineales son muy importantes y se
usan frecuentemente en las aplicaciones.

Teorema A.39 ([3]). (Principio de la Acotaciéon Uniforme 6, Teorema de
Banach-Steinhaus)

Sea la familia {T,},c; C L(X,Y), donde X es un espacio de Banach, Y un espacio
normado y I es un conjunto de indices. Si la familia {T,x} ., es acotada para cada
x (esto es, para cada v € X existe una constante M,, independiente de «, tal que
|Tox|| < M, para todo o € I), entonces la familia {||T,|},c; estd uniformemente
acotada, esto es, existe una constante M, independiente de «, tal que ||T,|| < M para
todo o € 1.

Teorema A.40 ([7]). (Teorema de la Aplicacion Abierta)

Sean X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y) un operador sobre Y. Entonces T
es abierto, esto es, T(U) C Y es un conjunto abierto en Y, para todos los conjuntos
abiertos U C X.

El Teorema de la Aplicacion Abierta tiene distintas aplicaciones. Presentamos a
continuacion dos de las mas importantes.

Teorema A.41 ([7]). (Teorema de la Aplicaciéon Inversa)
Sean X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y) un operador biyectivo. Entonces
T~ es acotado (o equivalentemente, continuo), esto es, T~ € L(Y, X).

Teorema A.42 ([7]). (Teorema del Grafo Cerrado)
Sean X eY espacios de Banach, T : X — Y un operador lineal cerrado, D(T) = X.
Entonces T es acotado (o equivalentemente, continuo).

Esto es, un operador cerrado entre espacios de Banach definido sobre todo el espacio
de salida es acotado.

Definicién A.43. (Operador Compacto)
Sean X e Y espacios normados. El operador K € L(X,Y) es compacto si K(S) C
Y es un conjunto relativamente compacto, para todos los conjuntos acotados S C X.

Un conjunto M C Y se dice relativamente compacto si toda sucesion acotada
{y,} C M tiene un punto de acumulaciéon en M, esto es, si la clausura M es compacta.
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El conjunto de todos los operadores compactos de X en Y es un subespacio cerrado
de L(X,Y) tal como se deduce del siguiente teorema.

Teorema A.44 ([3] y [37]).
a) Si K € L(X,Y) y dim R(K) < oo, entonces K es compacto.

b) Si Ky y Ky son operadores compactos de X en Y, entonces también lo son
K+ Ky y aKy, para todo o € F .

c) Sea {K,} C L(X,Y) una sucesion de operadores compactos entre los espacios
de Banach X e¢Y . Sea K : X — Y un operador acotado tal que K, converge a K
en la norma del operador, esto es

[ K = Kzl nog

|, — K| = sup =,

w20 ]

Entonces K es compacto.

d)SiTe LX,)Y),Se LY, Z),yT ¢S es compacto, entonces ST también es
compacto.

e) Sea {T,,} C L(X,Y) wuna sucesion que converge puntualmente a algin T €
L(X,Y) , esto es, Tpx == Tx , para todo v € X. Si K : Z — X es compacto,
entonces

T, K — TK| "= 0,

esto es, el operador T, K converge a TK en la norma del operador.

f) Si X es un espacio de Banach, entonces el operador identidad es compacto si y
sélo si dim(X) < oo.

g) Sean X e 'Y espacios de Hilbert y T € L(X,Y). Entonces T es compacto si y
solo si T es compacto.

Teorema A.45 ([37]).
a) Si k € Ly ((e,d) x (a,b)), entonces el operador K de Ly(a,b) en Ly(c,d) definido
por

b
(Kz) (t) = / k(t,s)x(s)ds, t € (¢,d), x € Ly(a,b), (A.3.3)

es compacto.

b) Si k es continua en [c,d] X [a,b] d, debilmente singular en [a,b] X |a,b] (en este
caso [c,d] = [a,b]), entonces el operador K definido por (A.3.3) es compacto como un
operador de C'la,b] en C'|c,d]
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A.4. Teoria espectral para operadores compactos en

espacios de Hilbert

Definicion A.46. (Espectro y Conjunto Resolvente)

Sean X un espacio normado sobre f = C y T : D(T) C X — X un operador
lineal. El espectro o(T) se define como el conjunto de los nimeros complejos \ tales
que el operador T — A no tiene inverso acotado sobre X. Esto es, A € o(T) si
no existe (T —XI)™" ¢, existe (T —X)™" y no es acotado 6 , existe (T —X)~" y
D ((T - )\I)_l) =R (T — \) # X. Aqui, I denota la identidad sobre X.

X € o(T) se llama un autovalor de T si no existe (T — \)~'. En este caso, los
elementos no triviales v € N(T — M) se llaman los autovectores de T correspon-
dientes a A\, y el subespacio N(T — \I) se denomina autoespacio (correspondientes
a ).

El conjunto resolvente p(T) se define como p(T) = C\ o(T), esto es, A € p(T') si
T — M tiene un tnverso densamente definido y acotado.

Si {vn,,n=1,...,7} C X es un conjunto de autovectores correspodientes a diferen-
tes autovalores A, € C, entonces {vy,...,v;} es linealmente independientes en X.

Teorema A.47 ([3]). Sea X un espacio de Hilbert. St T es autoadjunto, entonces
o(T) C R. Los autovectores correspondientes a diferentes autovalores son ortogonales.
Ademdas, si T € L(X) se cumple que:

a) |T|| = méx {|m|,|M|} donde m = inf (Tz,z) y M = sup (Tx,z);

ll==1 [|=]|=1
b) o(T) C [m, M];
c) m,M € o(T);

d) |T|| = r(T) donde r(T) = sup |A| se llama el radio espectral de T.
Xeo(T)

Los operadores compactos tiene un espectro simple. En los dos teoremas que siguen
presentamos los resultados mas importantes.

Teorema A.48 ([37]). Sean X wun espacio de Hilbert y K € L(X) un operador
compacto y autoadjunto (K # 0). Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

a) El espectro de K consiste sdlo de autovalores y posiblemente el 0. Todo autovalor
de K es real. K tiene (a lo mds) un nimero infinito numerable de autovalores y 0 es
el inico posible punto de acumulacion.
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b) Para todo autovalor \ # 0 existe sélo un nimero finito de autovectores lineal-
mente independientes, esto es, los autoespacios son de dimension finita. Los autovec-
tores que corresponden a autovalores distintos son ortogonales.

Teorema A.49 ([37], [3] y [7]). (Teorema Espectral para Operadores Com-
pactos y Autoadjuntos)

Sean X un espacio de Hilbert y K € L(X) compacto y autoadjunto (K # 0).
Entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

a) A los autovalores de K los ordenamos en forma decreciente en valor absoluto,
esto es,
(Al = [Ae] =2 |Ag| = - 20,

y denotamos por P, : X — N(K—M\,I) a la proyeccion ortogonal de X sobre el autoes-

pacio correspondiente a \,. Si solo existe un numero finito de autovalores Ay, ..., Ay,
entonces
m
K = 5 AP
n=1
St existe un nimero infinito numerable de autovalores, {\,},,cn (nh’rilo/\n = 0), entonces
oo
K = E AnFn,
n=1
donde la serie converge en la norma del operador. Ademds
m
K - E )\nPn - |>\m+1| .
n=1

b) Sea H el subespacio de X expandido por el conjunto de los autovectores que
corresponden a los autovalores, \, # 0, de K. Entonces

X =H®& N(K).

El apartado b) del teorema anterior puede formularse de un modo distinto. Para
tratar los casos de un ntimero finito ¢ infinito de autovalores, introducimos el conjunto
de indices J C N, donde J es finito en el primer caso y J = N en el segundo caso.
Para todo autovalor A\, # 0, n € J, elegimos una base ortonormal del correspondiente
autoespacio N(K — \,I). Nuevamente los autovalores se ordenan en la forma

M| = Ao = [Ag] = --- > 0.

A todo autovalor A, le podemos asignar un autovector v,. Entonces, todo x € X posee
una expansion de Fourier generalizada de la forma

r=ux, —i—Z(az,vn) Un,

neJ
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para algin z, € N(K) y

Kz = Z)\n (T, vp) Uy

neJ

Observar que el conjunto de todos los autovectores {vy},., forman un sistema

completo en X si el operador K es uno a uno ({vy}, ., siempre es completo en R(K)).

Ahora daremos una caracterizacion para los autovalores de un operador compacto
y normal. El operador T' € L(X), X espacio de Hilbert, se dice normal si TT* = T*T.
En particular, todo operador autoadjunto es normal.

Teorema A.50 ([37]). (Féormula de Courant-Fischer)

Sean T wun operador compacto y normal sobre el espacio de Hilbert X y {\,} la
sucesion de autovalores no nulos de T'. Todo autovalor estd contado con su multiplicidad
Y |An] = |Ans1| para todo n. Entonces

Al = (7]
y para todo n € N

Nl = infsup {7 0 € M, 2] = 1} (A4.1)

donde el infimo se toma sobre los subespacios M, de X de dimension n.

Observacion A.51. En el teorema anterior el infimo se alcanza cuando M,, es el
subespacio generado por los n primeros autovectores del operador T*T. Ademas, de
(A.4.1) tenemos que:

Aal” = infsup {72 x € ME o] = 1}
— . 1 _
= g\l}fsup {{Tz,Tx):x € M, |z|| =1}
— * . 1 —
= 1]\% sup {(T*Tz,x) : v € M, ,||z|| =1}. (A.4.2)

El Teorema Espectral para operadores compactos y autoadjuntos tiene una exten-
sibn para operadores compactos K : X — Y, no autoadjuntos. Primero demos la
siguiente definicion.

Definicion A.52. (Valores Singulares)

Sean X e 'Y espacios de Hilbert y K : X — Y un operador compacto con operador
adjunto K* 1Y — X. Las raices cuadradas positivas o, = /A, n € J, de los
autovalores no nulos A, del operador compacto y autoadjunto K*K : X — X (también
de KK*), se llaman valores singulares de K. El conjunto de indices J puede ser
finito ¢ infinito.
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Notar que los o, estan bien definidos pues todo autovalor A de K*K es no negativo
ya que si K*Kv = \v, entonces A ||v]|* = A (v,v) = (K*Kv,v) = (Kv, Kv) = | Kv|* >
0 y en consecuencia A > 0 (més precisamente, el operador K*K es no negativo).
Ademas, en el caso J = N se cumple que nhngo o, = 0 pues nhrglo An = 0.

Teorema A.53 ([37]). (Descomposicién en Valores Singulares)

Sean K : X — Y un operador compacto, K* : Y — X su operador adjunto y
oy > 09 > 03 > --- > 0 la sucesion de wvalores singulares positivos de K conta-
dos con su multiplicidad. Entonces existen dos sistemas ortonormales completos (en
R(K*K) y R(KK*), respectivamente), {vp},c; C X y {un},c; CY, con las siguien-
tes propiedades:

Kv, =o,u, vy K*u,=o0,v,, Yne€.J

El sistema (0,,; v, uy,) se llama sistema singular asociado a K y valen las siguientes
1qualdades:

Kz = Zan (x,vp) Uy, Vre X, (A.4.3)

neJ

esto es, {u,} expande a R(K) = R(KK*)= N(K*)*,

K*y = Zan (Y, un) vy, Yy €Y,

neJ

esto es, {v,} expande a R(K*) = R(K*K) = N(K)*. Ademds

KKz = Zai (x,vn) v, Yz € X,

neJ

KK*y = Zai (Y, Un) up, Yy evy.

neJ

Observacion A.54. 1) Si K € L(X,Y) es compacto, entonces K* € L(Y, X) es
compacto. En este caso, si (0,;v,,u,) es un sistema singular asociado a K, entonces
(On; Un, vy) es un sistema singular asociado a K*.

2) Si K € L(X, X) es compacto y autoadjunto y (\,;v,) es el autosistema asociado
a K, entonces (A\2;v,,v,) es un sistema singular asociado tanto a K*K como a KK*.
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