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Resumen

Un quiver es un grafo orientado en el que se permiten multiples flechas y caminos. Dado
un quiver Q con vértices Qq y flechas Q1 se define el dlgebra de caminos asociada a Q como

CQ=CQ&CQ adCQo...

donde Q; es el conjunto de caminos de longitud j y CQj; es el espacio vectorial generado por
Qj. En CQ el producto de dos caminos a y 3 es la yuxtaposicién de ellos, si el final de o es el
comienzo de (3; cero en caso contrario. El dlgebra CQ resulta un dlgebra asociativa graduada
con unidad.

Sea (Q;) el ideal bildtero generado por Q;. Un algebra A se dice dlgebra de caminos
truncada si existe un quiver QQ y un natural N tal que A es isomorfa al cociente A = CQ/(Qn).
Dada un algebra asociativa A, sea gl(n, A) el dlgebra de Lie de matrices n X n con coeficientes
en A.

Sea Q(n) el quiver ciclico de n vértices, y sea Ay(n) = CQ(n)/(Q(n)n) €l algebra de
caminos truncada que resulta de dividir por el ideal de caminos de longitud mayor o igual a
N. Sean

g=gl2,An(n)) v n=gl(2,A5(n))

donde A% (n) es el ideal de Ay(n) generado por las flechas. Se tiene que n es el radical
nilpotente de g y que g = gl(2,C)™ x n. En particular gl(2,C)" actia en n y por lo tanto lo
hace en la homologia H,(n).

Dados n = 3 y N = 3, en este trabajo se describira la estructura de gl(2, C)3-médulo de
los primeros grupos de homologia Hy(n), Hi(n) y Ha(n).
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Introduccion

Breve resena histdrica

Las algebras de Lie constituyen la base de la teoria de Lie. Esta teoria tiene sus origenes
en la década de 1870 a partir de la idea de abordar las ecuaciones diferenciales bajo el mismo
punto de vista que aplicé Galois para ecuaciones algebraicas. El programa propuesto por So-
phus Lie y Felix Klein, consistia en estudiar las ecuaciones diferenciales a través de sus grupos
de simetrias. Este problema puso en evidencia a los grupos continuos de transformaciones
para los cuales fue creada, a lo largo de los anos, una extensa teoria con ramificaciones en
las mas diversas areas de la matematica y sus aplicaciones. Ver mas detalles en notas del
capitulo 1 del libro Algebras de Lie de [Sa).

El punto de partida en la creacién de este vasto campo del conocimiento matematico fue
el descubrimiento, realizado por S. Lie, de los grupos infinitesimales o, como decimos en la
actualidad, de las algebras de Lie. El término “algebra de Lie”se fue popularizando a partir
de la década de 1920 como se pueden ver en los trabajos de Hermann Weyl.

Los “grupos infinitesimales” fueron considerados, al principio, como objetos concretos aso-
ciados a grupos de transformaciones. Uno de los programas de S. Lie era el de clasificar a
los grupos de transformaciones actuando en un determinado espacio. A fines del siglo XIX el
problema habfa sido dividido en dos: el de clasificar el objeto abstracto que corresponde al
algebra de Lie y posteriormente analizar las acciones de los grupos correspondientes.

Los primeros resultados de la teoria, que fueron posteriormente denominados teoremas
de Lie, establecen una relacién entre los grupos de las transformaciones, denominados ac-
tualmente grupos de Lie, y las algebras de Lie, a través de la aplicacién exponencial. Esos
teoremas mostraron desde el comienzo una de las caracteristicas de la teoria de Lie, que es
la de comparar los conceptos complementarios de los grupos y de las algebras de Lie. Pues
los grupos de Lie son de naturaleza geométrica mientras que las algebras de Lie son objetos
algebraicos por excelencia.

Principales resultados de la tesis

Este trabajo se ha estructurado en tres capitulos. En el capitulo uno se definen los concep-
tos basicos: algebra, dlgebra de Lie, ideales, dlgebra de Lie soluble, dlgebra de Lie semisimple,
homomorfismo, representaciones y descomposicién de representaciones. Ademds se enuncian
resultados, entre ellos el criterio para semisimplicidad y el teorema de Weyl. Termina con
la definicién de homologia trivial y se demuestra una propiedad entre las derivaciones y el
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VI Introduccion

operador de borde.

En el capitulo dos, comenzamos definiendo vector de peso mdzrimo, concepto importante
en la clasificacién de representaciones irreducibles de s[(2) de dimensién finita, Teorema 2.1.3;
luego se generaliza para las representaciones irreducibles de s[(2) @ - - - @ 5((2), Teorema 2.2.2.
Para ello se introduce notaciéon: X;, Y;, H;, I;, que denota a las n-uplas con i-ésima componente
igual a la matrices X, Y, H, I respectivamente y cero en las restantes. Finalmente se enuncia
el Teorema 2.3.2 referido a las representaciones irreducibles de gl(2) & - -- & gl(2):

Sea (m, V') una representacion de gl(2,k) & --- @ gl(2,k), tal que los endomorfismos w(1;)
diagonalizan. Entonces (m,V') es completamente reducible.

Este teorema nos afirma lo siguiente:
1. V es suma directa de subespacios invariantes e irreducibles, es decir, V = @V;.
i

2. Para cada irreducible V;, existe un tunico, salvo multiplo escalar, vector v; llamado
vector de peso maximo, y existen n-uplas A; = (A1, Ni2, ..., \in) € N§ y pi =
(1i1, f1i2y - - - tin) € C™, llamadas pesos del vector de peso méximo, tales que

7(X;)(v;) = 0, para todo i, j,
m(Hj)(vi) = Aijvi,
(1) (vi) = pajvi-
3. La componente irreducible V; se denotara

Vi — Hil€1+ -+ [inEn
i Aite1++Ainen

donde {g; : j =1,...,n} es la base canénica de C".
A lo largo de este capitulo se presentan ejemplos de descomposicién de representaciones,
los cuales nos seran de utilidad en el analisis que se realizara en el capitulo tres.

En el capitulo tres, se desarrolla el trabajo en si, el cual consiste en describir la estructura
de gl(2,C)3-médulo de los grupos de homologia trivial H,(n), Hi(n) y Ha(n), donde n =
gl(2, 45 (3)), y [ = gl(2, Cvy) @ gl(2, Cv2) ®gl(2, Cvs). A continuacién resumimos los principles
resultados.

La estructura del dlgebra de Lie n por la accién de [ es n & ? V;ﬁ:j :
1<i#j<3

2 s . . . : .
La estructura de A“n por la accién de [ tiene las siguientes componentes irreducibles:
en todos los casos 4,5,k =1,2,3
28i—2€j 26i—28j €;—Ej . .
V2EZ' ’ 2€j ’ ‘/Ei'I'Ej Y ? # -]7

V?ai—aj—ak VQai—aj—ak’ Z ;é] ;é k, ] < ]C

2eitejter 0 Vejtek
VoS VST it Ak i<k
V205i+2€j7 1 < ]
2 x V20ei7 para todo ¢

3x VP,



VII

‘/vei:;aé—i-ak’ i 7&] 7& k

La estructura de /\311 por la accion de [ tiene las siguientes componentes irreducibles:
en todos los casos 4,5,k =1,2,3

/\3< ei::j)a i F ]

Vzosi+2<-:j+2ek’ 1<j<k

V293¢+25j’ i < ]

V2?_:i, para todo i

vy,

para las siguientes componentes la variacion de los indices es i # j # k, donde

sii:1,3j<k:;sii:2j>k

V. 2e;—€;—¢€k 2e;—€j—¢€y
Saj-i—ak 2a,+a]+ak ' Vejteg ’
vgalé?“’“, Viie T Vi
‘/;-:iiJr_?;ssj]‘JrZsk’ VsilJr_Bi:]J’2 X V6l+€ i+2ep? 2 x V
Vziiizii’;%k, Vo vaets Vacliame Viiizii’%
VQEZ V251—25k Vv2256;—25k V02si—2sk7

V261+3€J+€k7 V3€ +sk7 2x V2€ —l—s +ep? 2% V +€k .

El principal resultado de esta tesis es el siguiente teorema:
Teorema 3.4.2

Sea n = gl(2, A3 (3)). Entonces la estructura de gl(2,C)3-mddulo de los primeros grupos
de homologia de n es:

H,(n) =C,
€1—€2 £9—E€3 —€1te€3
H,y (n) ‘/€1+€2 ©® V2+€3 ® V1+€3 ’
_ 0 281—282 2e1—2¢e2 2e9—2e3 2e9—2e3 2e3—2¢q 2e3—2¢1
HQ( ) QX% D @‘/25 eV, 2e1 @‘/'252 GBVQ EB‘/'253 G5Vr253 @‘651 ©®
£1—E3 E2—E€1 €3—E€2
D V51+262+63 Va1+62+263 V261+62+63

Para probar este teorema realizamos los siguientes pasos. Calculamos la descomposicién de
n por la acciéon de [ con n y N arbitrarios. A continuacién particularizamos para el cason = 3y
N = 3y desarrollamos un anélisis detallado de cémo obtener la estructura de gl(2, C)3-médulo
de /\2 n, /\3 n, usando resultados obtenidos en el capitulo dos. Se calcul6 explicitamente los
vectores de peso maximo y se evalud la diferencial en cada vector maximal. Conseguimos
asi una base de vectores maximales de la imagen de d;;; y del nicleo de d;. Finalmente
comparamos dichas bases y obtuvimos la estructura de gl(2, C)3-mdédulo de Hy(n) y Ha(n).



VIIT Introduccion
Importancia del problema

Existen numerosos problemas de matematica que se reducen al cédlculo de los grupos
de (co)homologia de ciertos objetos relacionados con el problema original. En particular, la
comprension en detalle de la cohomologia de las dlgebras de Lie nilpotentes contribuye a la
resolucion de dificiles problemas de geometria. Dos trabajos fundamentales en el drea son
[Bo] y [No]. Una herramienta importante para calcular los grupos de homologia H,(n) de un
algebra de Lie nilpotente n es estudiar la accién del grupo de automorfismos Aut(n) en H,(n).
El problema de esta tesis encuadra en tal situacién pues gl(2,C)"™ es la parte reductiva de
Aut(n), con n = gl(2, A}, (n)).

El problema de calcular la (co)homologia del dlgebra de Lie gl(n, A) ha sido muy estu-
diado. Originalmente Loday, Quillen y Tsygan consideran el caso en que A tiene unidad y
n = oo. Ellos descubren la relaciéon que tiene H,(gl(co, A)) con la homologia ciclica de A y
encuentran las primeras obstrucciones para la estabilizacién. Mas tarde Hanlon considera la
estabilizacién de las componentes irreducibles de la accién de gl(n, C) y recientemente Cor-
tinas demuestra las extensiones de estos resultados para algebras unitales. Un andlisis de este
problema se puede encontrar en el libro [Lo].

Nuestro interés fue estudiar para el caso en que n = 2, que por un lado es el méas basico,
pero por otro es el que contiene todas las obstrucciones que desaparecen cuando n = oc.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo k denota un cuerpo arbitrario.

1.1. Algebras

Definicion 1.1.1. Un dlgebra sobre un cuerpo k o una k-algebra, es un espacio vectorial
A sobre k con otra operacion, llamada multiplicacion de vectores, que asocia a cada par de
vectores a,b de A un vector ab en A llamado el producto de a y b tal que:

1. es distributivo con respecto a la adicién,
a(b+c) =ab+ac
(b+ c)a = ba + ca

2. para todo escalar k en k,
k(ab) = (ka)b = a(kb).

Si ademds el producto es asociativo, a(bc) = (ab)c, decimos que A es una k-algebra
asociativa. Si existe un elemento 1 en A tal que la = al = a para todo a € A, entonces A se
dice k-algebra con unidad y al elemento 1 se le llama la unidad de A. El &lgebra A se dice
conmutativa si ab = ba, para todo a y b de A.

Ejemplos 1.1.2.
1. k es una k-4lgebra asociativa, conmutativa y con unidad.

2. Sea V un espacio vectorial sobre k. Entonces End(V'), el conjunto de transformaciones
lineales de V en V donde el producto es la composicion de funciones, es un algebra
sobre k asociativa y con unidad.

3. M, (k) el espacio vectorial de matrices de tamano n X n con entradas en k es un élgebra
asociativa y con unidad con el producto usual de matrices.



2 Conceptos basicos

4. Sea A un élgebra asociativa sobre k y M,, (k) el dlgebra asociativa de matrices. Se define
una nueva algebra asociativa M, (A) la cual consiste de todas las matrices n X n con
entradas en A, donde el producto es el producto usual de matrices. La base candnica
de M, (k) son las matrices elementales E;; con un 1 en el lugar (7, j) y cero en cualquier
otro. Una base para M, (A) son las matrices elementales F;; con entradas en la base
del dlgebra asociativa A, las cuales denotaremos como Ef; con a perteneciente a la base
de A.

1.2. Algebras de Lie

Las algebras de Lie surgen como espacios vectoriales de transformaciones lineales dotadas
con una nueva operacién la cual en general no es ni conmutativa ni asociativa. Es posible
describir este tipo de sistema abstractamente en pocos axiomas.

Definicion 1.2.1. Un dlgebra de Lie g es un espacio vectorial sobre k, con una operacién
[,]: g x g — g llamada corchete, que satisface las siguientes propiedades:
1. La operacién corchete es bilineal.
2. [X, X] =0 para todo X € g.
3. Identidad de Jacobi
[X,Y],Z] +[[Z,X], Y]+ [[Y, Z], X] = 0 para todo X,Y, Z € g.

Si aplicamos las propiedades 1 y 2 al siguiente corchete [X + Y, X + Y], obtenemos:
0=[X+Y,X+Y]=[X,X]+[X, Y]+ [\, X]|+[V,Y].

Por lo tanto
es decir, el corchete es antisimétrico.

Reciprocamente, esta ultima condicién implicard 2[X, X| = 0 de manera que si el cuerpo
es de caracteristica distinta de 2, [X, X] = 0.

La dimension de un algebra de Lie es la dimensién como espacio vectorial sobre k. En esta
tesis se supondra siempre que estamos trabajando con algebras de Lie cuyo espacio vectorial
sobre k, es de dimension finita, a menos que se establezca otra cosa.

Definicion 1.2.2. Sean g1, go algebras de Lie. Un homomorfismo entre g1, go es una trans-
formacion lineal F' : gy — go tal que F([X,Y]) = [F(X), F(Y)] para todo X,Y € g;. Si F
es una biyeccién diremos que F' es un isomorfismo de algebras de Lie, en este caso g1 y go se
dicen algebras de Lie isomorfas.

Definicion 1.2.3. Un subespacio ) de g es una subdlgebra de Lie de g si
[X,Y] € b, para todo X,Y € bh.
Definicion 1.2.4. Un subespacio h de g es un ideal si

[X,Y] € b, paratodo X € g, Y € b.
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Ejemplos 1.2.5. A continuacién algunos ejemplos de dlgebras de Lie, subdlgebras e ideales.

1. A toda &lgebra asociativa A se le puede dar una estructura de algebra de Lie definiendo
el corchete de la siguiente manera:

[a,b] = ab —ba

para todo a,b € A. Es ficil verificar que A, con esta operacién, es un algebra de Lie. |, ]
es bilineal porque lo es el producto definido en A. [a,a] = a.a — a.a = 0.

[[a,b], c] + [[c,al,b] + [[b, c], a] =(ab — ba)c — c(ab — ba)+
(ca — ac)b — b(ca — ac)+
(be — ¢b)a — a(be — cb)
=0.

2. Sea M, (k) el espacio vectorial de las matrices de tamano n x n sobre k. En la seccién
anterior vimos que es un &algebra asociativa, por lo tanto es un algebra de Lie con el
corchete asi definido:

[X,)Y]=XY -YX.

Denotamos a M, (k) con este nuevo producto como gl(n, k). La dimension de esta alge-
2

bra es n°.
3. Sea V un espacio vectorial sobre k. Como ya mencionamos, End(V) es un dlgebra
asociativa, siendo el producto la composicién de funciones. Entonces End(V) es un
algebra de Lie con corchete
[X,)Y]=XY -YX.

A esta algebra de Lie la denotamos con gl(V') para distinguirla de su estructura de
algebra asociativa, y la llamamos dlgebra lineal general porque esta asociada al grupo
lineal general GL(V') que consiste de todos los endomorfismos inversibles de V. Si V' es
de dimensién finita, digamos n, y fijamos una base para él, gl(V') es isomorfa al dlgebra
de Lie de las matrices cuadradas de tamano dim V' x dim V', es decir, a gl(n, k).

Toda subdlgebra de Lie de gl(V') es llamada dlgebra de Lie lineal.

4. Otra aplicacién inmediata del ejemplo 1 serfa para el dlgebra asociativa M, (A), la
serd denotada como gl(n, A) para identificarla con su estructura de algebra de Lie.

5. Sea V' un espacio vectorial de dimensién n sobre k. Denotamos con sl(V') o sl(n, k), al
conjunto de endomorfismos de V' que tienen traza cero. Recordemos que la traza de una
matriz, denotada como T'r, es la suma de los elementos de su diagonal principal. Ademas
todas las matrices semejantes tienen la misma traza y todas las matrices que representan
al mismo endomorfismo son semejantes por lo tanto tiene sentido hablar de traza de
un endomorfismo. Puesto que Tr(XY) =Tr(Y X))y Tr(X+Y)=T(X)+T(Y), sli(V)
es una subdlgebra de gl(V'), llamada dlgebra lineal especial. Su base estdndar son todas
las matrices E;; con i # j junto con las matrices H; = Ej; — E;yq1 ;41 con1 <i<n-—1.

6. Sean g; y g2 algebras de Lie y sea g = g1 & g2 la suma directa externa. Definimos en g
el siguiente corchete:

(X1, Y1), (X2, Yo)] = ([X1, X2], [Y1, Y2])



4 Conceptos basicos
donde X1, X2 € g1 v Y1, Y2 € g2. Con éste g es un dlgebra de Lie llamada el algebra de
Lie suma directa de g1 y go.

7. Si g es dlgebra de Lie y A es un algebra asociativa y conmutativa, el producto tensorial
g ® A es élgebra de Lie con corchete definido como [X ® a,Y ® '] = [X,Y] ® a.d

8. Sea A dlgebra asociativa y conmutativa. gl(n, A) es isomorfa a gl(n,k) ® A. El isomor-

fismo viene dado por la asignacion X 2 x R a.
9. Obviamente el subespacio nulo y g son ideales de g.
10. Si F': g — b es un homomorfismo, es facil verificar que:

a) ker F' es un ideal,
b) im F' es una subélgebra.
11. El subespacio 3(g) = {X € g|[X,Y] =0 VY € g} llamado el centro del dlgebra de

Lie es un ideal de g. En el centro de un algebra de Lie estan todos sus elementos que
conmutan con toda el algebra.

12. Sea g un algebra de Lie, llamamos dlgebra derivada de g, denotada por [g, g], al sub-
espacio de todas las combinaciones lineales de los corchetes [X;Y]. Es claramente un
ideal de g.

13. Siti,j son ideales de g, el subespacio i+jes unidealde gy [i,j] = {D_[X,Y]|X €i,Y €}
es un ideal de g.

Cocientes y teoremas de isomorfismo

Definicion 1.2.6. Sea g un algebra de Lie y h C g un ideal. En el espacio vectorial cociente
g/b, se define

[Y7 ] = [Xv Y],
donde X denota a la clase X + b.

Como es usual en la construcciéon de cocientes, se debe mostrar que la definicién del
corchete es independiente de la eleccién de los representantes, y que efectivamente define en
el cociente una estructura de dlgebra de Lie. La verificacién de estos hechos se realiza sin
mayores inconvenientes. Ademads, la proyeccién candnica

¢:g9— g/b
X— X

es un homomorfismo sobreyectivo de algebras de Lie.

Teorema 1.2.7. Sea ¥ : g — h un homomorfismo. Entonces,
g/ ker ) &~ im1.

El isomorfismo esta dado por X € g/ker ) — ¥ (X).
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Teorema 1.2.8. Sea g un dlgebra de Lie y b1, ho ideales de g. Entonces,

(b1 + b2)/b1 =~ ba/b1 N ha.

El isomorfismo se obtiene pasando al cociente el homomorfismo

X1+ X2 € b1+ b2 — X2 € ha/b1 Nha.

1.2.1. Algebras de Lie de derivaciones

Algunas algebras de Lie de transformaciones lineales surgen como derivaciones de un
algebra.

Definicién 1.2.9. Sea A una k-algebra. Se llama derivacion de A a una transformacién
lineal 6 : A — A, que satisface la regla del producto:

d(ab) = d(a)b+ad(b), a,be A.

Denotamos con Der(A) al conjunto de todas las derivaciones de A.

Es fécil verificar que el conjunto Der(A) es un subespacio vectorial de End(A) y que el
corchete de dos derivaciones es otra derivacion. Por lo tanto Der(A) es una subdlgebra de

gl(A4).
Puesto que toda &lgebra de Lie g es una k-dlgebra, donde el producto es el corchete,
Der(g) estd definida.

Ejemplo 1.2.10. Algunas derivaciones surgen con cierta naturalidad como la que sigue.

Sea g algebra de Lie y X € g. La transformacion lineal adX:g — g que asigna a cada
Y € g el corchete [X,Y],para todo Y € g, cumple con la regla del producto. Esto se
deduce al reescribir la identidad de jacobi aplicando la antisimetria del corchete:

[X’ D/a ZH = [[X,Y],Z] + [K [X> ZH

adX([Y, 2)) = [adX(Y), Z] + [V, adX(Z)].

Definicion 1.2.11. Se llaman derivaciones interiores de un algebra de Lie g, a todas las
derivaciones adX, para toda X € g. Cualquier otra se denomina derivacion ezterna.

1.2.2. Algebras de Lie abstractas

A veces es necesario mirar dlgebras de Lie abstractamente, lo cual se aclarard con la
siguiente definicién.
Definicién 1.2.12. Sea g un élgebra de Liey B = {Xj,..., X,,} una base de g. Los escalares
n
ng € k que verifican [X;, X;] = FijT se llaman coeficientes de estructura de g respecto

r=1
de la base B.
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Es facil demostrar que las propiedades del corchete equivalen a la siguientes propiedades
de los coeficientes de estructura.

1) I}, =0=T}+1I7,

n

2) > ( Lo+ + T i) =0 para todo 4,j,l=1,...,n

r,m=0
Reciprocamente, dado g un espacio vectorial, B = {Xj,...,X,,} una base de g y un
conjunto {I'}; € k : 4,5,r = 1,...,n} cuyos elementos cumplen 1) y 2) es posible definir

en g una estructura de dlgebra de Lie extendiendo bilinealmente la siguiente definicién del
corchete dada para los vectores de la base

[X;, X Zr

para todo ¢,j = 1,...,n. En este caso los escalares Ij; son los coeficientes de estructura de g
respecto de la base B Ademés, por la condicién 1), F —F’" para todo %, 5. Por lo tanto,
es suficiente conocer I'}; para i < j.

Estos hechos dicen que para conocer un algebra de Lie, salvo isomorfismo, es suficiente
conocer los corchetes entre los vectores de una base, lo que llamamos tabla de multiplicar, sin
importar la naturaleza de sus elementos.

Ejemplos 1.2.13.

1. Si V es un espacio vectorial arbitrario de dimensién finita sobre k, podemos definir en
V el corchete [X,Y] = 0, para todo X,Y € V. Las dlgebras de Lie que tienen esta
multiplicacién trivial, se llaman abelianas.

2. Sea V un espacio vectorial sobre k, con base {X, H,Y} y tabla de multiplicar:
[H,X]=2X, [H)Y]=-2Y, [X,Y]=H.

Este espacio vectorial, con el producto asi definido tiene estructura de algebra de Lie.

1.3. Representaciones

Definicion 1.3.1. Sea V un espacio vectorial sobre k y g un algebra de Lie sobre el mismo
cuerpo k. Una representacion de g en V' es el par (m,V) donde 7 es un homomorfismo de
algebras de Lie

w:g— gl(V).

V se denomina el espacio de representacion y su dimensién es la dimension de la repre-
sentacion. Una representacion se dice fiel si 7 es inyectiva.

La nocién de representacion nos da la idea de describir o representar las algebras de Lie
como &lgebras de transformaciones lineales. En el caso de las representaciones fieles, g >~ im 7
y por lo tanto el dlgebra se puede ver como una subalgebra de transformaciones lineales o
matrices si la dimension de V' es finita. La idea de ver a toda algebra de Lie como subalgebra
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de transformaciones lineales se cumple para las algebras de Lie de dimensién finita. Esto se
debe a un conocido resultado, el teorema de Ado, el cual afirma que toda algebra de Lie de
dimension finita admite una representacién fiel también de dimensién finita.

Ejemplos 1.3.2.
1. La aplicacién

w:g—gl(V)
X —0

es la representacion trivial.

2. Sea g una subalgebra de gl(V), la identidad define una representacién de g en V,
denominada representacién candnica.

3. Sea g un algebra de Lie de dimensién dos, con una base {X,Y} y tabla de multiplicar
[X,Y] =Y. La transformacién lineal

m:g— gl(2,k)

= () =3 )

define una representacion fiel de g en V. Su imagen es:

wr={(72 5 ) asei)

m 2 sl(2,k) — gl(3, k)
2 20 O

<CCL _ba) — |l c 0 b
0 2¢c —2a
es una representacion de s[(2) en V. En efecto, sea la base canénica { X, H, Y} de sl(2, k)

donde
01 1 0 00
x=(0) #=(o %) =i o)

Sus coeficientes de estructura estdan dados por

que asigna

4. La aplicacién

[H,X]=2X [HY]=-2Y [X,Y]=H.

Los transformados de los elementos de la base candnica

020 2 0 0 00 0
mX)=[0 0 1], mEH)=(0o 0 1|, m¥)=[1 0 0
00 0 00 -2 020

forman una base de im 7 que tiene los mismos coeficientes de estructura.
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5. La aplicacién

7 @ 61(2,k) — Der(sl(2,k))

0 2 0

X— |0 0 1

0O 0 O

2 0 0

H— |0 0 0

0 0 =2

0 0 O

Y— |1 0 O

2 0

también es una representacion de sl(2, k) en s((2, k), basta verificar que 7o (X ), w2 (H ), m2(Y)
tienen la misma tabla de multiplicar.

Representaciones equivalentes

Sean 71 y 7y dos representaciones de una misma algebra de Lie g en los espacios Vi y Vo
respectivamente. Estas representaciones se dicen equivalentes si existe un isomorfismo lineal
P Vi — V5 tal que:

m(X)o P =Pom(X)

para cualquier X€ g. Reciprocamente, dados una representacién 71 y un isomorfismo lineal P,
definiendo 7y a partir de la expresién de arriba, se obtiene una representacién equivalente a
m1. El isomorfismo que realiza la equivalencia entre las representaciones se denomina operador
de intercambio entre m y mo.

Ejemplo 1.3.3. Las representaciones 71 y w2 de sl(2,k) en un espacio V de dimensién 3 y
en sl(2, k) respectivamente, dadas en los ejemplos anteriores son equivalentes. Si denotamos
una base de V' como {v1,v2,v3} y tomamos la base canénica de sl(2, k), el isomorfismo P que
existe entre V' y sl(2,k) es el siguiente:

P:V — sl(2,k)

v, — X
v — —H
1)3'—>—Y

y satisface ma(X) o P = P om(X) para todo X€ sl(2).

1.3.1. Representacién adjunta

Definicion 1.3.4. Dado un elemento X en el dlgebra de Lie g, consideremos la transformacién
lineal

ad(X) g—4g
Y — ad(X)(Y) = [X,Y].
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La aplicacién

ad : g — gl(g)
X — ad(X)

define una representacién de g en g, denominada representacion adjunta.

La linealidad de ad proviene de la bilinealidad del corchete. Mientras que la propiedad
de homomorfismo de ad es equivalente a la identidad de Jacobi. Recordemos que ad(X) es
una derivacion de g, llamada derivacion interior, por lo que la representacion adjunta puede
reescribirse de la siguiente forma:

ad : g — Der(g).

El nicleo de la representacion adjunta es el centro de g pues:
3(g)={X€g:[X,Y]=0=ad(X)(Y) para todo Y € g}.

Ejemplo 1.3.5. La representacion my del Ejemplo 1.3.2[5] es la adjunta de sl(2, k).

Producto semidirecto

Sean g y h dos dlgebras de Lie y m una representacion de g en h tal que para todo X € g
m(X) es una derivacién de h. Se define en el producto cartesiano g x h el siguiente corchete

(X1, Y1), (X2, Y2)] = ([X1, Xo], [(Y1, Y2)] + m(X1)(Y2) — m(X2)(Y1)).
Con este corchete, g x b es un dlgebra de Lie que se descompone en suma directa
gxbh=(gx0)&(0xbh)

de una subdlgebra isomorfa a g y un ideal isomorfo a §. La notacién para el producto semidi-
recto es g X, b.

Si un algebra de Lie g es suma directa de una subdlgebra b y un ideal i, entonces ésta es
isomorfa al producto semidirecto h X, i, donde la representacién de h en i estd dada por la
restriccién de la representaciéon adjunta de g sobre h, lo cual es posible porque i es un ideal.

1.3.2. Construccién de representaciones
Suma directa de representaciones

Sean g un algebra de Lie y 71, ..., T, representaciones de g en Vi, ..., V,, respectivamente.
Definimos

m:g—gl(Vi@--aV,)
X—rX)=mX) & - &m(X).

Se puede verificar que m define una representaciéon en V4 @ --- @ V,, denominada la suma
directa de las representaciones ;. En el caso particular en que n = 2 la suma directa es

m(X)(v,w) = (m1(X)(v), m2(X)(w)).
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Producto tensorial de representaciones

Sea g un algebra de Lie y m;, con ¢ = 1...n, representaciones de g en V;. Se define
T:g—gl(VieVhe...V,)
por
T(X)(01 Qe ® - Qup) =7 (X)(01) QU2 ® - Qup+ -+ 01 Qua ® -+ Qmp(X)(vy).

Entonces 7 define una representacién de g en Vi ® --- ® V,,. Este es el producto tensorial de
las representaciones.

En el caso particular en que n = 2 el producto tensorial es:
(X)) (v@w) =m(X)(v) @ w+ v me(X)(w).

Vale la pena observar que la aplicacién 7(X) = m(X) ® m2(X) no define una representacion
ya que no es lineal. Sin embargo serd denotada por m ® - - - ® 7, la representacion definida en
el producto tensorial a pesar de ser una notacién que permita una interpretacién equivocada.

Sean ahora gi,g9,...,g, algebras de Lie y m; las representaciones de g; en V; con i =
1,...,n. Se define una nueva representacién de la suma directa en el producto tensorial:

M- Q1 @B g — (V1 ®---0 V)
donde

TR B@Tn(X1, ..o, X)) (1 ® -+ @ vy,) Zvl @ Xe) (i) ® -+ ® vp

Por ejemplo, en el caso particular en que n = 2 tendremos:

m@m (X1, Xo)(v @ w) = m(X1)(v) @ w + v ® ma(Xa)(w).

Producto exterior de representaciones

Sea m una representaciéon de g en V. Se define una nueva representacién de g en el algebra
exterior A"V de la siguiente manera

APT(X) (01 A Avp) = v AL AT(X) (V) AL A v

Restricciéon de representaciones

Sea 7 una representacién de g en V' y supongamos que W sea un subespacio invariante
por , es decir,
(X)W C W, para todo X € g.

La aplicacion

mlw : g — gl(W)
X — 7(X)|lw
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define una representacion de g en W.
Sea 7 una representacion de g en V' y b una subdlgebra de g. La aplicacién
7l 1 b — gl(V)
X — 7w(X)

define una representacién de h en V.

Cociente de representaciones

Sea m una representacion de g en V y W C V un subespacio invariante por la repre-
sentacion. La aplicacién

g — gl(V/W)
X — 7(X)
es una representacioén, donde la transformacion lineal 7(X) : V/W — V/W se define como

7(X)(0) = 7(X)(v).

Representacion dual

Dada una representacién m de g en V', se puede definir una representacion 7* de g en el
dual V* de V mediante la formula

T(X)(f)(v) = = (fom(X))(v) conf € V* para todo v e V.

Representacién en End(V)

Dado un espacio vectorial V' sobre k, existe un isomorfismo estandar entre los espacios
vectoriales V* @ V' y End(V') que asigna al tensor f ® v el endomorfismo de V'

V —V

w— f(w)v.
Si 7 es una representacién de g en V', existe 7* representacién de g en V* y 7% ® 7 repre-
sentacién de g en el producto tensorial V* ® V| en la forma antes descripta . Por lo tanto, se

puede definir una representacién ¢ de g en End(V'), via el isomorfismo arriba expuesto. Esta
representacion se puede describir directamente como

((X) () (v) = 7(X)(f(v)) = f(7(X)(v))
para todo X€ g, fe End(V) y ve V.

De manera mas general, si m; y w2 son dos representaciones de g en V' y W respectiva-
mente, se puede definir una representacién ¢ de g en el espacio vectorial Hom(V, W) de las
transformaciones lineales, de la siguiente manera:

(X)) = m(X)(f(v)) = f(m(X)(v))

para todo Xe g, fe Hom(V, W) y ve V. Esta representaciéon proviene del isomorfismo entre
Hom(V, W)y V*@ W.
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1.3.3. Algebras de Lie semisimples

Dada un algebra de Lie g, definimos una sucesion de ideales de g, llamada serie derivada,
de la siguiente manera:

g9 =g,V =[g,0],6?@ = [g, gW],... g0 = [g(~D, gD,

Llamamos a g soluble si g™ = 0 para algin n.

Toda algebra de Lie abeliana es soluble. El centro de un algebra de Lie es un ideal soluble.

Proposicion 1.3.1. Sea g un dlgebra de Lie.

(a) Si g es soluble, entonces lo serdn toda subdlgebra e imagen homomdrfica de g.
(b) Sii es un ideal soluble de g tal que g/i es soluble, entonces g es soluble.

(c) Sii,j son ideales solubles de g, entonces i+j es soluble.

Demostracion.

a) Por definicién de dlgebra derivada, si b es subalgebra de g se prueba por induccién sobre
n que h™ < g De donde se sigue que h es soluble si g es soluble. Andlogamente, si
¢ : g — [ es un epimorfismo, aplicando induccién sobre n se muestra que (b(g(")) =),
Con lo cual si g™ = 0 para algin n, 0 = ¢(g(™) = ().

b) Supongamos que (g/i)™ = 0 para algiin m, consideremos la proyeccién canénica  :
g — g/i, la cual es un epimorfismo y le apliquemos el resultado usado en el apartado a),
es decir, 7(g™) = (g/i)(™. Encontramos que 7(g(™)) = 0 lo cual implica que g™ C i.
Como g™ es un ideal de g contenido en i, es una subélgebra del ideal i el cual por
hipétesis es soluble. Por apartado a), g(m) es soluble, es decir, que (g(m))(n) = 0. Pero
(gm) ™ = glm+n),

¢) Por uno de los teoremas de homomorfismo estandar (Teoremal.2.8) existe un isomor-
fismo entre i+j/j e i/(iNj). Como i es soluble, por el apartado a) lo serd i/(iNj) por ser
su imagen homomorfica. Luego i+ j/j serd también soluble por el apartado a). Por otro
lado j es un ideal de i+ j. Tenemos j ideal soluble de i+ j, i +j/j soluble, por apartado
b) i+ j es soluble.

O

Sea g un algebra de Lie arbitraria y s un ideal soluble maximal de g, es decir, no hay otro
ideal soluble mayor que esté contenido en g. Si i es cualquier otro ideal soluble de g, entonces
por el apartado ¢) de la proposicién anterior sabemos que s + i es soluble pero como s es
maximal debe ocurrir s +1 = s lo que implica i C s. Esto prueba la unicidad del ideal soluble
maximal, llamado el radical de g y denotado por Radg.

Definicion 1.3.6. Un dlgebra de Lie g se dice semisimple si Radg = 0.

Definicion 1.3.7. Un &lgebra de Lie g se dice simple si dim g # 1 y los tinicos ideales de g
son el nulo y g.
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Es inmediato, a partir de la definicién, que las dlgebras de dimensién uno, no son semisim-
ples. Mientras que aquellas que no tienen ideales propios si lo son. En efecto, sea g un dlgebra
simple. Como Radg es un ideal, éste debe ser 0 o g. En el primer caso, g es semisimple como
queriamos probar. En el segundo caso, si Radg = g entonces g es soluble, y por lo tanto,
g # g. Como g también es un ideal de g, g’ = 0, pero entonces resulta ser g un dlgebra
abeliana. Esto serfa imposible si la dimensiéon de g es mayor o igual a 2, pues todo subes-
pacio de un &algebra abeliana es un ideal. Luego dimg = 1, pero esto contradice que g es
simple. La contradiccién viene de suponer que Radg = g, por lo tanto las algebras simples
son semisimples.

Ejemplos 1.3.8.

1. sl(2,k) es simple. Sean

=(ao)m=(o 2)r=(10)
la base candnica de sl(2,k). Los corchetes entre estas matrices estdn dados por
[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.
Si b es un ideal no nulo, tomemos Z = aX + bH + cY € h. Entonces
[X,Z] = —-2bX +cH € h,[X,[X,Z]] = —2cX €.
Es decir, X € h. Como H = —[Y, X] € heY = %[Y, H] € b concluimos que h = s[(2, k).

2. En general, sl(n,k) es simple si el cuerpo no es de caracteristica dos. La verificacién es
semejante al caso n = 2.

El centro de un algebra es un ideal abeliano, y por lo tanto soluble. Por este motivo,
el centro de un &algebra semisimple es necesariamente nulo. Como el centro de un &lgebra
cualquiera coincide con el nticleo de la representacién adjunta, la representacién adjunta
de un &lgebra semisimple es fiel. Por eso toda algebra semisimple se puede ver como una
subalgebra de transformaciones lineales.

1.4. Criterio para semisimplicidad

Definicion 1.4.1. Se llama forma de Killing de un &lgebra de Lie g, a la forma bilineal
definida por x(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)) para todo X,Y € g.

La forma de Killing es simétrica y también asociativa en el siguiente sentido x([X, Y], Z) =
k(X,[Y, Z]), esto se sigue de la identidad tr([X,Y]Z) = tr(X[Y,Z]) que se verifica para
endomorfismos X, Y, Z de un espacio vectorial de dimensién finita.

Lema 1.4.2. Sea I un ideal de g. Si k es la forma de Killing de g y k1 la forma de Killing

de I entonces k; = Klpyr-
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Demostracion. Recordemos el siguiente resultado del algebra lineal: si W es un subespacio de
un espacio vectorial V (dim finita), y ¢ es un endomorfismo de V que mapea V en W, entonces
tr(¢) = tr(¢y,, ) Esto se justifica extendiendo una base de W a una base de V y mirando la
matriz resultante. Ahora si X,Y € I la composicién ad(X)ad(Y) es un endomorfismo de g
que mapea g en I, por lo tanto su traza x(X,Y’) coincide con la traza de ad(X)ad(Y), =
ad(X)|, ad(Y),,, es decir, con k1 (X,Y).

|1 I

O

Definicién 1.4.3. Una forma bilineal simétrica 5(X,Y") se dice no degenerada si su radical
ses0,donde s ={X eg| f(X,Y)=0VY €g}.

Como la forma de killing es asociativa su radical resulta un ideal del dlgebra de Lie.

Recordemos que en un &lgebra de Lie semisimple su radical soluble es Radg = 0. Esto
es equivalente a pedir que g no tenga ideales abelianos no nulos. En efecto, cualquier ideal
abeliano debe estar en el radical, reciprocamente, el radical contiene un ideal abeliano de g,
el ultimo término no nulo de la serie derivada de Radg.

Teorema 1.4.4. Sea g un dlgebra de Lie. g es semisimple si y solo si su forma de Killing es
no degenerada.

Demostracion. Supongamos primero que Radg = 0. Sea s el radical de . Por definicién de
s tenemos tr(ad(X)ad(Y)) =0V X €5, Y € g, en particular VY € [s,s]. Por el criterio de
Cartan s es soluble, pero como es un ideal de g, resulta entonces s C Radg = 0. Luego k es
no degenerada.

Sea s = 0. Para probar que g es semisimple, serd suficiente probar que todo ideal abeliano
I de g estd contenido en s. Supongamos que X € I, Y € g. Entonces ad(X) ad(Y) mapea g —
g — Iy (ad(X)ad(Y))? manda g al [I,I] = 0. Esto dice que el endomorfismo ad(X)ad(Y")
es nilpotente, y por lo tanto su traza es cero. Luego tr(ad(X)ad(Y)) =0=x(X,Y)V X € I,
Y € g. De modo que I C s =0. O

Una herramienta practica del algebra lineal para chequear la no degeneracién de una
forma bilineal es como sigue. Fijemos una base de Xi, Xo,..., X,, de g. Entonces k es no
degenerada si y solo si la matriz n x n cuya i, j entrada es x(X;, X;) tiene determinante no
nulo. A modo de ejemplo consideremos los siguientes.

Ejemplos 1.4.5.

1. Sabemos que sl(2,k) es simple y por lo tanto semisimple. Sin embargo calculemos su
forma de Killing y verifiquemos que efectivamente es no degenerada.

Consideremos la base estandar en el orden B = {X, H,Y}. Sus adjuntas son

2 0 0 0 -2 0 000
adH)g=[0 0 0 |, [adX)s=[0 0 1], ad¥)]sz=|1 0 0
00 —2 0 0 0 020

Por lo tanto k tiene matriz

- O O
S o O
S O =

cuyo determinante es —128.
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2. Sea g = sl(2,k)®sl(2, k) con base ordenada B = {(X,0), (H,0), (Y,0), (0, X), (0, H), (0,Y)}.
Las adjuntas de los vectores de la base son

-2

[ad((X, 0))]5 =

O O OO OO
o O O OO
o O O OO

[ad((Y,0))]5 = < [ad%/)]B 8 ) ,[ad((0,X))] 5 = ( 0 [ad(X)]s

[ad((0, H))] 5 = ( 8 [ad(?{)]B ) ,[2d((0,Y))]5 = ( 0 [ad(Y)]5

La matriz de la forma de Killing es

O OO = OO
OO OO w o
OO OO O
_ O O O O O
S 0o o oo
S OO OO

cuyo determinante es —1282, por lo tanto sl(2,k) @ sl(2,k) es semisimple.

Antes de continuar con el siguiente teorema, hacemos dos observaciones. La primera: ad g
es un ideal en Der(g). La demostracién depende de la igualdad [d,ad(X)] = ad(0X),V X €
g, 0 € Derg. La segunda: la imagen homomorfica de un algebra semisimple es semisimple.

Teorema 1.4.6. Si g es semisimple, entonces toda derivacion de g es interior.

Demostracion. Puesto que g es semisimple, Z(g) = 0. Por lo tanto ad : ¢ — adg es un
isomorfismo de dlgebras de Lie. Luego ad g es semisimple y por lo tanto su forma de killing es
no degenerada. Llamemos M = ad gy D = Der(g), y recordemos que [M, D] C M. Por ser M
ideal ks es la restriccién a M x M de la forma de killing xp de D. Consideremos el subespacio
de D ortogonal a M respecto de la forma de Killing p, es decir, M+ = {§ € D|kp(,ad(X)) =
0 Yad(X) € M}. Por ser rj; no degenerada, resulta M+ N M = 0. Esto dice que M* es
el complemento de M, luego D = M+ @& M y como ambos son ideales de D, [M LM ] =0.
Si 6 € Mot, entonces ad(6X) = 0 VX € gy, pues [4,ad(X)] = 0 = ad(6X). Como ad es
inyectiva 60X = 0VX € g pero entonces 6 = 0. En conclusién M+ =0, Derg = M = adg. O

A partir de este Teorema y del hecho que garantiza que las componentes semisimples y
nilpotentes de una derivacién son también derivaciones ( lo cual aceptamos sin demostracién)
se obtiene la siguiente descomposicién de los elementos de un dlgebra semisimple, a la cual
llamaremos descomposicion abstracta de Jordan.

Corolario 1.4.7. Sea g dlgebra de Lie semisimple, X € g. Entonces, X se descompone de
manera unica en
X=X,+X,



16 Conceptos basicos

con Xs, X,, € g tales que ad(X;) es semisimple, ad(X,,) es nilpotente y

[Xs,Xn] = [Xa Xs] = [Xa Xn] =0.

Demostracion. Tomamos la descomposicién de Jordan de ad(X) =S + N, con S, N deriva-
ciones de g, que conmutan entre si y con ad(X). Como toda derivacién de g es interna
(Teorema 1.4.6) y la representacién adjunta es inyectiva, existen unicos elementos X, X,, € g
tales que S = ad(X;) y N = ad(X,,). De ahi que

ad(X — X — X,)=0
pero por ser inyectiva ad, se obtiene X = X, + X,,. Como [S, N] = 0 = [ad(X}),ad(X,)] =
ad([Xs, X,,]), se obtiene [X;, X,,] = 0.
O

Llamamos a X, X,, las partes semisimples y nilpotentes de X.

1.5. Descomposicién de representaciones

En esta seccién k es un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica cero.

Definicion 1.5.1. Una representaciéon m de g en V es irreducible si los tinicos subespacios
invariantes por 7 son el subespacio nulo y V.

Una representacion m es completamente reducible si V' se descompone como
donde cada subespacio V; es invariante por 7 y la restricciéon de w en V; es irreducible.

Proposiciéon 1.5.1. Sea m una representacion de dimension finita de g en V. Entonces m
es completamente reducible si y solo si todo subespacio invariante admite un complemento
mvariante.

Demostracion. Asumamos que todo subespacio invariante de V' tiene complemento invarian-
te. Si V es irreducible no hay nada que probar. Supongamos entonces que V tiene un subespa-
cio invariante, no trivial, W. Existe, por hipétesis, W7 invariante tal que V=W & W7. Si W
y W7 son irreducibles, obtenemos la descomposiciéon deseada. Supongamos, por lo tanto, que
uno de ellos no es irreducible, por ejemplo W. Entonces es posible descomponer W a través
de la siguiente afirmacién: todo subespacio de W invariante admite complemento invariante
en W.

En efecto, sea W’/ C W invariante. Entonces W/ @ W7 C V es invariante, por ser suma de
subespacios invariantes. Por hipdtesis, tiene en V' un complemento invariante Wy, es decir,
V = (W' @& W;) @ Wa. El subespacio (W7 @ Wa) N W es invariante pues la interseccién de
subespacios invariantes es invariante. Veamos que

W = ((Wl @WQ)QW)@W/.
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Seaxz € W yx € Wy & Ws. Entonces, xt = y+2zcony € Wy y 2z € Wo. Como z =
x—y € W & Wi, de la igualdad se sigue z = 0y = = y, de aqui x € W’ N Wi, de donde
se concluye x = 0. Esto muestra que la suma (W @ Wa) N W) + W' es directa. Ahora,
dado € W, se puede escribir ¢ = x1 + 29 + 23 con 1 € W', x5 € W1, 3 € Ws. Entonces
x9+ax3=1x—x1 € W, por lo que x2 + x3 € (W1 & Wy) N W, con lo cual mostramos que W
es la suma directa que querfamos probar y con esto la validez de la afirmacién.

Para la reciproca usamos induccién sobre la dimensién de V. Si la dimensién de V' es uno
no hay nada que probar. Para dimensiones mayores escribimos

V=Via- oV,

donde cada V; es invariante e irreducible. Sea W C V invariante. Cada W N'V; es invariante
y como los subespacios V; son irreducibles, la interseccién es {0} o V; para todo i. Existen
dos posibilidades:

Caso 1) Para algin i, por ejemplo i = 1, W NV = Vi, es decir, V1 C W. Entonces,
W=vieaWnWVad - &W)).

En efecto, sea x € W y escribimos © = x1 +x9 donde 21 € Vi y a9 € (Vo @ --- @ V},). Como
Vi Cc W,z € W, entonces 25 € W con lo cual xzo € WN (Vo @ --- @ V,). De ahi que

W=Vi+WnWVe&- - &V,)).

Esta suma es directa pues Vi N (Va @ --- @ V) = {0}. Usando la hipdtesis inductiva para
el espacio Vo @ --- @ V,,, donde W N (Vo @ --- @ V,) es un subespacio invariante, existe W’
invariante tal que

Vo @Vp=WnWVa®---dV,)) o W.
Luego V=W a W'

Caso 2) Para todo i, W NV; = {0}. Entonces la suma invariante W @& V; estd en la misma
situacién del caso 1, por lo cual existe W' invariante tal que

V=WaoW) oW,

pero entonces V =W & (V; & W).

1.5.1. Teorema de Weyl

Antes de enunciar este importante teorema sobre representaciones de un algebra de Lie
semisimple, vamos a enunciar una serie de resultados que nos seran utiles.

Teorema 1.5.2. Sea g una subdlgebra de gl(V'), V' de dimension finita. Si tr(XY) =0V X €
[g,9], Y € g, entonces g es soluble.

Lema 1.5.3. (Lema de Schur) Sea 7w : g — gl(V) irreducible. Entonces los inicos endomor-
fismos de V que conmutan con m(X)V X € g son los escalares.
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Elemento Casimir de una representacién

Sea g semisimple y 7 una representacion fiel de g en V. Definimos la siguiente forma
bilineal simétrica

B(X,Y)=tr(n(X)m(Y)) V X,Y €g.
Dado que se cumple la identidad
(X, Y]2) = tr(X[Y, Z])

para todo endomorfismo X, Y, Z, 8 resulta asociativa lo cual implica que su radical s sea un
ideal de g. Ademas 3 es no degenerada. En efecto, por definiciéon de s tenemos que V X €
5, Y €gB(X,Y) =0=tr(n(X)n(Y)), pero esto es lo mismo que decir, por la inyectividad de
T, Vr(X) € [n(s),7(s)], 7(Y) € n(s) tr(m(X)7(Y)) = 0, luego por Teoremal.5.2 concluimos
que 7(s) es soluble, como 7(s) ~ s, s es un ideal soluble de g, pero g es semisimple, por lo
tanto s = 0.

Ahora consideremos g semisimple, § cualquier forma bilineal asociativa, simétrica, no de-
generada sobre g. Si { X1, X2, ..., X, } es una base de g, existe una unica base dual {Y1,Ys,..., Y, }
determinada con respecto a 3, que satisface 3(X;,Y;) = 6;j coni,j =1,...,n. Si X € g,

podemos escribir
Xi) =Y aX; vy [X,Yi]=) byY;
J J

Usando la asociatividad de 3, calculamos los escalares a;i

B(X, X4, <ZQW Yk> = Zaijﬁ(Xja Vi) = Zaij5jk =a

B(-1X,, X1, Ya) = —B(X,, [X, Vi) (X,,Zbk] ;) = Zbkjﬂ (X,,Y)) = Zbk] i = by

y encontramos que a;x = —by;.

Si 7 es cualquier representacion de g en V', definimos el siguiente endomorfismo de V'
B) = w(Xi)m(Y;)
i
con X; , Y; vectores de las bases dual respecto a 3. Usando la identidad
(X, YZ]=[X,Y]Z+Y[X, Z]
en End(V), y el hecho de que a;; = —bj;, obtenemos:

[r(X), ex(B)] = ZWX)’ m(Xi)m(Y3)]

=0 paratodoX € g.

En otras palabras, ¢;(3) es un endomorfismo de V' que conmuta con 7 (g).
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Definicion 1.5.4. Sea g un algebra de Lie semisimple, m una representacién fiel de g en V', con
forma bilineal S(X,Y") = tr(7(X)n(Y)). Llamamos elemento Casimir de 7 al endomorfismo
cr (). Si fijamos una base {X1,..., X, } de g, escribimos simplemente c,.

Su traza es Y tr(m(X;)7m(Y;)) = > B(X;,Yi) = > 0ii = dimg. En caso de que 7 sea irre-
ducible, el Lema de Schur 1.5.3 implica que ¢, es un escalar; y en este caso vemos que ¢, es

independiente de la base de g que elegimos. Cuando 7 no es fiel, se hace la siguiente modifi-
cacién. El nicleo de 7 es un ideal de g, y por lo tanto suma de ideales simples (Corolario..).
Sea h la suma de los ideales restantes (Teorema...). Entonces la restriccién de 7 a b es una
representacion fiel de h en V', y hacemos la construcciéon precedente, usando bases dual de
b. El elemento resultante de End(V') se llama nuevamente elemento Casimir de m, denotado
por ¢r. Es claro que éste conmuta con 7(g) pues 7(g) = 7(h).

A menudo es conveniente suponer que estamos tratando con una representacion fiel de
g, lo cual equivale a estudiar las representaciones de algunos ideales semisimples de g. Las
representaciones irreducibles de un algebra de Lie simple siempre son fieles, salvo en los
espacios vectoriales de dimensién uno, en donde sélo puede actuar trivialmente.

Lema 1.5.5. Sea 7w : g — gl(V) una representacion de un dlgebra de Lie semisimple g.
Entonces w(g) C sl(V). En particular, la representacion de g en cualquier espacio vectorial
de dimension uno es la trivial.

Demostracion. Como g es semisimple entonces [g, g] = g, por teorema (5.2 del libro). También
sabemos que [gl(V'), gl(V)] = s[(V'). Luego

m(g) = 7([g, g]) = [7(g), 7(g)] C [gl(V), gl(V)]
O

Aqui serd conveniente usar el lenguaje de médulos, el cual es equivalente al lenguaje de
representaciones. Sea g un algebra de Lie, V' un espacio vectorial dotado de una operacion
g xV — V denotada por X.v o Xv, se llama g-médulo si satisface las siguientes condiciones:
(a) (aX +bY).v =a(X.v)+b(Y.v)

(b) X.(av + bw) = a(X.v) + b(Y.w)
(¢) [ X,Y]v=XYv-Y X0

con X,Y € g;v,w e V;a,bek.
Si7:g— gl(V) es una representacién de g, podemos dar a V la estructura de g-médulo
a través de la accion
gxV -V
(X,v) — Xv=m(X)).

Reciprocamente dado un g-moédulo V', esta tltima igualdad define una representacion

7w : g — gl(V). Un homomorfismo de g-mddulos es una transformacién lineal ¢ : V. — W
tal que ¢(X.v) = X.¢(v). El nicleo de tal homomorfismo es un g-submédulo de V. Decir que
W es un g-submoddulo de V' es equivalente a decir W subespacio invariante por 7.
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Teorema 1.5.6. (Weyl) Sea 7 : g — gl(V) una representacion de dimension finita de un
dlgebra de Lie semisimple. Entonces m es completamente reducible.

Demostracion. En la primera parte de la demostraciéon vamos a considerar dos casos: W un
subespacio invariante e irreducible de V' de codimension uno, W un subespacio invariante de
V' de codimension uno.

Sea W C V es un subespacio invariante e irreducible de codimension uno. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que g actia fielmente sobre V. Sea ¢ = ¢, el elemento
Casimir de 7. Por la definicién de ¢ tenemos ¢(W) C W. Puesto que ¢ conmuta con 7(g), c es
un endomorfismo de g-médulo de V; luego ker ¢ y im ¢ son g-submédulos de V.. Como V/W
tiene dimensién uno g actia trivialmente sobre él, es decir, m(g) mapea V en W y ¢ debe
hacerlo de igual forma por ser combinacién lineal de productos de elementos 7(X). De modo
que c tiene traza 0 sobre el cociente V/W. Por otro lado, puesto que W es irreducible, por el
Lema de Schur, ¢ es multiplicaciéon por un escalar sobre W. Este escalar no puede ser cero,
pues esto forzarfa a que la traza de ¢ sea cero en contradiccién con la conclusién tr(c) = dim g.
Se sigue que ker ¢ es un submddulo de dimension uno el cual intersecta trivialmente a W, por
lo tanto V =W & ker c.

Se prueba por induccién sobre la dimensién que vale la misma igualdad cuando W sea
un submdédulo de codimension uno. Si W no es irreducible, sea W’ un submdédulo propio no
nulo de W. Este produce una sucesién exacta de g-médulos:

0—W/W = V/W — (V/W)/(W/W'") — 0.

Por induccién sobre dimension de W esta sucesion se parte, es decir, existe un g-submédulo
de V/W' de dimensién uno, digamos W /W' complementario a W/W’. As{ conseguimos otra
sucesion exacta:

0—W - W —W/W —0.

Por induccion, encontramos un g-submédulo X, de dimension uno, complementario a W' en
W, es decir, W = W' @ X. Como V/W' = W/W'@® W /W' las dimensiones de W y X suman
la dimension de V'y W N X = {0}, por lo tanto V=W & X.

Sea ahora W un submédulo de V' no nulo distinto de V. Sea Hom(V, W) el espacio de las
transformaciones lineales de V en W, visto como g-mdédulo. Sea V el subespacio de Hom(V, W)
que contiene a aquellas transformaciones lineales cuya restriccion a W es una multiplicacion
escalar. V es un g-submoédulo pues si f,, = a,ly entonces para X € g,w € W se tiene
(X fiw)(w) = X.fi,, (w) = f,, (Xw) = X.(aw) — a(X.w) = a(X.w) — a(X.w) = 0, as{ pues
tenemos X.f;,, = 0. Sea W el subespacio de V que contiene a aquellas transformaciones
lineales f cuya restriccion sobre W es cero. El célculo anterior muestra que también W es
un g-submédulo de Hom(V, W) y que g mapea V en W. Mas atn, V/W tiene dimensién
uno, porque cada f € V estd determinado por el escalar f), . Esto produce la siguiente
sucesién: 0 — W — V — V/W — 0, tratada antes. De la primera parte de la demostracién
encontramos que V tiene un submoédulo complementario a W de dimension uno. Sea f la que
estd en el complemento de W, y la multipliquemos por un escalar no nulo tal que f,,, = ly.
Como X.f = 0 esto implica que 0 = X.f(v) — f(X.v), es decir, f es un homomorfismo de
g-modulos.. Por lo tanto ker f es un submddulo de V. Puesto que f mapea V en W y actia
como 1y sobre W, resulta sobreyectiva y ker f UW = 0, por lo tanto V = W & ker f. ]
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El teorema de Weyl es fundamental para el estudio de las representaciones de un algebra
de Lie semisimple g. A continuaciéon mostraremos una aplicacién del mismo para justificar
que la descomposiciéon abstracta de Jordan es compatible con las diversas representaciones
lineales de g.

Teorema 1.5.7. Sea g C gl(V') una dlgebra de Lie lineal semisimple, V de dimensién finita.
Entonces g contiene las partes semisimple y nilpotente de todos sus elementos. En particular,
las descomposiciones abstracta y usual de Jordan en g coinciden.

Demostracion. La ultima afirmacién de la tesis, se sigue suponiendo que vale la primera
porque cada tipo de descomposiciéon Jordan es tnica.

Sea X € g un elemento arbitrario, con descomposicién de Jordan
X =X+ X, en gl(V).

El problema es sélo mostrar que Xg, X,, estdn en g. Para ello vamos a escribir a g como
una interseccién de subdlgebras de Lie. Puesto que [X, g] C g, el corchete [p(X),g] C g para
todo polinomio en una indeterminada p(T") sin término constante. Dado que X, = p(X) y
X, = q(X) son polinomios en X sin término constante, se sigue [Xs, 9] C gy [X,, 8] C g.

Sea N el subespacio de todos los endomorfismos A de V tales que [A,g] C g. Se puede
verificar rapidamente que es una subélgebra de Lie de gl(V'), y obviamente contiene a g como
un ideal y X, X,, € N.

Sea W un g-submddulo de V' cualquiera (donde la representacién de g en V' es la identi-
dad). Definimos

gw ={Y e gl(V)| Y(W) C W, tx(Y],,)) = 0}.

Estos subespacios son subdlgebras de Lie de gl(V). Dado que g es semisimple, g = [g, g
entonces todo X € g cumple que tr(X ‘W) = 0. Es claro entonces que g esta en todos los
gw. Sea g’ igual a la intersecciéon de N con todos los gy . g’ es subdlgebra de Lie de N, y
contiene a g como un ideal porque [g, N] C g. También es verdad que si X € g C gy entonces
0 = tr(X), ) = tr(Xg), ) v tr(Xn}, ) = 0, por lo tanto X, X, € gy para todo W. Esto dice
que X, X, €¢g.

Queda probar g = ¢’. Dado que g’ es un g-médulo de dimensién finita ( la accién es
la restriccién de la representacién adjunta de gl(V) a g), el teorema de Weyl nos permite
descomponer a g’ como suma directa de dos g-submddulos. Entonces, para g, g-submdédulo
de ¢/, existe M g-submédulo de ¢’, tal que g’ = g & M. Como [¢/,g] C g, [M,g] C g pero
[M,g] C M pues M es g-submédulo, luego [M, g] = 0 porque la suma es directa. Sea ahora W
cualquier g-submédulo irreducible de V. Si Y € M entonces [Y, g] = 0. Por el lema de Schur,
Y actia sobre W como un escalar. Por otro lado, tr(Y‘W) = (0 porque Y € gy . Eso implica
que Y actia sobre W como cero. Por el teorema de Weyl, V' se puede escribir como suma
directa g-submdédulos irreducibles, asi concluimos que Y = 0. Esto dice M = {0}, g = ¢’

O]

Corolario 1.5.8. Sea g un dlgebra de Lie semisimple, w : g — gl(V') una representacion de
g de dimension finita. Si X = S+ N es la descomposicion abstracta de Jordan de X € g,
entonces m(X) = w(S) +n(N) es la descomposicion usual de Jordan de w(X).



22 Conceptos basicos

Demostracion. Como ad(S) es semisimple, existe una base en g de autovectores de ad(.S).
Sus transformados por 7 son autovectores de ad (g (7(S)) y generadores de 7(g). Por lo tanto
ady(g)(m(S5)) es semisimple. Andlogamente, ad(g)(7(IV)) es nilpotente, porque lo es ad(N), y
conmuta con ad,(g)(7(S)). Por lo tanto m(X) = 7(S) + 7(IV) es la descomposicién abstracta
de Jordan de 7(X) en el dlgebra de Lie semisimple 7(g). Aplicando el Teorema 1.5.7 a 7 (g),
ésta es la descomposicién usual de Jordan de 7(X).

O

1.6. Homologia trivial

Sea g un algebra de Lie sobre k de dimension n. Consideremos la siguiente sucesién de
transformaciones lineales

O—>/\ngﬂ>/\nilg—>---—>/\29£>g£>k—>0,

donde A" g es la m-ésima potencia exterior de g sobre k, y las transformaciones d estan
definidas por

dpy(Xi AXa A A X)) = Y (FUOM XL XIAXIA AKX A LA A LA X,
1<i<j<p

El simbolo 5(\1 quiere decir que la variable X; se ha suprimido.
Observacion
(1) dl(X) =0, dQ(X /\Y) = [X,Y] y di ody = 0.

(2) ds(XANYNZ) =X, YINZ-[X,ZI\NY +]Y,Z] N X,

dyods(X ANY AZ) = do([X,Y|AZ — [X,Z]AY +[Y, Z| A X) = [[X,Y], Z] - [|[X, Z], Y] +
[IY,Z],X] =0 por Jacobi.

En general, se puede demostrar que d> = 0, es decir, dp o dyy1 = 0 para todo p > 0, lo cual

equivale a imd,41 C kerd,. Por lo tanto, esta sucesién de espacios vectoriales junto con las
transformaciones asf definidas es un complejo llamado el complejo de Chevalley-FEilenberg.

Definicién 1.6.1. Se llama grupo de homologia de grado p al espacio cociente
H,(g) =kerd,/imdp1.

La homologia trivial de un algebra de Lie se define como

H*(g) = @ Hp(g)'
p=0

Los grupos de homologia de dimensién baja estan dados por

» Ho(g) = k/{0}, de aqui Ho(g) =k.
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» Hi(g) = g/[g, 9], este grupo se llama abelianizacién de g y también es denotado como
Hab-

Ejemplos 1.6.2.

1. Sea g un algebra abeliana de dimensién n, queremos calcular la homologia trivial. Como
g es abeliana, los operadores d, son todos igual a 0, por lo tanto el kerd, = A’g y
imd, = 0. Luego

Hy(g) = N’ 9/{0} ~ \Pg, dim Hy(g) = (7)

H.(g) = ®A\'gy dim H.(g) = ;0(2) = 2"

2. Sea g =5l(2,C) con base {X,Y,H}.
Tenemos
0 — A%sl(2) — A?sl(2) — sl(2) — C —0
ker dy = s[(2),imd; = {0}
A?sl(2) = {XAY,X AHY AH}), imdy = ({H, —2X,2Y}), kerds = {0}
N’sl(2) = {X AY A HY), imds = {0}

pues d3(XAYAH) = [X,Y|\H—-[X,HINY+[Y,HINX = HANH+2XANY+2Y ANX =0,
luego kerds = {X AY ANH}.

Entonces
Hy(sl(2)) = C,
Hi(sl(2)) = ({X,Y, H})/({H, -2X,2Y}) = {0},
Hy(sl(2)) = {0},
Hs(sl(2)) = ({X ANY NH}).

Sea g un algebra de Lie y D una derivacion de g, es decir,

D([X,Y]) = [D(X),Y] + [X,D(Y)]. Sea D? : A’g — APg una transformacién lineal
definida por

DP(X1 AXg Ao AXp) =D X1 A AD(Xi) A A X
A

Proposicién 1.6.3. d, o D? =DP~lod, , es decir,

dp
—

N = N
DP| o |DP! el diagrama conmuta.

dp
—

N's A''a
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Demostracion.

dpr(Xl/\Xg/\---/\Xp):dp(ZXl/\---/\D(Xk)/\~-/\Xp> = dp(Xi A AD(XR) A AX) =
k

_Z( Z z+] 1[X“X]/\X1/\ D(Xk)/\"'/\Xp—i—
1<i<j<p
i#k,j#k
+Z DMIUD(X), X] A XA X A X +Z 171X, D(Xg)] A X1 A -- /\5(\1'/\-~/\Xp) _
he i<k
_Z Z DX X AX A ADXp) A A Xpt
k 1<i<j<p
+Z Z+J 1 )Xj]/\Xl/\“'/\)/(\j/\"‘/\Xp—{—
1<j
+Z H—] 1XzaD(Xj)]/\Xl/\---/\_g(\i/\.../\Xp
1<j

Dp—ldp(XlAXQA---/\Xp):DP—1< > (—1)i+j‘1[XZ-,Xj]AXlA--~/\5(:»A---/\XjA---/\Xp) =

1<i<j<p
= ¥ (—1)i+j—1(D([Xi,Xj]) AXLA- AN X+ Y IX XA XL A AD(X) /\---/\Xp> -
1<i<j<p k
= Y (—1)”]’*1([D(Xi),Xj]+[XZ-,D(X]-)]/\XlA-.-AXerZ[Xi,Xj]AXlA--.AD(Xk)A---AXp> =
1<i<j<p k
= > (D)TTUD(X), XA XL A AXG A A X
1<i<j<p
+ Y (CU)H XL DX A XA AXG A A X
1<i<j<p
+ 3 D DXL XA X A AD(XR) A A X
1<i<j<p k

con lo cual queda demostrada la igualdad.

O

Como D conmuta con la diferencial d, preserva el ker d y la im d. En efecto, por la proposi-
ci6én anterior si dp(X1 A --- A X},) = 0 se tiene que DP(X; A--- A X)) € kerd,

dpy(DP(X1 A+ AXp)) =DP Hdp(Xy A+ A X)) =0.

Anidlogamente se justifica la invarianza de la imagen de d,4+1 por D. Sea Y1 A---AY), €
imd,11 C APg, entonces

DP(Yi A AYy) =DP(dpy1 (X1 A AXpy1)) = dpn (DPTH(XL A+ A X)) € imdpgr.

Si # : g — End(g) es una representacién de g en el dlgebra de Lie g, tal que 7(X)
es derivacién de g para todo X € g, la acciéon de g pasa al espacio cociente Hy(g) =
kerd,/imdp,1
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i End(Hy(0) gonde 5(3)(0) — AP7070)
X - ﬁ-(X)g donde 7(X)(v) = A” 7(X)(v).
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Capitulo 2

Representaciones de sl(2) & - - - @ s((2)

2.1. Representaciones de sl(2)

En esta secciéon k es un cuerpo algebraicamente cerrado y todas las representaciones se
supondran de dimensién finita sobre k.

Recordemos que sl(2,k) tiene base estdndar:

(0 8) m=( 2 v=(0)

y tabla de multiplicar

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.

Pesos y vector maximal

Sea m una representacién arbitraria de sl(2,k) en V. Puesto que ad(H) es diagonal en la
base estandar, H es semisimple. Por el Corolario 1.5.8, la descomposicién usual de Jordan
del endomorfismo que representa a H proviene de la descomposicién abstracta de Jordan de
H, lo cual implica en este caso que w(H) es semisimple, es decir, 7(H) diagonaliza en alguna
base de V. Esto produce una descomposiciéon de V' en suma directa de autoespacios

W={veV:n(H)(v)= M}, Iek

Estos subespacios V) adn tienen sentido, y son igual a {0}, cuando A no es un autovalor de
7(H). Cuando V) # {0}, llamamos a A un peso de H en V y a V) un espacio peso.

Nos preguntamos cémo actian X e Y sobre los distintos espacios V). Es decir, nos pre-
guntamos dénde se sitia en esta descomposicién la imagen de un dado vector v € V) bajo la
accién de X e Y. La respuesta nos la da el siguiente lema.

Lema 2.1.1. Si v € V) entonces n(X)(v) € Vays y m(Y)(v) € Vy_o.

27



28 Representaciones de sl(2) @ - - - & s5((2)

Demostracion.

m(H)(m(X)(v)) =[x (H), 7(X)](v) + 7(X)(7(H)(v))

O]

Es decir, si v es un autovector por la accién de H con autovalor A, entonces m(X)(v) es
también un autovector por H de autovalor A+2y w(Y")(v) es autovector por H de autovalor

A—2.

Puesto que la dimensién de V' es finita, y la suma es directa

V=2V
A€k

como consecuencia de este lema debe existir V) # 0 tal que V)9 = 0. Diremos en general,
que cualquier vector no nulo en V) tal que X.v = 0 serd llamado un vector maximal o
vector de peso maximo de peso A.

Clasificacién de representaciones irreducibles

Supongamos que 7 es una representacién irreducible de sl(2,k) en V. Elegimos un vector
maximal, digamos vy € V) y definimos

Lema 2.1.2.
(a) w(H)(wi) = (A — 20,
(b) w(Y)(vi) = (i + i
(c) T(X) (i) = (A —i+ w1 coni>0

Demostracion. (a) Se sigue del lema, por sucesivas aplicaciones de Y al vector vy que
w(H) (W(Y)i(vo)) = (A =2))7w(Y) (vo).

luego
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(b) Se deduce inmediatamente a partir de la definicién de v;.

R(V)(01) = 7(V) (V) (w0) = 2V )i+ 100 = s = (4 D

(c¢) Aplicamos induccién sobre i. Si i = 0 vale la igualdad, pues 7(X)(vg) =0y v_1 = 0 por
convencion.

Observemos que

im(X)(v;) = 7(X)m(Y)(vi—1) por definicién de v;

= [7(X), 7(Y)](vi-1) + 7(Y)m(X) (vi1)

=7m(H)(wi—1) + 7(Y) (A= (i — 1) + 1)vi—2) (por hipétesis inductiva)

=A=20—1D)vic1 + A =i +2)7(Y)(vi-2) por (a)
=A=2i4+2v;1+A—i+2)(i — 1)v;—1 por (b)

=i(A—i+ v

dividiendo ambos miembros de la igualdad por ¢, se llega a la igualdad deseada.

O]

La férmula (a) dice que los v; son vectores propios de 7(H) de autovalores distintos, por
lo tanto, los v; son linealmente independientes. Como la dimensiéon de V' es finita, llamemos
m al menor entero para el cual v, # 0y V41 = 0; y por consiguiente v,,4+; = 0 para todo
i > 0. Si consideramos las tres férmulas (a), (b), (c) conjuntamente, éstas nos muestran que
el subespacio de V' con base {vg, v1,..., v} es invariante por 7, diferente de {0}. Como 7 es
irreducible, el subespacio debe ser todo V. Si miramos con mayor detenimiento a la férmula
(¢), encontraremos que para i = m + 1, el lado izquierdo de la férmula es 0, mientras que
el lado derecho es (A — m)v,,. Dado que v, # 0, concluimos que A = m. En otras palabras,
el peso de un vector maximal es un entero no negativo, igual a dim V' — 1. Llamamos a este
peso el peso maximo de V.

Por la férmula (a), cada peso pr = A—2i ocurre con multiplicidad uno, es decir, dimV, =1
si V,, # {0}; esto dice, en particular, que el vector maximal vy es el tnico posible en V, salvo
multiplo escalar.

Ademds, respecto a la base ordenada {vg,v1, ..., v}, las matrices de los endomorfismos
que representan a X,Y, H tienen la siguiente formas:
m 0 e 0 0
0 m—-2 --- 0 0
m(H)=10 0 0

: ; —m+2 0

0 0 0 -m
0 m 0 0
0 0 m—-1 0 0
(X)) = 0 O 0 0
0 1
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1 0 0
(V) = 0 2 0
0 0 m 0

Notemos que H produce una matriz diagonal, mientras que X e Y producen matrices nilpo-
tentes triangular superior e inferior.

Por otro lado, para arbitrarios m > 0, las tres férmulas del Lema 2.1.2 definen una re-
presentacion irreducible (W(m), V(m)) de s[(2,k) en un espacio vectorial sobre k de dimensién
m + 1, con base {vg,v1,...,vn}. La representacion serd la que asigne a H, X,Y las matrices
de arriba. Esta es una representacion porque los corchetes entre las matrices tienen los mis-
mos coeficientes de estructura de s((2,k). Es irreducible por lo siguiente. Consideremos un
subespacio invariante no nulo W y w un vector de dicho subespacio al cual escribimos como
combinacion lineal de los vectores de la base de V,):

w = oo + 1V1 + ... + QU

Si aplicamos m(Y)™ a w, éste estd en W por ser invariante por m(Y). Pero este vector es un
multiplo escalar de v,,. Luego v, pertenece a W. Ahora aplicamos 7(X) a v, sucesivamente
y por la forma en que actiia X obtenemos la base de V|,,), la cual estara contenida en W
pues es invariante por 7(X). Luego V{,,) = W.

En consecuencia, siempre existe una representacién irreducible de s[(2,k) por cada peso
maximo m = 0,1,2,.... En adelante denotaremos y consideraremos base canénica de V(,,) al
conjunto

{ﬁma ’t~)m_2, oo 777—m+27 77—m}7

respecto del cual las matrices de 7(X), 7(H), m(Y) tienen la forma ya mencionada.

Para resumir:
Teorema 2.1.3. Sea 7 una representacion irreducible de g = s[(2,k) en V.

(a) Respecto a H, V es suma directa de espacios pesos V,,, p =m,m —2,m —4,...,—m,
donde m +1=dimV ydimV, =1 para cada .

(b) V tiene, salvo miltiplo escalar, un inico vector mazximal, cuyo peso, llamado el peso
mdximo de V', es m.

(c) La representacion de g sobre V' estd dada explicitamente por las formulas de antes, si
la base de V' se elige en la forma antes descripta. En particular, existe a lo sumo una
representacion irreducible, salvo isomorfismo, por cada posible dimension m + 1, con
m > 0.

Corolario 2.1.4. Sea 7w cualquier representacion de sl(2,k) en V. Entonces, los autoval-
ores de w(H) sobre V' son todos enteros, cada uno ocurre junto con su negativo y en igual
ndmero de veces. Ademds, en cualquier descomposicion de V' en suma directa de subespacios
wrreductbles, el numero de sumandos es precisamente dim Vg + dim V7.

Demostracion. SiV = {0} no hay nada que probar. Supongamos entonces V' # {0}, luego por
el Teorema de Weyl (1.5.6), V' se descompone en suma directa de submédulos irreducibles.
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Como sl(2,k) actia en cada uno de los submédulos, aplicando el teorema 2.1.3 a éstos,
obtenemos los autovalores de m(H) en V a los que hace mencién la primera afirmacién del
corolario.

Para la segunda, observemos que en cada submddulo irreducible los autovalores de H
ocurren con multiplicidad uno, por lo tanto tiene una tinica ocurrencia el peso 0 6 el peso 1
dependiendo de la paridad de m. Luego si V no es irreducible, la cantidad de componentes
irreducibles sera igual a la multiplicidad del peso 0 mas la multiplicidad del peso 1.

O
Ejemplos 2.1.5. Ejemplos de representaciones irreducibles de s[(2, k).
1. Sim =0y V = C entonces C = V(g y denotamos a m como 7.

2. SiT=1id, V = C? con {z,y} base estdndar en la que H diagonaliza, es decir:

Luego V' = V1 @ V_1. Por lo tanto V' = V() e id = 7(y).

3. Si V = Sym?(C?) con base {2, zy,y?}, se define la representacién Sme(W(l)) por
derivacién, es decir, H actia como:

Sym® (1)) (H)(2?) = Sym?*(m)) (H) (a-2)
=mqy(H)(z).x + 27y (H)(z) = 2 + 2?2 = 2.2°,

Sym? (1)) (H)(zy) = 71y (H)(2).y + z.71y(H)(y) = 2.y — 2.y = 0,

Sym? (1)) (H)(y?) = Sym? (1)) (H) (y.9)
=) (H)(y)-y + vy (H)(y) = —yy — y.y = —2.9%,

de modo que
V=Vele Vg

siendo ésta equivalente a la representacién irreducible (7r(2), V(Q)), pues todos los auto-
valores de H tienen multiplicidad uno.

4. Consideremos el caso general Sym™(C?) cuya base es {z", 2" L.y, -, z.y" "' y"}, donde
la representacion Sym™(7(yy) se define igual que antes por derivacién. Analizando la ac-
ciéon de H

Sym" (m(1y) (H) (2" Fy¥) = (n — k)m) (H) (2).2" " Ly® + ka™ Fr ) (H) (y) .y
= (n— k)" *y¥ — ka"FyF = (n — 2k)a" Rk

encontramos que los autovalores de H sobre Sym”(C?) son exactamente n, n—2,--- , —n,
todos con multiplicidad uno. Por lo tanto la representacién es irreducible:

~

Sym”(ﬂ'(l)) TI'(n)
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Conociendo la descomposicién de una representacion irreducible (7, V') de s[(2, k) en suma
directa de autoespacios, podemos conocer la descomposicién en autoespacios de sus productos
tensoriales. Por ejemplo, si (7, V) y (7@, W) son irreducibles donde V=@V, y W = P Wp,
son las descomposiciones en autoespacios por la accién de H, entonces V QW = P (V,@Wp)
donde V,,&@Wj son autoespacios por H con autovalores a+4. Este resultado se puede usar para
describir la descomposicién en irreducibles del producto tensorial V &) W, como lo haremos
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.6. Sean (m(7), V(7)) ¥ (7(5), V(5)) dos representaciones irreducibles de sl(2, k).
Queremos encontrar las componentes irreducibles del producto tensorial V(7) ® V() bajo la
accién de sl(2, k). Escribimos las bases canénicas de cada irreducible:

base de ‘/(7) = {077 vs, U3, V1,V-1,V-3, V-5, 0—7}7

base de ‘/(5) = {w57w3aw17w717w737w*5}'

Recordemos cémo son las matrices asociadas a 7(X), m(Y) respecto de las bases candnicas:

07000000 0
06 00000 10
050000 02 0

04000 0030
Ty (X) = 0300 "™™X)=1g090 4 0 ’
02 0 0000050
0 1 000006 0
0 0000O0O0TO0
050000 0
04000 10
0300 02 0
0 1 00040
0 000050

Los autovalores del producto tensorial son:
12 y -12 ; ambos con multiplicidad uno;
10 y -10, ambos con multiplicidad dos;
8 y -8, ambos con multiplicidad tres;
6 y -6, ambos con multiplicidad cuatro;
4 y -4, ambos con multiplicidad cinco
2 y -2, ambos con multiplicidad seis;
finalmente 0 con multiplicidad seis.

Sabemos que la multiplicidad del autovalor cero nos dice cudntas componentes irreducibles
tendremos, en este caso seran seis.

Los vectores del producto tensorial que estan en el nicleo de (7['(7) ®7T(5)) (X)) y son vectores
propios de (77(7) ® 7r(5)) (H) se muestran a continuacion.
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De peso p=12:  u; = vy ® ws.

(7(7) ® 7(5)) (X) (u1) = 7(7)(X) (v7) @ w5 + v7 @ 7(5)(X) (ws5) = 0,
(m(7) @ m5)) (H) (u1) = 7y (H) (v7) © ws + v7 ® 7(s5) (H) (w5) = 1207 @ ws.
De peso p=10: uo =vy @ w —%v5®w5.
(7‘(‘(7) ® 7T(5))(X)(’LL2) = v7 ® dbws — %7117 ® ws =0,
(7T(7) ® 7T(5))(H)(u2) = 10v; ® wz — %101)5 ® ws.
De peso u =8: U3:v7®w1—%v5®w3—l—%v3®w5.

(7T(7) & 7T(5))(X)(U3) =7 ® 4w3—%7v7 Q@ ws + —%1}5 & 5105-%%62)5 & ws
(7T(7) ® 7T(5))(H)(U3) = 8ur ® wy — %8?}5 & w3 + %81}3 X ws.

Para los siguientes vectores pesos omitiremos mostrar la accion de H.

De peso u = 6: u4:U7®w,1—%v5®w1+%03®w3—%v1®w5.

(71'(7) & 7T(5))(X)(U4) = 3vr @ wy — %77)7 & wy — %405 & w3+
+ %6’05 & w3 + %’1)3 ® dbws — %5’03 & ws
=0.

De peso u = 4: U5:v7®w_3—%v5®w_1—|—%v3®w1—%Ul®w3—|—%v_1®w5.

(7r(7) ® 7['(5))(X)(U5) =7 ®2w_q — %71}7 Rw_q1 — %05 ® 3wy + %61;5 ® w1+
+ %1)3 ® 4wz — %5’03 ® w3 — %Ul ® bws + %4?}1 X ws
=0.

De peso u = 2:

Ug = V7 @ W_ —%v5®w,3+%vg®w,1—3—15)U1®w1+3—15v,1®w3—%v,3®w5.

(71'(7) ® 7T(5))(X)(u6) =v7r QW_3 — %7117 RQw_3 — %Ug, ®2w_1 + %61)5 P w_q
+ %1}3 ® 3wy — 3715503 Qw1 — 3*15’1)1 ® 4dws + :,71541)1 ® w3+
+ 3*151}_1 ® dbws — 2*113’1)_1 ® ws
=0.

El autovector asociado al autovalor 12 generara una subrepresentacién del producto tensorial
isomorfa a V(9 la cual justifica la ocurrencia de los autovalores 12, 10, 8, 6, 4, 2, 0, -2, -4,
-6, -8, -10, -12 sdlo una vez.
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El complemento de V(12y en el producto tensorial, tendra autovalores: 10 y -10 tomados
una vez; 8 y -8 tomados dos veces, 6 y -6 tomados tres veces, 4 y -4 tomados cuatro veces, 2 y
-2 tomados cinco veces, y 0 tomado cinco veces. De modo que el complemento contendrd una
copia de la representacion irreducible V), generado por el autovector asociado al autovalor
10. Pero ésta sélo justifica la ocurrencia de los pesos 10, 8, 6, 4, 2, 0, -2, -4, -6, -8, -10, una
vez.

Ahora, el complemento de la suma directa V(;2)® V{10 en el producto tensorial tendrd au-
tovalores: 8 y -8 tomados una vez, 6 y -6 tomados dos veces, 4 y -4 tomados tres veces, 2 y
-2 tomados cuatro veces, y 0 tomado cuatro veces. De modo que el complemento de la suma
contendrd una copia de la representacion irreducible V(g).

Razonando de igual manera que antes, encontramos que el complemento de V(12) ® V{10) @
Vig) en el producto tensorial, contendra una copia de la representacion irreducible Vg, la
cual justifica la ocurrencia de los autovalores: 6, 4, 2, 0, -2, -4, -6 tomados una vez; por lo
que el complemento de V(12y © V(10) © V() & V() en el producto tensorial, con autovalores 4
v -4 tomados una vez, 2 y -2 tomados dos veces, 0 tomado dos veces, tendra una copia de la
representacion irreducible V{y).

Finalmente, llegamos a la conclusién de que el complemento de V{;2) © V(10) ® V(g) ® V() ®
V(4) tiene autovalores 2, 0, -2, todos con multiplicidad uno; lo cual nos dice que es una copia
de V(g). En consecuencia:

Vir)y @ Vis) = Viaz) @ Vo) © Vi) @ Vig) © Via) © V(o).

En general, sia > b:
Viw) ® Vo) = Viart) ® Viarv-2) & & Vi), (2.1)

llamada férmula de Clebsh-Gordon.

2.2. Representaciones de sl(2) @ - -- @ sl(2)

Consideremos la representacién irreducible (), V(1)) de sl(2,k). Pero ahora miremos la
accién de sl(2, k) ®sl(2, k) en el producto tensorial V{;)®@V(1). Recordemos que la suma directa
actua en el producto tensorial de la siguiente forma:

(T @) (X, Y)) (v @ w) = 711y (X) (v) @ w + v @ 7y (V) (w).

Queremos encontrar las componentes irreducibles del producto tensorial.

Dado que sl(2,k) @ sl(2,k) es semisimple y (H,0) y (0, H) son ad-semisimples, los endo-
morfismos que los representan son diagonalizables y ademds conmutan entre si. Luego, éstos
diagonalizan simultdneamente en la base candnica {v; ® vi,v1 ® v_1,v_1 ®v1,v_1 ®V_1}, lo
cual produce una descomposicion de V(1) ® V(1) en suma directa de autoespacios V). Miremos
por ejemplo la accién de (H,0) y (0, H) sobre el autovector v; ® vy:

(m)y®m(1y) ((H,0)) (v1 @ v1) = 73y (H) (v1) @ 01 = v1 @01,
(my®@m(1y) ((0, H)) (01 ® v1) = v1 @ 71y (H) (v1) = v1 @ v1.
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Como era de esperar es vector propio de valor propio 1 en ambos casos. Por ello lo denotaremos
como vy 1) y de manera analoga a los restantes vectores de la base candnica, que como ya
dijimos son también vectores propios para (H,0) y (0, H). Asi tendremos:

V1 QU1 =0U(1,-1), V-1QV1=7011), V-1QV_1=01_1)

Por lo que podemos escribir:

—

Vi@V = (V(l) ® V(l))(l,l) oV ® ‘/(1))(1,—1) ® (V(l) ® V(l))(—m) ® (V(l) ® ‘/(1))(—1,—1)'

Miremos ahora cémo actian (Y,0) y (0,Y) en la base candnica:

(7()y@7(1)) ((0,Y)) (v1,1)) = v(1, 1),
(7 @7(1)) ((0,Y)) (v(-1,1)) = v(1,-1),
(m@y®m)) ((0,Y)) (via, 1)) =0,

(m()@7(1)) ((0,Y)) (v(-1,-1)) = 0.

Encontramos que actiian por “traslacién”, es decir, mandan un vector propio al nulo, o a
otro vector propio, pero de autovalor “menor” que el anterior. Entonces podemos escribir a la
base canénica como la generada por las imdgenes del vector propio v(q 1) bajo las aplicaciones
de (W(l)é\@ﬂ'(l)) ((Y, 0)) y (W(1)®7r(1)) ((O, Y)) Notemos ademds que el vector v(; ;) pertenece
a la interseccién de los niicleos de (77(1)<§>7r(1)) ((X7 0)) y (W(1)®7r(1)) ((07 X)) Las matrices de
(7T(1)(§>7T(1)) ((X,0) v (7T(1)(§)7T(1)) ((0, X)) respecto de la base candnica son :

0010 0100

~ 0 001 ~ 0 00O
(77(1)®7T(1))((X7 O)) 1o o 0 0 (W(1)®7T(1)) ((O’X)) 1o o o0 1
0 00O 0 00O

También podemos leer a partir de la matrices, que los elementos (X,0) y (0,X), llevan
vectores propios al nulo o a otro de autovalor “mayor”, por ejemplo:

(7T(1)®7T(1)) ((Xa 0))(”(—1,1)) = U(1,1)>

(77(1)@’7(1)) ((0>X))(U(—1,—1)) = V(-1,1),
(&) (0, X)) (v(-1,1)) = 0.

Si W es subespacio invariante no nulo de V(1) ® V() y tomamos w € W donde w = a.v(y 1) +
bva,—1) + cv—1,1) + d.v 1), al evaluar la accién sobre él de (Y,0),(0,Y), (X,0), (0, X)
bajo sucesivas aplicaciones, encontramos que v(q 1) estd en W'y de igual manera los restantes
vectores de la base. Por lo tanto, la representacién es irreducible. Denotamos al espacio de
representacién como

Vi, = Vi © V.
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La lectura de este ejercicio, es que el producto tensorial de dos representaciones irre-
ducibles de s((2,k) es irreducible por la accién de la suma directa. A continuacién, enuncia-
remos un resultado general.

Sea (m®...3m,, Vi ®---® V,) una representacién del producto directo sl(2,k) @ --- @
s[(2,k), donde (m;, V;) son representaciones de s(2, k). Denotamos con H;, X; e Y; a la r-upla
que tiene a la matriz H, X e Y, respectivamente, en la i-ésima componente y cero en las
restantes. Un vector propio de V; ® --- ® V;. para todos los H; sera denotado como vy, . )
siendo \; el peso de H;. Llamamos peso de v(y, . ) alar-upla (A1, ..., Ar).

Definicion 2.2.1. Se llama vector de peso maximo de V; ® - -- ® V,. al vector propio para
todos los H; que pertenece al niicleo simultaneo de los X;.

Teorema 2.2.2. Sean (T(m,), Vim,)) coni=1,...,r representaciones irreducibles de sl(2,k).
Entonces, (ﬂ(m1)<§> e @ﬂ(mr), Vimy)®- - -®V(mr)) es una representacion irreducible de s(2,k)®
- @5l(2,k). Vi) ® - ® Vi) estd generado por el vector de peso mdzimo y sus imdgenes
bajo sucesivas aplicaciones de los Y;.

Denotamos Vi, . m.) = Vimy) ® - @ Vg,

Prueba. SeaW C Vi) ® - @ Vi, ), W # {0} un subespacio invariante por W(m1)® e @W(mT).
Sabemos que la base canénica de V(;,,) es:

{,Umi) Um;—25 -+ -y UV—m;+2, U*mi}

y que la base canodnica del producto tensorial es el producto tensorial de las bases de los
Vim,)- Para probar que Vi, ;) ® -+ - @ V{3, ) es irreducible, basta mostrar que su base canénica
esta contenida en W.

En primer lugar, notemos que la base candnica del producto tensorial, estd conformada
por vectores propios de H; para todo i. En efecto, la accién de H; sobre cualquier vector de
esta base, se reduce a la accién de H en el i-ésimo vector del producto tensorial, el cual es un
vector propio de H perteneciente a la base canénica de V(;,,) con peso m; — 2k para algun k,
obteniendo asi un miltiplo escalar del producto tensorial.

En segundo lugar, la acciéon de los X; sobre un vector propio cualquiera de esta base,
consiste en la accién de X sobre el i-ésimo vector vy,,_oi del producto tensorial, siendo esta
ultima, una traslacion de dicho vector hacia el vector que lo precede en la base de V;,,); lo
cual significa que X; manda un vector propio a otro vector propio, de peso “mayor”que el
anterior. Es inmediato de aqui, que el vector de peso maximo en el producto tensorial es el
producto tensorial de los vectores de peso maximo vy, .

Finalmente, si repetimos para los Y; el andlisis realizado con las acciones de los H; y X;
sobre la base canodnica del producto tensorial, obtendremos que Y; manda un vector propio a
otro vector propio, de peso “menor”’que el anterior.

Tomemos w € W, y lo escribamos como combinacién lineal de los vectores de la base de
Vimy) @ -+ @ Vign,), es decir,

w = E a)u

AEP,
donde
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P.={\e€Z : Ni=mjym; —2,...,—m;y +2,—m;, i=1,...,1},
U/\:’U>q®"'®’0)\r, Y 6‘/Y(TTLZ)

Como W es invariante, W(m1)® e @mmr)(Xi)(w) € W, para todo ¢ = 1,...,r. En particular
estara:

(T ()@ Oy (X)) (W) = Y ax (W)@ - B, ) (X1 ) ()
A
= Z a/\ﬂ(m1)(X)(v)\1) @ Q Uy,
A

= Z a)\ﬂ'(mﬂ(X)(Uml)@"'@U/\r+"'+
>‘7
A1=mq

+ ) @) (X) (Vo) @ - Dy,
>\7

Al=—m

De la igualdad, observamos que si aplicamos sucesivamente (W(m1)® . ®7r(mr))(X 1) aw las
veces que sea necesario hasta trasladar a todos los vectores propios v,,, —2x al vector de peso
mMAXImo vy, , tendremos un nuevo vector w’ de W de la forma:

w' = E a\Vmy @ Uy, @ - @V,
A,
A1=m1

Ahora, calculemos

-~

(W(m1)®-~

DT ) (X) (W) = ahmy @ Ty (X) (U2,) @ -+ D vy,
X

Procedemos igual que con X7, es decir, aplicamos sucesivamente (W(m1)® e @W(mT,))(Xg) a
w’ hasta obtener un nuevo vector w” de W de la forma:

1 "
w :5 A AUy @ Umy @ -+ Q U,
A

Continuando de esta manera con los restantes X; encontramos que el vector de peso maximo
de la base canodnica
Uml ®’Um2®"'®vmr € W

A partir de alli, mediante sucesivas aplicaciones de Y; obtenemos la base del producto tenso-
rial, por la forma en que éstos actian como ya lo mencionamos, y todas pertenecen a W por
ser éste invariante.

O]

Observaciones

1. La representacion irreducible W(m1)® e @mmr) de sl(2,k)®- - - ®sl(2,k) posee un tnico
vector de peso maximo, salvo multiplo escalar. La unicidad se deduce facilmente de la
unicidad del vector de peso méximo en cada representacién irreducible de s[(2, k).
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2. Toda representacién irreducible de s[(2,k) @ --- @ sl(2,k) es isomorfa a una

(W(ml)@) e @W(mT), V(ml) Q& V(mr)) con m; € Z* parai=1,...,r. Este resultado
se acepta sin demostracion.

A continuacién veamos dos ejemplos de cémo descomponer en irreducibles A?(V ® W) por
la accién sl(2,k) @ sl(2, k).

Ejemplos 2.2.3.
1. Sea (W(g)@m(l), Vi2) ® Vi1)) la representacion irreducible de s((2,k) @ sl(2, k).

Queremos encontrar las componentes irreducibles de /\Z(V(Q) ® V(1)) Recordemos que

2
/\ T(X,Y)(v1@wi Ava@ws) = (X, Y)(v1 Qi) Avg @wa +v1 @wi Am(X,Y)(v2 @ we)
donde 7 denota a W(g)@m(l).
Sean {v2,vo,v—2} y {w1, w_1} las bases canénicas de Vig) y V(y), y sea
{v2 @ wi,v2 @ wW_1,v0 ® W1,V0 @ W_1,v_2 @ W1, V2 DW_1}

la base del producto tensorial V() @ V|1). Buscamos los vectores del dlgebra exterior que

estén en la interseccion de los nucleos de /\27T(X 1)y /\QTI'(XQ), y que sean autovectores
por la accion de Hy y Hs , es decir, buscamos los vectores de peso maximo. Si denotamos
con pu1 y p2 los pesos de A?m(Hi) y A% (Ha) respectivamente, dichos vectores son:

De pesos A1 = 4,20 =0: u1 = v2o @ wi Avo @ w_1.

2
/\ 7T(X1)(ul) = 7T(2)(X)<’U2) R w1 ANva @ wW_1 + v2 @ wq /\7T(2)(X)(7}2) & w_q

=0Av®w; +ve@w; A0

2
/\ m(X2)(u1) = v @ m(1)(X)(w1) A vz @ w_1 +v2 ® w1 A vz @ 1) (X)(w-1)
=v2 @wy Avz2 @ wy
=0,

2
/\ w(Hy)(up) = 7T(2)(H)(1)2) Qw1 ANv2 @ w_1 + v2 @ wy N 7T(2)(H)(1)2) R w_1
=4vy ® w1 A vy ® w_1,

2
J\ T (Hz) (u1) = v2 @ 70y (H) (w1) A vg @ w1 + vz @ wi A vy @ myy(H)(w_1)
=0.

De pesos A\ =2, A9 = 2: ug = v9 ® w1 A vy ® wi.

/\ m(X1)(u2) = va @ w1 Ave @ wy =0,
N7 (Xo)(u2) = 0,

N 7 (Hy) (uz) = 205 @ wy Avo @ wy,
/\27T(H2)(UQ) =2vy @ wy A vy @ wy.
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De pesos A\; =0, 3 = 0:

U3 =2 QWL ANV_9Q@W_1 — V3QW_1 NV_2@wW; — Vg Rwi NvgRw_1.

/\QW(Xl)(Ug) =02 @w; Avg®@w_1 —v2 @w_1 Avg @ wi+
— V2 @wW; Avg @ w_1 —v9 @wy Avg ®w_1 =0,
/\QW(XQ)('LL;J,) =V @w; ANv_g @ Wy — V2 @ w1 Av_g @ wi+
— o ® w1 Avg ®wy =0,
N (Hy) (ug) = 0,
N (Ha) (ug) = 0,

Hemos encontrado tres vectores de peso maximo, lo cual nos dice que la representacion
no es irreducible. El vector de peso (4,0) generard una subrepresentacién isomorfa a
Vi4,0), el vector de peso (2, 2) generard una subrepresentacién isomorfa a V{5 oy v el vector

de peso (0,0) una isomorfa a V(g o). Luego N’ (Viz) ® Viy) = Vi, 0) @ Vi2,2) @ V(o,0)-
2. Queremos las componentes irreducibles de A (Vio) ® Vi) A2 (Vay ® Viy) v N’ (Vay ® Vi)
Base candnica de V(gy = {vo}, base canénica de V(1) = {w1,w_1}.

Procedemos como antes, buscando los vectores peso maximo. p; denotara el peso de
Hy y g el peso de Ho.

Para /\2 (V(O) ® V(l)), su base es {vg ® w; A vg ® w_1}, y por lo tanto, hay un unico
vector maximal, él mismo con pesos p; = 0, uo = 0. Luego, /\2(‘/(0) ® Vi1y) = Vio,0)-

Para /\2 (V(l) ® V(O)), al igual que antes, hay un tinico vector maximal wi ®vyAw_1 vy,
con pesos p1 = 0, 2 = 0. Luego, A\*(Vi1) ® Vo)) = Vo,0)

Para /\2 (V(l) ® V(l)), 7w denota a 77(1)<§)7r(1), v los vectores maximales son dos:

De pesos A1 =2, Ao =0, w1 Q wi A wy @ w_1.
De pesos A1 = 0,00 =2, w1 @ w1 A w_1 @ wy.

Luego
2
A (Vi @ Vi) = Viz.o) @ Vo,

2.3. Representaciones de gl(2) @ --- @ gl(2)

Dado que el élgebra de Lie gl(2,k) no es semisimple, no toda representacién de ella es
completamente reducible. Por ejemplo, si consideramos la representacién

7 gl(2,k) — gl(V),V = C?
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tal que
0=(o ) (22)
s =g ¢ ) 2.3
=g o) (2.
0=y o) 25)

Si la representacion fuese completamente reducible, todo subespacio invariante de V' ten-
dria un complemento invariante, lo cual no ocurre aqui pues los inicos subespacios invariantes
son el nulo, {(e1) y C2, y (e1) no tiene complemento invariante.

Con este sencillo ejemplo queremos introducir el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea (m,V) una representacion de gl(2,k) tal que w(I) es diagonalizable.
Entonces (m,V') es completamente reducible.

Prueba. Dado que 7(I) es diagonalizable, V' se descompone en suma directa de autoespacios
V- Como sl(2, k) conmuta con la identidad, T2 PTESCIVA la descomposicion. Luego hace-
mos actuar s[(2,k) en cada uno de los autoespacios V,,;, obteniendo una descomposicién de
V,,; en suma directa de subespacios invariantes e irreducibles

Vﬂi = @ V((nu)l)
Luego
— (15)
V= @ V(”jj) ’
J
O

Notemos que en la demostracion hemos indexado a las componentes irreducibles con
un nuevo indice () siendo éste el autovalor correspondiente a la matriz identidad, al cual
llamaremos también peso del vector de peso méaximo. Vale decir, en una representacion
irreducible de gl(2,k) el vector de peso maximo tiene dos pesos, cada uno debido a la accién
de Hel.

Este teorema se generaliza para el dlgebra de Lie g = gl(2,k) @ --- @ gl(2,k) (n veces).
Aqui indicaremos con I; a la n-upla que tiene en la i-ésima componente a la matriz identidad
y cero en las restantes.

Teorema 2.3.2. Sea (7, V) una representacion de gl(2,k) @ - -- @ gl(2,k), tal que los endo-
morfismos m(1I;) diagonalizan. Entonces (m,V') es completamente reducible.

Como las identidades I; conmutan entre si, por ser m representacion resulta inmediato
la conmutatividad de los 7([;); entonces al ser diagonales m(I;) y conmutar diagonalizan
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simultdaneamente, es decir, existe una base de vectores propios simultanea. Luego, la de-
mostracién es andloga a la del Teorema 2.3.1, cambiando s[(2,k) por sl(2,k) & ... & sl(2,k)
subélgebra semisimple de gl(2,k) & --- @ gl(2,k).

Lo que dice la tesis del Teorema 2.3.2 es lo siguiente:

1.

V es suma directa de subespacios invariantes e irreducibles, es decir, V = V.
i

Cada V; tiene un tunico vector de peso méaximo, salvo multiplo escalar.

Una base de V; se obtiene por sucesivas aplicaciones de los endomorfismos

7(Y;) al vector de peso maximo.

Si v; es el vector de peso maximo en V;
m(X;)(v;) =0 para todo i, j,
m(Hj)(vi) = Nijvi,  Aij € No,

m(L;)(vi) = pijvi,  paj € C.

Existen n-uplas \;j = (i1, Ni2, ..., Ain) € NG v i = (i, iz, - - -, fin) € C" llamadas
pesos del vector de peso méaximo.

La componente irreducible V; se denota V/\“_ * donde

Wi _ yrHilE1t ot pinen v r(Ra1) (tin)

siendo {€; : j = 1,...,n} la base candnica de C".

Ejemplos 2.3.3.

1.

Consideremos la representacién adjunta de la suma directa g = gl(2,k) @ gl(2,k). Nos
preguntamos si g es completamente reducible.

iad(Iy),ad(I2) son diagonales?

Tomemos la siguiente base de g.

B ={X1,Hy, Y1, 11, Xo, Hs, Yo, Io}.

[ad(I1)]p = 0, [ad(l2)]p = 0, obviamente conmutan entre si.

Luego, (ad, g) es completamente reducible. Calculemos sus componentes.

Busquemos la interseccién de los niicleos de X7 y Xo.

0 -2 00000 0 00000 0 0
00 100000 00000 0 0
0 0 000000 00000 0 0
0 0 000000 00000 0 0
dX)ls=1 4 o 00000 0 |"RIXAB=] 40000 -2 0
0 0 000000 00000 0 1
00 000000 00000 0 0
0 0 000000 00000 0 0

ker(Xl) ﬂker(Xg) = {Xl, XQ, 11, 12}

OO OO oo oo
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Ahora busquemos en ker(X;) () ker(X2) los vectores propios de Hy y Ha.

[Hy, X1] = 2X4, [H1,X2] =0, [H1,11] =0, [H1,12] =0
[H27X1] - 07 [HQaX2] - 2X27 [H27II] - 07 [H27I2] =0.

Encontramos que existen cuatro vectores de peso maximo, con pesos A igual a

A1 =(2,0), A2 =(0,2), A3 = \y =(0,0).

Los pesos u en todos los casos dan cero, pues la identidad conmuta con todo gl(2,k).
Es decir, 3 = (0,0) = po = pus = q.

Finalmente concluimos que
gl(2,k) & gl(2,k) =(gl(2, k) @ gl(2, k))(2 o) ©® (812, k) @ gl(2, k))(0 2

® (gl(2,k) @g[(2,k))0 (g1(2,k) @ gl(2,k )
>y @V, 2 x Vy.

. Sea (m, VS °2) la representacion irreducible de gl(2,k) & gl(2,k). Es decir,

) Verteg
{U(1,1)7 U(1,-1)> V(-1,1)> v(fl,fl)}

es la base en la que diagonalizan simultaneamente Hy, Ho, I, Io.
Queremos encontrar la descomposicién de la representacién (A*m, \? VZS?). La base
de N2V 22

e1tea

B = {v1,1) Ava,—1), 0,1y A V(=1,1), V(1,1) A V(=1,-1)
V(1,-1) N V(=1,1)5 V(1,~1) A V(=1,~1)» V(=1,1) N V(=1,~1) }-

En esta base diagonalizan simultdneamente I, I5.
[/\QW(Il)]B = dlag(27 27 27 27 27 2)7 [/\27T(I2)]B = dla'g(_27 _27 _27 _27 _27 _2)
Encontramos que el espacio de representacion es un autoespacio de valor propio 2 para
I, y —2 para Is. La descomposicién se obtiene a partir de la accién de sl(2,k) @ s((2, k)
en este autoespacio. En el ejemplo 2.2.3.2 ya dijimos que existen dos vectores de peso
maximo
v(1,1) AV1,—1), de pesos A1 = (2,0), 1 = (2,-2)
v(1,1) AV(=1,1), de pesos g = (0,2), pa = (2,-2).
Luego

/\ Vsl £2 ~v V2€1 2e9 V2€1 262.

£1+e€2 2e1 2e9



Capitulo 3

Homologia de gl(2, Aﬁ(n))

3.1. Las 4lgebras de Lie gl(2, Ax(n)), gl(2,CQ(n)o) y gl(2, A% (n))

Las 4algebras de Lie que vamos a describir, tienen como elementos matrices cuadradas de
tamafio 2 X 2 con entradas en un algebra asociativa. Comenzamos entonces definiendo estas
algebras asociativas.

Un quiver Q es (Qo, Q1,s,t: Q1 — Qp) donde:
(a) Qo es un conjunto finito de vértices.
(b) Q1 es un conjunto finito de flechas.

(c) Una flecha p empieza en el vértice s(p) y termina en el vértice ¢(p).

Un quiver ciclico Q(n) es un quiver de n vértices y n flechas donde

s(pi) =vi t(pi) =viy1, 1<i<n-—1,
s(pn) = vn  t(pn) = v1.

7/”1 /pfﬂ ./fﬁz
Pr f' Y
Uy e *
AN

Dado un quiver Q, se llama camino a una sucesion de flechas p;, pi,---pi,,, las cuales
satisfacen t(p;;) = s(pi;,,) con j = 1,...,m — 1. Un camino trivial es un vértice del quiver.
Llamamos longitud de un camino a la cantidad de flechas que lo componen. Denotamos con
Q; al conjunto de caminos de longitud I.

En un quiver ciclico Q(n), los caminos de Q(n); se denotaran con aéj, donde el subindice

ij indica a los vértices v; y v; donde comienza y termina respectivamente dicho camino.

43
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El dlgebra de caminos CQ asociada a un quiver Q, es el espacio vectorial sobre C
CQ=CQUalC1aCQ -
donde CQ)j; es el espacio generado por Q; y el producto de dos caminos a y 3 es la yuxta-

posicién de ellos, si el final de « es el comienzo de (; o cero en caso contrario.

Observaciones:
(a) Elélgebra de caminos es un algebra asociativa, no es dificil verificar que (a3)d = a(39).

(b) Los v; son idempotentes y ortogonales, es decir, 02-2 =v; y viv; = 0 para i # j.

(c) CQ tiene unidad dada por 1 = ) v;.
i=1

Consideremos el dlgebra de caminos asociada al quiver ciclico Q(n)

CQ(n) =CQ(n)o @ CQ(n); ® CQ(n)2 @

Sea @ (CQ( ); el ideal bilatero de CQ(n), de caminos de longitud mayor o igual a N.

Llamamos algebra de caminos truncada en N al cociente

An(n) =CQ(n)/ & CQ(n);

jzN

por lo que
An(n) 2 CQ(n)o ® CQ(n); ® CQ(n)2 @ --- ® CQ(n)N-1

como espacio vectorial. A través de este isomorfismo, identificaremos de ahora en adelante,
los elementos de CQ(n) con su respectiva clase de equivalencia en Ay (n).

Llamamos Aj\',(n) al ideal de Ax(n) generado por las flechas. Vale decir que como espacio
vectorial es

AN (n) = CQ(n) ®CQ(n)2 @ --- ® CQ(n)N-1

Dado que An(n) es algebra asociativa y CQ(n)y y AL (n) son subdlgebras de Ay(n), las
algebras asociativas g[(2,AN( )) g[(2 CQ(n ) y g[(2 AJr )) son algebras de Lie (ver los
detalles en el Capitulo 1, Ejemplos 1.1.24 y 1 2.5 1) con corchete, en todos los casos, dado
por

[A,B]=A.B—B.A

siendo A y B matrices 2x2 con entradas en Ay (n), CQ(n)y y An(n)™", respectivamente.

Llamemos

g =gl(2,An(n)), [=gl(2,CQ(n)o), n = gl(2, Af(n)).

La base de g es el conjunto de las matrices elementales E,s de gl(2,C) con entradas en la
base de An(n). Como la base de Ax(n) es Q(n)oUQ(n)1 U---UQ(n)y_1 tendremos:

B= U{E:S” c,j=1,...,nr,s =12} U{E :i=1,...,n;7r,s = 1,2}.
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La dimensién de g es 4.N.n. Notemos también que para todo i, C{v;} es subalgebra asociativa
de CQ(n)o, luego gl(2, Cv;) es subdlgebra de Lie de [ para todo i y

[=gl(2,Cv) ®gl(2,Cv2) @ - @ gl(2,Cvy) = gl(2,C) @ --- @ gl(2,C).

nveces

como algebras de Lie, con dimensién 4.n.

Con respecto a n podemos decir

=

—1
n~ MQ((C) (= (CQ(TL)J
Jj=1

como espacio vectorial, con dimensién 4.n.(N — 1); y es el radical nilpotente de g, N — 1
pasos.

Por dltimo
g[(2,AN(n)) :g[(2,(CQ(n)o) o gI(Q,AE(n))
como espacio vectorial. Luego
g~ Ixn,

Recordemos que para definir este producto semidirecto la representacién = de [ en n es
[ — gl(n)

X — adg| (X) .
[

n

3.2. La accién de gl(2,Cv;) @ --- @ gl(2,Cv,) en gl(2, Al (n))

Dado que gl(2,Cvy) @ gl(2,Cuv2) @ --- @ gl(2,Cuv),,) es isomoforma al producto directo
9l(2,C)@---gl(2,C) y los m(I,) diagonalizan, siendo 7 la representacion definida arriba e
I, = EY} + E33, por el Teorema 2.4.2, la representacion m es completamente reducible.

Una de las conclusiones que se obtiene a partir de la demostracion del Teorema 2.4.2,
es que las componentes irreducibles del espacio de representaciéon V' son las que provienen
por la accién del dlgebra de Lie semisimple s[(2,C) @ sl(2,C) @ - -- @ s((2,C) en la base de
vectores propios de V' en la que diagonalizan simultdneamente los 7(1,.). Es por esto que en
nuestro caso, buscaremos las componentes irreducibles de n mirando directamente la accién
de s1(2,CQ(n)o) = sl(2,Cv;) ®sl(2,Cv2) & - - - B 5l(2,Cvy,), en vista de que las identidades I,
preservaran dicha descomposiciéon y no aportaran componentes irreducibles.

Para ello, comenzamos buscando los vectores maximales de n, es decir, los que estan en

el nicleo simultaneo de los w(X,.), con r = 1,...,n, siendo
(%
X, = Ej5,
y que ademds sean vectores propios de los m(H,) con r = 1,...,n, siendo

_ Ur Vr
H, = Eyj — Eg;.
De esta manera encontramos el siguiente conjunto de vectores de peso maximo
al .
iy — C
{E}y’eoni,j=1,....n,i#j,l=1,....,n—1.

Los pesos de estos vectores para cada H, son:
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a) 0sir=#£i,j

b) 1sir=i6r=j.
Esto se deduce facilmente al calcular

Oéé . 0‘5 j OJL i r r
[Hy, Eyy’] = (EYf — Eg3).Ey’ — Eyy’ . (EYf — Es3)
vraé . ai Uy
=E;, " +Ey

Recordemos que en el Teorema 2.4.2, A\ denota al vector cuyas componentes son los pesos

por la accién de cada H en las representaciones irreducibles de gl(2,C) & --- & gl(2,C). En
nuestro caso de estudio A tiene componentes

A=(0,..,0, 1 ,..,0, 1 ,..,0) =¢; +¢;.
i J
A continuacién, completaremos la base de una componente irreducible, aplicando sucesi-
vamente al vector maximal los endomorfismos 7 (Y;) = m(E57), conr =1,...,n.

Tenemos entonces

1 L l

n(V)(E) = [V, By = B3y By’ — Evy B
vrai ai U
= Ey ’ EnJ )
y esto da
ol ol
E22”s1r—z 6 —Esir=7 6 Osir#i,j;
mientras que
l aij vy aéj.vT
W(K*)(W(Y)(Eu )) [YmEzz ] —Eyy' By = —Ey

ij

= E21 sir=3 6 0 sir#j.

l

l al

7T(Y7“)(7r(YJ)(E12 ) = [¥r, E ] —E51 By’
ok, L

= By =By sir=i 6 0 sir#i.

Este ultimo resultado nos dice que hemos completado la base, pues si aplicamos nuevamente

los w(Y,.) obtendremos el vector nulo. Concluimos que la base de una componente irreducible
l

con vector de peso maximo E12 , €s:

(ESY m (V) (L), m(Y) (B ), m(Vi) (e (Y7 (B )} =

al !

iJ Qg
= {E12 s Eoy’, E11 s =By’
ordenada segtn si 7 < j. Si ¢ > j el orden serd

1 al . al

(B (Y) (B ) w (Vi) (B, w(¥i) (m(Y;) (B3}

es decir,

l al l

Xij ij Yij
{Em s — B4y, By’ —E9 1
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Para terminar de caracterizar a dicha componente irreducible faltaria calcular el vector u
cuyas componentes son los pesos de la identidades I,. Nos fijamos entonces cémo actiua la
identidad I, = E}] + E3% en el vector de peso maximo,

ok vy

)
Qg UrQy i
[, Eyy'] = By ¥ — By’
L. L
Si r # 4,7 el corchete da cero. Si r = i obtenemos Elo;” Si 7 = j obtenemos —Ef;”. Por lo

tanto

w=(0,...,0, 1 ,0,..,0, —1,..,0) =& — ¢j.
v J

Finalmente podemos decir:

1. Cada componente irreducible de n es

30,050, -1 ,0,...,0) ~ 7,€i—€j
0,...,0 0,..,0) — '&ite;r

donde Vé:;j es una representacion irreducible de gl(2,C) @ --- @ gl(2,C).

j
: I » o, )
2. Cada componente irreducible tiene vector de peso mdzimo E|5’ y estd generada por
al. al. ol al.
1j 1% ij ij
({Ey’ By’ —Eyy’, —Ey’})
3. La descomposicion de n por la accion de | es
B 0,.,0, 1 ,0,...,0, =1 ,0,...,0) _ I\ ~ £i—¢;
n=Dne o 1 o Do) @ o) =P VL

1 o0,..0_ 1 0.0
i#] ~ ~ i#j i#j

3.3. Descomposicién de A’gl(2, AT (3)), A’al(2, AT (3))

Consideremos el caso n = 3 y N = 3. La descomposicién de gl(2, A5 (3)) serd ordenada
de la siguiente manera

n=gl(2,4;(3) =V L Z e VAT e VS e VLT e VS e VL,

€1te2 €2+e3
es decir, los sumandos estan ordenados primero por longitudes de los caminos, de menor a
mayor, y luego, segiin el vértice donde comienza cada camino.

3.3.1. Descomposicién de A\’gl(2, AT (3))

En A%gl(2, A5 (3)) = A\ (@V:ZZJ:]’) aparecen los siguientes productos:
i#]

a) /\2V€i_€j con i # j, 1,7 = 1,2,3, cuya descomposicién por la accién de [ es:

€ite;
2e;—2¢; 2e;—2¢ ol L L ol
1 7 [ i s . 35 ij ij ij .
Vae, GBVQEj , con vectores de peso maximo E,’ AF,?, E;5’ A FEyy’ respectivamente,
o ol ool ol ) )
siit < gy By’ NEyy, By’ NE, sii > j. Esta descomposicion se calcul6 en el ejemplo

2 de la seccién 2.3.3.

Luego
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Componentes irreducibles | Vectores de peso maximo
£1—€2 2e1—2¢e2 2e1—2¢e2 12 0412 0‘12 0‘12
/\ Val—i-ag ‘/251 ‘/éaz E12 A E E A E
s 2e9—2e3 y1,2e2—2¢3 0‘23 0‘23 a23 a23
/\ e2+e€3 V252 ’ ‘/253 E A E E A E
e3—€1 2e3—2¢1 2e3—2¢1 a31 0‘31 0‘31 Ol31
/\ V51 +e3 VZ V251 E N E E A E
£1—€3 2e1—2e3 y1,2e1—2€3 0‘15 0‘15 0‘15 ald
/\ V81+83 V251 V25—:3 E A E E A E
/\ yez—el V252 2e1 V252 2e1 Eazl /\E"‘Ql Ea21 /\EO‘21
€1+e2 2e9 2e1
/\ e V253—252 V253 2e9 E 32 /\EO‘32 Ea32 /\Ea32
go+e€3 2e3 2e9 12

b) Tensores entre dos componentes irreducibles, los cuales se presentan en la siguiente tabla.

® | VaLS | Vs | VNS || VeS| VeS| Vaka
Vites - (1) (2) (4) (5) (6)
Ve - - (3) (7) (8) (9)
VeI - - - 10y | 1) | (12
Viks | - - - - (13) | (14)
VI - - : : - | 1
‘/;23+s€:),2 B B B B B )

En esta tabla aparecen dos tipos de producto, uno en el cual los vectores maximales de dos
componentes distintas tienen caminos que coinciden en un solo vértice; y otro donde los
caminos coinciden en los dos vértices. Es decir, cualquiera sea el producto, hay coincidencia
en al menos un vértice, lo cual implica aplicar férmula de Clebsh-Gordon, en los vértices
comunes, para calcular las componentes irreducibles.

Estan en el primer caso todos los tensores excepto (5), (9), (10).

= (4), (8) (12):
= 2e;,—€;—¢ 2e;—€;—¢
V +€] ® V€+€€kk = V28 +e J—i—a: ® V +6k k?
con Vectores de peso maximo
E /\E12 ,
2 . 0(1~ a? 011~ a2
E I AT(EQ)(E1s*) — m(Bqi) (Bys') A Ejs* = Epy’ A Eggt — E ' NEy. Lk
respectlvamen‘ce.

Luego
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® Ve v Vi
VLG | s Vs ®) ©
VD ) VE Ve o)
Vi (10 i Vi
- (0). (7). (1)
Vi @ VS = VESR e VST,

con vectores de peso maximo
al, a2

E\y NEj,

B A m(BD)(ESS) — m(BY)(ES) A ESe = —E% A E°8 4 B9 A BCF
127 N T g1 )9 LACDIDACESD) 12 11

respectivamente.
Luego
£1—E€3 €2—E€1 €3—¢€2
® ‘/;1+63 ‘/;1+€2 ‘/;2+€3
£1—€2 2e1—€o—€3 2e1—€2—€3 e1+tez—2e9 £1+tez—2e9
Vs1+52 V2€1+62+63 7V2+z—:3 (5) V61+262+63 ’V €1+e3
€g9—E€3 £1+teo—2e3 £1+teo—2¢3 2e0—€1—€3 2e0—€1—€3
V€2+€3 VE1+62+263 ’V1+€2 V262+61+63 ’V1+€3 (9)
€3—€1 eg9tez—2e1 eg9tez—2¢e1 2e3—e1—€2 2e3—e1—¢€2
VE1+83 (10) V2€1+€2+€3 ’V2+53 V2€3+€1+E2 ’V1+52
. (5),(9) (10)'
_ 170 0 0 0
V JrEJ ® V - ‘/261'4-28]' @ ‘/261' @ ‘/26]' @ ‘/0 )
con vectores de peso maximo
1
E% B
1 042 'U al Y. al. 042” 1
Jt 15 JZ _ ] J
E12 ( )( 12 ) ( 21 )( 12 ) _E12 A 22 +E /\E12 ’
a?z v; a'}] 322 azlj a?‘i
E TAT(EQ)(Eys') — m(Eg) (B’ ) ANEg' = =By’ AE _E /\E12a
o2 2 o2
aj v Vj i Qi ajj v; i
E /\W(E21)7T(E211)( 12 )_77( )g )/\W(E )( 12 )Q_W(Em)(E Z)AW(E ) 12 )+
V; Vj Qi ij aj o; a
W(E2i)7r(E21)(E )/\E12 - _E12 /\EQI E22 A E /\Ell E21 N 12 ’
respectivamente.

Finalmente completamos una parte de la tabla.

® | Ve Vil Veies

V';ll—l—_é? ‘/225?—}-_522—%56337 ‘/.;2226_362_63 V261 +2e99 Vé?-:p ‘/2527 ‘/00 ‘/;i1:2232 +25€327 Vgll-:_e? 2
VRS | VENS RS VERE T Varsiaira Ve ™ | Vil ooy Vil VL, VG
V€€13+€€31 VQsl +2e30 V251 ) ‘/2537 VOO V2€52:|—€532 +2a€31 ’ V€22—0——~_€633 2 V225€33+5€11—|—_a€227 V21€_'3_,6251—52

Tabla 3.1: Descomposicién de (4) al (12).

= (1),(2),(3), (13) (14), (15):
Vaz+a] ® V.’ +ek Vaﬁ:siﬁk | Simsis
con vectores de peso maximo,

al

BN BCF
12 12
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L ) r ) L r L r L r
By An(ER)(E3Y) - n(E)(E) AES* = By A By + By A Byt
respectivamente, con [ = r =1, 2.

Luego
£1—E2 £9—E€3 €3—¢€1
® ‘/;:1 “+e2 ‘/824—63 ‘/614-63
£1—E2 £1—€3 £€1—€3 £3—€2 E3—€2
‘/51+52 B ‘/614-262-&-637 ‘/E1+83 Vv261+€2+€37 ‘/524*53
c2—e3 N : e2—e1 e3¢l
‘/62-"-83 ‘/81 +eo+2e3? ‘/81 +e2

Tabla 3.2: Descomposicién de (1), (2),(3) con !l =r = 1.

€1—€3 €2—€1 £€3—€2

® Vvs1—|—€3 ‘/;:‘14-82 ‘/532+63
£1—23 ga—¢e3 go—e3 £1—e2 £1—e2
‘/EI‘HES V2€1+€2+€3’ ‘/:-32+€3 ‘/;51—&—52—&—253? Vf:‘1+€2
£9—¢€1 £€3—€1 €3—€1
V82+81 Vz—?1+282+83’ V€1+83

Tabla 3.3: Descomposicién de (13), (14), (15) con [ =r = 2.

3.3.2. Descomposicién de A\®gl(2, Af (3))
En A\’n 2 /\3<@VEEZ:;]) tenemos:
i#]

31/€i—€Ej . . .
1. A V.. e, los cuales son irreducibles, pero no nos interesa conocer los pesos porque
aqui el corchete da siempre cero.
27 7€i—Ej Ep—Er
2. /\ VEiJrEj ® V€k+€r :

Presentamos la tabla correspondiente a todos los tensores de este tipo.

® | VaRS Ve VA | vaks | Vas | Ve
NVELS | - (1) (2) 0 0 0
NVES | () - (4) 0 0 0
NVES ] 6) | () - 0 0 0
ANV o 0 0 - 0 0
NVEZ] 0 0 0 0 - 0
NV 0 0 0 0 0

De todos los que aparecen en la tabla, s6lo nos interesa la descomposicién de aque-
llos, en donde el corchete entre matrices de dos componentes distintas, dé una matriz
con camino de longitud menor a 3, es decir, el corchete dé distinto de cero. Los ten-
sores numerados son los que responden a nuestro interés. A continuacién, mostramos
la, descomposicion de los mismos.
2 Ei—Ej €5 —Ek QEi—Ej—Ek 28i—8j—8]€ 26i—8j—6k
NVis o VI =V, &V eV, ,
iTEj

5 €j+ek jtek 2e;+ej+eg €j+ek



Descomposicion de /\zg[(2,A§r(3)), Aal(2, AT (3)) 51

2 e_g . _9c 9 9.
i—Ej er—&; _ yyE€i—2€5t€k e;—2ej+eEk e;—2€j+teg
/\ V€i+€j ® V€k+6i  V3eiter 8 VEH-Ek S VEi-&-Qaj-‘rEk :
Entonces
£1—E€2 £9—E3 €3—¢€1
® V61+52 V62+63 V61+€3
/\2V€1—€2 _ V2€1—€2—€3 2e1—€2—€3 V61—2€2+€3 e1—2e9+€3
e1+e2 3e2+e3 ) V2e1+e2+e3 0 3e1+e3 ) Vertes ’
2e1—€9—€3 £1—2e2+4¢€3
V€2+€3 ‘/;:‘1-1-2824-63
/\2ng753 V€27253+81 e9—2e3+e1 _ V*€3+2€2*€1 —e3+2e2—¢1
€a2+e€3 3eote1 » Veater ’ 3e3+e1 ’ Yester ’
£9—2e34¢€1 V*53+262*61
eo+2e3+e1 e3+2e9+e1
2v7e3—¢€1 2e3—€1—€2 2e3—e1—€2 ez—2e1+€2 ez—2e1+e€2
/\ VE1+53 ‘/:351—}-52 s ¥2e3+e1+eg ? V3€3+62 7V53+52 ) -
2e3—e1—€9 e3—2e1+¢e9
‘/:51-"-52 V€3+281+82

3. Tensores de tres componentes distintas.

Estos tensores se pueden separar en los siguientes casos.

a) camino de longitud 1 ® camino de longitud 1 ® camino de longitud 1.
El 1inico tensor de este tipo es:

ez ® ye2es ® —€1t+€3

€1t+e2 ea2+e3 €1tes3
con componentes irreducibles
0 0 0 0 0 0 0 0
V251+252+2537 V251+2527 v2£—:1+2537 V252+2537 V2517 V2z—:27 v2€37 VO .

b) longitud 1 ® longitud 1 ® longitud 2.
La siguiente tabla nos muestra todos los tensores de este tipo.

V51—52 ® V52—53 ® V53—52 V52—53 ® V53—51 R V51—53 V53—51 R V51—52 ® V€12+—E€21

e1+e2 ego+tes3 eo+tes go+tesg ezter ezte1 ezter e1+e2 €

V€1—€2 ® V62—63 ® V€1—€3 V62—€3 ® V€3—€1 ® V€2—€1 V€3—€1 ® V€1—€2 ® VEg—EQ

e1+e2 ego+tes e1+es e2+tes ezter eo+te1 ezter e1+e2 e3+e2

V€1—€2 ® V62—63 ® V€2—€1 V62—€3 ® V€3—€1 ® V€3—€2 V€3—€1 ® V€1—€2 ® V51_53

e1+e2 eo+tes e1+e2 eo+tes ezter eo+tes ezter e1+e2 e3+e1

Los nueve tensores que aparecen se resumen en tres casos.

Primera fila de tensores

V&‘i—&‘j ® VEj—Ek ® Vak—aj _ V&‘i—&‘j oo @ VEi—Ej EB 2 % V&‘i—Ej @ 2 % V;Z:;JJ

€ite; €jtex epte; €i+3¢g; €i+3¢; git+ej+2eg
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Segunda fila de tensores

€i—Ej €j €k Ei—€k __ 2e;—2¢y, 2e;—2¢y, 2e;—2¢ey, 2e;—2¢y,
‘/81‘-‘1-8]' ® ‘/Ej-‘rsk ® Vei—i-ak T YV 2gi+2e5+2¢ @ ‘/2€j+25k ©® ‘/267;+2Ek ©® ‘/2€¢+2€j ©®

25i_25k 2:’;‘7;—261c 25i—2€k 25i—25k
‘/281' @ ‘/25]‘ EB ‘/QEk @ ‘/0 .

Tercera fila de tensores

VATV e VI D =V S eVl e x Vi @2 x VI

3 €jteg £ 2ei+3e+teg 3ej+ex 2eitejteg €jtek

A continuacién, mostramos en detalle las componentes irreducibles de cada uno.

£1—E€2 £1—E€2 £2—E€3 €2—E€3 €3—¢€1 €3—¢€1
‘/;;‘14-3624-2637 ‘/'51+3€2’ ‘/;:‘24-3634-2617 ‘/;:24-363 ‘/€3+361+252’ ‘/63—&-361
e1—e2 £1—€2 €o—e3 eo—e3 £3—€1 e3—e1
2 x V€1+€2+2€3’ 2 x V€1+€2 2 x V€2+€3+2€1’2 X V52+53 2 x V;-:s+€1+2€2’ 2 x V€3+81
2e1—2¢3 2e0—2€1 2e3—2¢e2
‘/281 +2e9+2e3? ‘/2624-2834—281 ) V2€3+2€1 +2e97
2e1—2¢e3 2e1—2¢e3 2e1—2¢e3 2e0—2e1 2e9—2¢1 2e9—2e1 2e3—2e9 2e3—2e9 2e3—2¢e9
V281-‘r2£2 ’V281+253 7V252+253 ) V2£2+253 7v2£2+2& 7V253+Qal ’ ‘/253—&-281 7V253+2&2 ’V281+252 )
2e1—2¢e3 2e1—2¢e3 2e1—2e3 2e0—2e1 2e9—2e1 2e9—2e1 2e3—2e2 2e3—2¢e2 2e3—2¢e2
‘/251 ) ¥V 2e9 ) ¥ 2e3 ? ‘/282 ? ‘/253 ’ ‘/251 ’ ‘/283 ’ ‘/251 ) ¥V 2e9 ?
2e1—2¢€3 2e9—2e1 2e3—2¢€9
Vo Vo Vo
eo—e3 eo—e3 e3—e1 £3—€1 £1—€2 e1—e2
V2€1 +3e2+€3? V3:—:2+€3’ ‘/2€2+3€3+€1 ’ ‘/3€3+€1’ Vv2€3+381 +e2? V3€1 +e9?
eo—e3 £9—E3 e3—e1 e3—e1 £1—€2 €1—€2
2x V2€1+€2+83’ 2 VEQ+€3 2x V2€2+€3+€1’2 X VE3+51 2 V2€3+€1+€2’ 2x V€1+€2

c¢) longitud 1 ® longitud 2 ® longitud 2.
No nos interesa la descomposiciéon de éstos, pues el corchete entre matrices de com-
ponentes distintas, da matrices con caminos de longitud mayor o igual a tres, es
decir, da cero.

d) longitud 2 ® longitud 2 ® longitud 2.

FEn estos tensores ocurre lo mismo que en el caso anterior.

3.4. Anadlisis de Hi(n), Hy(n)

Recordemos que dada la sucesién de transformaciones lineales
3 d 2 4 1 4q d
A= An2 Ank-20
donde

dl(X) = 07
d2(X NY) =[X,Y],
dg(Xl A X A X3) = [Xl,XQ] N X3 — [Xl,Xg] A X9 + [XQ,X3] A X1,
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y tal que d, o dpy1 = 0, se llama grupo de homologia trivial de grado p, al espacio cociente
H,(n) =kerd,/imdp;1.

Dado que 7(X) = adg| (X)
construccion, resulta [

AP V(X)) od, =d,o [\PT(X)] VX €1, es decir,

es derivacién de n 'y A’m(X) es derivacién de A’n por

n

APn L, APy

) Lo L AT

APn b, AP

el diagrama conmuta.

En consecuencia, APm(X) preserva kerd, y imd,;; para todo p y para todo X € [. Es
decir, [ también actia en dichos subespacios. Por lo tanto se puede definir una accién de [ en
H,(n), dada por

7l — gl(Hp(n))

X — 7(X) = \'m(X)

ker dp

Para un dado p los endomorfismos AP (I;) restringidos tanto al nicleo de dj,, como a la imagen
de d,41 diagonalizan, lo cual implica la existencia de una base de vectores maximales en ambos
subespacios. Este hecho nos facilita la bisqueda de una base del grupo de homologia trivial
H,. En efecto, si tomamos una base de la imagen de d, respecto de la cual se descompone
en irreducibles, llamemos Bijy,, y la completamos a una base del nicleo Bye, = Bim |J By
respecto de la cual se descompone en irreducibles, la base del espacio cociente ker d,/ im dp41
es el conjunto de las clases de equivalencia de los vectores de By, digamos By. Luego la
matriz [7(I;)]5,, es diagonal para todo j, pues las matrices de los endomorfismos A\’ (1)

ker dp
resultan diagonales respecto a Byer = Bim |J B

(APm(Ly)

im dp+1

Por otro lado, como [[;, I;] = 0 para todo i,j; los endomorfismos 7(I;) conmutan entre si.
Por lo tanto la representacion (7, Hy(n)) es completamente reducible por la accién de [. La
base en la que se descompone es precisamente Bpy.

A continuacién, procederemos a calcular los grupos de homologia H;(n) y Ha(n). Es decir,
vamos a buscar la base de vectores maximales del espacio cociente. El siguiente resultado nos
facilitara la busqueda.
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Proposicién 3.4.1. Dadas dos representaciones de g = gl(2,k)®- - -®gl(2,k) completamente
reducibles (w1, V) y (me, W), con T : V. — W homomorfismo de g-mddulos, es decir,

T(mi(2)(v)) = m2(Z2)(T(v)) VZ € g,

se cumple que

a) siv es vector mazimal de V' de peso A y T (v) # 0 entonces T'(v) es vector maximal de
W de peso .

b) SiV =@V es la descomposicion en irreducibles de V y v es un vector mazimal de V;
tal que T'(v) = 0 entonces T(V;) = 0.

Demostracion.

a) Si v es vector maximal de V, entonces

m2(Hi)(T(v)) = T(m(Hi)(v)) = T(Av) = AT'(v).

b) La base de V; se construye por sucesivas aplicaciones de los endomorfismos 7 (Y;) al
vector maximal v, y como T conmuta con m1(Y;) se tiene que

T(m (Yo)mi(Ys)..m1(Ya) (v) = m2(Yi)ma(Y)...m2 (Y ) (T (v)) = 0.
O

Como ya mencionamos antes, la diferencial conmuta con las derivaciones, por lo tanto
vale la proposicién para las derivaciones \*m(X), A*r(X) y 7(X).

Esta proposicién nos permite encontrar de forma rapida algunos vectores de peso maximo
que estaran en el niicleo de dy, como asi también aquellos que estaran en la imagen de dg.

El grupo de Homologia H;(n)
Dado que dy = 0, tenemos que

kerd; =n=V 2@V B oVl Slao Vo B e VoS o Vo,

1t+€2 2+e3 e1tes3 €1te3 e1+e2 e2te3

Notemos que los pesos no tienen multiplicidad, y recordemos que las tres primeras compo-
1 2

. s . (0% s,
nentes tienen vector de peso maximo F,,’, y las otras tres E},’.

Ya sabemos cudl es la base vectores maximales del nucleo de d;. Nos falta encontrar la
base vectores maximales de la imagen de ds, para luego compararlas y realizar el cociente.

. 2
Procedamos a evaluar da en los vectores maximales de /\“n. Recordemos sus componentes
irreducibles.
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® |vaw v VE
VAR Vs SR VaRETTT | Vatigae Var Vil W | VAT VAN T
VS| VENSRe Ve Vo2l oimes V2RO Vo, Vi, Vil Vi)
Vities | Vanvaey Vi Vit W0 | VRIS VST | Vel v ™
® | VaLZ Vs VE
VIS | - | Vaietee VA S | Vad e Varies
Va?—i-_&? - - V€<512+—€a21+2837 ‘/;2_"_—;21
® || v VEL
V;ll"'_;a B ‘/22211?2-%63’ ‘/6622-1-_623 ‘/5611‘;5224‘2837 Veil-&-_e?
Va?—f—_eil - - VEiS-i-_ 28812 +e37 ‘/ffis-ﬁje?

e ey 2 . .« ey
En la descomposicién de /\“n aparecen pesos que no estan en la descomposicién de n; por
lo tanto dichas componentes van a cero.

Por otro lado, en las dos tultimas tablas aparecen los seis pesos de n. Evaluando en los
correspondientes vectores maximales encontramos el siguiente resultado.

L " L T
do(Eyy’ A Ey3* + EyY A Ejs")

l
Oéz-]-

ik

E12

[E12 ’

I+r

I+r

+ Ef5*

L r L r
do(E}y’ A Eyg®) + do(Ery? A Ey3)

(%A aé. o
g9 |+ By’ A E3"]

Como las longitudes I, > 1 tendremos [ + r > 2, es decir, el transformado da un vector
de peso maximo con camino de longitud mayor o igual a 2. Esto dice que los tres vectores
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de peso maximo de n con caminos de longitud 2, los cuales corresponden a los pesos p =
€1 — €3,69 — €1, E3 — €2, estan en la imagen de dy. Los tres vectores de peso méaximo de n con
caminos de longitud 1 y que corresponden a los pesos y = €1 — €9,62 — €3,63 — €1, no estan
en la imagen de ds, pues los tres posibles candidatos de /\211 se transforman en el nulo (dan
longitud 4).

La siguiente tabla compara las bases de vectores maximales.

Base de vectores maximales | Base de vectores maximales
de im do de ker dy

£1—€9
V61+62
go—€3
Vf:‘2+€3
e3—€1
V€3+E1
£1—E€3 €1—€3
V€1+€3 V€1+€3
£9—E€1 €2—¢€1
‘/:-32+€1 VE2+€1
£3—E2 £€3—€2
‘/;-?3+€2 V€3+€2

Después de haber evaluado la diferencial sobre todos los vectores dominantes de /\2n, podemos
afirmar:

a) Las unicas componentes irreducibles de n que no estin en la imagen de da son las que
tienen caminos de longitud uno,

H, (n) B VAN I VAl —E1tes

€1te2 €a2+e3 €1te3

b) En el nicleo de da finalmente estdn:
siendo 4,7,k =1,2,3

2e;—€j—¢€y 2e;—€j—€r . . .
V26i+g]-+gk avngrgk ciFIFR J<k

—2e;+¢; —2e,+¢; . .
Voo VI it G A b <k

28i+sj+sk 5J+8k
0 . .
‘/261'-}—26‘7'7 1<)
0
2x Vo,
3 x Vy,

V:si:;a@-i—aka i 7é j 7é k

V€1—€2 V52—63 V€3—51

€1+e2 ? Yeatezr Vezter

El grupo de Homologia Hs(n)
Necesitamos obtener la base de vectores maximales de im dy. Obtenida la base, la com-
pararemos con la del ker dy y realizaremos el cociente.

A continuacién mostramos la evaluacién de ds en los vectores maximales de las tablas de
.., 3
descomposicién de A’n.
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® Vail-i-_;zz Va?—i-a? Vai3+a?
NVELS - Vishe O Vasliaa | Vatns T VAR
/S E Vas
SR Vanas
/\ 5613-"-6? ‘/3256134-521 I ‘/’22533—&—5611—&-_5227 V36833+2a€21+62 ‘/;23+52281+527 -
¥ M VElatlis

En esta tabla hay seis tipos de componentes, de los cuales sélo dos no aparecen en ker dy, por
2e,—€;—€k 2e;+e€g
lo tanto d3<V3€ +€J ) :0yd3<V3E +€;: ) =0.
Luego, evaluamos en los vectores maximales de los pesos que si aparecen.

1 1
2e;— R
Vzgl +8 +ak tiene vector maximal E12 NE 7 N E1

1 1 1
ds (Ef;” N NES) = _E% A B, vector maximal del ker db.

al.
g;—2¢e +eg akz
Vsﬁk,%k tiene vector maximal E12 A E TN EjS

L 2
d3< A E2 A Ea’“> = Ef;” A Ef;k], vector maximal del ker ds.

. 1
V252577 tiene vector maximal Eyy/ A By BT B NESS NES 4+ BV AESY NES

1 2
ds (Elz”/\Egz”/\E22 L NE NE + S AEeY NESY Y) = 2B AEp B AES,
vector maximal del ker ds.

1 1 1 1 1
V&i—2€]’+€k 1 1

1 1 3
C1 2T tiene vector maximal By’ AE AE%+E§5]AE SNBSS B NESS NS
aj Q oy aj; ap;
d3< 5 NECY AECK 4 B ANEC AESK 1 B9 AES AR k) = 9ETI B BN AEDH,
vector max1mal del ker ds.

Teniamos ademads las componentes que provienen de los tensores Vi ® Vo ® V3, de los cuales
sélo nos interesaron calcular las correspondientes a los casos 3a y 3b, pues los restantes estan
en el ker ds.

Caso 3a: longitud 1® longitud 1 ® longitud 1
ds <1/'2(;1+252+283) = 0, este peso no estd en ker ds.

1/2%1+2€3 tiene vector de peso maximo E A Ea23 A E%1 + Ea12 A E% A E%1

d3< %2 A E%?’ A Ea31 + Ea12 A E%:” A Ea31> = 2Ea13 A Ef’gl vector maximal del ker ds.
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. . 0 0
Ocurre lo mismo con los vectores maximales de las componentes Vy_, 1o, Vaz, 1 oc,-

V2053 tiene vector maximal

B A E%S NES 4+ BN A BSP A BS 4 B A BSP A ESS + BS? A B A BT
d3(BS? NESP NESH + BO2 N ESS AESH 4 B AE“% NES + ESI2 NESP B =
2(]51213 /\Ea31 +E2213 /\Ea?’1 )+ 2(]51232 /\ESCQ23 —i—Eiyf’Q /\E1 %) suma de vectores maximales.

Lo mismo sucede con los vectores maximales de V2€1 y Vg 5
VY tiene vector maximal
vo = B2 /\E2223 AE;”fl + B /\E1223 NESH + B2 /\E2f3 NESH +E1112 NEDS NES 4
EO‘12 /\EO‘23 /\Eaal +Ea12 /\Eazs /\EO‘31 + EO‘12 /\E%?’ A EO‘31 4 EO‘12 A E°‘23 A EO‘31
dy(vo) = 2B A BSP + BSJS A ESH 4+ ESP A BS + ESYS A B3
Oll 042 O41 2 O41 2 Oél

—|—2(E1232 NE + E? NEP + ]52232 N Ey5® + E2f2 NE$?)

2 1 2 1 2 1 2 1
+2(Ej3" A Egf? + EfP A ELY? + ES3 A EOC12 + B3t A E(S?), suma de tres vectores
maximales.

Caso 3b: longitud 1® longitud 1 ® longitud 2

£1—E2 £1—E€2 £9—E€3 £2—E3 €3—¢€1 €3—¢€1
VYE1+3€2+263’ ‘/614-3627 Vv62+3€3+261’ V. eo9+3e3 ‘/634-361-&-2627 V3+361
£2—E3 £2—E€3 £3—€1 £3—E€1
2% V1+€2+2€3’2 X VE1+£2 2% V2+€3+2€1’2 X V€2+83 2 X V3+€1+2€2’2 X ‘/«€3+€1
2e1—2¢3 2e0—2€1 2e3—2¢e2
‘/281 +2e9+2e3? V282+2€3+281 ) V2€3+261 +2e97
2e1—2¢e3 2e1—2¢e3 2e1—2¢3 2e0—2e1 2e9—2e1 2e90—2e1 2e3—2e9 2e3—2¢e9 2e3—2¢e9
V281+2£2 7V2€1+2€5 7‘682-"—253 ? ‘652+253 7‘/282-%281 7‘653-{-261 ? ‘/2€3+281 7V283+2£2 ’V281+2€2 ’
2e1—2¢e3 2e1—2e3 2e1—2¢3 2e0—2¢e1 2e9—2¢1 2e0—2¢1 2e3—2e2 2e3—2¢e2 2e3—2¢e2
V281 V2€2 V; ) ‘/2{-:2 ‘/283 V; ’ ‘/253 V251 V; ’
2e1—2¢e3 2e9—2e1 2e3—2¢9
Vo Vo Vo
£2—E€3 €2—E€3 €3—€1 £3—€1 £1—E€2 £1—€2
V2€1+3€2+63’ V3€2+53’ ‘/262—&-3534-61’ V:“isg—i-sl’ ‘/253-‘1-3614-62’ V3<—:1+€2’
£2—E€3 £2—E3 £3—€1 £3—€1 £1—E€2 £1—E€2
2 % V2€1+€2+63’ 2 x V52+55 2 x V2£—:2+63+z-:172 x ‘/;34-51 2 x V283+51+527 2 x V£1+£2

Si observamos con detenimiento, en la primera y tercera fila aparecen repeticiones de
pesos que estan en ker dy. Es el caso de:
E;—E4

Vsi +£jj+28k ’

1 1 2 1 1 2
Ep3? NEy* A B + BN A Ef; A E“k

azl. alk az a2k oci ) .

ds (Euf NES A Bk 4 BP9 A B A ECE ) = 2EF A B3 vector maximal del
ker ds.

183
V. z+€ con mult1phc1dad cuatro, 81endo un vector max1ma1

. con multiplicidad cuatro, siendo un vector maximal

2
v =B /\E?{’“/\Ez +E /\E /\E2 '+ By, /\E2 /\E S4B AED AEf;J
2 ) 2.
ds <v> = 2(E?2”“ A EQQ'” + Elf’“ A Eg”) vector maximal del ker ds.
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2e;—2¢ 2e;—2¢y

En la segunda fila los tinicos pesos del ntcleo que aparecen son V;_ s Vae,

ponden, en el nicleo, a los vectores de peso maximo que tienen caminos de longitud dos.

1

1 2
2e;—2 ; Qg % o : .
En V777" estd el vector By’ A Eyg * AE{* que no es maximal pero su imagen da vector

maximal del ker ds.

1 1 2 2 2
ds( By N Eg" AL ) = Bige AEGE

281'

1 1 2 2 2
, -2 Qs (€% [e% . [e% [
Anélogamente en Vo'~ ** tenemos E,” A Ey3" A Eog* cuya imagen es Ej3* A o' vector

maximal del ntcleo.

Los restantes pesos de la tabla que no hemos analizado, son los que no aparecen en ker do,

los cuales obviamente se transforman en el nulo.

Después de haber evaluado la diferencial d3 sobre /\3n presentamos un cuadro comparativo

de las respectivas bases de vectores maximales del ker dy e im ds.

Base de vectores maximales
de im d3

Base de vectores maximales

de ker do

vectores maximales del nucleo

0
V2061 +2¢e2
V2€1 +253

VO
2e0+42¢e3

V281—2£3 2e1—2¢e3

Shy—0e, (B2

€0—2e1 £0—2€1

V2€2 ’ ‘/261

V2€3—262 2e3—2e9
2e3 ) V2e9
Ei—Ej

cite;+2ep longitudes | =r =2

£;—¢€j
‘/8;_‘_8],], longitudes [ =r =2
Zai—aj—ak . ) )
2€i+€j+€k’l#];&k i<k
longitudes [ = 1,r = 2
2e;—€j—€r . . )
Viie, si#i#k i<k
longitudes [ = 1,r = 2
72€¢+5]‘+5k . . .
2eitejter 0 1£jF£k Jj<k
longitudes | = 1,r =2
—2¢itejter . .
V5j+5k ,1=1,2,3 i#j#k

longitudes | = 1,r =2

Vbo, su maximal es suma de los tres

V205i7 su maximal es suma de los dos
vectores maximales del ntcleo, i =1,2,3

VE)O, VE)O, VOO, longitudes | = 1,7 = 2

V20€1+2€2, longitudes [ = 1,7 =2
V2%1+253, longitudes | = 1,7 = 2
V2€2+2€3, longitudes [ = 1,7 =2

VQOEZ" Vé%l, longitudes | = 1,r =2

V281_253 2e1—2¢3
SN
€2—z€1 £9—2€1 .
V252 ) V251 , longitudes I =r =2
V253—2€2 2e3—2¢9
2e3 » Y 2eo

, longitudes l =r =2

, longitudes | =7 =2

V281 —2¢e2 V2€1 —2¢e9

2e1 24 , longitudes I =r =1
V225622_2€3, V22;2_253, longitudes { = r = 1
V226833_2317 225613_261, longitudes I =7 =1

€i—€j .
cite;+2ep longitudes l =r =1

€i—€j .
cite;+2ep longitudes | = r =2

£i—E€j
‘/Eil_‘_gjj, longitudes [ =r =2
25i_5j_5k ) 3 )
2€i+€j+€k’l7éj7ék i<k
longitudes [ = 1,r =2
2e;—€j—€ . . .
Viie, i#i#k i<k
longitudes [ = 1,r =2
72E¢+E]'+Ek . . .
V2€i+5j+€k , 1=1,2,3 i1£jF£k
longitudes | = 1,r =2
—2eitejter . .
‘/5j+5k y i1 FJFEE Jj<k

longitudes | = 1,r =2
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Afirmamos que
Hy(n) =2 x VYo
Var, @ Var, ® Vi @
Vi T 0 Ve T
‘/’22863—251 ® V2€3—251

3 2e1
€1—e3 €9—€1 £3—€2
‘/€1+262+63 D ‘/;:‘1+€2+2€3 @ ‘/261-0—62-0—63'

Todo el andlisis realizado a lo largo de este capitulo se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.2. Sea n = gl(2, A5 (3)). Entonces la estructura de gl(2,C)3-mddulo de los
primeros grupos de homologia trivial de n es:

H,(n)=C,

Hi(n) = VD @ VRS @ VLEd™,

Hym) =2x V@ D Vi, @V T2 0V 0 L e BT e Vg T 0
_7'_

‘/2255137251 ® ‘/'68114?28532 +e3 D ‘/:‘-:512-;65214-263 ©® ‘6653116622 +e3°

3.5. Conclusiones y lineas futuras de investigacion

Para cerrar este capitulo podemos decir lo siguiente:

Nuestro objetivo era estudiar los grupos de homologia trivial del lgebra de Lie gl(2, A% (n)),
con n'y N arbitrarios, donde A} (n) es el radical nilpotente de Ay(n) que es el dlgebra aso-
ciativa de caminos truncada en N asociada al quiver ciclico Q(n).

La herramienta fundamental para atacar el problema, fue usar la accién del dlgebra de
Lie gl(2,C)™ en los grupos de homologia trivial, juntamente con la teoria de representaciones
del élgebra de Lie gl(2,C)™.

En una primera instancia, obtuvimos la estructura de gl(2, C)"-médulo de A gl(2, A% (n))
para k = 0,1,2 y para n y N arbitrarios, la cual no se incluy6 en este trabajo. En vistas de
la complejidad de la estructura de gl(2, C)"-médulo de AF gl(2, Ak (n)), con k = 3, decidimos
considerar el caso n = N = 3.

En cuanto a propuestas para futuras investigaciones, seria interesante considerar qui-
vers de cualquier longitud, otros truncamientos o grados mayores de homologia. Nosotros
hemos continuado analizando el caso n = 3 con N = 4,5 con el objetivo de llegar a inferir
para un N > 3. Nos encontramos con grandes desafios por sortear. Entre ellos podemos
mencionar: aparicién de pesos con multiplicidad en la descomposicién de n = gl(2, A} (n));
identificar y organizar los productos tensoriales entre las distintas componentes irreducibles
de n y asi obtener la descomposicién de /\2 ny /\3 n; y contar la multiplicidad de los pe-
sos que aparecen. Todo esto ha sido estudiado, y a pesar de que las cuentas se complican
considerablemente, esperamos obtener nuevos resultados.
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