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Resumen

En el espiritu de la descripcién clasica de los movimientos libres de fuerza de
un cuerpo rigido en el espacio euclidiano usando una métrica invariante en SO (3),
estudiamos movimientos proyectivos libres de fuerza de la esfera.

Considérese la accién canénica de G = Sl (n+ 1,R) en S™ por transforma-
ciones proyectivas, es decir g - ¢ = g(q) /|9 (q)| para g € Gy ¢ € S™. Supdngase
que la esfera tiene inicialmente una distribucién homogénea de masa y que las
particulas pueden moverse sélo de tal manera que dos configuraciones difieren en
una transformacién proyectiva. Existe una métrica riemanniana en G que satis-
face que una curva en G es geodésica, si y s6lo si (pensada como un movimiento
proyectivo) es libre de fuerza, es decir, es un punto critico de la funcional energia
cinética.

Se prueba que esa métrica no es completa (en particular no invariante, como
sucede en general con movimientos no rigidos). Se estudian aquellos movimientos
proyectivos libres de fuerza de la esfera que pueden ser descritos en términos de
la estructura de Lie del espacio de configuraciones G. Mds precisamente, encon-
tramos subgrupos H de G totalmente geodésicos (un movimiento libre inicialmente
tangente a H permanece en H) y en particular, hallamos geodésicas de G por la
identidad que son reparametrizaciones de subgrupos monoparamétricos. En con-
traste con la situacion analoga para movimientos conformes de la esfera, el grupo

de isometrias no es totalmente geodésico en G si n > 1.
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Introducciéon

Lo que se presenta a continuacion es el resultado del trabajo de tesis de
la Lic. Maria Marcela Lazarte como alumna de la Maestria en Matemética
de la Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia de la Universidad Nacional
de Tucumén. El director de tesis es el Dr. Marcos Salvai, de la Facultad de
Matemadtica, Astronomia y Fisica de la Universidad Nacional de Cérdoba y
el codirector el Dr. Adrian Will, que se desempena en la Facultad donde se
realiza la tesis.

La comisiéon de seguimiento estd integrada por el director, el codirector,
la Dra. Isabel Dotti, y la Lic. Estela Lopez.

Se mencionan a continuacion resultados anteriores relacionados con el
tema de la presente tesis.

Inicialmente, siguiendo la idea de la descripcion clasica de los movimientos
libres de fuerza de un cuerpo rigido en el espacio euclidiano mediante una
métrica invariante en [Ar, Apéndice 2|, en [DoZi, Na, S2, Zi] se introduce
una métrica riemanniana apropiada en SO, (n,1) (n = 2,3) para estudiar la
dindmica de un cuerpo rigido en los espacios hiperbdlicos de dimensién 2 y 3.

Luego se tiene la publicacién de Marcos Salvai [S2]. En ella se define
una métrica apropiada para el grupo de Lie de los difeomorfismos directa-
mente conformes de S™, que satisface que una curva suave en el grupo es
una geodésica si y so6lo si es un movimiento conforme libre de fuerzas. Esta
métrica resulta no completa. Se encuentran ejemplos explicitos de movimien-
tos conformes libres de fuerzas, y mas generalmente, subgrupos totalmente
geodésicos, en particular SO(n + 1).

Esta tesis surge siguiendo como modelo el trabajo [S2] ya mencionado,
pero para el caso proyectivo en vez del conforme. Estd estructurada en cuatro
capitulos, de la siguiente manera:

En el primer capitulo, titulado Preliminares, se detallan los conceptos

previos necesarios para poder utilizar ciertas técnicas en la busqueda de re-



sultados. Son conceptos basicos de Geometria Riemanniana, como el de
subvariedades totalmente geodésicas y las propiedades de las mismas que se
necesitara usar a lo largo del trabajo, asi como algunos resultados técnicos
que seran de utilidad y simplificaran la exposicion de los resultados prin-
cipales. Se expone un resultado que resultara central en la busqueda de
geodésicas: Cada componente conexa del conjunto de puntos fijos de una
isometria es una subvariedad totalmente geodésica.

En el segundo capitulo, se presenta una accién de Gl (n+ 1,R) en la
esfera, y se describen las transformaciones directamente proyectivas y los
movimientos proyectivos de S", asociados a esta accién. Es importante no-
tar que nos restringimos a G = Sl(n + 1,R) con el fin que dicha accién
sea efectiva. Esta accién resultara de capital importancia para el resto del
trabajo.

En el tercer capitulo, se desarrolla el trabajo en si. Se define el concepto
de energia de movimientos proyectivos y la nociéon de movimiento proyectivo
libre de fuerza de S™ y se propone una métrica en GG tal que estos movimiento
se identifican con geodésicas de (G. Se consigue una serie de subvariedades
totalmente geodésicas usando la técnica de buscar puntos fijos de isometrias.
En particular se logra llegar a la reparametrizacion de una geodésica. Final-
mente se prueba que el subgrupo K = SO(n + 1) de isometrias de la esfera
que preservan orientacion, no es totalmente geodésico en G si n > 1. En
particular, si n es par, ninguna geodésica por la identidad en K (excepto
la constante), es una geodésica de GG. Esto contrasta con el caso conforme
estudiado en [S2].

En el cuarto capitulo se resumen las conclusiones y se proponen algunos
interrogantes que surgen a partir del presente trabajo y que se podrian re-

solver en futuras investigaciones.



CAPITULO 1

Preliminares

Escribimos a continuacién conceptos basicos de Geometria Riemanniana,
cuya referencia es [doC|. Por funciones suaves o diferenciables entendemos
funciones de clase C*°. La norma usual de R" la denotaremos por | |, pues
reservamos || || para la norma asociada a una métrica riemanniana que

definiremos en la seccién 3.2.

1.1 Subvariedades totalmente geodésicas

La importancia de este concepto radica en lo siguiente: Mas adelante,
cuando pensemos las geodésicas como movimientos libres de fuerza, si una
subvariedad H del grupo de transformaciones conformes es totalmente geo-
désica, significa que movimientos inicialmente tangentes a H permanencen
en H. Ademas, esta nocién sera de gran importancia para el la busqueda de

geodésicas.

Definiciéon Si M es una variedad riemanniana, una subvariedad S de M
con la métrica inducida se dice totalmente geodésica si las geodésicas de S

son geodésicas de M.
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Ejemplo 1) Si M = R", entonces S = R* con k < n es una subvariedad

totalmente geodésica de M.

2) Si M = R3, entonces S = S? no es totalmente geodésica y ninguna

geodésica no constante de S? es geodésica de M.

3) Un cilindro S no es una subvariedad totalmente geodésica de R* pero las

generatrices de S son geodésicas de S y de R3.

Propiedades 1) Las componentes conexas de una subvariedad totalmente
geodésica son totalmente geodésicas. Por ejemplo, si M = R? — {0} y
S = {(z,0) | x # 0}, entonces las componentes conexas de S son S, =
{(z,0) |z >0} y S- = {(z,0) | x < 0}, que son subvariedades totalmente
geodésicas.

2) Si S es una subvariedad conexa totalmente geodésica de dimensién uno
de una variedad riemanniana M, digamos la imagen de una curva regular o,

entonces existe una reparametrizacion y de o tal que 7y es geodésica en M.
3) La interseccion de subvariedades totalmente geodésicas incrustadas es una
subvariedad totalmente geodésica.

4) Si M es totalmente geodésica en N y N es totalmente geodésica en P,

entonces M es totalmente geodésica en P.

1.2 Puntos fijos de isometrias

Al buscar subvariedades totalmente geodésicas, una herramienta muy
valiosa es buscar isometrias de la variedad y el conjunto de sus puntos fijos.
Esto se debe a que este conjunto constituird, segin veremos mas adelante

una subvariedad totalmente geodésica.

Definicién Dadas dos variedades riemannianas (M, {, )) y (N, {(, ))),
un difeomorfismo F': M — N se dice que es una isometria si (v,w), =
((dFyv, dFpw)) -,y Para todo p € M.
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Propiedades 1) Un difeomorfismo F': M — N es una isometria si y sélo
si para toda curva diferenciable o : [a,b] — M, la curva F oo : [a,b] — N

tiene la misma longitud que o.
2) El conjunto de las isometrias es un grupo bajo la composicion.

3) Si F': M — N es una isometria y v es una geodésica de M, entonces F o~y

es una geodésica de N.

Ejemplo 1) Las isometrias de R"™ son de la forma 7" o O, con T una

traslacion y O una transformacién ortogonal (rotacién o reflexion).

2) Si M = N es el hiperboloide de revolucién de una hoja con eje vertical,
las isometrias son la reflexién respecto del plano z-y, las reflexiones respecto

de planos que contengan al eje z y las rotaciones alrededor del eje z.

3) Si M = N es el cilindro, las isometrias son las mismas que en el hiper-
boloide mas traslaciones en la direccion del eje z y reflexiones respecto de

planos paralelos al plano x-y.

Si f es una isometria de la variedad riemanniana M, denotamos mediante
Fix (f) ={qae M| f(q) =4q}
el conjunto de los puntos fijos de f.

Proposicién 1 Si f es una isometria de M y Fix (f) es no vacio, entonces

cada componente conera de Fix (f) es una subvariedad totalmente geodésica
de M.

Antes de demostrar la Proposicién damos unos ejemplos y probamos un

lema.

Ejemplo Sean
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-1 00 0 -1 0
= 0 10 y =1 0 0
0 01 0 0 1

1) Si M = R3, entonces el conjunto de puntos fijos de F} resulta ser el plano
xr=0.
2) Si M = R?, entonces el conjunto de puntos fijos de F} resulta ser el eje z.

3) Si M es el hiperboloide de revolucién de una hoja alrededor del eje z,
entonces el conjunto de puntos fijos de F} es la circunferencia que resulta de

intersecar el hiperboloide con el plano z = 0.

4) Si M es la silla de montar
M = {(l‘,y,yQ - $2) ’ T,y € R}a
entonces el conjunto de puntos fijos de F} es

{(0,9.9%) |y e R},

que resulta una variedad totalmente geodésica de dimensién uno.

Notar que la curva y — (0,y, y?) no es geodésica de M, pero una repara-

metrizacion de rapidez unitaria si lo es.

Lema 2 Sean f una isometria de M, F una componente conexa de Fix (f),
peFyV,={X eT,M|df,X = X}. Entonces

a) La geodésica mazimal por p en M con velocidad X € V), estd contenida
en F'.

b) Para todo q € F en una bola normal alrededor de p, el inico segmento

geodésico que une p con q y se mantiene dentro de la bola, estd contenido en
F.

Prueba. a) Sea v la geodésica maximal en M con v(0) =py ¥ (0) = X.
Si o= [ 0, entonces 0 (0) = / (p) = p, & (0) = dfy (3 (0)) = df (X) = X y
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ademas o es geodésica por ser f una isometria. Por unicidad de la geodésica
maximal con velocidad inicial dada se tiene que o = . Luego la imagen de

v esta contenida en F'.

b) Sea ¢ € B, (p) N F, donde B, (p) es una bola normal. Existe un tnico
v € B, (0) tal que ¢ = exp, (v) = v, (1) (denotamos por 7, la geodésica
con velocidad inicial v). Si u = df, (v), como f es isometria, se cumple que

lu| = |v| <ry o= for, es geodésica. Por otra parte

o(0) = (fo)(0)=/f(p)=p

6(0) = dfy07 (0) = dfy (v) = u,
y ademas

o(1)=(fon)1)=1r(g)=q
pues g € F. Por lo tanto
q = exp, (u)
es decir,
exp, (1) = exp, (v)

y de alli u = v € V,,. En consecuencia,
7 ([0,1]) C F
por la primera parte del lema. ([l

Prueba de la Proposiciéon 1. Reproducimos, completando algunos de-
talles, la prueba dada en [Ol].
Sean F' una componente conexa de Fix (f), p € F'y V, como en el Lema

2. Por el apartado (a) de ese Lema,
exp, (V) C F.

Si ¢ € F estd en una bola normal B,.(p) de M, la tinica geodésica en este

entorno que los une permanece en F' por el Lema 2 (b). Por lo tanto,

exp, (B, (0)NV,) = B, (p) N F.
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Ahora como V,, es un subespacio de T,M, exp, es un difeomorfismo y

5.0
p es arbitrario, resulta que F' es una subvariedad de M y T,F" = V.

Por ultimo, sea v : I — F' la tnica geodésica en F' con v(0) = p y
¥(0) = X € T,F. Como T,F =V, y exp,(V,) C F, la unicidad de la

geodésica implica que v es geodésica en M. 0

Sea S™ la esfera de centro cero y radio uno en R"™ y sea {e,...,¢e,} la

base candnica de este ultimo.

Proposicion 3 Las isometrias de S™ son exactamente las transformaciones

ortogonales de R™1,

Prueba. Sea f una isometria de S™. Veamos que existe A € O (n + 1) tal
que f = Alg.. Sean v = f(eg) y h = df,,. Sabemos que T,,S™ = ei y
T,S" = vt, asf que como {ej,...,e,} es una base ortonormal del comple-
mento ortogonal de eg, se cumple que {he, ..., he,} es una base ortonormal
de v*, por ser f una isometria.

Si definimos el operador lineal A de R"*! como el que cumple

Aleo) = f (eo) = v
Ale;) = he;

para i = 1,...,n observamos que A extiende a h.

Por otro lado, A lleva la base ortonormal {eg e1, .. ., e, } en la base ortonor-
mal {v, hey, ..., he,}. Luego A€ O(n+1).

Definimos ahora g = A7 gn © f, que es una isometria de la esfera (por

ser composicién de isometrias). Tenemos que

dge, = (dAlg.), oh
— A_l (@) A|eé_

— 1d|6(J)_

Luego g es una isometria que deja fijo eg y cumple que dg., = id. Por el
Lema 2 (a), g fija las geodésicas que parten de e5. Como éstas cubren toda

la esfera, g es la identidad en S™. OJ



CAPITULO 2

Transfomaciones proyectivas de

la esfera

Sea M una variedad riemanniana. Un difeomorfismo F' de M se dice
proyectivo si para toda geodésica v de M se cumple que F' o v es una
reparametrizacion (no necesariamente por longitud de arco) de una geodésica
de M. Si M esta orientada, una transformacion proyectiva de M se denomina

directamente proyectiva si preserva la orientacion.
Dadospe S"y A€ Gl (n+ 1,R),

Gly(n+1,R) = {A € RDX0+D | det A > 0},

definimos
A-p=Ap/|Ap|.

Proposicion 4 Toda transformacion directamente proyectiva de la esfera es

de la forma p— A - p para cierto A € Gly(n + 1,R).

Prueba. Agradecemos a Vladimir Matveev que nos comunicé el resultado
y un esquema de la prueba, basada en ideas de Beltrami (ver [Mal).

Si F': S™ — 8™ es una transformacién de la forma F' (w) = Aw/ |Aw|,w €
S" A € Gly (n+ 1,R), claramente F' resulta una transformacién directa-

mente proyectiva, pues lleva circulos maximos en circulos maximos.

12
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Sean St = {q € S™ | qo > 0} y o : ST — R", la proyeccién central desde
el centro de la esfera al plano gy = 1, seguida de la proyeccién ortogonal
sobre R", cuya expresion resulta

alceg +u) = u/e,

donde (eg, u) = 0.
Claramente, « lleva geodésicas de la semiesfera a rectas en R” y su inversa
es
o (u) = (eo +u) / Jeo +ul.

Dada una transformacién directamente proyectiva F', llevara esferas ecua-
toriales en esferas ecuatoriales, ya que es posible definir la nocién de “es-
feras ecuatoriales” en términos de geodésicas como subvariedades totalmente
geodésicas maximales. Luego F' lleva hemisferios en hemisferios.

Sea ¢ una rotacién tal que ¢ o F' lleva el hemisferio S en si mismo.
La composicién a o ¢ o F o o~ ! lleva rectas de R™ en rectas de R", y por
[Be, Corollary 2.6.5] resulta una transformacion afin, es decir, existe una
transformacién B de R", B (z) =Tz +b, con T' € Gl (n) y b € R" tales que

aogpoFoa™t =B.

Luego
F|Si:q§*lo(ofloBooz). (2.1)

Veamos que para todo ¢ € S% se cumple que (a7 oBoa)(q) = C g,
donde C es el isomorfismo de R"™! definido por C' (eg) = eg+by C (u) = T (u)

para (u,ep) = 0. En efecto,

(atoBoa)(ceg+u) = o' (B(u/c))
= o YT (u/c) + )
= (ep+ T (u/c)+b)/leo+ T (u/c)+ b
= (ceg+cb+T (u))/|ceo+ cb+ T (u)]
= C-(ceg+u).
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Finalmente, por (2.1), tenemos entonces que para todo ¢ € S se cumple

F(q) =

donde la peniltima igualdad vale pues ¢ es ortogonal. Resulta asi que F|s»
tiene la forma deseada. Con el mismo razonamiento se puede tomar otro
casquete que tenga intersecciéon no vacia con S y se obtiene por continuidad
que F (q) = (¢ o C) - q para todo ¢ € S™. O

Definicién Una acciéon a de un grupo GG en un conjunto S es una funcién
a:G xS — S tal que

a(id,p) = p
a(gh,p) = alg,a(h,p))

paratodop e Sy g,he€G.

Sise fija g € G, la aplicacién de S dada por p — « (g, p) es una biyeccién,

pues se tiene que la aplicacién ¢ — a (g7', ¢) es su inversa . En efecto
a9 alg.p)=alg'g,p) =alidp) =p

y por otra parte
a(g.a(g™p)) =algg™,p) =alid,p)=p

para todo p € S.

Definicién Una accién « se dice efectiva si a(g,p) = p para todo p € S

solo si g = id.
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El grupo Gl (n + 1,R) actia en la esfera S™ mediante
A-p=Ap/|Ap|, (2.2)

para A € Gl (n+ 1,R) y p e S™.

Cada A € Gl (n + 1,R), segin la Proposicién 4, induce una transfor-
macién proyectiva de la esfera.

Esta accién de Gly (n+ 1,R) en S™ no es efectiva, ya que si tomamos
A #£ 0, tendriamos que A\ - p = p para todo p € S™, y Al # I. Para subsanar

ese problema, puede restringirse la accién al subgrupo Sl (n+ 1,R) = {A €
Gl(n+ 1,R) | det A = 1}.

Proposicién 5 La accion restringida a Sl (n + 1,R) es efectiva. Ademds,
éste es el mayor subgrupo de Gl (n + 1,R) que contiene a Sl (n + 1,R) para

el cual vale esta propiedad.

Prueba. Si A € Sl (n+ 1,R) cumple que A - p = Ap/|Ap| = p para todo
p € S™, en particular lo hace parap = e; coni = 0,...,n, de donde se deduce

que A es una matriz diagonal A = diag (ao, ..., a,). Por otra parte, tomando

1 n
p= n+1;€i

y llamando

C:

Y

1 n
1 ;aiei

se tiene que

Ap 1 _ 1 _
Ap=—=—F7—= a; € = ——— € =D,
= C’\/n—i-liz_; \/n—i-llz_; b
de donde a; = C para todoi =0,...,n. De este modo A resulta un multiplo

positivo de la matriz identidad. Por dltimo, A = I pues det A = 1.
Supongamos que existe un subgrupo Gy de Gl; (n+ 1,R) que contiene

a Sl(n+ 1,R) tal que la accién en la esfera es efectiva. Sea g € Gy y h =
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g/ "Wdetg € Sl (n+ 1,R) C G;. Tenemos entonces que hg~! = I/ "*/det g,
que fija todos los puntos de S™. Luego ""/detg = 1 y en consecuencia
geSl(n+1,R). O

Ejemplo a)Sin=1, A= ( 3 (2) ) € Gl; (2,R), entonces

3 0 r\ 3
02 /) \y ) Voeerwe\ oy |

Los puntos fijos de esta transformacién proyectiva son (1,0) ,(—1,0), (0, 1)

b) Si se toma A = ( oSt T e
senn  Ccosn

tendra ningin punto fijo y ademas serd una transformacién rigida.

) € Sl(2,R), la accion de A no

Notacién De ahora en adelante denotaremos G = SI(n+ 1,R) y nos
referiremos a las transformaciones directamente proyectivas simplemente co-

mo proyectivas.

Una curva en G, es decir una funcion suave a : I C R — G, puede verse
mediante la accién proyectiva definida en (2.2) como una curva de posiciones
o de configuraciones de particulas de S™, y la llamaremos movimiento proyec-

tivo.

Ejemplo Sean v : (0,4+00) — SI(2,R) y §: R — Sl (2,R) definidas por

v(t)=<é 1(;15) y 6(t)=<(1) i)

a) Consideremos el movimiento proyectivo de S* inducido por v . Parat = 1
tendremos la identidad. Para ¢t — 0T, los puntos de la circunferencia con
segunda coordenada positiva tienden a desplazarse hacia el (0,1) y los de

segunda coordenada negativa hacia el (0,—1). Cuando ¢ tiende a infinito,
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los puntos tienden a acumularse en (1,0) o (—1,0). A lo largo de todo el

proceso, los puntos (0, 1),(0,—1),(1,0) y (—1,0) quedan fijos.

b) Para el movimiento proyectivo de S inducido por 3, en t = 0 tendremos
la identidad. Los puntos (1,0) y el (—1,0) estan fijos a lo largo de todo el
proceso. Cuando t tiende a infinito los puntos tienden a acumularse en (1, 0)

y cuando tiende a menos infinito se acumulan en (—1,0).



CAPITULO 3

Movimientos proyectivos libres

de fuerzas de la esfera

En el espiritu de la descripcién clasica de los movimientos libres de fuerzas
de un cuerpo rigido en el espacio euclidiano usando una métrica invariante
en SO (3) [Ar, Apéndice 2], métricas riemannianas adecuadas en SO, (n, 1)
(n = 2,3) han demostrado ser utiles para estudiar la dindmica de un cuerpo
rigido en los espacios hiperbdlicos de dimensiones 2 y 3 [DoZi, Na, S1, Zi|.
Mas recientemente, M. Salvai estudié en [S2] movimientos conformes libres
de fuerza en S™ usando una métrica riemanniana conveniente en el grupo
de sus transformaciones conformes. En este trabajo definimos una métrica
apropiada en Sl (n + 1,R) para estudiar los movimientos proyectivos libres
de fuerza de la esfera S™.

Sea S™ la esfera unitaria centrada en el origen en R"*! con la métrica
usual y G = Sl(n+1,R) que actiia efectivamente en S™ por transformaciones
proyectivas de la manera definida en (2.2).

Supongamos que la esfera tiene inicialmente una distribucién homogénea
de masa de densidad constante 1 y que a las particulas les esta permitido mo-
verse sélo de tal forma que dos configuraciones difieran en una transformacion
proyectiva. El espacio de configuraciones puede identificarse naturalmente

con G.

18
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La nocién de energia de movimientos proyectivos y la definicién de la
métrica en G que sigue son similares a los de la situacion conforme, estudiada
en [S2]. La escribimos con todo detalle para tener una descripcién completa

y autocontenida.

3.1 Energia de movimientos proyectivos

Sea v una curva suave en G, la cual puede pensarse como un movimiento
proyectivo de S™. La energia cinética total E (t) del movimiento v en el

instante t esta dada por

B =1 [ @l dulo), (3.1)

donde se integra con respecto a la forma de volumen canénica de S™ vy, si

q = (t) (p) para p € S™, entonces

_4d
 ds

ve (q) 7 (s) (p) € ToS", pi(q) = 1/ [det (dv(t),)]

son la velocidad de la particula ¢ y la densidad en ¢ en el instante t, respec-

tivamente. Aplicando la fémula de cambio de variables a (3.1), se obtiene

E(t):%/n

La siguiente definiciéon esta basada en el principio de accién minima.

2

dp (p) - (3.2)

Definicién Una curva suave v en G, pensada como un movimiento proyec-
tivo de S™, se dice libre de fuerzas si es un punto critico de la funcional de

energia cinética.
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3.2 Una métrica riemanniana en ¢

La siguiente Proposicion en realidad define dos conceptos que se usaran

en el trabajo.

Proposicién 6 a) Dados g € G y X € T,G, la funcion X : 8" —TS",

- d

Xl@) = o 7 (1) (9) € Ty)S™, (3-3)

donde ~y es cualquier curva suave en G con v (0) =g y % (0) = X, estd bien

definida y es suave.

b) Una métrica Riemanniana en G estd definida de la siguiente manera:

para X,Y € T'G con el mismo punto base,

) = [ (R@.F@)dulo). 3:4)

Mas ain, una curva en G es una geodésica si y solo si (pensada como un

movimiento proyectivo) es libre de fuerzas.

Observaciones a) Si X € T,G, entonces X es un campo vectorial en S™ si

y s6lo si g es la identidad del grupo.

b) Para cualquier n, la métrica en G no es invariante a derecha ni a
izquierda. Si lo fuera, la variedad resultaria homogénea y por lo tanto com-

pleta y veremos luego en el Teorema 13 que no es completa.

Demostracion de la Proposicion 6. Los argumentos son practicamente
los mismos que los de [S2] para movimientos conformes en vez de proyectivos.

Los reproducimos con el objetivo de dar una presentacién completa.

a) Si a1 G x 8™ — 8™ denota la accién de G en S™, la cual es suave,

entonces X (q) = (d/dt), o (v (t),q) = dagq (X, 04), donde 04 es el cero de
T,5". Por lo tanto, X estd bien definida y es suave.

b) Sea g € GG. Los célculos en (a) muestran que para cualquier ¢ € S™

fijo, la correspondencia X € T,G +— )?(q) € Ty)S" es lineal, luego (., .), es



CAPITULO 3. MOV. PROY. LIBRES DE FUERZA DE LA ESF. 21

bilineal. A continuacién verificamos que es definida positiva. Claramente,
|X]| > 0. Si|X]| =0, por continuidad de X, el campo vectorial ¢ —
X(q) = (dg_l)q)?(q) debe ser idénticamente nulo. Si X = dL,(X,), se
puede comprobar facilmente que

X(q) = (d/dt),exp (tX,) (q)

para todo g € S™. Ya que s — exp (sX,) es un grupo monoparamétrico de
difeomorfismos de la esfera, éste es el flujo del campo vectorial X = 0. Por lo
tanto, exp (sX,) es constante y esto implica que X, (y luego X) es cero, ya
que la accién de GG es efectiva. Finalmente, la métrica es suave, ya que dado

: y 2
un campo vectorial suave Y en G, la funcién ||Y]|”: G — R,

Y= |

es claramente suave.

—~—

Vo) @) da= [ 1) (v (9),0,) doe(a)

|
Sn

La segunda afirmacién es consecuencia de la caracterizacién variacional

de las geodésicas en una variedad Riemanniana y del hecho que si v es una
2

curva suave en G, entonces ||7' (t)||” = 2E (t) (ver (3.2)). O

3.3 Subvariedades totalmente geodésicas

Si conseguimos isometrias de G y sus puntos fijos, la Proposicion 1 nos
ayudaria a encontrar geodésicas de (G, o al menos, determinar que per-
manecen en cierta subvariedad. Una fuente de isometrias de G la obtenemos

del siguiente resultado:

Proposiciéon 7 Sean f, g isometrias de S™, no necesariamente en G, cuyos
determinantes sean iguales, en particular, fhg € G para todo h € G. En-

tonces

a) f(h-g(q) = (fhg) - q para todo q € S™.
b) Iy, : G — G, definido por Iy, (h) = fhyg, es una isometria de G con
la métrica dada.
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Prueba. a) Como f es una isometria de S™, f es lineal y preserva la norma
de R™. Entonces

Fh-g(@) = f (W)

b) Llamamos Iy, = F, que esta bien definida porque f y g fueron selec-
cionadas de tal manera que fhg € G para todo h € G. Claramente F' es
inyectiva pues f y ¢ tienen inversas, y sobreyectiva pues para todo h € G,
h' = fthg™! € G cumple que F (h') = h. Para ver que F es diferen-
ciable recurrimos al siguiente diagrama conmutativo (notar que el grupo de
isometrias de S" es O (n+1) C Gl (n+ 1,R)):

Gl(n+1,R) - Gl(n+1,R)

T T :

G N G
donde las flechas hacia arriba denotan la inclusién y F (h) = fhg. Como G es
una subvariedad incrustada, por el lema de factorizacion, F' es diferenciable
(y F~! también pues es de la misma forma).

Sea X € T,G. Sabemos que dF}, (X) = %L:OF (7 (t)) con v una curva

en G tal que v(0) =hy ¥ (0) = X. Por (3.4) tenemos que

MﬂXW:/

donde dado ¢ € S", Z(q) = dF,X. Asi, por (3.3), Z(q) = %}tzoa(t) - q
con o una curva en G tal que o (0) = F'(h) y ¢/ (0) = dF;, X . En particular

Z(g)| du(a). (3.5)
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podemos tomar ¢ = F o~y y entonces

ZG) = G oWa=F Fa®) =
= %tof(v(t)-g(q»:df<% ) g(Q)),

(hemos usado el primer apartado). Volcando esta expresion en la integral
(3.5), realizando el cambio de variable ¢ = g (¢) (que por ser g una isometria
de la esfera introduce un factor Jacobiano igual a uno) y considerando que

f es una isometria en la esfera, obtenemos

laRx|* = [

Asi, F' es una isometria. O

()| duie) = 1)

Notacién Si g = f~! denotamos por Iy = I;, la conjugacién por f. El

contexto siempre permitira distinguirla de la matriz identidad de orden f.

Corolario 8 Si f es una isometria de S™, entonces Fix (1) es una subva-

riedad totalmente geodésica de G.

Prueba. Inmediata de la Proposicion 1 y de que en este caso el conjunto
de puntos fijos es un subgrupo de Lie, y por lo tanto una subvariedad (todas

las componentes conexas tienen la misma dimensién). UJ

A continuacién encontraremos algunas subvariedades totalmente geodé-
sicas de G.

Tomemos n = 2m — 1 y consideremos la inclusién candnica

X -Y
T . mem _ RQmX2m, T(X —l—iY) — < Y X ) (36)

con X,Y € R™™. Sea Gly (m,C) = {A € C™™ | |det A| = 1}.
La restriccién de T a Gy (m, C), que continuamos llamando 7" por abuso

de notacién, tiene su imagen incluida en SI(2m,R), ya que detg(TA) =
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|detc A|* (ver [Ha], pag 16). Verifiquemos que T es un monomorfismo de
grupos. Si A =X +iY, B=Z +1W € Gl; (m,C), entonces T (A) =T (B)

implica que
X =Y\ [ Z2 =W
vy x ) \w z )’

de lo cual se sigue inmediatamente que X = Z, Y = W, es decir A = B.

Ademés

T(AB) = T((X +iY)(Z +iW))
= T(XZ-YW+i(YZ+XW))
XZ-YW —YZ-XW
B (YZ+XW XZ—YW)

(X -y Z -W
B Y X W Z
= T(A)T(B).

Proposicién 9 El subgrupo Gly (m,C) es una subvariedad totalmente geo-
désica de Sl (2m,R).

0 -1,

Prueba. Sea f = (
I, 0

). Veamos que Fix (/) es la imagen de T,

X Y
donde T es la inclusién canénica definida en (3.6). Dada A = ( 7w ) €

Sl (2m,R), calculamos

P e X Y 0 I,\ (W -Z
r(4)= I, 0 Z W -1, 0 ) \ —-v x })°

Claramente, Iy (A) = Asiysolosi W = X, Z = —Y, o sea, si y s6lo si A
estd en la imagen de T'. En consecuencia, ésta es una subvariedad totalmente

geodésica de Sl (2m,R) por el Corolario 8. O

Ahora obtenemos otra subvariedad totalmente geodésica. Sean = 4m—1,
sea H el dlgebra de division de los cuaterniones y H™*™ = { A4+ Bi+Cj+ Dk |
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A, B, C, D € R™™} Sea S : H™™ — RA™*4m |a transformacién definida
por
TU) T(V)
~T(V) T(U) )
(escribimos los elementos de H de la forma u + vj, con u,v € C), donde T es

~ D
como arriba y T (C' + Di) = ( g o

(pues Ty T 1o son), que S (L) = Lim y que S(Z2') = S(Z)S(Z') para
todo Z, 7' € H™*™. En efecto, como

T (AA' — BB — CC' — DD’ + (AB' + BA' + CD' — DC") )

S(U+Vj):<

). Observamos que S es inyectiva

es igual a

AA'—-BB'—-CC'"—- DD —AB'— BA'—CD'+ DC'
BA'"+ AB'— DC'"+CD'" AA'— BB —CC'— DD’

T(AC' — BD' + CA' + DB') + (AD' + BC' — CB' + DA")i
es igual a
( AC' — BD'+CA'+ DB’ AD'+ BC' — CB' + DA’ )
AD' + BC' — CB'+ DA’ BD' — AC' — DB' — C A’
tenemos que,
S(Z27') =
= S(AA' —BB' - CC'—=DD'+ (AB'"+ BA'+CD'— DC")i
+(AC' — BD' + CA' + DB') j + (AD' + BC' — CB' 4+ DAk)

A -B C D A -B ¢ D
B B A D —-C B A D -
B -C -D A -B ¢ -D A -PB
-D C B A -D' ¢ B A

B T(A+ Bi) T(C+ Di) T (A + B4%) T (C'+ D%)
—T(C+ Di) T(A+ Bi) —T(C'+ D) T(A + B'i)
= 5(2)5(2").
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Definimos también el grupo
Gl (m,H) ={A € H™"™ | existe B € H™*™ con AB=BA=1}.

Por lo anterior, la restriccién de S a GI (m,H) tiene su imagen contenida en

Gl (4m,R) y es un monomorfismo de grupos. Definimos también
St(m,H) ={A € Gl (m,H) | detgS (A) = 1}.

Proposicién 10 El subgrupo Sl (m,H) es una subvariedad totalmente geo-
désica de Sl(4m,R).

Prueba. Veamos que la imagen de S restringida a Sl (m,H) es igual a la

interseccién de Fix (I5) con Fix (1,), donde

f: 0 _I2m
Iy, 0
a = S0 , con J= 0 —ln .
0 —J L, O

En efecto, por el célculo en la prueba de la Proposicién 9 (sélo que la
matriz f es de un orden distinto), tenemos que los puntos fijos de I; en

Sl (4m,R) son exactamente aquellos de la forma

Veamos cuéles de estos estdn también en Fix (I,). Calculamos
e A N A X -v\(-70
“\v x )  \o -7)\y X 0 J

| —IXT —JYT
B JYJ —JxJ |’
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Luego I, (A) = A siy sélo si X conmuta con J e Y anticonmuta con J
(notar que J~! = —J). Pero el conjunto de matrices que conmutan (respec-
tivamente, anticonmutan) con J es la imagen de T (respectivamente, de T)).
En consecuencia, la interseccién de Fix (/) con Fix (I,) es la imagen de S,
y resulta entonces una subvariedad totalmente geodésica de Si(4n,R) por el
Corolario 8. O

Una esfera maxima de S™ es la interseccion de S™ con un subespacio de
R™*!  Una bandera de esferas mdzimas ortogonales en S™ es un conjunto
{S;|i=0,...,1} donde S; = S" NV, y V; (i = 0,...,0) son subespacios

ortogonales no triviales de R"*! cuya unién genera R"*1.

Proposiciéon 11 El conjunto de las transformaciones proyectivas de S™ que
figan una bandera de esferas mdximas ortogonales es una subvariedad total-
mente geodésica de G. En particular, aquellas que fijan los puntos de la base

candnica de R™1 también lo son.

Prueba. Podemos suponer que la bandera de esferas maximas esta dada

por la interseccion de S™ con subespacios
Vi = span{e; | ki <k <k}, 0<i<lI

donde 0 =Fky <k < ---<kyi=n+1y0<I[i<n.
Ahora para 1 <17 <1, sea

fi = diag (— Iy, In—k;+1)
H; = Fiz(Iy).
Tenemos que H; consiste de las matrices diag (X,Y’), donde X es una

matriz de orden k;, Y es una matriz de orden n — k; + 1 y det X detY =1,

Z
ya que dada € (G, entonces
W Y

(505 7)
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Por el Corolario 8, H;, el subgrupo de G que fija los subespacios

span{eq,...,er_1} y span{ey,,...,e,}

es totalmente geodésico en G. Por lo tanto, Ni_, H;, el subgrupo que fija la
bandera de esferas maximas dada, es también totalmente geodésico. Esto se
cumple en particular cuando [ = n y todas las esferas maximas en la bandera

tienen dimension cero. O

3.4 Una geodésica en G

Vamos a presentar en esta subsecciéon una curva que resulta ser una
reparametrizacién de una geodésica de GG. Para ello necesitaremos el lema
siguiente.

Sean D! el conjunto de todas las matrices diagonales en G, D el conjunto

de los elementos de D' con coeficientes positivos, y
D; = {diag (ao,...,a,) € D | a; = aj1}.

Lema 12 Los conjuntos D', D y D; (i = 0,...,n — 1) son subvariedades

totalmente geodésicas de G.

Prueba. Como D! es el subgrupo de G que fija la base canénica, entonces
es una subvariedad totalmente geodésica por la Proposicion 11. Llamemos
D} a la componente conexa de D' que contiene a la identidad y veamos
que D} = D, con lo cual es una subvariedad totalmente geodésica. Dada
A € D, podemos unirla a I mediante la curva v (¢) = (1 —¢) A+ tI con
0 <t <1, cuya imagen estd contenida en D, con lo cual D resulta un
conexo que contiene a I. Por otra parte, supongamos que existe A € Dé
con A;; < 0 para algin i. Como p; : D' — R con p; (X) = Xj; es continua,
pi (A) = Ay <0y p; (I)=1>0,alser p; (D}) conexo tendriamos un X € D}
tal que p; (X) = 0, en particular det X = 0. Esto es una contradiccién pues
D} c D* c Si(n+ 1,R).
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0 1
Sean R = Lo y [ = diag (R, I,_1). Por el Corolario 8 tenemos
que Fix (I;) es un subgrupo totalmente geodésico en G, y por lo tanto, su
interseccién con D, que coincide con Dy, es totalmente geodésico en G.
De la misma manera, usando f; = diag([;, R, I, ;2) (i=1,...,n—1)

se obtiene que D;.; es totalmente geodésico en G. UJ

Teorema 13 La curva o : (0,00) — G, «(t) = diag (1/t",t,...,t) en G ad-
mite una reparametrizacion por longitud de arco o que es geodésica. Ademds
o tiene longitud finita y es inextendible. En particular, G no es una variedad
riemanniana completa.

Prueba. Se prueba ficilmente por induccién que a (0,00) = N~ 'D;. La
primera afirmacién es entonces consecuencia del lema anterior.

Para verificar la validez de la segunda afirmacion, recordemos de (3.4)

el = [

donde X, (q) = %L:o v (8)-q,cony(0) =a(t)y ¥ (0) = &(t). Pero entonces

que

%) duta),

se puede tomar
v(s)=a(s+t)= diag (1/(s+¢)",(s+1)1,).

Sea ¢ € S™ con q = (xg, ), x = (x1,...,x,). Entonces

1) g = ! (5 s+ 02

2 n>
Vit + 6+ pP \E T

— (w0, (s + )" ) [\ Jad + (s + )" [al.

De alli, derivando con respecto a s y tomando norma cuadrada,

v n n T 3/2
Xi(q) = t"(n+ 1wy (=" z*, 2ox) / (2F + T2 |2]?) 7,

2

oy 2
XK@ = e 0PaRen el (@4 2 )
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Si ahora integramos, tenemos que

el = [

Realizamos en la integral el cambio de variables definido por

dp (q) -

~ 2 (n+1)% 222" |z
%o auto = [ Ll
gn (:CO—i—t?””\x] )

F(0,y) = (senf,ycosb) = (xo,z),

con (0,y) € (—m/2,7/2) x S*~1. Tomando una base

{%, (0,v1),...,(0,v,-1)}

de T(p,) ((—7/2,7/2) x S"~1), tenemos que

d
,O) = —| F(0+t,y)
0,y)

9
dFoy) | =
@) ( 00 dt|,

7|, (sem (0 0)yeos (0.41)

= (cosf, —ysen?)

30

y que si a; : R — S™7! cumple que «; (0) =y y «;' (0) = v;, entonces

d
dFoy) (0,0) = —| F(00 (1))
0
_ 4 (sen, a; (t) cos )
dto ) 7
= (0, (0)cos®)
= (0,v;cos0)
= cosf (0,v;).

Por lo tanto, si tomamos en Ty, S™ ' la base ortonormal

{(cos@,—ysenb),(0,v1),...,(0,v,-1)},
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tendremos que la matriz de la dFg,) respecto de estas bases ortonormales
resulta ser diag (1, (cos#) I,_1) y su determinante es cos”! §. Entonces, por

(3.7) tenemos que

I (4)]

1)* %" sen 20 0
_ / / (n + sen “0 |y cos ]2 o510 dv (y) df
—n/2Jsn=1 (sen 20 + 272 |y cos §)| )

m/2 pom o2 nt1
= 2(n+1)% vol (S”_l)/ ( {7 sin” O cos™™ 0 do
0

sen 26 + £20+2 cos? §)°

w/2 2n
< (n+1)%vol (S”—l)/ : {72sen b cos § do.
0

1 — cos? f 4 t27+2 cos? 6)°

Ahora sustituimos u = cos? § y obtenemos

t2n

GO < 1) vol (577 [ e

= (n+1)* vol (571 /2.

Como [;°(1/t?) dt < oo, la energfa cinética [ ||c (¢ H|IPdt < co. Ademds
sabemos que la longitud al cuadrado es menor o igual que la energia, con lo
cual resulta que la curva « (t) con t € [1,00) tiene longitud finita. La dltima
afirmacién del teorema se deduce del hecho de que claramente lim; ., o (t)

no existe. L]

3.5 Movimientos libres proyectivos dentro del

grupo de isometrias de la esfera

Sean K = SO(n+ 1), ¢ = so(n+1) el élgebra de Lie de K y p el
subespacio de las matrices simétricas en g, el algebra de Lie de G. Resulta

g = £®p una descomposicién de Cartan, es decir se cumple [€, €] C €, [€,p] C p
y [p,plCE.
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Teorema 14 a) K x K actia a izquierda en G, (h,k) - g = hgk™, por
isometrias de G. En particular, la métrica en K inducida de G es bi-
mvariante y entonces sus geodésicas por la identidad son subgrupos mono-
parametricos.

b) Para Z € ¥, la geodésica o(t) = exp(tZ) de K por la identidad es
también una geodésica de G si y solo si Z = \J para algin A € R y J € ¢
con J* = —1. En particular, si n es par ninguna geodésica por la identidad

en K (excepto la curva constante) es una geodésica de G.

Observacién La parte (b) del Teorema 14 contrasta fuertemente con el caso
conforme estudiado en [S2], donde se prueba que K es totalmente geodésica
en el grupo de las transformaciones directamente conformes de S™ provisto

de la métrica dada por la energia cinética.

Para probar este teorema necesitamos mostrar antes una proposicion y
un lema.
El enunciado de la siguiente proposicion es analogo al dado para el caso

conforme en [S2], pero la prueba es diferente, por lo que la incluimos.

Proposicién 15 Con respecto a la métrica en G definida en (3.4), (& p) =
0.

Prueba. ParatodoY € g=T.Gy q € S" tenemos que
d

ty
- =Y
dt t:0€ ¢ ¢
y
d ty d tY  ty \1/2
_ - = (Y
yy t:0|€ q| yr t:0<e q.¢"q) Yq,q),
entonces
~ d
Y = at g
t=0
d ty ty
= @l e q/ | q|

= Yq¢—(Yq,q)q.
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Sean ahora Z € £, X € p. Como Z es antisimétrica,

(Zq,q) ={—Z'q,q) = (—q, Zq)

con lo cual resulta (Zq,q) = 0.

Y calculamos

zx) = [ (Zw.X@)

_ /n (Zq,Xq) —/n (Xq.9)(Zq,q)

- [ (zax0
_ Z / i,

siqg=(zo,...,xp).
Ahora bien, fsn zjzy = 0sij # UL, ya que z;x, es una funcién impar en

S™ con respecto a la reflexion que fija e . Por lo tanto

i Sn
= ZZ Xt/ 2
= t'r’(ZXt)/ 7,

que se anula pues X' = X y Z + Z' = 0. Esto implica que tr (ZX") = 0,
pues si i = j, Z;; = 0 por ser Z antisimétrica, y si ¢ # 7, Zin]ti = —Zjinj O
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Lema 16 Sea f (t,s) una funcion de un entorno de 0 en R* en un espacio
vectorial, suave, nunca nula, tal que (f (0), fs(0)) =0 y [f(0)| =1, y sea
h = f/|f|. Entonces

d

gi | B OF = 20720 (0), £ (0)) = 20 (0), F O} L O)F, (38)

donde los subindices s,t denotan derivadas parciales respecto de s,t.

Prueba. Como
he = (IF1* fs = (fs 1) /11

resulta que

- ££>_ <£ (fs,f>f> <<fs,f>f <fs,f>f>
s <\f\’|f\ AT AT TE

- A-B,

donde A = |f,]>/|f]’y B= ((fss )/ \f\2)2. Usando las condiciones para f,
se muestra que (d/dt)|, A (t,0) es igual al miembro de la derecha de (3.8) y
(d/dt)|, B (t,0) = 0. Con lo cual el lema estd probado. O

Prueba del Teorema 14. La prueba de (a) se deduce inmediatamente de
la Proposicién 7. Probamos ahora (b). La prueba no serd simple ya que
la métrica en G no es invariante. Denotemos 7z (t) = exp (tZ). Por (a),
escribiendo vz (t +t,) = vz (t,) 7z (t), tenemos que vz es una geodésica en
G siy solamente si (VzZ), = 0, o lo que es equivalente, ((VzZ2),,Y) =0

para todo Y € g. Por la formula para la conexién de Levi-Civita resulta que
2((V22), V) =22, (Y, 2) = 2{[Z,Y), . Z) ~ Yo |ZIF.  (3.9)
Ahora bien, como K x K actia por isometrias en G por (a), tenemos
Y. 2) epiiz) = (dLexp(t2)Ye, ALexp(tz) Ze) = (Ye, Ze)

para todo t. Luego el primer término del miembro derecho de la ecuacion

(3.9) es cero.
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Veamos ahora que ([Z,Y],,Z.) = 0. Para esto escribimos ¥ = Y; + Y,

con Yy € £ y Y, € p. Tenemos entonces que

<[Z7Y]eaze> = <[Z7}/E+}/p]e7ze>g

g

= <[Za Yf]e ) Ze>g + <[Za Yia]e ) Ze>g.

ComoZ et yY,ep, [Z,Y,]€[t,p] Cp (g==tPp es una descomposicién
Ze) = 0.

Por otra parte por ser la métrica bi-invariante en K, ([Z,Y,.Zc) y

de Cartan), resulta por la Proposicién 15 que ([Z,Y,],
Ve, || Z|]> ambos se anulan. En consecuencia, por (3.9), 7z es una geodésica
en G siy sélo si X, ||Z||> = 0 para todo X € p.

Llamemos U; = Z (exp (X)) = dLexp(tx) (Ze). Fijemos por ahora g € S™
y sea f(t,s) = exp (tX)exp(sZ)qy h = f/|f]. Tenemos que f(0) = g,
f:(0) = Xq, fs(0) = Zqy fs+(0) = XZq. Como Z es antisimétrica, f
satisface las hipdtesis del Lema 16 y entonces tenemos por (3.8) que

2

d| |0h 2
—| |=— (t,0)| =2(XZq,Zq) —2(X Zql|”.
dtoas(’) (XZq,Zq) = 2(Xq,q) | Zq|
Por otro lado,
2 d 2
X (1217 = 5 17 exp X))
t=0
d

U, (q)‘2 dpi(q) -

dt

t=0 /S"

Ahora bien, como U, (¢) = 9h (¢,0) (tomamos v (s) = e*e*” en (3.3)),

tenemos que

X, (12)2) =2 / (XZ¢,20) — (Xa.,0) | Zaf du(q).  (3.10)

n

Al ser Z antisimétrica existe una base ortonormal respecto de la cual tendra

la forma

0 -1
diag (a1J,, ag o, . .., arJ,0,...,0), JO:<1 0 )
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(ver por ejemplo [Li, pag. 199]).

Supongamos primero que Z = diag (aJ,, £aJ,, ..., +alJ,), en cuyo caso,
previa multiplicacién por un escalar, podemos tomar Z de tal forma que
cumpla Z? = — id y as{ Z resulta ortogonal. Entonces podemos distribuir la
integral y realizar el cambio de variables p = Zq en el primer término, con
factor Jacobiano uno. Luego X, (||ZH2) =0, ya que |Zq| = 1.

Ahora supongamos que Z2 # —\%id para todo X. Después de conjugar
por un elemento de K y multiplicar por una constante adecuada, podemos

suponer que
7 =Zy= diag (J,,0,By) 6 Z=2,= diag (J,aJ,, By),

con By € $0,_9, By € so,_3y |a] # 1 (el dltimo caso sblo si n > 3). Sea
X = diag(0,1,—1,0,_2) € p. Primero consideramos el caso en que Z = Z
y mostramos que X, || Zo||> # 0, y entonces 7z, no es una geodésica en G. Si

q = (xg, 1, 9, x), realizamos el siguiente cédlculo

<XZOq7ZOQ> = x(2)7

<Xq,q> = l‘% - ZE%,

|Zoq|2 $3+.T%+‘Bol‘|2

En consecuencia, el integrando de (3.10) es igual a
T8 — (x% - x%) 7 — (x% — x%) (:US -+ |Box|2) ,

cuyo ultimo término es una funcién impar en S™ con respecto a la reflexién
que fija el hiperplano x; = x5. Luego su integral sobre la esfera es cero y en

consecuencia
XNl = 2 [ oot +als
- 2/ 22 (1= 22 +a2) >0,

ya que claramente [o, 2] = [g, 20y [qn 2527 = [ 2§21, y también |zo| < 1.
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Un céalculo similar muestra que
X 27 = (1= a®) X, || 2ol
e H 1|| (1 a ) e H OH )

que no es nulo pues |a| # 1. O



CAPITULO 4

Conclusiones y lineas futuras
de investigacion
Resumiendo los resultados y comparando con lo realizado para movimien-

tos conformes en [S2], podemos decir lo siguiente:
Definiendo la métrica apropiada en G = Sl(n + 1,R) , (la dada por la en-

ergfa cinética) obtuvimos que la curva av : (0,00) — G, « () = diag (1/t",¢,. ..

admite una reparametrizacion por longitud de arco o que es geodésica, lo cual
nos da, salvo reparametrizacion, un movimiento proyectivo libre de fuerza en
S™. Ademas o tiene longitud finita y es inextendible, en particular, G no es
una variedad riemanniana completa, al igual que en el caso conforme.

Por otra parte mostramos que tomando n = 2m—1, el subgrupo Gl; (m, C)
es una subvariedad totalmente geodésica de Sl (2m,R) y paran =4m—1, el
subgrupo SI(m,H) es una subvariedad totalmente geodésica de SI(4m,R).

Finalmente al estudiar el subgrupo K = SO(n + 1) vemos que no es una
subvariedad totalmente geodésica, lo cual contrasta con el caso conforme.
Més ain, para n par, ninguna geodésica por la identidad en K (excepto la
curva constante) es una geodésica de G.

En cuanto a propuestas para futuras investigaciones, seria interesante es-
tudiar con més profundidad la geometria de los grupos SO, (n,1) y Sl (n,R)

con las métricas dadas por la energia cinética asociadas las respectivas ac-
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ciones naturales en S"!, por ejemplo calcular la curvatura seccional, o probar
si en alguno de los casos se trata de un producto alabeado.

Por otro lado, los grupos de Lie no compactos G = O (n,n), U (n,n),
Sp(n,n) tienen acciones naturales en los grupos de Lie compactos clésicos
K = O(n), U(n) y Sp(n), respectivamente. Si consideramos en estos
ultimos la métrica riemanniana candnica dada por el opuesto de la forma
de Killing, serfa de interés hallar geodésicas libres de fuerzas en G con la

métrica dada por la energia cinética asociada a las acciones mencionadas.
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