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Resumen

El teorema de Kostant describe la cohomologia del nilradical de cada subalgebra pa-
rabodlica de un algebra de Lie semisimple compleja utilizando la teoria de representaciones.
Describe su descomposicién como suma de representaciones irreducibles del factor de Levi
de la parabdlica. Esta suma esta parametrizada por un cierto subconjunto, definido com-
binatoricamente, de su grupo de Weyl. Esta descripcion no permite calcular la dimension
de la cohomologia de manera directa.

Las subagebras parabdlicas de un algebra semisimple de rango n dada estan definidas
por subconjuntos de raices simples. Dado un subconjunto de raices simples dado de rango
n éste se identifica naturalmente con un subconjunto de raices simples de rango m para
todo m > n. Asi ese subconjunto dado da lugar a una familia numerable de subéalgebras
parabdlicas. El problema general es entender como evoluciona la dimensién de la coho-
mologia de los nilradicales de estas familias y en particular entender su comportamento
asintotico.

En este trabajo consideramos los nilradicales de las subalgebras parabdlicas de A,
parametrizadas por subconjuntos my de dos raices simples consecutivas, para todo n.

Estudiamos diversos casos.

(1) mo = {e1 — e2,e2 — e3} y en correspondencia con este,
por similitudes encontradas al desarrollar el trabajo, estudiamos también el algebra de
Heisenberg,

(2) mo = {e1 — e2,€n — €nt1},
cuya cohomologia ya fue calculada de manera independiente a la descripcion dada por
Kostant.

Ademas estudiamos también los nilradicales determinados por

(3) mo = {e2 —e3,e3 —ea} y

(4) To = {62 — €3,€6n — €n+1}-

El trabajo se desarrolla en 6 capitulos. Los tres primeros contienen los conceptos
necesarios para comprender el tema. En particular el segundo contiene la definiciéon de
cohomologia de algebras de Lie, los conceptos fundamentales y algunos ejemplos.

En el Capitulo 4 realizamos una descripcion exhaustiva y detallada de los espacios de
cohomologia a estudiar; describimos su descomposicién a través de los vectores de peso
maximo y presentamos diversas formulas para el cdlculo de su dimension. Utilizando los
resultados pudimos encontrar una féormula cerrada para la dimensién de la cohomologia
en el caso (1). Para el caso (3) correspondiente a my = {es — e3,e3 — e4}, caso mucho
mas dificil que el anterior, proponemos una férmula no cerrada expresada como una suma
conbinatoria. Dedicamos una seccién del Capitulo 4 al calculo con computadora de estas
dimensiones. Vale decir que son astronomicas.

El capitulo 5 esta dedicado al estudio del comportamiento asintético para los distintos
casos expuestos en el Capitulo 4. Utilizando la férmula de Stirling para la aproximacion
del factorial se describe el comportamiento asintdotico de la dimesnién de la cohomologia
para los casos (1) y (2).

Para el caso (3), en el que las formulas para determinar la cohomologia total no son
cerradas, el estudio del comportamiento asintotico se realizé a partir del analisis de estas
formulas y de los datos experimentales obtenidos. Encontramos aproximaciones a partir
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de las cuales conjeturamos el comportamiento asintético buscado. Para el caso (4) los
resultados buscados se obtienen a partir de las similitudes con el caso (3).

El Capitulo 6 es una breve exposicion de los algoritmos computacionales utilizados,
para comprender la descripcién realizada por Kostant y para obtener los resultados que
permitieron elaborar las conjeturas presentadas.
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Introduccién

La teoria de Lie es un area de la matematica en continuo estudio, que ocupa un lugar
destacado en dlgebra, geometria y en otras ramas de las ciencias particularmente en fisica.
Las algebras de Lie y sus generalizaciones constituyen una muy importante linea actual
de investigacién.

Este trabajo se enmarca en la teoria de dlgebras de Lie complejas de dimensién finita.
Mas precisamente en la clase de algebras de Lie nilpotentes, clase ésta muy diferente de
la clase de dlgebras de Lie semisimples.

La cohomologia de algebras de Lie es un invariante que por un lado es, en principio,
calculable y por el otro codifica elementos estructurales a un nivel que hace de la cohomo-
logia un invariante destacado. Es relevante en la teoria de representaciones, en la teoria
de deformaciones, en geometria y otras aplicaciones.

A pesar de ser un invariante definido por el dlgebra lineal y que en algunos casos
se puede calcular, es muy poco lo que se sabe en general. No hay métodos generales
para describirla ni entenderla. El cédlculo de la cohomologia de un algebra de Lie es un
problema muy amplio atin sin resolver. Hay muchisimos problemas sin respuesta sobre la
cohomologia de algebras de Lie o relacionados con ella.

Cuando el algebra es semisimple y de dimensién finita, el problema esta muy enten-
dido, la cohomologia es cero para toda representacién irreducible finita no trivial y la
cohomologia con coeficientes triviales es el espacio de invariantes en al algebra exterior de
la representacion coadjunta. Ahora, para las dlgebras solubles y nilpotentes es muy poco
lo que se conoce, la mayoria de los resultados encontrados solo cubren casos particulares.
Un caso excepcional es el famoso resultado de Kostant de 1961, que describe la estructura
de gy—médulo de H*(n, V') , donde n es el nilradical de una subalgebra parabdlica de un
algebra de Lie semisimple g, g, es un factor de Levi y V' es una representacion irreducible
de dimensién finita de g, restringida a n. A pesar de la generalidad del teorema de Kos-
tant, no es inmediato obtener descripciones explicitas en casos particulares. Tampoco es
posible determinar la dimensiéon de los espacios de cohomologia descriptos.

En este trabajo estudiamos el comportamiento asintotico de la dimensiéon de la coho-
mologia total de sucesiones de nilradicales de subalgebras parabdlicas de algebras de Lie
semisimples complejas, la teoria de representaciones constituye una herramienta funda-
mental, pues permite describir la cohomologia a partir de subconjuntos del grupo Weyl.

Los casos estudiados corresponden todos a nilradicales dos pasos nilpotentes de subédge-
bras parabdlicas de algebras simples de tipo A,, y toda algebra parabdlica dos pasos nil-
potente esta parametrizada por subconjuntos de dos raices simples.






Capitulo 1

Algebras de Lie

En este capitulo resumimos los conceptos béasicos de la teoria de algebras de Lie y
enunciamos resultados utilizados en este trabajo, poniendo especial énfasis en las algebras

de Lie simples y semisimples. Para mayores referencias, podemos consultar [1],[3],[4] entre
otros.

1. Definiciones y ejemplos

DEFINICION 1.1. Un dlgebra de Lie g es un espacio vectorial en el que se define una
operacion, llamada corchete
[J:gxag—g
que satisface los siguientes axiomas:
(a) es bilineal,
(b) es antisimétrica y
(c) verifica la identidad de Jacobi

(XY, Z]+ [[Z, X],Y] +[[Y, Z],X]| =0, para todoX,Y,Z € g.

Un subespacio vectorial fy de un dlgebra de Lie g es una subdlgebra de Lie de g si la
operacion corchete es cerrada en by, es decir [h, ] C b.

Si un subespacio vectorial b cumple que [g,bh] C b se dice que by es ideal de g. Es claro
que todo ideal de un dlgebra de Lie g es subdlgebra de Lie.

Ademds, decimos que un dlgebra de Lie g es abeliana si el corchete es nulo, es decir
si [X,Y] =0 para todo X,Y € g.

EJEMPLOS 1.2.

1. El dlgebra de Lie gl(V') es el espacio de los endomorfismos en V', con la operacion
corchete definida de la siguiente manera

VfgeaglV) [fgl=fog—golf.
2. El dlgebra de Lie gl(n,K) es el espacio de las matrices cuadradas de orden n con
coeficientes en el cuerpo K y la operacion corchete es:
VXY e K" [X,)Y]=XY —-YX.
3. Los siguientes son ejemplos de subdlgebras de Lie de gl(n,K):
w 5l(n,K) ={X € gl(n,K) : tr(X) = 0}.

» s50(n,K) ={X € gl(n,K) : X + X" =0}, el espacio de las matrices antisimétri-
cas.
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= D, el espacio de las matrices diagonales, que es una subdlgebra abeliana de
gl(n, K).
= t,, el espacio de las matrices triangulares superiores.

» t7, el espacio de las matrices triangulares superiores estrictas.

DEFINICION 1.3. Sean g y b dlgebras de Lie. Un homomorfismo de dlgebras de Lie es
una transformacion lineal ¢ : g — b que preserva la operacion corchete. Es decir:

VX,Y €9 ¢([X,Y]) = [p(X), p(Y)].

Si el homomorfismo es invertible se dice isomorfismo y si ademds h = g se dice
automorfismo.

Un homomorfismo definido entre g y gl(V') se denomina representacion de g en V.
V' es el espacio de la representacion y su dimension es la dimension de la representacion.

Una representacion ¢ se dice fiel si ker(p) =0 (g ~im(p)).

Una representacion ¢ se dice irreducible si mo tiene subespacios del espacio de la
representacion, invariantes por .

Se entiende que un subespacio invariante por la representacion (p, V'), es un subespacio
vectorial U de V tal que (¢ X)(U) C U para todo X € g

EJEMPLOS 1.4.

1. La aplicacion traza
tr:gl(n,K) — K

es un homomorfismo, pues K es un dlgebra de Lie abeliana y tr(XY —YX) =0

para cualquier par de matrices X,Y.

Si V' es un espacio vectorial de dimension n, gl(V') es isomorfo a gl(n,K).

Solo hay dos dlgebras de Lie de dimension dos, salvo isomorfismos, el dlgebra

abeliana y el dlgebra que admite una base {X,Y'}, para la cual el inico corchete

no nulo es [X,Y] = X.

4. 8i ¢ : g — b es homomorfismo de dlgebras de Lie, el ker(p) es ideal de g y la
im(p) es subdlgebra de b.

5. Si g es una subdlgebra de Lie de gl(V'), la inclusion define trivialmente, una re-
presentacion de g en V' que se denomina representacion canonica.

o o

DEFINICION 1.5. El centro de un dlgebra de Lie g es el ideal
w={X€eg: [X.Y]=0VY €g}.

EJEMPLO 1.6 (Representacion adjunta).

A partir de un elemento X perteneciente al dlgebra de Lie g se puede definir la aplica-
cionady : g — g tal que VY € gadx(Y) = [X,Y]. De la bilinealidad del corchete se des-
prende que adx es una operador lineal, lo que permite definir la aplicacion ad : g — gl(g)
que a cada X le asigna ady.
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Observemos que: VX,Y,Z € g
adixy)(2) = [[X,Y], Z],
por la identidad de Jacobi

ad[X,Y]<Z) = _HK Z])X] - [[Z,X],Y]
= X, [Y. 2] + [[X, Z], Y]
= adx[Y, Z] — ady[X, Z]
=adyoady(Z) — ady cadx(Z)
= [adx,ady](Z).

Se verifica entonces, que VX,Y € g
ad[X,Y] = [ad X,ad Y],

es decir, ad es una representacion de g en g, la representacion adjunta.
Como

ker(ad) = {X € g:ad X =0}
={Xeg:Weg [XY]=0},

el kernel de la representacion adjunta es el centro del dlgebra de Lie g.

35 = ker(ad).

Dada un élgebra de Lie g y dos subconjuntos A y B de g, denotaremos [A, B] a la
subdlgebra generada por {[X,Y]: X € A,Y € B}, es decir:

[A, B] = span{[X,Y]: X € A)Y € B}.

2. Algebras solubles y nilpotentes

Series de ideales.
A partir de un algebra de Lie g de dimensién finita, se pueden definir las siguientes
subalgebras:

= Sea
¢’=9 o=l ¢ ] Vix>1L
Es facil verificar que la sucesién asi definida, es una sucesion decreciente de
ideales de g,
¢’ 2¢'2¢° 2+,
que se denomina serie derivada de g y sus elementos, dlgebras derivadas de g.

Se dice que g es soluble si alguna de sus dlgebras derivadas se anula. Si k es
el menor valor que hace g* = 0, el dlgebra es soluble en k-pasos.
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= Sea
go=9 8 =19.9-1],Vi=>1

Es facil verificar que la sucesién asi definida, es una sucesion decreciente de

ideales de g,
go2012022 -,

que se denomina serie central descendente de g.

Se dice que g es nilpotente si alguna de las algebras, de la serie central des-
cendente, se anula. Si k es el menor valor que hace g, = 0, el dlgebra es k-pasos
nilpotente.

Se puede probar utilizando el método de induccién, que Vj, g/ C g, y en consecuencia,
toda algebra nilpotente es soluble.

EijEMmpPLO 1.7.

1. El dlgebra t, es n-pasos soluble.
2. El dlgebra tF es (n — 1)-pasos nilpotente

PROPOSICION 1.8. El centro de un dlgebra de Lie nilpotente es no trivial.

DEMOSTRACION. Para un &lgebra de Lie g, (k + 1)-pasos nilpotente; gr.1 = 0y

gk # 0.
Entonces, si Y # 0 € gy,

VX e g, [va] € [gagk] = Ok+1 = Oa

por lo tanto Y € 3.
Luego

5ngk7éO-

PROPOSICION 1.9. Sea g un dlgebra de Lie. SiJ yJ son ideales solubles de g, entonces
J+J también lo es.

Se llama radical del algebra de Lie g de dimension finita, al inico ideal soluble ma-
ximal contenido en g y denotamos Radg.

3. Los Teoremas de Ado, Engel y Lie

Los siguientes teoremas proporcionan resultados muy importantes en la teoria de dlge-
bras de Lie de dimension finita.
En todos los casos, K es un cuerpo de caracteristica cero.

TEOREMA 1.10 (Ado). Toda dlgebra de Lie de dimension finita sobre K admite una
representacion fiel. Es decir, el dlgebra es isomorfa a una subdlgebra de gl(n,K).
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TEOREMA 1.11 (Engel). Sea V' # 0 un espacio vectorial de dimension finita y sea g
un dlgebra de Lie de endomorfismos nilpotentes de V. Entonces

(a) g es un dlgebra de Lie nilpotente,

(b) existe v # 0 en V tal que X (v) =0 para todo X € g y

(c) en una base adecuada de V', para todo X € g, la matriz de X es triangular superior
estricta.

COROLARIO 1.12 (Engel). Sea g es un dlgebra de Lie. Si para todo X € g adx es
nilpotente, entonces g es un dlgebra de Lie nilpotente.

El Teorema de Engel proporciona una condicion suficiente para que endomorfismos de
un algebra de Lie, compartan un mismo vector propio asociado al valor propio cero.

TEOREMA 1.13 (Lie). Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo
K algebraicamente cerrado. Sea g una subdlgebra soluble de gl(V'). Si V' # 0, entonces V
contiene un vector propio comun a todos los endomorfismos de V.

COROLARIO 1.14 (Lie). Sea g una subdlgebra soluble de gl(V'), V' es un espacio vec-
torial de dimension finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Eziste una base de V
tal que, la matriz de cada elemento X € g es triangular superior.

En lo que sigue vamos a considerar algebras de Lie de dimen-
sioén finita, sobre el cuerpo C.

4. Algebras de Lie simples y semisimples

DEFINICION 1.15. Un dlgebra de Lie g se dice simple si no es abeliana y sus 1inicos
ideales son 0y g.

Un dlgebra de Lie g se dice semistmple si no tiene ideales solubles no nulos.

Un dlgebra de Lie g es reductiva si y solo si 33 = Radg.

EJEMPLOS 1.16. Los siguientes son ejemplos de dlgebras de Lie simples:
1. sl(n,C), n > 2.
2. so0(n,C), n > 3.

3. sp = {X € gl(2n,C) : XJ + JA? 0}, n > 1, matrices simpléctica, donde

00 -+ 01
00 - 10
7:(_0J ‘é)yJ: € gl(n,C)
01 - 00
1 00
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TEOREMA 1.17. Un dlgebra de Lie g es semisimple si y s0lo st g = g1 D gD -+ D g
con g, tdeales simples de g.

COROLARIO 1.18.

Si g es simple, entonces [g,g] = g.

Toda dalgebra de Lie simple es semisimple.
Toda dlgebra de Lie semisimple tiene centro 0.

TEOREMA 1.19. Si g es un dlgebra de Lie reductiva entonces g = [g, 8] @ 34 con [g, g]
semisimple y 34 abeliano.

4.1. Espacios de peso generalizados.
Sea h un algebra de Lie de dimension finita sobre C y ¢ una representacioén de b sobre
el espacio vectorial complejo V. Para cada A € h* se puede determinar el conjunto

Vw={veV:(p(H)=AXH)1)"v=0, VHe€bhyalginn=n(H,v)}.

El funcional A se llama peso si el conjunto V) # 0, en este caso V) se denomina
espacio de peso generalizado y sus elementos vectores peso generalizados.

PROPOSICION 1.20. Sea b un dlgebra de Lie nilpotente sobre C y o una representacion
de b en un espacio vectorial complejo V' de dimension finita, entonces existe una cantidad
finita de pesos generalizados, cada espacio peso generalizado es estable bajo p(h) y V es
la suma directa de todos los espacios peso generalizados.

OBSERVACION 1.21.

(a) La descomposicion de' V' como suma directa de los espacios peso generalizados se llama
una descomposicion espacio peso de V.

(b) Los pesos no necesariamente son linealmente independientes.

(c) Como b es nilpotente es soluble, entonces,por el Teorema de Lie, existe una base de V'
para la que p(h) es triangularizable simultdneamente. Los pesos generalizados son las
distintas entradas diagonales como funciones en by. Para obtener la descomposicion
en suma directa es necesaria la condicion de nilpotencia de b.

4.2. Subalgebras de Cartan.

DEFINICION 1.22. Una subdlgebra de Lie nilpotente by de un dlgebra de Lie g compleja
de dimension finita, es una subdlgebra de Cartan sih = Ny(h) = {X € g: [X,h] C b}.

Sean g es un algebra de Lie compleja de dimension finita y § una subdlgebra nilpotente
de g. Considerando la representacion adjunta, los espacio de peso generalizado de g
relativo a ady de peso a € h*, son los conjuntos

0o ={X €g:(ady —a(H)1)"X =0, para todo H € hy algin n =n(H, X)} # {0}.
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TEOREMA 1.23. Si g un dlgebra de Lie sobre C de dimension finita y si b es una
subdlgebra de Lie nilpotente, entonces los espacios de pesos generalizados de g relativos a
ady satisfacen:

(a) g = ©ga,
(b) b C go,

(¢) [8as85] C Gatp (donde se entiende que go+p = 0 si a+ [ no es un peso generalizado).

Si gg = b, el dlgebra b de la que habla este teorema, es una subalgebra de Cartan
de g.

PROPOSICION 1.24. Si g es un dlgebra de Lie semisimple compleja y b es una subdlge-
bra de Cartan, entonces by es abeliana.

PROPOSICION 1.25. En un dlgebra de Lie semisimple compleja g, una subdlgebra es
de Cartan, si es maximal entre todas las subdlgebras abelianas by para las que ady es
diagonalizable simultaneamente.

FEJEMPLO 1.26.

1. Toda dlgebra de Lie nilpotente es en si misma una subdlgebra de Cartan.
2. Una subdlgebra de Cartan del dlgebra gl(n, C), es el dlgebra de matrices diagonales
de orden n.

4.3. Raices.

Un sistema de raices abstractos en un espacio vectorial V' de dimensién finita con un
producto interno real {,) y norma al cuadrado | . |*, es un conjunto finito A de elementos
no nulos de V' tal que:

(a) A genera V,

(b) las transformaciones ortogonales s, (@) = ¢ — 2 ﬂf}é"?oz para o € A, llevan A en si mis-
mo,
(c) 2<|i’|°‘2> € 7Z siempre que o, 5 € A .

Un sistema de raices abstracto se dice reducido si o € A implica 2a ¢ A.

Dos sistemas de raices abstractos A en V' y A’ en V', son isomorfos si existe un
isomorfismo de espacios vectoriales de V' en V' que llevan A en A’ y preservan los enteros
289 hara a, 8 € A.

|af?

Ademas, decimos que un sistema de raices abstracto A es reducible si A admite una
descomposicion no trivial disjunta A = A’UA” con todo elemento de A’ ortogonal a todo
elemento de A”. Decimos que A es irreducible si no admite tal descomposicién.
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Sea ahora g un algebra de Lie semisimple compleja y h una subalgebra de Cartan de g.

Los pesos generalizados no nulos de ady en g se llaman raices de g con respecto a b,
el conjunto de raices se denota A(g, b) o simplemente A. Asi:

A={aech"—{0}:3X ecg—{0} y VHebh adgX=aH)X}.

La descomposicion del algebra de Lie a partir de los pesos generalizados, como conse-
cuencia del teorema [1.23] se puede expresar de la siguiente manera:

0="boEP g

aEA

Esta descomposicion se llama la descomposicién espacio raiz de g con respecto a h. Los
elementos de g, se llaman vectores raiz para la raiz «.

PROPOSICION 1.27.

(a) El conjunto de raices A(g,b) genera b* (sobre C).
(b) Sia€ A, la dimension de g, es 1.
(c) Si o € A entonces (—a) € A.

Como consecuencia de esta proposicion, es suficiente tomar n = 1 en la definiciéon de
espacio peso.
Ast:

0o ={X €g:adyX =a(H)X,VH € b}.

Un sistema de raices se puede entender como un conjunto de vectores en un espacio
euclidiano con el producto interno usual, (,). Si V' es el R-espacio lineal generado por A
en b*, entonces V' es una forma real del espacio vectorial h*. Si by es la forma real del
espacio vectorial h se puede probar que b= V.

acA=VHecbh,, oH)eR

Bajo estas consideraciones:
(a) A genera hj(sobre R),

(b) las transformaciones ortogonales s, (@) = p—2 <T’ |(;> a «a € A, llevan A en sf mismo,
«
(c) 2<9|0’|(;> € 7Z, siempre que «, § € A.
«

Las élgebras de Lie simples complejas estan clasificadas en cuatro grupos A, B, C,y D,,
llamadas algebras de Lie simples clasicas y sélo hay cinco excepcionales Fg, E7, Eg, Fy, Gs.
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Los sistemas de raices reducidos para las familias clasicas son:

] \ Espacio Vectorial \ Sistema de raices \ g ‘
A, |V = {Z?:ll a;ej,con y_ aze; =0} A={e—ej:i#j} sl(n+1,C)
By, V={>",ae} A={xe;te;:i<jlU{xe;} [s0(2n+1,C)
Chp V={>",ae} A={te;tej:i<j}U{£2e} sp(n,C)
D, V={>",ae} A={te; te;:i<j} s0(2n,C)

Para concluir esta seccién enunciaremos la siguiente proposiciéon:

PROPOSICION 1.28. El sistema de raices A de un dlgebra de Lie semisimple compleja
de dimension finita g con respecto a una subdlgebra de Cartan b es irreducible como un
sistema de raices abstracto si y solo si g es simple.

4.4. Positividad y orden simple.

Introduciremos en b una nocién orden simple (>), que se preserva bajo la suma y
multiplicacion por escalares positivos, la forma de hacerlo es introduciendo una nocién de
positividad que consiste en seleccionar un subconjunto de elementos no nulos de h; como
positivos.

Con a > 0 indicaremos que el elemento « es positivo y diremos que a > 6 f < « si
a — (3 es positivo.

Para establecer un orden es necesario que se cumplan las siguientes propiedades:

(a) para todo elemento no nulo a exactamente un elemento de {a, —a} es positivo.
(b) la suma de elementos positivos es positivo y todo multiplo positivo de un elemento
positivo es positivo.

Teniendo en cuenta estos requerimientos, una forma de definir la positividad es en
términos de un orden lexicografico. Fijamos un conjunto generador aq, - -+ , o, de b
y definimos la positividad de la siguiente manera: decimos que § > 0 si existe un indice
k tal que (8, ;) =0 paratodoi:1<i<(k—1)y (8,ax) > 0.

Como b es dual de by, de manera equivalente, si fijamos un conjunto generador
Hy, Hy,---, Hy de by y definimos la positividad de la siguiente forma: un elemento o € by
es mayor que 0 si existe un indice k tal que a(H;) = 0 paratodoi:1<i< (k—1)y
Oz(H k) > 0.

Establecida una nocién de positividad en el conjunto de raices, diremos que una raiz
a es simple si a > 0 y si no se puede escribir como suma de dos raices positivas.

Una nocion de positividad permite descomponer el conjunto de las raices en positivas
y negativas,
A=ATUA".
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En consecuencia, toda algebra de Lie semisimple compleja de dimensién finita admite
segtin un algebra de Cartan h, una descomposicién en espacio raiz

g=hHao @ 9o D @ Jas
aEAT aEA~
llamada descomposicion triangular de g.

La siguiente proposicion es un resultado mas general y sumamente 1itil en el momento
de aplicar las nociones de positividad.

PROPOSICION 1.29. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita, con producto
interior, en el que se define una nocion de positividad. St dimV = m, existen m raices
simples o, g, - -+, Y son linealmente independientes. Si 8 es una raiz que se escribe
como = x10q + - -+ + Ty, entonces todos los x; no nulos tienen el mismo signo y son
enteros.

Las raices simples y las positivas para las familias cldsicas son:

] \ Raices positivas \ Raices simples

A, {ei—e,1<i<j<(n+1)} {e1 —ea,ea —e3, - sen —emyn) )

B, | {eite;,1<i<j<n}U{e;,1<i<n} {61—6’2,6’2—63,-",e(n_l)—en,en}

Cn | {eitej,1<i<ji<n}U{2e,1<i<n} {e1 —ea,ea —e3, -+ s e(u_1) — €n,2en}
D, {eife;,1<i<j<n} {e1 —ea,ea —e3, -+ ,e(u_1) — €n, €(n_1) + €n}

EJEMPLO 1.30. Descomposicion de g = sl(n+1,C) en espacios-raices. Una subdlgebra
de Cartan de g, es la subdlgebra abeliana determinada por las matrices diagonales de traza
nula b.

St by es el dlgebra de las matrices diagonales reales en g entonces,

b = bho @ iho.

Llamemos E;j a la matriz de tipo (n+1) X (n+ 1) que tiene todas sus entradas nulas
salvo un 1 en la fila i columna j

00 ---0 0
00 ---0 0
Ei=1o o 1 0
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Sea e; € b* el funcional lineal que lee la i-esima entrada de una matriz diagonal,

ap 0 -+ 0
0 ay --- 0

€i . = Q4.
0 0 - anp

Para cada H € b, el operador ady es diagonalizado por una base de g formada por las
matrices Bij con 1 <i#j<n+1yE;— Eyi141, conl<i<n.
Si calculamos:

adpEy; = [H, E; ] = (e;(H) — ¢;(H)) Eyj,
vemos que E;; es un autovector simultdneo para todos los ady con autovalor e;(H)—e;(H),

evidentemente e; — e; € b, por lo tanto los e; — e; son las raices de g en b.

Entonces:
\V/Z#]J ei_ej €A<g7b)7
gei,ej = {X cg: adHX = (62‘ — ej)(H)X, VH e h} = CEZ'J',

Yy en consecuencia:
g - h @ @gei—ej’
i#J

Observemos que, si .5,k y r son diferentes entre si se tiene:

[Eij, Eji] = Ei y la suma de las raices, e; —ej+ej —ep =€ —e, €A
[Eij, Eyi] = —Ek; y la suma de las raices, e; —e;j+e,—e; =€, —e; €A
[Eij, Evi] =0 y la suma de las raices, e;—ej+e —ep & A
[Eij, Ejil = By — Ejj € by la suma de las raices, e, —ej+e —e =0.

Con estos resultados, generalizando a los espacios raices:

=gop S at+pPeA
00,85 {=0 si a+BéAya+B#0.
Ch si a+p=0

Es importante notar que si « € A entonces para todo H € by, a(H) € R, esto permite
por restriccion considerar que A C hj.

Observemos también que toda matriz H = diag{a,...,an11} € b, verifica que a; +
ot ape1 =0, y como:

n+1 n+1 n+1

Z@Z(H) = Zai =0= Zei = 0.
=1 i=1 =1
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Ademds, todo funcional o € h* se puede expresar de manera unica en funcion de los
n+1 e:

n+1 n+1
o= Zciei con ZC" = 0.
i=1 i=1
Considerando los escalares reales, los funcionales ey, ey, -+ ,e,11 generan el espacio real
by,
De acuerdo a la nocion de positividad dada, se puede establecer un orden en by.

: 1 . 1 L
Diremos que o = Y 14 cie; € b ( se verifica entonces que , S0) ¢; = 0 ) es positivo si

el primer coeficiente no nulo es mayor que cero,es decircy > 0yVi: 1 <i < (k—1),¢; = 0.
Esta definicion de positividad determina un orden simple en el conjunto de raices.

Con la nocion de orden establecida, las raices positivas estdn ordenadas de la siguiente
manera:

€1—€p > €1—Cp_1 > 11+ > €1—€9 > €9—€, > €og—€p_1 >t > €9—€3 > - > €,_1—€, > 0.

5. Grupo de Weyl

DEFINICION 1.31. Sea A un sistema de raices en un espacio vectorial real de dimension
finita V', con producto interno (,).

El grupo de Weyl de A, es el subgrupo finito del grupo ortogonal sobre V' generado
por las reflexiones s, con a € A que se denota W(A). Donde, V3 € A s,(8) = 5 —

(8, )
QWa

Se puede probar que para cualquier transformacién ortogonal » de V' 'y o € A,

Sra = T'SqT
Efectivamente,
TP, To _
Sra(Tp) = T — 2< ral? >7“oz r(5ap) = (a7 '1p),
por lo tanto
Spq = TSaT L.

En consecuencia, si r € W'y 8 = ra, entonces sg = rs,r .

Sea V' es un espacio vectorial de dimensién finita [, si introducimos una nocién de
positividad en V' y A% es el conjunto de raices positivas, por la proposicién queda
determinado un conjunto m = {ay, -+ ,aq} de raices simples y se tiene que todo elemento
a € A se pueden expresar a partir de m como

a = E c;ay,  con todos los escalares ¢; que sean no nulos, del mismo signo.

7
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El siguiente lema da una caracterizacién de los sistemas de raices simples.

LEMA 1.32. Sea m = {ay, -+ ,q} un sistema de raices simples y o > 0 con o € A,
entonces
=—a 8 a=q 0 «o=2
Sa (X) :
>0 en otro caso
PROPOSICION 1.33. Sea m = {aq, -+ ,oq} un sistema de raices simples. Entonces

W (A) esta generado por las reflexiones de raices s,, con a; € w. Si v es una raiz reducida,
entonces existe o € m y s € W tal que sa; = o

Dado un sistema de raices positivas AT y 7 el correspondiente sistema de raices
simples, un elemento A € V' se dice dominante, si (), ;) > 0 para todo a; € 7.
Se puede probar que para todo v € V existe w € W(A) tal que wv es dominante.

PROPOSICION 1.34. Dado un sistema positivo AT para un sistema de raices reducido
A. Si a es una raiz simple y p la semisuma de todas las raices positivas, entonces

(p, )

2
jo?

=1 y so=p—o.

Se llama longitud de un elemento w del grupo de Weyl W (A) relativo a un conjunto
de raices simples 7, al niimero de raices negativas a tales que wa > 0y se denota l(w). De
manera equivalente, [(w) es el menor entero k tal que w puede escribirse como producto
de reflexiones en raices simples, w = $;18;9 - - * Sik-

PROPOSICION 1.35. Sea W(A) un grupo de Weyl y m un sistema de raices simples
para A, sistema de raices reducido. Si o es una raiz simple y w € W, entonces

()5, — l(w)—1 5% woz<0'
l(w)+1 si wa>0

Para las dlgebras de Lie simples clasicas y los sistemas de raices simples mencionados

en el cuadro [4.3] los Grupos de Weyl son:

» Para A,, W(A) son todas las permutaciones de e, €9, -+ ,€,11.

» Para B, y C,, W(A) esta generado por todas las permutaciones de ey, e, - , e,
y todos los cambios de signo de los coeficientes de ey, eq, -+ e,

» Para D,, W(A) esta generado por todas las permutaciones de e, e, - €, ¥

todos los cambios de signos pares.
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6. Subalgebras parabdlicas
Sea g un algebra de Lie compleja semisimple de dimension finita y sea
g=9 ®hog’,

una descomposicion triangular de g, donde b es una subalgebra de Cartan de g , A =

A(g, b) es el conjunto de raices de g con respecto a b, gt = @D ga vy 9 = D ga-
aEAT €A~

Una subélgebra de Borel de g es una subalgebra b =bh @ g*.
Una subdlgebra p de g que contiene una subdlgebra de Borel se llama subalgebra
parabdlica de g.

Sabiendo que h C p , que los espacios raices g, tienen dimensién 1 y que my es un
subconjunto del conjunto de raices simples 7, toda subdlgebra parabdlica tiene la forma

p:h®ga7

aET

donde 7 es un subconjunto de A que contiene a A', determinado de la siguiente
manera:

7=A"U{a € A: «a tiene coordenada nula en todos los elementos de 7}

=AtU{aeA:a¢€ span(r —m)}.
Observemos:

» si 7 = AT la subdlgebra parabdlica es p = h @ g*, es decir p = b

» simy={}entoncesT=Ayp=g

Se puede afirmar:

PROPOSICION 1.36. Sea g semisimple y sea g = g~ ® b @ g una descomposicién
triangular de g.

Entonces las subdlgebras parabdlicas que contienen a b = b @ g" estdn parametrizadas
por los subconjuntos my del conjunto de raices simples m asociadas a la descomposicion.
En particular g tiene 29™Y subdlgebras parabdlicas que contienen a b= ® g*.

Veamos ahora como se realizan las parametrizaciones de p para un algebra g.
Sea my C 7, si llamamos:

Ay = {a € A : « tiene coordenada nula en todos los elementos de 7o}
=7N-—T,

Al ={a € A" : a tiene coordenada nula en todos los elementos de my},

Al ={a € A" : a tiene alguna coordenada no nula en los elementos de m}
=7N(-7)°

entonces AT = AT UAT.
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Utilizando estos subconjuntos de raices positivas podemos determinar las siguientes

subalgebras de g,
=P 0 Posa.=b P s

aEAT aGAT a€TN—T
n=Po= P o
aceA} aeTN(—T)°

la subéalgebra parabdlica asociada a myes : p=g; bdn >~ g; X n.

Se puede probar que en la subalgebra parabdlica p = g; & n;

= g; es una subdlgebra reductiva de g, por lo tanto g; = [g1,81] @ 31 con centro
1= [) keraCh.
acTN—T

95° = [g1, 91] es la parte semisimple de g; y 31 es abeliano.
= n es el radical nilpotente de p.
En esta descomposicién de las algebras parabdlicas, g; se denomina cominmente el
factor de Levi de p.

El nilradical n de una subalgebra parabdlica tiene una descomposiciéon en espacios
raices como g;-mddulo y cada espacio raiz es gq-irreducible.

PRrROPOSICION 1.37 (Kostant). La clase de nilpotencia de n es la suma de los coefi-

citentes de las raices simples que parametrizan la correspondiente parabdlica, que aparecen
en la raiz mas larga de g.

EJjEMPLOS 1.38.

1. Sea g =sl(n,C) y sea mo = {ex — ext1}. Entonces

g1 n

y n es abeliana.

2. Sea g = sl(n,C) y sea mp = {en, — epi1,ex — €py1}. Entonces

giln n

p= g1 n

y n es 2-pasos nilpotente
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7. Data para las algebras simples clasicas

En esta seccién daremos informacién acerca de los sistemas de raices irreducibles de
las algebras de Lie simples clasicas A,, B,, C, v D,. En todos los casos los sistemas
’ . . ’ k
de raices pueden ser considerados como subespacios de algin R* y {ej,es, -+ e} es la
correspondiente base ortonormal estandar.

» A, paran > 1:

n+1
V= {Zaiei,: Zaie,- = 0} 3
i=1

A=fe—eytif ), A= n(n 4 1),
g=sl(n+1,C), dimg = n(n + 2),
A+:{€i_ej:i<j}> T={e;—eir1: 1<i<n}.

Toda raiz positiva se puede expresar como suma de simples de la siguiente
manera:

ei — €5 = (e — €ir1) + (€ir1 — €i2) + - + (€j-1 — €5).
Por lo tanto, la raiz mas larga es:
€1 — €Eny1-

La semisuma de toda las raices positivas es:

p:%(n61+(n—2)62+---—(n—Q)Gn—nen+1).
» B, paran > 2
V =R",
A={te;+e;:i<jtuU{tel, |A| = 2n?,
g=s0(2n+1,C), dimg =n(2n+ 1),
AT ={eite; i< jU{el, T={e;—eq1: 1<i<n-—1}U{e,}.
Toda raiz positiva se puede expresar como suma de simples de la siguiente
manera:
ei—¢; = (& =€) + (i1 — €ipa) + -+ (521 — €5),
eitey = (e eon) o (e — o)+ 2es — o)+ 2eum — ) + 260,

€ = (ei - €i+1) + (61'-1—1 - 6¢+2) + -+ (en_1 - en) + ép.

Por lo tanto, la raiz mas larga es:

e1 + es.
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La semisuma de toda las raices positivas es:

1 3 1
p= n—§ er + n—§ €2+-"+§€n.

= C, paran > 3:

V =R",
A={Fe +e;:i<jtu{t2e}, |A| = 2n?,
g =sp(n,C), dimg=n(2n+1),
AT ={e;ite; i< jU{2e}, Tn={e;—eir1: 1<i<n-—1}U{2e,}.
Toda raiz positiva se puede expresar como suma de simples de la siguiente
manera;
ei—¢j = (e =€)+ (€ir1 — €iya) + - + (o1 —€),
ei+ej = (e;—eip1)+--+(ejo1—e;) +2(ej —ejp1) +- -+ 2(en1 —€y) + 26,

261' = 2(61 — €i+1) + 2(€i+1 — 6i+2) —+ -+ 2(6n_1 — en) =+ 2671,-

Por lo tanto, la raiz mas larga es:
261.
La semisuma de toda las raices positivas es:

p=mne;+ (n—1)ex+ -+ le,.

= D, paran > 4:

V =R",
A ={xe; £ej:i<j}, |A| =2n(n — 1),
g = s0(2n,C), dimg = n(2n — 1),
AT ={ejte; i<}, T={e;—e1: 1<i<n—1}U{e 1 +en}
Toda raiz positiva se puede expresar como suma de simples de la siguiente

manera:

ei—¢; = (& =€)+ (€ip1 — €ipa) + -+ (521 — €5),

eite = (e—eip)+- -+ (-1 —e) +2(e; —ejn) + ...

+2(€n—2 - en—l) + (en—l - en) + (en—l + en)-

Por lo tanto, la raiz mas larga es:
e1 + es.
La semisuma de toda las raices positivas es:

p=(n—1)e +(n—2)ey+ -+ le,_1.






Capitulo 2

Cohomologia de algebras de Lie

En este capitulo vamos a definir cohomologia de algebras de Lie. Damos los conceptos
fundamentales, enunciamos resultados y desarrollamos algunos ejemplos. Las demostra-
ciones de los resultados se pueden consultar en [5], entre otros.

1. Cocadena compleja
Sea g un dlgebra de Lie de dimensién finita sobre C y (p, V') una representacion de g.

DEFINICION 2.1. Una p-cocadena de g enV es una funcién
wigXx---xg—V
—_—
p

p-lineal y alternante.

El conjunto de las cocadenas de orden p  CP(g, V'), es un espacio vectorial. Por ejemplo:
C%g,V) =V es el espacio de las aplicaciones constantes.

Cl(g,V) = L(g,V) es el espacio de las transformaciones lineales.

En general entonces, C?(g, V') es el espacio de la funciones p-lineales w, que para toda
permutacién o de p elementos satisface w(Xy),  * , Xo@p) = (—1)8w(Xy, -+, X,),
donde sig(o) es el signo de la permutacién que es 0 o 1 si o es producto de una cantidad
par o impar de transposiciones.

El espacio APg es un g—modulo, considerando la representacion ad®?. Como CP(g, V)
es isomorfo al espacio Hom(APg, V'), el espacio de las p-cocadenas es de manera natural,
un g-modulo.

Para X € g, la accién de X se denotard 6(X), asi para w € CP(g,V) se tiene:

(1)
(H(X) W) (X17X2,...7Xp) = QO(X) W(Xl,Xg,...,Xp) —ZW(Xl,"' ,[X,Xj],"' ,Xp).

Llamaremos a #(X), la derivativa de Lie de w relativa a X.

La derivativa de una 0-cocadena coincide con la representacion ¢.
Si w es una 1-cocadena, entonces

0(X) w(Y) = (X) w(Y) = w([X,Y]).
25
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Se define también, el operador producto interior:
UX):CP(g,V) = C" (g, V)
tal que
(2) (t(X) w) (X1, X, K1) =w (X, Xy, X))
( Donde «(X)v =0 para veV).

El siguiente lema relaciona los dos operadores definidos.

LEMA 2.2. Para todo X,Y € g se tiene:
(3) [0(X), o(Y)] = «([X, Y]).

DEMOSTRACION. Para el caso de una 0-cocadena, se verifica trivialmente pues se
anulan ambos miembros de la ecuacién.

Si consideramos w una (p + 1)-cocadena se tiene que:
((Y) 0(X)w) (X1,...,X,) = (0(X) w) (Y, X41,...,X,),

= o(X)w(Y, X1,.., X)) —w (X, Y], X1, ..., X,) +

p
) w¥ Xy, L X XX,
j=1

Por lo tanto

X, Y]) w) (X1, .., X)) = (0(X) u(Y) w— oY) 0(X)w) (X1, ..., X,).

Y

Con esto queda probada la ecuacién ([3) O

OBSERVACION 2.3.
Si w es una p-cocadena, entonces

w(X, Xay .o, Xp) = o(Xp) - t(Xy)w.

A partir de esta identidad, vemos que un operador lineal en C*(g,V) = @@ C?(g,V),
p>0
estd completamente determinado por su accién en C%(g,V) = V y su relacion con el
operador de producto interior.
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Entre las cocadenas de orden p y las de orden p+ 1, se puede definir un operador lineal
d, llamado operador de coborde, de la siguiente forma:

d:CP(g,V)— CP(g,V) conp>0
tal que:

p+1

dw(Xy, Xo, ..., Xpi1) = Z(—ni“@(x-) W(X1, . Xy X))+

+ Y (DM (X X)L X X X X))
1<z<]<p+1
donde ~ significa que el correspondiente elemento debe ser omitido. Llamaremos
coborde de w a la p + 1-cocadena dw.

En los casos de menor orden su expresion es:

d:C°%g, V)=V = C'(g,V)
paracadaw €V y VX eg dw(X)=¢(X)w,

d:C' g, V) — C*(g,V)
para todo w € C'(g,V)y X,Y € ¢
dw(X,Y) = p(X)w(Y) — o(Y)w(X) — w([X, Y]).

d:C%*g,V)— C3g,V)
dow(X,Y, 7)) = o(X)w(Y, Z) — o(Yw(X, Z) + p(Z)w(X,Y)
—w([X,Y],Z)+w([X, Z],Y) —w(l]Y, Z], X),
para todo w € C?%(g,V) y X,Y, Z € g.

Enunciemos importantes resultados.

LEMA 2.4. Para todo X € g
1. El operador d verifica:

dou(X)+(X)od=0(X).
2. La deriwativa de Lie conmuta con el operador de coborde:

d O(X) = 0(X) d.

LEMA 2.5. El operador de coborde d satisface que d* = 0.
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Asumiendo que g es un algebra de Lie de dimensién finita sobre C y que (¢, V) es
una representacién, hay una identificaciéon natural de C?(g,V) = (APg) ® V como un
g-médulo.

Para V = Cy g actuando de manera trivial C?(g, C) = APg*. En este caso denotaremos
dy al operador de coborde y 0y(X) la derivativa de Lie.

Para & € g*, el operador producto exterior es la aplicacion:
€(€) : APg* — APHg*

tal que
p

(Ow(Xo, ., Xp) = D (1) (€, X)w(Xo, .. Xjr o, Xp).

Jj=0
Recordemos que los operadores de producto interior y exterior satisfacen las siguientes
relaciones:

para XY e gy &, ne g’

2. Espacios de cohomologia

A partir del operador de coborde se obtiene la siguiente relacion:

e OV g, V) B CM(g,V) S O g, V) — -

LLamaremos cociclo de orden p, a toda cocadena que pertenezca al ker(d,) y coborde
de orden p a toda cocadena que pertenezca a im(d,—1).
Denotaremos:

2°(g, V) = ker(d,), B"(g,V) = im(d, ).

Como el operador verifica que d?> = 0, BP(g,V) C ZP(g,V). Como la derivativa de
Lie conmuta con el operador de coborde (Lema , cada uno de estos espacios es un
g-submoédulo de CP(g, V).

El espacio cociente

H"(g,V) = Z"(g,V)/B"(g,V)

es el p-ésimo espacio de cohomologia de g con coeficientes en V. Si w € ZP(g,V), la
clase de cohomologia de w en HP(g, V) es:

W] =w+ B"(g, V).
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Definimos:
H*(g,V) =D H"(g.V),

p>0
un espacio vectorial graduado. Si w € ZP(g,V) y X € g del Lema se sigue que
(X)) w=1uX)do+duX)w=duX)w.
Entonces: §(X) : Z?(g,V) — BP(g,V) y g actia por 0 en HP(g, V).

En el caso que se considere la representacién trivial,(p, C) , todas las expresiones
se ven simplificadas considerablemente,pues:

si Xeg, VAeC, o(X)A=0
por lo tanto H%(g, C) = C y podemos escribir H?(g, C) = H?(g).

EJEMPLOS 2.6.
1. Sea g una dlgebra abeliana de dimension finita, V.= C y ¢ un funcional lineal en

g.
Como g es abeliana,
pt1 .
dw(X1, X, Xpp1) = (1) o(X)w(Xy, ., Xiy o, Xpaa)
i=1

Distinguiremos dos casos:

a) ¢ es la representacion trivial. En este caso
dp(.U(Xl,Xg, . ,Xp+1) =0

y por lo tanto im(d,) = 0, ker(d,) = C?(g) luego H?(g) = C*(g) , dim H?(g) =
(d‘mg) y por lo tanto HP(g) es isomorfo a NPg*

p
b) ¢ #0.
Para determinar H' observemos que w = do\ .Por lo tanto
w(X) = p(X)A.
Como A\ € C

im(dp) = {w:w = Ap, A € C} C gl(C)

es decir, im(dy) es un subespacio de g* generado por .

Sea ahora w € C'(g,C) .

diw(X,Y) = p(X)w(Y) — o(Y)w(X),
por lo tanto: w € ker(dy) si y solo si
P(X)w(Y) = (Y)w(X).
Fijado un Y de manera que o(Y) # 0,
w(Y)

w(X) = m(p(X), para todoX € g,
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es decir que w es combinacion lineal de ¢, luego ker(dy) = im(dy) y por lo
tanto H' = 0.

2. Sea g un dlgebra de Heisenberg y sea {X,Y,Z} una base de g tal que, el unico
corchete no nulo se tiene para [X,Y] = Z.
St es la representacion trivial, se tiene la siguiente relacion:

C°(g) = C -2 C(g) 2 C2(g) 2 C%(g) % C'(g) = 0.

lm(dO) = 07

d1W(X, Y) = _w([Xa Y]) = _w<Z>7

luego, dimker(d,) = 2, por lo tanto dim H' = 2.
Ahora: si w € C? entonces dow € C® y

dow(X,Y, 7)) = —w([X,Y],Z2) +w([X, Z],Y) —w(]Y, Z], X)
= —w(Z,Z) y como w es altermante
—0,

por lo tanto ker(dy) = C* y su dimension es entonces 3.

Por otro lado, diw € im(dy) y cumple que diw(X,Y) =w(Z) , y es 0 en todo
otro caso. Por lo tanto dimim(d;) =1 ydimH*=3 — 1 = 2.
Elker(ds) = C? y como dow = 0 entonces H* = C* cuya dimension 1.

3. Sea g = sl(2,R) y ¢ la representacion trivial. Usando la base usual {X, H, Y},

VY)=—w[X,Y]=—w(H),
diw(H,Y)=—-w[H, Y] =2w(Y).
De estas igualdades se tiene que dimim(d;) = 3 = dimker(dy). Si {a, 8,7} es

una base dual de la base {X, H,Y}, dw recorre una base {a A\ B, Ay, BN~}
de A%g

dow(X, H,Y) = —w([X,H],Y) +w([X,Y],H) — w([H,Y],X)
= 2w(X,Y) + 2w(Y, X)
=0,

y por lo tanto, dy = 0.

» d3 =0 pues C* = 0.
De estas observaciones sobre d, se tiene que H =0, H* =0, B =C> y HP =0
para todo p > 4
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Consideremos ahora un algebra de Lie b y un ideal n C b. Sea (¢, V') un b-médulo, V'
es un n-médulo por restriccién. Si X € by w € CP(n, V') entonces la expresién

P

(4) @(X)w<X17X27 s 7Xp> - Zw (Xla ) [X7 Xj]? e 7Xp)
j=1

esta bien definida para Xi,---, X, € n, a partir de que [b,n] C n.

Definamos 6(X)w € C?(n,V) como la p-cocadena cuyo valor, para (Xi, Xo,..., X))
esta dado por la expresién (4)).

Esta definicion es consistente con la dada anteriormente en , para el caso en que X
también sea un elemento de n y es justamente, la accién natural de b sobre Hom(APn, V).

LEMA 2.7. Para X,Y € b
O([X,Y]) = 0(X) 6(Y) = 0(Y) 0(X).
En consecuencia (C*(n,V'),0) es un b-mddulo.

DEMOSTRACION. Este enunciado es una consecuencia directa del hecho que n es un
ideal de b y de la identificacién CP(n,v) ~ Hom(APn, V). O

PROPOSICION 2.8.

Sea b un dlgebra de Lie y sea (¢, V) un b—mddulo. Sea n C b un ideal. Los espacios
ZP(n, V) y BP(n, V) son invariantes bajo 0(b) y  6(n)ZP(n, V) C BP(n, V).

Por lo tanto, el espacio n-cohomoldgico HP(n, V') tiene estructura natural, como un
b/n-mddulo.

DEMOSTRACION. Por se n ideal de b y por definicién 6(X)w € CP(n, V), para todo
X € b. Resta entonces mostrar que:

» VX €bywe ZP(n, V), por el Lema[2.4] se tiene que
dO(X)w=0(X) dw,

y como dw = 0, entonces

por lo tanto
6(6)Z°(n, V) C ZP(n, V).

» Por definicién de BP(n,V), para todo w € B?(n, V), Jw’ € C?"1(n, V) : dv' = w.
Utilizando el Lema [2.4podemos concluir que: VX € by w € BP(n, V),
O(X)w=0(X) do' =d 0(X),
luego
O(X)w € B*(n, V),
por lo tanto
6(b)BP(n,V) C BP(n, V).
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» La afirmacién 0(n)ZP(n,V) C BP(n,V), es consecuencia también del Lema
pues, VX enyw € ZP(n, V),

0(X) w=1u(X)dw+diX) w,
O(X)w=0uX)0+d u(X) w,
0(X) w = d(u(X) w),

por lo tanto 6(X) w € BP(n, V).

Todo esto permite asegurar que HP(n, V') es un b-médulo con n actuando trivialmente
sobre HP(n, V'), por lo tanto la accién de b induce la accién de b/n sobre H?(n,v). O



Capitulo 3

Representaciones de algebras semisimples.
Teorema de Kostant

1. Pesos

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja de dimension finita, h una subalgebra de
Cartan y ¢ una representacion en el espacio vectorial complejo V' de dimensién finita.
En el Capitulo 1, Seccién hemos definido los espacios peso generalizados

Vi={veV:(p(H)—AH)1)"v=0, VHebhyalginn=n(H,v)} #0,

determinados por A € h* y vimos que cuando el espacio de la representacién es de
dimensién finita, V' es suma directa de sus espacios peso generalizados.
Si en particular n = 1, el correspondiente espacio

{veV:pH)v=ANH)v VHEH}#O,

se llama espacio peso de peso A\ y resulta ser un subespacio de V). Los elementos del
espacio peso se llaman vectores peso.

La siguiente proposicion resume resultados relativo a los pesos.

PROPOSICION 3.1. Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja, b una subdlgebra de
Cartan, A(g,b) el correspondiente conjunto de raices y sea by la forma real del dlgebra de
Lie b.

St ¢ es una representacion de g sobre el espacio vectorial complejo de dimension finita
V', entonces:

(a) p(bh) actia diagonalmente sobre V', de tal forma que todo vector peso generalizado es
un vector peso y V' es suma directa de los espacios peso,

(b) todo peso es a valores reales en by y es algebraicamente integral,

(c) las raices y pesos estan relacionados por (ga)Vr C Vija-

2. Teorema de Peso Maximo

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja y h una subalgebra de Cartan que deter-
minan el conjunto de raices A = A(g, ), el grupo de Weyl W (A) y bo. b es la forma real
de b, es decir el espacio donde todas las raices son funcionales reales. Sea 7 el sistema de
raices simples que resulta de considerar en b una nocién de orden de la forma usual.

Si ¢ es una representacion de g en un espacio vectorial complejo de dimension finita
V', entonces los pesos de V' estan en b, por la Proposicién [3.1]

33
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El peso més grande en el orden definido en bj, se llama peso maximo de ¢. El
teorema de Peso Maximo clasifica, salvo isomorfismos, las representaciones irreducibles
de g.

TEOREMA 3.2 (Peso Méximo). Salvo equivalencias, las representaciones irreducibles
de dimension finita ¢ de g estan en correspondencia uno a uno con los funcionales lineales
dominantes algebraicamente integrales A\ € bH*. X es el peso mdaximo de py y tiene las
siguientes propiedades:

(a) X depende sélo del sistema simple ™ y no del orden usado,
(b) el espacio peso V) es unidimensional,

(¢) cada vector raiz E,, para una raiz o € AT, anula los elementos de Vy, los elementos
de V son los 1unicos con esta propiedad,

(d) todo peso de vy es de la forma \ — Zlizl n;a; con los enteros n; >0 y a; € T,

(e) cada espacio peso V,, para @y tiene dimV,,, = dimV,, para todo w del grupo de Weyl
W(A). Cada peso u tiene |p| < |A| con la igualdad sdlo si p estd en la drbita W (A)N.

Formula de la dimension de Weyl

Para determinar la dimensién de los espacios de cohomologia utilizaremos el teorema
formulado por Weyl cuyo enunciado es el siguiente.

TEOREMA 3.3 (Férmula para la dimension de Weyl). Sea V' una representacion irre-
ducible de dimension finita de un dlgebra de Lie semisimple g, con peso mdximo \.
Entonces
Ha€A+ (/\ + P Oé)

dimV =
HagA+ (p7 Oé)

donde p=1 3 a.

aEAt

No haremos la demostracion, y notaremos que la expresién es sencilla cuando se uti-
lizan bases de pesos fundamentales.

3. Cohomologia de nilradicales.Teorema de Kostant

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja de dimension finita, b una subédlgebra de
Cartan y sea p = g; X n una subdlgebra parabdlica de g.

El nilradical n de una subalgebra parabdlica tiene una descomposiciéon en espacios
raices como g;-mddulo, donde las raices estan definidas por la accion del centro de g;.

Dada una representacién irreducible (o*, V*) de g de peso maximo A\, Kostant describe
la estructura como g;-médulo de la cohomologia de n con coeficientes en V* considerada
como n-moédulo por restriccion.

Sea W el grupo de Weyl de g y p = % > «. Denotemos X} a un vector de n* de

aEAT
peso a 'y X, a un vector de n de peso a.
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TEOREMA 3.4 (Kostant). La descomposicion de H*(n, V) como suma directa de re-
presentaciones irreducibles de g, es

H*(n, V)\) ~ @ ‘/lw(/\+P)_P
weWl
donde V"7 es 1o representacion irreducible de g, de peso mdzimo w(\+ p) — p € Af
Y
Wh={weW :w'Af C AT}
={we W :wA*t C AT}
={weW :wA NAT CAf}.
Ademdas:

(1) Siw e W, sea w = wy---w; la factorizacion minima de w como producto de re-

flexiones simples de W, entonces |[wA™ N AT| =1, I es el grado cohomoldgico de
w.

(2) Siwe W wA-NAY ={a; -} CAF yseav €V un vector de peso mdximo,
de peso wA. Entonces

X A AXE, @uve N @ VA

«

es un cociclo representante de la clase de cohomologia g de peso w(\+ p) — p € AT
y VOO0 os un submddulo de H' (n,V?)

(3) En el conjunto {w(\ + p) — p:w € W'} no hay repeticiones. En particular g; actia
en H*(n,V?*) libre de multiplicidad. Mds aun, este conjunto es

{MeA A+ p A +p) =M +p A+ p}
(4) la cantidad de g,-mddulos irreducibles que aparece en H'(n, V) es independiente de

A € AT, es el nimero de elementos W1 que tiene dimensién I. Hay entonces |W|
representaciones irreducibles de g, en todo H* (n, V’\)






Capitulo 4

Cohomologia de nilradicales de subalgebras parabdlicas de tipo
Ap

En los capitulo anterior presentamos la descripcion de Kostant de la cohmologia de
los nilradicales de subdlgebras parabdlicas de algebras de Lie semisimples, por medio de
la teoria de representaciones. En este capitulo aplicamos este resultado a la descripicion
detallada de la cohomologia de los nilradicales que nos interesan. Para esto desarrollamos
todos los calculos necesarios.

Este capitulo esta dividido en tres secciones. En la primera seccién estudiamos en
detalle las algebras parabdlicas de A, parametrisadas por dos raices simples y sus nil-
radicales. En la segunda seccién, describimos su cohomologia a partir del teorema de
Kostant. Primero describimos el caso general y luego estudiamos en particular cada una
de las parabdlicas determinadas por my = {e; — ea,e5 — e3}, mo = {e1 — €2, e, — €ni1},
mo = {ea —e3,e3 —eq} y mo = {ea — €3, €, — e,41}. Para estos casos encontramos férmu-
las que permiten calcular la dimensién de los espacios de cohomologia a partir de las
cuales, en el siguiente capitulo, estudiaremos el comportamiento asintético de la dimen-
sion total de la cohomologia para n creciendo a infinito. Para el caso correspondiente a
o = {es — e3,e3 — ey}, la férmula encontrada no es cerrada y no es suficiente para deter-
minar el comportamiento asintético buscado. Por esto, una tercera seccion esta dedicada
al calculo explicito con computadora de las dimensiones de cohomologia para valores de n
hasta 4000. Cabe destacar que para n = 4000 la dimesnién de la cohomologia es enorme,
igual aproximadamente a 103,

1. Subalgebra parabdlica p con nilradical 2-pasos nilpotente.

Recordemos que toda subalgebra parabdlica p de un algebra de Lie semisimple com-
pleja g de dimension finita, estd parametrizada por un subconjunto 7y del conjunto de
raices simples.

Para el dlgebra g = sl(n 4+ 1,C), que es un algebra de Lie simple de tipo A, y § la
subalgebra de Cartan, el conjunto de raices es:

A={t(e;—e;):1<i<j<n+1}=ATUA",
el conjunto de las raices positivas es:
At ={e; —ey,e1 —€3,...,61 —€,,€1 — €nyi1,

€y —€3,...,60 — €n,E — €nt,

€n—1 — €n, €pn—1 — €En41,
€n — 6n—&—l}

37
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y el conjunto de las raices simples es:
m={e;—eir1,i =1,2,...,n};

la dimensién del algebra de Lie g es (n+1)(n+1) —1 = n*+ 2n y la dimensién de b es n.
Toda raiz positiva se puede escribir utilizando las raices simples de la siguiente manera:

—_

sii<j e —e; = (ex — €rt1),

i

<.

T

la raiz mas larga para esta algebra es e; — e,11, y su expresion en funcion de las raices
simples es:
€1 — €Ept1 = (61 — 62) + (62 — 63) + -+ (Gn — 6n+1>.

Las subalgebras parabdlicas cuyo nilradical es 2-pasos nilpotente, estan parametrizadas
por subconjuntos 7y formados por dos raices simples. Hay entonces (g) parabdlicas con
nilradical 2-pasos nilpotente.

Para las édlgebras de Lie de tipo A,, el grupo de Weyl W es isomorfo al grupo de las
permutaciones de n + 1 elementos 5,1 y su accién sobre el grupo de raices A esta dada
por

(e — €j) = €5(i) = €o(j)-
Para h,k: 1 < h <k <n, sea my = {ey, — €11, €5 — €511} Una parametrizacion para
la subdlgebra parabdlica p. De acuerdo a lo expuesto en el Capitulo 1, Seccién [0]

p=gr Xn
Para esta parametrizacion:
AT ={a € A" : a € span(r — m)}
={e;—ej:1<i<j<hlU{e;—ej:h+1<i<j<k}U{e—e:k+1<i<j<n+1},

explicitamente:
+
AT ={e1 —eg,e1 —e3,...,e1 — ey,
€2 —€3,...,62 — Cp,
€h—1 — €n}
U{€ent1 — €nt2; €hi1 — €ntsy- -+, Chi1 — €k,
€h+2 = €h43, .- -5 Chy2 — Ck,
€r—1 — €k}
U{€r+1 — €kt2, €ht1 — €ht3s - -+, €kt — Cnt1,s
€k4+2 — €k4+3, -+ -, €k4+2 — Eny1,

€n — €n+17 }
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A ={a e A"t :a ¢ span(r — )},
que se puede expresar como:
3 3
—lei—e:1<i<h h+1<j<k}Uf{e;—e;:h+1<i<k k+1<j<n+1}
A3

Ufei—ej:1<i<h k+1<j<n+1},

explicitamente:
€1 = €ht1y .-, €61 — Ck, €ht+1 = €kt1;-- -5 Chtl — Cntl, €1 = €kt1y---5€1 — Cnyl,
i €2 — €py1y-..,€62 — €k, €h+2 — €kt1y -+ €ht2 = Enil, €2 — Ck41y---5€2 — €nyl,
A = U . U .
€h = €htl5---,Ch — €k €k — Ck+1y-- -, Ck — Entl €h = Ckt+15- -+, Ch — En4tl

La expresion del nilradical como suma de espacios raices es:

n= @gazg@VCg+ con V=XaY,

aeAT
donde
X=@D g Y =@ g, 3= P o
aEAx aEAy aEA;
Explicitamente,
1<i<h h+1<i<k 1<i<h
h+1<j<k k+1<j<n+1 k+1<j<n+1

Una base para n es el conjunto
{Ei; : 1<i<hh+1<j<k}U{E;: h+1<i<kk+1<j<n+1}
como [Eir;Esj] :57«5Ei]’ _6jiEsr7

los 1inicos corchetes no nulos en la estructura de n se obtienen en el espacio

X.Y]= & CE;=;
1<i<h
k+1<j<n+1

El nilradical n, como algebra de Lie, esta entonces generado por X @Y y 3 es el centro
de n.
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El nimero de raices en Ax es h.(k —h), en A, es (k—h).(n+1—k) y en 3 es
h.(n +1 — k), por lo tanto:
dimV = h.(k — h) + (k — h).(n+1— k),
dimz = h.(n+1— k),
dimn=~h.(k—h)+(k—-nh).(n+1—-k)+h(n+1-k).

Renombrando los elementos de la base para generalizar resultados,

{Eij, 1 1<i<hh+1<j<k}={x;:1<i<h1<j<k-—h}
{Bij ch+1<i<kk+1<j<n+1}={y;:1<i<k—-h1<j<n+1-k},
{Bij 1<i<hk+1<j<n+1}={z;:1<i<h1<j<n+1-Ek}
se tiene que:
n=({z; 1 <i<h1<j<k—h}U{y; :1<i<k—h1<j<n+1-k}

Uf{zij : 1 <i<h1<j<n+1-k}),

y los tnicos corchetes no nulos en esta estructura se obtienen para:

[xir,ysj]=5rszij-

En el siguiente esquema grafico representamos la subalgebra parabdlica p = g; X n en
sl(n +1,C).

z11 to T1(k—h) #11 e RF1(n+1+k)
g1
Thl te Ch(k—h) Zhl te RFh(n+1{+k)
Y11 e Y1(n+1+k)
91
p=
Y(k—n)1 T (k—h)(n+1—k)

g1
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El factor de Levi g1 = [g1, 81] ® 31, en funcién de los espacios raices tiene la siguiente
descomposicién:

=00 P o.® P o

acAf acAf
g1=he @ CE; @ @ CE; @ @ CEy;.
1<i,j<h h+1<i,j<k k+1<i,j<n+1
i#j i#] i#]

La parte semisimple g5* = [g1, g1]

o= P cE;jo P CEi-Ene @ CE;jo @ CE: - By

1<i j<h 1<i,j<h h1<i, <k h1<i i<k
i i i i
D e D ClEai-Ey.
k4+1<i,j<n+1 k+1<i,j<n+1
i i

El espacio resultante tienen tres bloques de ordenes, h, kK —h y n+ 1 — k, cada bloque
es de traza cero. Por lo tanto:

97’ ~=sl(h)@sl(k—h)@slin+1—k).

El centro de g; es

3= ﬂ keraw = ﬂ ker(e; —e;) N ﬂ ker(e; —e;) N ﬂ ker(e; — €;),

€Ay 1<i,j<h h41<i,j<k k41<i,j<n+1
1#] i#] 1#]
n+1
entonces, para una matriz diagonal H = diag(ay,...,a,+1) tal que > a; = 0 se cumple
=1
que, l
(He () ker(e; — e;)
1<i,j<h
i#]
He [ ker(e; —ey)
RS IR hrigigsk
i#]
He N ker(e; — ¢;)
k+1<ij<n+1
como
(5) H e ker(e; —ej) Ch e (e, —ej)H =a;, —a; =0,

se tiene entonces,
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alz...:ah
Hen e app = =a
Ag41 = = Ap41

Por lo tanto,

h—veces (k—h)—veces (n+1—k)—veces

—— ——
31 =1 H=diag(a,...;a, b,....,b, ¢...;¢ ): ha+(k—h)b+(n+1—k)c=0

2. Cohomologia trivial del nilradical n de una subalgebra parabdlica.

El teorema de Kostant describe la estructura de g;-mdédulo de la cohomologia del
nilradical n de una subdlgebra parabdlica parametrizada por un subconjunto W! del grupo
de Weyl, donde cada representacion irreducible corresponde a un elemento del conjunto
wt.

Para utilizar el teorema de Kostant, el primer paso a dar es determinar el conjunto

W'={oceW:o'Af C AT}.

Ya mencionamos que para el dlgebra con la que estamos trabajando (tipo A,), el grupo
de Weyl W es isomorfo a S, ;1. El siguiente paso es encontrar los vectores de peso méaximo
de las representaciones irreducibles que aparecen, que en el caso de la cohomologia trivial
son de la forma op — p.

2.1. Subdlgebra p parametrizada por my = {e; — ep11, €k — €pi1}-

En esta subseccion determinaremos los elementos mencionados en el teorema de Kos-
tant para el caso en el que la subdlgebra parabdlica p este parametrizada por un subcon-
junto de dos raices simples Ty = {ep—ep11, ek —€gy1}, para b, k talesque 1 < h < k < n+1.

TEOREMA 4.1. Sea p la subdlgebra parabdlica de sl(n + 1,C), parametrizada por el
subconjunto de raices simples 7y = {en — eni1,€r — €xi1}, entonces el subconjunto W1 es

o' (1) <o (2) < - <o7(h)
W'=<{oeS,1: o (h+1)<o ' (h+2)<---<o (k)
oM k+1) <ol (k+2)<---<ol(n+1)

DEMOSTRACION. Como W ~ S, .1, por el teorema de Kostant
Wl = {O' c S’rl—i—l . O'_IAT C A+} .
Las permutaciones del conjunto W' son entonces, funciones o : I,,,1 — I,,,1 tales que
Vei —€j S Af, 0'71(61' - ej) € AJr.
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Como
Al ={ei—e;:1<i<j<hlU{e,—e :h+1<i<j<k}U{e—e:k+1<i<j<n+1},

por la accién del grupo de Weyl en el subconjunto de raices se tiene que,

JilA;r = {60—1(i) — Eo-1(j) - 1<i1<y < h} U
{60—1(,') — €5-1(j) h+1<i<j< k‘}U {60—1(2') — €5-1(j) E+1<i<j< n—l—l},
pero 0 'A] debe ser un conjunto de raices positivas y esto se cumple siempre que
o) <o l(j)paral<i<j<h h+1<i<j<kyk+1<i<j<n+1.
O

El teorema asegura que las permutaciones pertenecientes a W', estdn caracterizadas
por sus inversas; en las que el dominio esta dividido en tres sectores (en correspondencia
con los bloques que determina el factor de Levy) y en cada uno de estos sectores o1 es

creciente.

En el siguiente lema calcularemos el cardinal del conjunto W1, es decir el ntiimero de
representaciones irreducibles para la descomposicion de la cohomologia.

LEMA 4.2. El cardinal del conjunto W' que denotaremos |[W'|, es ("Zl) ("Z:h)

DEMOSTRACION. Por el Teorema toda o € W! es de la forma

a—l—< 1 - h h+1 -k E+1 -+ n+l )
N\t (1) - o7 h) oM h+1) -0 oTHE) oTHEk+1) - oM (n+1)
o (1) <o 1(2) <o <o H(h),
ol h+1) <o} h+2) <--+ <o Mk) y
oM k+1) <o M k+2) <--- <o ln+1),

por lo tanto, determinar el nimero de elementos W se reduce a un simple cédlculo com-
binatorio.

En consecuencia, el nimero de permutaciones diferentes que se pueden determinar

bajo estas condiciones es ("Zl) (”;i;h) O

Otro resultado necesario para poder aplicar el teorema de Kostant en el calculo de la
cohomologia trivial, es determinar el vector de peso méaximo op— p de cada representacion
irreducible de g;.
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TEOREMA 4.3. Para cada permutacién o € W*, el vector de peso mdximo correspon-
diente se puede obtener de la siguiente manera:

n+1

op—p=)_ (i—o'@)es

i=1
con p la semisuma de todas las raices positivas.

DEMOSTRACION. La semisuma de todas las raices positivas para las dlgebras de tipo
A, es,

1 1 n+1 .
p= 5(%61+(n—2)62+---— (n—2)e, —nepyr) = 5Z;(n—kQ—Qz)ei.
Por lo tanto, para o € W
1 n+1 1 n+1
op—p=oy (n—22+2)ez—52(n—22+2)e“

1 n+1 n+1
=3 (Z(n—2i+2)eo(i) —Z(n—Qi—l—Z)ei) :

1 n+1 n+1
:§< (n—QU_l(j)—i-Q)ej—Z(n—2i+2)ei>,
j=1 i=1
1 n+1 n+1
:§< (n—QU1(i)+2)ei—2(n—2i+2)ei),
i=1 =1
1 n+1
=3 (=207"(i) + 2i) e,
=1
n+1

OJ

Basta entonces, determinar las permutaciones inversas para obtener los vectores de
peso maximo.

Queda ahora demostrar como podemos calcular la dimensién de una representacion
irreducible utilizando los resultados que hemos obtenidos hasta el momento.

TEOREMA 4.4. La dimension de una representacion irreducibles de peso mdzimo op—p
es:

1/ - . 1/
dim Vvlap—p _ H g (.7) U (l) )
] —1

(e;—ej)EAT
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DEMOSTRACION. Sea V/””” una representacién irreducible de peso méaximo op — p,
por la férmula de Weyl para el célculo de la dimensién se tiene:

[Locas ((0p = p) +p,a)
l_IoéeAIL (p7 Oé)

dim V7P~ =

Para cada o = (e; — ¢j) € AT,

(op—p+p,a) = (0p,),

1n+1
= <J§Z(n—2r+2)er,ei—e]~>,

r=1

1 n+1
= (52 (n — 2T+2) €o(r); € — €j> ,

r=1
como o es una biyeccion, si o(r) = s, entonces
1 n+1
(©) - (5 > (n =207 (s) +2) eurei - ) |
s=1
n+1

=2 (=207 (5) +2) (ene ),

1, sis=u,
como (es,€; —e;) =4 —1, sis=j, , entonces
0, en otros casos.

1 1
=3 (n—207"(i) +2) - 3 (n—2071(j) +2),
=0 '(j) —o (i),
y
1 n+1
(p,O[) = <§Z<n_2r+2)€m€i—€j) )
r=1
1 n+1
) :§Z(n—2r+2)(er,ei—ej),
r=1
1 n+1
:§Z(n—2r+2)(er7ei—ej),
r=1
=71

De los resultados obtenidos en @ y , se tiene entonces que:

o' (j) =o' (1)
R 1| = o7l(0)
(eifej)GA]L J—t
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2.2. Subdlgebra p parametrizada por my = {e; — eg,€2 — e3}.
Vamos a desarrollar el caso particular de una subalgebra parabdlica

p=g1Xn,

parametrizada por el subconjunto de raices simples my = {e; — ez, e5 — €3} contenida en
un algebra de tipo A,,, para n > 2.
Para este conjunto 7y, como se detallo en la Seccién [T} 1a descomposicién del conjunto

de las raices es:

+ _
AT = {e3 —es,e3 —€5,...,63 = €ny1,
€4 — €5,...,64 = Cny1,
en_€n+1}a
+ _
An —{61—62,61—637---,61—6n+1,
62_637-'~7€2_€n+1}7

y la expresion del nilradical como suma de espacios raices es:
n= @ go=3®V, con V=X&Y y jelcentrode n.
aeAT
Llamando
Ax ={e1 —e}, Ay ={ea—e3,...,ea—epn1} v Ay={e1—e3,...,e1 —eni1},

cada espacio se puede expresar como suma directa de los espacios raices correspon-
dientes de la siguiente manera:

V:Gaga@@ga y 3:@ga‘

aEAx acAy €A,
El algebra n estd generada entonces por una base
{x,yl, v Yn—1,%15 - - anl},
donde los 1nicos corchetes no nulos se obtienen para
[‘T ) yl] = Zi
y las dimensiones de cada uno de los espacios son:
dimV = n,

(8) dimz =n —1,
dimn =2n — 1.
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En el siguiente esquema grafico representamos la subalgebra parabdlica p = g; X n en
sl(n +1,C).

o1 . 2 e 2(n—1)

g1 | »n s (n—1)

g1

Para este caso, el conjunto W1 esta formado por las permutaciones o del intervalo
inicial /41 que cumplen la siguiente condicion:

Vi,j:3<i<ji<n+1, o 'i)<o (),

y el Lema asegura que el nimero de representaciones irreducibles es

W= (”Tl) (2:) — n(n +1).

Enunciemos el siguiente teorema que define a las permutaciones de W,

TEOREMA 4.5. Los elementos de W' son permutaciones del intervalo inicial I, 1,
OmM Y Omar con m, M tal que 1 < m < M < n+ 1 que verifican las siguientes
condiciones:

Omm(m) =1,
O'm,M(M) = 2,
3§Um,M(Z) <0m,M<j) S?’l—{—l, Vi<j€In+1_{m7M}a

O'm7M(m) = 2,
O'm7M(M) = 1,
3 < Tmar(i) <Tmar(j) <n+1, Vi<j€ Ly —{m, M}

DEMOSTRACION. Por el Teorema , el conjunto W' esta formado por las permuta-
ciones ¢ del intervalo inicial I,,,1 que verifican:

o i) <o j), Vi,j:3<i<j<n+l,
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es decir que, para cada m,M : 1 < m < M < n + 1 se pueden determinar dos permuta-
ciones diferentes, 0y, 7r Y Om.ar, que cumplen con las condiciones mencionadas.
De manera explicita entonces:

4 (1 2 3 m+1 m+2 -~ M M+1 --- n+1l
TmM = \m M 1 m—-1 m+1 -+ M—=1 M+1 - n+1
(1r2 - m-1m m+1 --- M M+1 --- n+1l
ImM=\3 4 ... m+1 1 m+2 -+ 2 M+1 -+ n+1
y
1 1 2 3 - m+1 m+2 - M M+1 -+ n+1
Om.M = —
™ M m1 - m—-1 m+1 --- M—-1 M+1 --- ni+1
(12 - m—=1 m m+1 -+ M M+1 - n+1
ImM=A3 4 .. m4+1 2 m+2 - 1 M+41 - n+1)

En conclusion, fijados m y M las permutaciones deben verificar las siguiente condiciones:
Omm(m) =1,
Um,M(M ) =2,
3< omm(i) <omum(j) <n+1, Vi<jé€ L —{m, M},

0m7M(m) = 2,
O'm,M(M) = 1,
3<Tmm(t) <omm(j) <n+1, Vi<jel,—{m, M}

0

Un resultado importante al determinar los grupos de cohomologia es el grado coho-
molégico [ de cada representacion irreducible, que en su Teorema, Kostant mostro que es

el cardinal del conjunto de raices negativas que bajo la accién de o son positivas, es decir
oA N AT =1

En el siguiente lema daremos una expresién para calcular [.

LEMA 4.6. Para om Y Omar € W1, se cumple que:
Womm) =m+M—3 y UGmar) =m+ M — 2.

DEMOSTRACION. Sea

9) "‘(3 4 - 16(2) - 26(1) - n+1>€W’

conl<m<M<n+1.
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La accién de o en el conjunto A~ ={e; —e;: 1 <i<j<n+1}es
oA~ :{eg(j) —€s() 1 <i<j<n+1}
El grado cohomoldgico de o es el cardinal del conjunto c A~ NA™, es decir es el niimero

de raices positivas que pertenecen a o A™.
Es decir:

AT NAY| = [{es) — €y 1 0(i) > 0(j), 1<i<j<n-+1}.
Por (9), Vi,j € Luy1 —{m, M} : i <j= o(i) < o(j), entonces:
oA~ NAT| =

|{€U(m)—eg(i) :J(i) >a(m), 1 §i<m}U{€U(M)—€U(¢) :(T(i) >U(M), 1 §Z<M}|
Ast:

= para

ImM =13 4 ... 1 ... 2 ... pn+1)’

Io-m,MA_ OA+| =
He1—€opntys 1 <i<m}U{ea—eo, ), 1<i< M, i#m}|=(m—1)+(M-2).

Por lo tanto
lomm) =m—+ M — 3.

s Para

(t2 - m - M - n+1 1
Um,M—(3 4 .. 2 ... 1 ... n—i—l)eW’

Igm,MA_ N A+| =
{e2 — ey, 1 <i<m}U{er —egm), 1<i< M} =(m—1)+(M-1).

Por lo tanto
W(Gmar) =m+ M — 2.
O

En el siguiente lema determinaremos los vectores de peso maximo correspondientes a
cada representacién irreducible de g; en términos del conjunto {e, es, ..., €11}
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LEMA 4.7. Los vectores de peso mazrimo correspondientes a las representaciones irre-
ducibles de g1, para cada m < M son de la forma

Omatp—p=|1=m,2—=M2 ...,21,...,1,0,...,0
L )

m—1 M-m—1 n+1-M

omaip—p=|1-M2-—m2...,21,...,10,...,0
L A

m—1 M-m—1 n+1-M

DEMOSTRACION. Este resultado es consecuencia inmediata del Teorema [4.3]
Seanmy M talesque l<m<M<n+1y

. 1 2 P m M n_|_1 1
"_(3 4 e 16(2) - 26(1) - n—|—1>€W’
entonces
o (1) =mé (M),

i) <o), Vij:3<i<j<n+41,

por lo tanto,

(e7'@),..,o i+ ) =[1,....om=1Lm+1,... M=1LM+1,....n+1

[\

~~
m—

TV VvV
1 M—-—m—1 n+1—-M
Por el Teorema los vectores de peso maximo se pueden calcular de la siguiente
manera:
n+1
o . —1y/-
op—p=>» (i—o '(i)e,

i=1

m—1+42

=(1-oc'W)er+2-0'@eat Y (i—0(i))es

=3
m+1—(M—m—1) M—(n+1-M)
+ Y =t @a+ Y, (i—o(i)es
i=m+2 i=M+1

m—+1 M n+1

=(1—-0c1))er+(2—0712))ey + Z 2e; + Z le;, + Z Oe;.
=3 i=m-+2 i=M+1

Podemos concluir entonces:
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» Para o = o, i, el vector de peso maximo es

Ommp—p=|1-—m,2-M,2...,2,1,...,1,0,...,0
—_— Y~ ——
m—1 M-m—1 n+1-M

» Para 0 = 0, ur, el vector de peso maximo es

Ommp—p=|1-M,2-m,2,...,2,1,...,1,0,...,0
——— N N —
m—1 M—-m—-1 n+1-M

O

Con estos resultados es facil determinar la dimensién de cada espacio irreducible en
la descomposicién de Kostant. Enunciemos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.8. Para toda permutacidn o perteneciente a W', 0 = oy 6 0 = Trpar
conm < M,
M—-m n n
dimV/ ™ = —— .
! n m—1)\M —1

DEMOSTRACION. La férmula para determinar la dimensién de una representacién
irreducible de peso maximo op — p determinada por el Teorema [£.4] es:

_1 . _1 .
- o (j) —o (i)

: op—p _
dim V{ = H i .

(ei—ej)EAT
Como en este caso
+

AT = {63—64763—657-~-7€3—€n+1;
€4 = €5,...,€64 — €Cny1,

€n — en+1}7

la expresion para la dimension es entonces,

H o (j)—o” (Z)'

1 dim V77~ =
(10) im V{ T

3<i<j<n+1

Para o € W', fijados los enteros m, M, con 1 <m < M <n+1, o es de la forma

O=0mm O O =0m,M,
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y sus inversas

o1 _(1 23 m - M - n+1)
mM — \m M1 m-2- M—1-- nt+l1/)>

i —1_(1 23 m - M~-n+1)
mM  — \Mm1l- m-2- M—1- nt+l1/-

1

Restringiendo el dominio a 41 — {1,2}, 0,y = mar - Llamando o' a esta res-

triccion, se tiene:
“1_ -1 _=———-1_ (34 mtl |m42 - M | M+1 - n+tl
O =0numM~=0mM = (1 2 m=1|m+l - M-1 ‘ MA+1 - n+1) .
Para desarrollar el numerador de la ecuacién ([10]), tengamos en cuenta que

Vi,j: 3<i<j<n+1, o '(i)=h<o'(j) =k,
con,
o (@) =h € Ly — {m, M},
o' (j) =k € Lnpy — {m, M}.
Por lo tanto:

[I ('H-'@)= I *-hn),
3<i<g<n+1 1<h<k<n-+1
hokg {m,M}
como el nombre de las variables no afecta el resultado utilizaremos i, j en lugar de h,
k,entonces

[T 'h-'@0)= J[ G-9.
3<i<gj<n+1 1<i<j<n+1
ijg{m, M}
asi
1<q ll l(j a Z>
. _ . <i<g<n+
oMG) — o (i) | iggiman
(11) 1T =

= — i — i)
Isi<izntl ! 3§i<1;[§n+1(j )

En la siguiente lista estan todos los factores (j — i), tales que 1 <i < j <n+ 1.
Con (.) se senalaron los que no estan en el numerador de la expresién que debemos calcular.

(2—1) (3-1) - (E) (m+1-1) - (@) (M+1=1)  «  (n+1-1)
(-2 (m=2)  (m41=2) - (M-2) (M+1=2) - (n41-2)

(m=(m=1)) (m+1=(m—1)) = (M=(m=1)) (M+1=(m=1)) = (n+1—(m~1))
(m+1-m) - (M—m) (M+1-m) - (n+1—m)

(M—=(M=1)) (M+1=(M=1)) - (n+1—(M-1))
(MA1=M) - (n41=M)
(n+1-1)
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Teniendo en cuenta los factores, que no aparecen en el numerador, el cociente ((11)) se
puede expresar como sigue:

(J—1)

L . 1<i<j<n+1
T 7 ') =0T (@) _ selmany
3<i<j<n+1 J -t 3§i<1;1§n+1<j — 1)
I G-9
B 1<i<j<n+1
- . o om—1 M-l ' ntl ntl ’
G—=@)- ITm—=)- [TM—=9)- [ G—-m)- [ (G—M)
3<i<j<n+1 i=1 i=1 j=m+1 j=M41

J#M
1

M G-0 11 (-9

B i=1j=i+1 3<i<j<n+1
o . o om—1 M- ' ntl ntl )
G—@)- ITm—=i)- [TM—=2)- I G—m)- [ (G—M)
3<i<j<n+1 i=1 i=1 j=m+1 j=M+1
J#EM
2 n+l ) )
I Il G—9)
. i=1j=i+1
T om—1 M-l . ntl ntl )
(m—d)- [T(M—4)- Il G—-m)- [I (G—M)
i=1 i=1 j=m+1 j=M+1
J#EM
2 n+l ) )
(M—m) [T II (G—19)
B i=1j=i+1
T om—1 M-l . ntl ntl )
[[Tm—d)- [TM—4)- I G—-m)- I (G—M)
i=1 i=1 j=m+1 j=M+1
n+1 ) n+1 )
(M—=m) IT G-1)- II G—2)
. j=1+1 j=2+1
T om—1 M-l . ntl ntl )
[[m—i)- [TM—-i)- [T G—m)- II (G—M)
i=1 i=1 j=m+1 j=M+1

B (M —m)n!(n—1)!
S m=-D)IM - (n+1-m)(n+1- M)

-G

Probamos entonces que:

dim V77 = (M—;m) <mn— 1) (Mn— 1)'
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En el siguiente teorema vamos a determinar la dimensién del espacio HP(n) para
p=0,...,dimn, utilizando las herramientas que hemos obtenido en esta subseccion. Este
es un resultado ya conocido como los Nimeros de Betti, ver [§].

TEOREMA 4.9 (Numeros de Betti). Sea n, el nilradical de la subdlgebra parabolica
parametrizada por mo = {e; — ez, €9 — €3}.

Para 0 <p < dimn o
dim HF (n) = ([—})( 2] )

DEMOSTRACION. Para el nilradical n, los espacios de cohomologfa trivial son H?(n),
con 0 < p < dimn.
El Teorema de Kostant afirma que,

dim H”(n) = Y dim 1,777,

ceWw!:
lo)=p

y en el Teorema 4.8 mostramos que para
O=0pMm O 0=0,Mm, con 1<m<M<In+l1,

M—-—m n n
: op—p _
dim V3 n <m—1)(M—1)'

La férmula para la dimension se puede expresar también de la siguiente manera,

) ) =S G ) ) )

y utilizando resultados de la teoria de niimeros combinatorios, para m > 2y M > 2
se tiene:

)= GG - G )

Sabiendo que el grado cohomoldgico para cada elemento de W1 es,

omar) =m+M=3 v (@) =m+M-2,

para determinar todas las permutaciones de grado p que contribuyen a la dimension de
HP(n) es suficiente obtener los pares (m, M) que verifican alguna de las dos posibilidades
m+M—-3=pébm+M—2=np.

Por lo tanto:

(1) Param+ M —3 =p= M = p+ 3 —m, entonces

2
m<M:>m§M—1:>m§p+2—m:>m§}%.

Hay [1%2] permutaciones de la forma oy, ,4+3-m
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(2) Param+ M —2=p= M = p+ 2 — m, entonces

1
m<M:>m<M—1:>m<p+1—m:>m<Z%

1 : Omopt2—m
Hay [p_-g ] permutaciones de la forma @, , 12—,

Teniendo en cuenta todo lo mencionado, la dimensiéon del espacio cohomolégico de
grado p se puede calcular de la siguiente manera:

dim H?(n) = ) dim 1,777,

-2 50t

5~ )
)G (o) )]

Y gl (R [ S )
S I [ G T |

0z GG 2 GG
LD I CA) [ Y R D ¢ [ PR

El limite superior de cada suma depende del hecho que p sea par o impar.

(1) Consideremos primero el caso que p sea par, [’%2] =f4+1 vy [1%1] = &, por lo
tanto:
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dime(“):@)Jr Z (mn—1><pf1_—1m>_ Z (77;_—12)<p+§—m)

rEmsiH 2<m<E+1
" n—1 n—1 n
2§m§§ 2§m§§
- + ( ( )+< )( )
i)
) 2,606
1<m<t m+1-2/\p+2—(m+1) romes m—1)\p—m
@
- (00
2<m<? m—2)\p+1—m
sumando (1) y (2)
n n n N /1
= +
() 2 ()G - ()
L= Ap =14 aemer NV p—m+1
<m<E
3)
oD o e [
m—2)\p+1—m)’

sumando (3) y (4)

G+ 2 Gm) Gt G0

P

02006 0
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(2) si p es impar: [7%2]:[1%14—%]:’%1 y [’%l}zl%l,por lo tanto

n n n—1 n—1 n
amirw =)+ X ()00 ) 2 (0 ()

P 2<mz<”+1 m—1/\p+1-m 2<m2<p+1 m—2)\p+2-m

=M= =M=
M)
n n—1 n—1 n
L DI S ) B Wi G [ S
s el m—1)\p—m r<me el m—2)\p+1—m

sumando (1) y (2)

LR I R [ B i () [

2<m< et 1<m<Eri—g
D I (S [ (T
s el m—2)\p+1-—m
n n n n—1\ /n
_<J+ Z:(m%JQ+PW)_<O>Q)
2<m<2ft

2

B +1 +1

sumando (3) y (4)

() 2 GG 6)

2sm< gt

- 2 GG () ()

2sms Pt
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por lo tanto:
Vp:0<p<dimn=2n-1

= (1) ()

Para un dlgebra de Lie de tipo A, el nilradical n de la subalgebra parabdlica parame-
trizada por my = {e; — eq, 2 — e3} tiene dimensién 2n — 1. Los espacios de cohomologia
trivial para este nilradical son H°(n), H'(n), ..., H*"~(n), a partir de estos, cuyas dimen-
siones son conocidas, determinaremos la dim H*(n).

O

TEOREMA 4.10. Sin es el nilradical de la subdlgebra parabdlica de sl(n + 1,C) para-
metrizada por my = {e; — ea, €2 — €3}, entonces

dim H*(n) = 2 (2n N 1).

n—1

DEMOSTRACION. Para la subélgebra de Lie n correspondiente al conjunto my = {e; —
eq, €9 — €3}, los espacios cohomolégicos son HP(n) con p = 0,...,dimn y vimos en (8 )
que la dimension de nes 2n — 1 =2(n — 1) + 1.

Por la Dualidad de Poincaré se cumple que:

¥p: 0<p<n—1, dimH?(n)=dimH""7(n).
Entonces:

dimH*(n) = Y dimH"(n),

considerando la paridad de p se tiene

Z dim H?(n Z dim H?(n

0<p<2n—1 0<p<2n—1

con p par con pimpar
E dim H*(n E dim H*!(n),
0<i<n-—1 1<i<n

aplicando Poincare en la segunda suma

= Z dim H*(n Z dim 21— 1)( ),

0<i<n-—1 1<i<n
= E dim H*(n g dim H*"=9(n),
0<i<n—1 1<i<n
E dim H*( E dim H (n
0<i<n—1 0<j<n—1

=2 Y dimH*%(n)

0<i<n—1
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Aplicando el resultado del Teorema [4.9|

25 (1) ()

3 (),

reemplazando el segundo factor por su combinatorio complementario

S50

de la férmula para suma de expresiones con combinatorios

~ (" m n+m .
= t :
Z;)(l)(r—l) ( . >,Se lene
= 2(”+n— 1>‘
n—1

Por lo tanto:
) 2n —1
dzmH*(n):2< ),

n—1

dimH™* (n)

S
- O

que es el resultado propuesto. 0

Con este teorema concluimos esta subseccion.

La férmula obtenida para el calculo de la dimensién de cohomologia total es el objetivo
principal en este capitulo, en general para referirnos a dim H*(n) utilizaremos T'H (n),
dando relevancia a n correspondiente el algebra en la que estamos trabajando, tipo A,.

2.3. Subdlgebra p parametrizada por my = {e; — es, €, — €11}
En esta subseccién estudiaremos la subdlgebra parabdlica

p=g1 Xn,

parametrizada por el subconjunto de raices simples my = {e; — e, €, — €,41}, contenida
en un algebra de tipo A, con n > 2. Para este conjunto m la descomposicién del conjunto
de las raices es:

+
Al —{62—63762—64,...762—67“
€3 = €4,...,€3 — €Ep,
€n,1—€n},

At ={e;—ey,...,e1 — e U{es —eni1,63 — €npts -y €n — enp1y U{er — engr ).
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El nilradical n para este caso, es conocido como algebra de Heisenberg y tiene la
siguiente descomposiciéon como suma de espacios raices,

n:@ga:;,@‘/, con V=XpY y 3 el centro de n.
aeAT

Como vimos en la Seccién [I} A es unién de

Ax = {61 —€2,...,€61 — €n}7 Ay = {62 —€n+1,€3 — Cnil,---Ep — €n+1}
y Az, = {61 - €n+1}7

y cada espacio se puede expresar en funcion de los espacios raices correspondientes de
la siguiente manera:

VZ@QQ@@QOH 3:@904‘

aEAx aEAy €A,
Para esta descomposicién, una base para n es :
{Ila ey Tp—1,Y1y - -y Yn—1, Z}a
con coeficiente de estructura:
[.Z'i, y]] = (S”Z
La dimensiéon de cada espacio es:

dimV =2(n — 1),
(12) dimz =1,
dimn=2n—-1=2(n—1)+1,

En el siguiente esquema grafico, representamos la subédlgebra parabdlica p = g; X n en
sl(n+1,C).

o1 x1 Ce (n-1)| %

Y1

g1

Y(n—1)

g1
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Mostramos en el Teorema que el conjuntoW?! es, en este caso, el de las permuta-
ciones ¢ del intervalo inicial I,,,1 que verifican:

o i) <o7M(j), Vi,j:2<i<j<n,

es decir que, para cada m,M : 1 < m < M < n + 1 se pueden determinar dos
permutaciones diferentes, 0., a1 Y 0.z, €xplicitamente sus inversas son:

(1 2 3-- m m+1 ---M-—1 M n n+1
ImM = \m 1 2.~ m—=1 m+1 ---M—-1 M+1 - n+1 M
y

0 (1 23 m m+41 --M—-1 M - n n+l
InM = =\M 1 2 m—=1 m+1 - M—-1 M+1 - n+1 m }

El nimero de representaciones irreducibles para la descomposicion de la cohomologia

n+1 n
]W1|:< ) ><n_1>:n(n—|—1).
OBSERVACION 4.11.

El dlgebra de Heisenberg, n correspondiente al subconjunto de raices simples {e; —
€9, €n — €nyr1} tiene la misma dimension que el nilradical de la parabdlica estudiada en
la subseccion anterior ((my = {e1 — ea, €2 — €3}), pero no son dlgebras de Lie isomorfas.
Aun ast, tienen el mismo numero de representaciones irreducibles en la descomposicion
de Kostant.

S}

El siguiente teorema, pone de manifiesto la forma explicita de cada elemento de W,

TEOREMA 4.12. Los elementos de W para el caso del dlgebra parabélica parametrizada
por my = {e1 — ez, €, — ent1}, Son las permutaciones del intervalo inicial L1, Omp Y
Omar conm, M tal que 1 <m < M <n+ 1; que verifican las siguientes condiciones:

am,M(m) = 1,
Omm(M) =n+1,
2§0m,M(Z) <O—m7M(j) STL, Vi<j€]n+1—{m,M},

Tma(m) =n+1,
O'mM<M) = 1,
2<Gm(t) <Tmm(j) <n, Vi<jel,p—{m, M}
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DEMOSTRACION. Los fundamentos para la demostracién de este enunciados son los
mismos que los del Teorema [4.5] La demostracién esta desarrollada, sélo para dejar ex-
presada de manera explicita la forma de las permutaciones y sus inversas.

El conjunto W1 esta formado por las permutaciones o del intervalo inicial I,,,; que
verifican:

o' <o (), Vi,j:2<i<j<nm,
por lo tanto, para cada m, M : 1 < m < M < n+ 1 se pueden determinar dos permuta-
ciones diferentes, 0., p ¥ 0 ar que cumplen con las condiciones mencionadas. De manera
explicita entonces:

(123 m omtl e M=1 Mmookl
ImM =\ 1 2 m—1 m4+1 -+« M—=1 M+1 --- n+1 M
(12 - m=1 m m+1 - M=1 M M+1 - n+1
ImM = {9 3 m 1 m+1 - M—-1 n+1 M -+ n
y
1 1 2 3 - m m+1 --- M-—1 M n n+1
OmM = —
m M 1 2 m—1 m+1 -+ M—1 M+1 --- n+1 m
(12 - m=1 m m+1 - M=1 M M+1 -+ n+1
ImM=1\2 3 ... m n+l m+1 - M—=1 1 M - n )

En conclusién, fijados m y M las permutaciones deben verificar las siguiente condicio-
nes:

O (m) =1,
Omm (M) =n-+1,
2<0mm(t) <omm(j) <n, Vi<jel,1—{m, M},
y
Omar(m) =n+1,
UmM<M) =1,
2<Gnm(l) <Tmum(j) <n, Vi<jel,—{m,M}.

O

En el siguiente lema determinaremos los vectores de peso maximo correspondientes a
cada representacién irreducible de g; en términos del conjunto {e, eg, ..., €411}
Este resultado es una consecuencia trivial del teorema [£.3]
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LEMA 4.13. Los vectores de peso maximo correspondientes a las representaciones irre-
ducibles de g1, para cada m < M son de la forma

Ommp—p=|(1-m,1,...,1,0,...,0,-1,...,-1,n+1—-M
————— N N——

m—1 M—m—1 n+1—M

opmp—p=|1-M1,...,10,...,0,—-1,...,-1,n+1—-—m
e N N——

m—1 M—m—1 n+1—M

DEMOSTRACION. Sean m y M tales que 1 < m < M < n + 1, las permutaciones de
W1 correspondientes son Om,M Y Om M-

Por los vectores de peso méaximo se pueden calcular como:
n+1
op—p=> (i—0'i)ei;
i=1
asi:
= para o,y se tlene que:

0_—1 _ ( 1 | 2.+ m—1 m m+1 - M—-1 M M+1 - n } n+1
mM — \ml 1 m-2m—-1| m+1 .- M—1 | M+1 M+2 -+ n+1 M )

por lo tanto

Ommp—p=|1-m,1,...,1,0,...,0,-1,...,=1,n+1—-M
—_—— —— ———

m—1 M—-—m—1 n+1—M

= para 0,, p se tiene que:

-1 __ ( 1 ‘ 2 m—1 m+1 -+ M—1 M M+1- n ‘ n+1)
Om,M = \pml 1 m—2m-1]| m+l - M1 |M+1 M4+2 - nt1| m /)>

por lo tanto

Ommp—p=|1-M1,...,1,0,...,0,-1,....,=L,n+1—-m
— e~ ———
m—1 M—-m—1 n+1—-M

0

De manera equivalente al caso estudiado en la Subseccion la dimensién de cada
representacion irreducible sélo depende de los valores m y M que caracterizan al corres-
pondiente elemento de W' y del valor n, segin el dlgebra A,, en la que estemos trabajando.
El siguiente teorema expone este resultado.
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TEOREMA 4.14. Sea n el nilradical de la subdlgebra parabdlica parametrizada por o =

{er —ez,en — €nya}
Para toda permutacion o perteneciente a W', o = OmM 00 = Omar con1 < m <

M < (n+1),
M —m n n
: op—p _
dim V77 = n <m—1)(M—1)'

No haremos la demostracion de este teorema, pues el desarrollo algebraico es similar
al del caso de la Subseccién 2.2

Este resultado es otra coincidencia que comparte el algebra de Heisenberg que estamos
estudiando con el caso de la Subseccién 2.2 Como consecuencia de este resultado y del
Teorema m, para el dlgebra de Heisenberg de dimensién 2(n — 1) 4+ 1 la cohomologia
total es

n—1

(13) TH(n) = dim H*(n) = 2 (2” N 1) .

Por otra parte, si utilizamos las férmulas dadas en el paper [8], que afirman que para
0 < p < n, la dimension del p-grupo de cohomologia para el algebra de Heisenberg
n de dimensién 2(n — 1) + 1 es (2(";1)) — (2(;:21)),( se asume que (g) = 0, a menos
que, 0 < ¢ < p), podemos calcular la cohomologia total para esta édlgebra, arribando

efectivamente, a idéntico resultado.

A continuacién, formalizaremos la observaciéon mencionada, realizando la demostracién
utilizando los resultas del paper citado.

TEOREMA 4.15. La dimension del espacio cohomologia trivial para el dlgebra de Hei-
senberg n de dimension 2(n — 1) + 1 es

dim H*(n) = 2 (2" - 1).

n—1

DEMOSTRACION.
Para el dlgebra de Lie de Heisenberg n de dimensién 2(n — 1) + 1, como podemos

consultar en el paper [8] dim(H?(n) = (2("p_1)) - (2(;1__21)), con 0 <p < (n—1), donde por
la dualidad de Poincaré, esta determinada la dimensién dim H?(n) paran < p < 2n — 1;

pues dim H? = dim H?** -7,
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Por lo tanto

2(n—1)+1

dim H*(n) = > H(n),

por la dualidad de Poincaré

n—1
=2 H'(n),
p=0

aplicando el resultado conocido como nimero de Betti (ver en[8])

=3[ - (5%

:22 [<2n 2) B <2n 2)1 |

= p p—2

n—1 9 9 n—1 9 9

3 ()22 ()

p=0 p p=0 p=2

L 2n—2> L (2n—2>

=92 —2 :

;;o( p p:ZQ p—2

n—1 9 9 n—3 9 9

3 ()22 (M)

p=0 p p=0 p

3 o — 2 o — 2 M — 2 3 o —2
=3 () (00 0 22 (M)
p=0 p=0

dim H*(n) = 2(2” - 1).

O

De estos resultados podemos concluir que los nilradicales correspondientes a los sub-
conjuntos de raices simples {e; — eg,e9 — e3} v {e; — €2, €, — €,41}, tienen la misma
cohomologia total.
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2.4. Subdlgebra p parametrizada por my = {e; — e3,€e3 — e4}.
Consideremos la subalgebra parabdlica

p=g1Xn,

parametrizada por el subconjunto de raices simples my = {es — e3,e3 — €4}, contenida en
un algebra de tipo A,,, con n > 3.

Para este conjunto my, como se explicd en la Seccion [1] de este capitulo, la descompo-
sicion del conjunto de las raices es:

+ _
Al = {61 — 62}U {64 — €5,64 — €6,y...,64 — €Eny1,
€5 —€6,...,65 — €nt1,
€n _enJrl}
y
+ _
Ay ={e1—ezea—espU{er —es, .. e1 — €ny,
€y — €4,...,€2 — Eni1}
U{€3 —€4y...,€63 — €n+1}'

La expresion del nilradical como suma de espacios raices es:

nzeega:z@v, con V=X&Y 1y jelcentrode n,
aeAT
llamando
Ax = {61—63762—63}, AY:{€3—64,-~,€3—€n+1} y

A;,2{61—647---,61—€n+1,€2—64,---,62—€n+1}7

cada espacio se puede expresar en funcién de los espacios raices correspondientes de
la siguiente manera:

V=P @ P 0o, 3= P s

aEAx aEAy OéEA;,

por lo tanto:

dmV =(n+1-3)+2=n,
(14) dimj =2(n+1—3) =2n—4,
dimn = 3n — 4.

Una base para n es :
{xla T2, Y1y .- 7y(n72)7 2115 -+ 4”1 (n—2) 2215+ - v ZZ(TL*Z)}
donde, los tinicos corchetes no nulos se obtienen para:

(i, y5] = 2.



2. COHOMOLOGIA TRIVIAL DEL NILRADICAL n DE UNA SUBALGEBRA PARABOLICA. 67

En el siguiente esquema grafico, representamos la subdalgebra parabdlica p = g; X n en
sl(n +1,C).

1 211 e F1(n—2
g1
2 221 e #2(n—2
g1 Y1 . (n—2)
p =
g1

Para este caso, de acuerdo a lo analizado en el Teorema , el conjunto W' esta
formado por las permutaciones o del intervalo inicial [,,,; que verifican:

oM (1) <o7H2), v o) <oTl(h), Vij:d<i<j<n+l,

por lo tanto, dados tres nimeros diferentes, ay,as, k € 1,11 tales que, a; < ao, existe
una Unica permutacién o € W1, cuya inversa es:

o 11,2,3,...,n+1) = (ar,as,k,1,2,...,n+ 1)
_/_/

Iny1—{a1,a2,k}

Evidentemente, k puede ser menor que a;, mayor que as 0, a; < k < as. En algunos casos
se harad necesario saber la relacién entre aq,as y k.

Enunciaremos las caracteristicas de los elementos de W1, a través del siguiente teore-
ma.

TEOREMA 4.16. Para cada terna de niumeros enteros a,b,c tales que 1 < a <b<c <
n+ 1, se pueden determinar tres permutaciones pertenecientes al conjunto W', o1, 09 ¥
o3 tales que:

o1(a) =1, o1(b) =2, o1(c) =3,
o9(a) =1, o9(b) = 3, oo(c) =2,
os(a) =3, o3(b) =1, os(c) = 2,
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Y

1+3, 1<i<a
1+2, a<i1<b
1+1, b<i<ec

7, c<i<n+1.

01(i) = 09(i) = 03(i) =

DEMOSTRACION. Tres ntimeros diferentes, ai,as, k € I,y tales que a; < ao, deter-
minan una tnica permutacién o € W' que verifique las condiciones del Teorema que
cumpla que 071 (1) = ay, 071(2) = ay, 07(3) = k, su inversa es:

(15) o 1(1,2,3,...,n+1) = (a1,a2,k,1,2,...,n+1).
N——
77«+1 {al ;a2 7k}

Dados entonces, a,b,c tales que 1 < a <b<c<n+ 1 se pueden determinar tres

ternas diferentes, que cumplen con la condicién . Si con ( ) indicamos el elemento que
no esta en la hsta, las inversas de cada una de estas permutaciones son:

11,2,3,...,n+1) = (a,b,e,1,...,q,...,b,.... ..., n+1),
SN1,2,3,...n+1) = (a,¢e,b,1,...,a,....b,....C....n+1),
11,23, n+1)=(bcal,....q....0,....0....,n+1).

se puede concluir entonces, de forma inmediata que:

12 a—3a—2a—1

01 = (4 50 %0 arlage |1 Zié - ”22 ll:i HE s s "'n+1)

b+2 - ¢ c+1 ..n+1
por lo tanto:

o1(a) =1, o1(b) =2, o1(c) =3,

1+3, 1<i<a
1+2, a<i<b
1+1, b<i<c
c<i1<n-+1.

o1(i) =

2

12 a—3a—2a—1

op= (a3 i i 1T e W e S D 151 Eh )

21 c+1 ..n+1

por lo tanto:
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y

1+3, 1<i<a
1+2, a<i<b
1+1, b<i<ec

7, c<i<n+1.

O'Q(i) =

_ (12 a-3a—-2a-1)|a| at+l - b—2b-1|b| b+1 - c—1 |c| c+1 ..n+1
03 = (45~~~ a a+lat2 5] a+3 - b bil |1| b2 o ¢ 5] c+1 ...n+1)7

por lo tanto:
O'3(CL) = 3, Ug(b) = 1, 0'3(6) = 2,

1+3, 1<i<a
1+2, a<i<b
1+ 1, b<i<c

7, c<i1<n+1.
Con lo que queda demostrado este enunciado.

0'3(?:) =

Por el Lema [4.2] podemos asegurar que

- (n—2|— 1) (n - 1) _ n(n22— n

69

y en el siguiente lema determinaremos el grado cohomolégico de cada representacion

irreducible determinada por los elementos de W', [FA~NAT|=1.

LEMA 4.17. Paral <a <b<c<n+1 el grado cohomoldgico de las permutaciones

01,09 Yy 03, determinadas por a,b,c es
l(oy) =a+b+c—6, l(o3) =a+b+c—5,
l(o3) =a+b+c—4.

DEMOSTRACION. Para cada ¢ € W', el grado cohomologico de la correspondiente

representacion irreducibles es el cardinal del conjunto cA™ N AT, es decir:
(o) = |eA™ NAT.
Donde
A" ={ej—e:1<i<j<n+1},
oAT ={e,j) —eoy 1 <i<j<n+1},
y por lo tanto
cATNAY ={e,)—€oiy 1 1<i<ji<n+1 y o(i)>0o())}

Dados a,b,c tal que 1 <a <b<c<n+1, por Teorema [4.16
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Vi,je L1 —{abct:i<j=o0(i) <o(j), luego

cATNAY ={ep0) — €y 1 <i<a y o(i)>o(a)}U

U{eg(b)—eo(i) 1<i<b y (T(Z) >0(b)}U{60(0)—60(i) 1<i<e y (T(Z) >U(C)}.

Asi entonces:

= para

(1 2 a—3a—2a-1 a+1 - b—2 b—1
45

b+1 - c—1 |c| c+1 ..n+1
a a+1a+2‘1 a+3 - b b+1’2’b+2~-- ’3’ )

01 = c+1 ..n+1

AT NAT ={e; — €5y 1 1 <i < a}U
Ufes —epp:1<i<b y i#atU{es—enp:1<i<c y i#a,i#b},

Por lo tanto
l(oy)=(a—=1)+(b—-2)+(c—=3)=a+b+c—6.

= para

00 = (1 2 a—3a—2a—1 |a‘ a+1l - b—=2b—1 | p| b+1 -+ c—1 ’ | c+1 ...n+1)
2= \45 a atla+2 11l a+3 - b b+1 131042 ¢ 121 c+1 .nt+1)>

o AT NAT ={e; — oy 1 1 <i < aju
Ufes =€y 1<i<b y i#a}U{ea—emup:1<i<c y i#al,

Por lo tanto
llog)=(a—1)+(b—-2)+(c—2)=a+b+c—5.

= para

_ (12 a-3a—-2a-11]a| at+l - b—=20b—-1 |p| b+1 -~ ¢c—1 |c| c+1 ..n+1
03 = (4 5. a at+lat2 ‘3‘ a+3 - b b+l ’ ’ b+2 - ’2’ c+1 ...n+1)
o3sAT NAY ={e3 — gy 1 1 < i < a}U
Ufer —eoyy i 1 <i<blU{es —eppy 1 <i<c y i#b},

Por lo tanto
log)=(a—1)+(b—-1)+(c—2)=a+b+c—4.

Esto completa la justificacion del resultado propuesto. 0
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En el siguiente lema determinaremos los vectores de peso maximo correspondientes a
cada representacién irreducible de g; en términos de {ej, ez, ..., €,11}.

LEMA 4.18. Los vectores de peso maximo correspondientes a las representaciones irre-
ducibles de g1 son, para cada a < b < ¢, de la forma:

oop—p=1|1-a,2-b6,3—¢3,...,3,2,...,2,1,...,1,0,...,0 |,
e N N N —
a—1 b—a—1 c—b—1 n+l—c

oop—p=11—-a,2—-¢,3—-5,3,...,3,2,...,2,1,...,1,0,...,0
—— N N——
a—1 b—a—1 c—b—1 n+1l—c

Y

os3p—p=11-02—-¢,3—a,3,...,3,2,...,2,1,...,1,0,...,0

1 b—a—1 b—1 +1

DEMOSTRACION. De acuerdo a lo establecido en el Teorema [4.3 el vector de peso
méximo correspondiente a una permutacién o € W1 es

n+1

op—p= Z (i—0o7'(2)) e

i=1

Para cada a,b,c tal que 1 < a < b < c<n+ 1, existen tres permutaciones oy, 0, y o3 de
W1 cuyas inversas son:

-1 _ (1234 a - b - ¢ ..n+tl -1 _ (1234 a - b - ¢ ..n+l

0, = (a becl- a—3 - b—=2 - c—1 ...n+1) 09 = (a cbl- a3 b—2 - c—1 ...n—i—l) y
-1_ (1234 a - b - ¢ ..n+l

03 = (b cal- a=3 - b=2 - c—1 ...n+1) ’

(4,5,...,n+1) — L...,a—lia+1,....b-1b+1...,c—1c+1...,n+1

explicitamente:

1 -1 _ -1 _ (4 5. a+2 | a+3 - b+l | b+2 - ¢ |+l - n+1>
01 =02 =03 = {12 a1 |at1 - b=1| b1 - =1 | c+1 - n+l ) -



72 4. COHOMOLOGIA DE NILRADICALES DE SUBALGEBRAS PARABOLICAS DE TIPO A4,

Si o es cualquiera de estas tres permutaciones, entonces:

3+a—1
op—p=01—-0c11))er +(2—-0"12)ex + (3—07(3))es + Z (i — o 1i))e;
i=1+3
a+2+(b—a—1) b+1+(c—b—-1) ct(n+1—c)
+ > i—o@ea+ Y (i—oi)eit+ Y (i—o7'(0))e;
i=a+3 i=b+2 i=ct1

a+2

=(1—0cY1))er+(2—0"42))es+ (3—071(3))es + 32@

b+1 c n+1
+2> e+l Y e+0 ) e
i=a+3 i=b+2 i=c+1

Los vectores de peso maximo son entonces de la forma:

op—p=|1-0"1),2-072),3-07"3),3,...,3,2,...,2,1,...,1,0,...,0

a—1 b—a—1 c—b—1 n+l—c
con

(1—a,2—0,3—¢) para o=o04
(1-07'1),2=07"2),3-07'3)) = (1 —a,2—¢,3—b) para o =0y
(1-5b,2—¢,3—a) para o =03

quedando asi demostrado el teorema. O

Enunciaremos y demostraremos el teorema que determina la dimensiéon de cada espacio
irreducible en la descomposicion de Kostant.

TEOREMA 4.19. Sean o1, 09,03 € W, determinadas por a,b,c tales que 1 < a < b <
c<n-+1. Entonces

dim o = 0 CL:Q((Z__%( °= 9 (a ’ 1) (b ! 1) (c - 1)’
dim V,727F = e G:Z((bn__al))( <) <a ﬁ 1) (b ﬁ 1) (c ﬁ 1)’

e iy i b);((cn__aigb = (a . 1) (b . 1) (c ! 1)‘
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DEMOSTRACION. La férmula para determinar la dimensién de una representacién
irreducible de peso maximo op — p obtenida en el Teorema {4.4] es:

—1/ - 1/

- o (j) —o (i)

: op—p __
dim V} = H i .
(eifej)GAf'
Como en este caso
+

AT ={e;1 —e}U {eq—e5,e4—€6,..., 64 — €51,
€5 —€6,...,65 — Cnyl,
e
€n — 6n+1}7

la expresién para la dimension es entonces

o71(2) — o }(1) I o7 (j) =0 M)

1 dim V7P =
(16) i Vy 21 J—i

4<i<j<n+1

Dados a, b, c tales que 1 < a <b < c<n+1 las inversas de los correspondientes oy,
09y O3, SON:

-1 _ (1234 a - b - ¢ ..n+l

0 = (a belo a=3 - b—2 - c—1 ...n+1> )
-1 _ (1234 a - b - ¢ ..n+tl

Oy = (a cbl- a—3 - b—2: c—1 ...n+1) y
-1 _ (1234 a - b - ¢ ..n+tl

O3 = (b cal- a—3 - b—=2 - c—1 ...n+1) .

Las tres funciones inversas son iguales en I,, ;1 — {1,2,3}.
Restringiendo el dominio de las permutaciones a I,,,; — {1,2, 3}, y llamando ¢7!, a la
restriccion, se tiene:

1 _ =1 _ =1 _ (45 a+2 |a+t3 -~ brl| b+2 - ¢ |ctl - ntl
(17) 01 =09 =03 = (1 2 a—=1 |a+l - b=1] b+l - e—1 ‘c—i—l o pAl ) .

Para desarrollar el numerador de la ecuacién ([16]), tengamos en cuenta que

Vi,j: 4<i<j<n+1, o (i) <o '(j),
o '(i)=h¢€ L, —{a,bcty

o '(j) =k € Iy1—{a,b,c}.
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Por lo tanto:

I[I 'G-ot@)y= 11 *-n,

4<i<j<n+1 1<h<k<n+1
h,k¢{a,b,c}

como el nombre de las variables no afecta el resultado utilizaremos 7 y j en lugar de
hyk,

II 'h-'@)= [ G-9,

4<i<j<n+1 1<i<j<n+1
i,j¢{a,b,c}

(j—1)

o o 1<i<j<n+1
o Mj) —o (i) ii¢labe)

(18) 11 i—i I G-
4<i<j<n+1 4<i<j<n+1

—

En la siguiente lista estan todos los factores (j—i),con 1 < i < j < n+1.Con (j — i) se
senalaron los factores que no estan en el numerados de la expresién que debemos calcular.

(2-1) (3-1) ~  (a—1) (a+1-1) -~ (b—1) (b+1-1) - @ (c+1-1) - (n+1-1)
(3-2) - (a—2) (a+1-2) - (b-2) (b+1-2) - (c—2) (c+1-2) == (n+1-2)
(a=(a=1) (a+1=(a=1)) - (b=(a=1)) (b+1=(a=1) - (e=(a=1) (e+1=(a~1)) = (n+1=(a~1)

(@tl=a) o (oe)  (tlma) 0 (eme)  (etlma) o (ndla)

(b=(b=1)) (b+1=(b=1)) = (e=(1)) (e+1=(b=1)) = (nF+1=(b=1))

(b+1=b) - (c—b) (c+1=b) - (n+1-b)

(e=(c=1) (e+1=(c=1)) = (nt+l=(c-1))

(etl=c) - (ntl=o)

(n+1-1)

Teniendo en cuenta los factores que no aparecen en el numerador, el cociente (18] se
puede expresar como sigue:



2. COHOMOLOGIA TRIVIAL DEL NILRADICAL n DE UNA SUBALGEBRA PARABOLICA. 75

1<i<j< 1(j —9)
. i <i<j<n+
H o) —o71(3) _ i,jg{]a,b,c}
4<i<j<ntl J—t 4Si<1;[§n+1(j — 1)
(j—1)
_ 1<i<j<n+1
- o a-l = = ] ntl ntl ntl )
IIT G-=9-Ila=9) - 1T0®0—=9) [I=9- I G-a- II G=0- Il (G—0
4<i<j<n+1 i=1 i=1 i=1 j=a+1 j=b+1 j=c+1
Jj#b,jF#c j#c
3 n+l ) ) ) )
I1 G-—a- I (G-9)
_ i=1j=i+1 4<i<j<n+1
- = -1 = . ntl ntl ntl )
G=9) Il(a=0)- [T(—=9) - [T(c=4)- I G-a) II G—-0)- Il G—o
4<i<j<n+1 i=1 i=1 =1 j=a+1 j=b+1 Jj=c+1
J#b,j#c j#c
3 n+l
IT II G-14)
. i=1j=i+1
T a—1 b—1 c—1 n+1 n+1 ntl ’
[[(a=d)- [T(b—4)  [[(c=d)- I G—a)- II G—0) Il (G—0
=1 =1 =1 j=a-+1 j=b+1 j=c+1
J#b,j#c j#c
3 n+1 . .
(b—a)(c=a)(c—=0) IT II (G—1)
o i=1j=i+1
T a-—1 b=l = _ ntl ntl ntl ’
[[@=a)-[T—=i) - [[(c=i)- II G—a)- IT G—=0)- II G—0
i=1 i=1 i=1 j=a+1 j=b+1 j=c+1
n+1 . n+1 ) n+1 )
(b—a)(c—a)(c—0b) II G-1)- Il G—-2)- II (1-3)
. j=1+1 Jj=2+1 Jj=3+1
T a—1 ) b—1 ) c—1 ) n+1 ) n+1 ] n+1 ) ’
[[@=a) - [IT—=i) - [[(c=i)- II G—a)- IT G—=0)- II G—o
i=1 i=1 i=1 j=a+1 j=b+1 j=c+1

_ (b—a)(c—a)(c=b)n!(n—1)!(n—2)!
(a=NO-—D(e—)Nn+1—-a)l(n+1=0b!(n+1—c)’

ST A [ () [

Hemos probado que, para o1, 05 y 03,

w T A== () ) ()

4<i<j<n+1
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Para finalizar la demostracion, distinguiremos los tres tipos de permutaciones.

s Para

—1 (1 234 a - b - ¢ ...n+1)
abecl- a=3 - b—2 - c—1 ..n+1

dim Vlcnp—p :Ufl(2> — 0;1(1) H U_l(j) B 0-_1@)

2-1 4<i<j<n+1 g1
b—a)(c—a)(c—> n n n
:(b_a)( )2( _)( ) " " "
n?(n—1) a—1)\b—1/\c—1
= Para
opt = (aeil ok T S )

dim Vvlazp—p _ 051<2) B 051(1) H 0_1<j) B ?'_1(7;)

2-1 4<i<j<n+1 J—i
(b—a)(c—a)(c=b)( n n n
=(c—a) 5
n?(n—1) a—1)\b—1/\c—1
= Para
05" = (hea1aZslla o5 i)

dim Vlogp—p _ 051(2> - 051(1) H U_l(j) - ‘-7_1(2')

2—1 -
4<i<j<n+1

B T Rl RV RV [ )

OBSERVACION 4.20. La férmula para la dimensién de una representacion dada por
el Teorema se puede expresar de forma general, cuando o es una permutacion de
cualquiera de los tres tipos o1, 09 0 03, es decir:

para
L (1 2 345 - n+l
g o a; as kK1 2 --- n+1

conl<ay <ay<n-+1,k#a yk#as,

O
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. - k—ail[k—as| (" n n "
9 op—p _ _ 2| 1 .
(20) dim V{ (ag —ay) n2(n—1) ar—1/\as —1)\k—-1

Para finalizar esta subseccion, obtendremos féormulas para determinar la dimension
del espacio H*(n).

TEOREMA 4.21. La dimension del espacio de cohomologia total para el nilradical de
la subdlgebra parabdlica (contenida en un dlgebra de Lie de tipo A, ), parametrizada por
el subconjunto de raices simples my = {ea — e3,e3 — e4}, que llamaremos TH es

n n+1

—QZZ > (c—a) C_Z(bia)(aZ)(bfl)(cfl)'

a=1 b=a+1 c=b+1

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Kostant sabemos que

TH(n) =dimH*(n) = Y dim 17",

oceWwl

vimos en el Teorema [4.16] que para cada terna de nimeros enteros a,b, ¢, con 1 <a < b <
¢ < n+ 1 se pueden determinar tres permutaciones o1, 0o, 05 € W por lo tanto

(21) TH(n) = Z (dim Vlolpfp + dim Vlogpfp + dim Vlﬂspfp) )

1<a<b<c<n+1

En el Teorema .19, determinamos la dimensién de la representacién irreducible co-
rrespondiente a cada una de estas permutaciones, de donde se tiene entonces que:

dim V7770 dim V7* ™7 4 dim V0 =
Lo aes D (") (")
b () ()
HEE )6

dim V7P~ 4 dim V2P~ 4 dim V7377 =

[(b—a)+ (c—a) + (c— b)] (b_“)(c_a)(c—b>< n >< n )< n >

n?(n—1) a—1)\b—1)\c—1)’
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. _ . _ . sp— b—a)(c—a)ic—=b) [ n n n
g1p—p a2p—p TIP—P _ 2% — 2 (
dim V; +dim Vj +dim Vj (2¢ — 2a) 2= 1) a1 )l )

—a)2 (b — _
(22)  dim VPP 4 dim VP 4 dim Vo — o0 (o b)< " >( " )( " >

n?(n—1) a—1)\b—1)\c—1)"

Reemplazando en se tiene:

n n+1

m=aE 3 5 e R () () ()

a=1 b=a+1 c=b+1

O

Resultados equivalentes para el célculo de la dimensién de la cohomologia total se
enunciaran en la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.22. TH se puede calcular también, utilizando alguna de las dos for-
mulas siguiente:

n n+1 n+l

(23) TH(n)= Z Z Z(a2 - )’ £ ;;;Hf I)%’ (aln— 1) (azn— 1> (k i 1)7

a1=1ags=a1+1 k=1

o -1 S () (0)0)

a1=0a2=0 k=0

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Kostant sabemos que

TH(n) =dimH*(n) = Y dim 17",

oceWwl

y vimos que toda o € W1 esta determinada una terna de ntimeros enteros diferentes

ai,as, k,conl <a; <ay<n+1y1l<k<n+1,suinversa es

(1 2 34 - on+l
g o a; as k1 --- n+1

y la dimensién del espacio irreducible correspondiente es

ety gl a N Y[
dim V{ = (az — a1) n2(n — 1) a,—1)\as—1)\k—-1)
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Por lo tanto:

THn)= Y (a2—a1) L ;zcé;"ﬁ I)Cm' (aln— 1) <a2n— 1) </€ i 1>7

1<ai<a2<n+1
1<k<n+1

=3 5 S e () () ()

a1=1as=a1+1 k=1
con lo que queda probado .

Si ahora en la expresién (23) cambiamos el orden en el que se realizan las sumas,

n+1 az—1 n+1

rin = 5. 35— () (L) ()

az=2a1=1 k=1

renombrando las variables a sumar, a; por as y as por a, se tiene

TH(n) = HZH MZMZ“(G2 —ay)’ k ZL;E;Hﬁ I>a2| (alTi 1) <a2n— 1) <k ﬁ 1>’

a1=2az2=1 k=1

la expresién no varia si se suma a partir de a; = 1, pues as < a;
n+1 ai;—1 n+1

=222 (m-w) g ;L;E;J’f I)a2| (aln— 1) (azn— 1) (k i 1)7

a1=1as=1 k=1

si as es igual a a; el correspondiente sumando es cero por lo tanto
n+l a1 n+l

o9 T =3 3 5wl () () ()

a1=1az2=1 k=1

Sumando las expresiones (23)), ( en la que consideramos los sumandos nulos corres-
pondientes a a; =n + 1) y (25) se tiene:

n+1 n+1 n+l

TH(m) =3 > D (o —a)’ : 7_12(21% I)CLQ’ (aln— 1) <(12n— 1) (k’ - 1) ”

a1=1a2=1 k=1

i) = 3 3 Sl (1) (1) (1),

a1=0a2=0 k=0
que es la formula de la proposicién. O

Con este resultado concluimos esta subseccion.
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2.5. Subdlgebra p parametrizada por my = {es — €3, €, — €41}
Consideremos la subalgebra parabdlica

p=g1Xn,

parametrizada por el subconjunto de raices simples my = {ey — e3, €, — €,.1}, contenida
en un algebra de tipo A,, con n > 3.

Para este conjunto 7, como se explico en la Seccién [1] de este capitulo , la descompo-
sicion del conjunto de las raices es:

+

AT ={e1 —ex}U {es—ey,e3—€5,...,63 — ey,

€4 —€5,...,€4 — €Ep,

€n—-1 — en}

y
€3 — €n+17
AT = €1 —€3, -, €1 €y U €1 = Ent1, U €4~ Ent1;
n . 9
€2 —€3, '+, €2 €y €2 — €pt1 :

€n — €ny1

la expresion del nilradical como suma de espacios raices es:

n:@gazg@‘/, con V=X®Y y jelcentrode n

aeA“‘"
Llamando:
Ax ={e; —e3,...,e1 —ep, e —€3,...,65 —€n},
Ay ={es —epp1,€4 — €np1s - n — Cpi1} Y

A;, = {61 — €ny1,€2 — 6n+1},

cada espacio se puede expresar en funcién de los espacios raices correspondientes de
la siguiente manera:

V=P 0.0 P 9o, 3= P s

(XGAX CMGAY aeAa

y por lo tanto:

dimV =2(n—2)+ (n—2) =3n—6,
dim 3 = 2,
dimn = 3n — 4.
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Una base para n es:

{11, T 2y To1s o T (ne2), Vs - - -5 Yne2), 215 22}
con coeficientes de estructura:
[zij, yi] = 2.
La dimension del nilradical en este caso (caso 4), es igual a la del caso estudiado en

la subseccién para my = {es — e3,e3 — e4} (caso 3),pero no se trata algebras de Lie
isomorfas.

En el siguiente esquema grafico, representamos la subdalgebra parabdlica p = g; X n en
sl(n +1,C).

11 P 1(n—2) z1

g1

21 P 2(n—2) 29

Y1

g1

Yn—-2

g1

Para este caso, de acuerdo a lo analizado en el Teorema , el conjunto W' esta
formado por las permutaciones o del intervalo inicial I,,,; que verifican:

o ') <o7M2), v oT'(i)<o7'(s), Vij:3<i<j<n,

por lo tanto, dados tres nimeros diferentes, ay,as, k € 1,11 tales que, a; < ao, existe
una tnica permutacién ¢ € W', cuya inversa es:

o 1,2,3,...,n+1) = (a1,a2,1,2,....,n+ 1,k)
—— ———

Int1—{a1,a2,k}

Como en el caso estudiado en la Subseccién (Caso 3 ), k puede ser menor que a,
mayor que as 0, a; < k < ag y en algunas ocasiones se hard necesario saber la relacion
entre ay,as v k.

El Caso 3 y el Caso 4, que estamos considerando, guardan muchas similitudes que
dejaremos en evidencia durante el transcurso de esta subseccion.
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Enunciaremos las caracteristicas de los elementos de W!, a través del siguiente teore-
ma.

TEOREMA 4.23. Para cada terna de numeros enteros a,b, c tales que 1 < a < b <c <
n + 1, se pueden determinar tres permutaciones pertenecientes al conjunto W*, o, 09 y
o3 tales que:

0'1(@) = 17 Ul(b) = 27 Ul(c) =n-+ 17
O'Q(a,) = 1, 0'2<b> =n-+ 1, O'Q(C) = 2,
os(a) =n+1, o3(b) =1, o3(c) =2,

1+2, 1<i<a

i1+1, a<i<b

1, b<i<c

1—1, c<i<n+1.

DEMOSTRACION. Tres ntimeros diferentes, ai,as, k € I, tales que a; < ao, deter-

minan una tnica permutacién o € W' que verifique las condiciones del Teorema que
cumpla que 07 1(1) = ay, 071(2) = ag, 07 (n+ 1) = k, su inversa es:

(26) o 1(1,2,...,n+1) = (a1,a2,1,2,...,n+ 1,k).
N——

I’n«+1 _{a’l ;a2 7k}

Dados entonces, a,b,c tales que 1 < a < b < c¢c < n+ 1, se pueden determinar tres

ternas diferentes, que cumplen con la condicion 1} si con (.) indicamos el elemento que
no esta en la lista, las inversas de cada una de estas permutaciones son:

o' (1,2,3,...,n4+1) = (a,b,1,...,@,...,b,....e....n+1,¢),
0y, 1(1,2,3,...,n+1) = (a,c,1,...,a,...,b,...,C,....,n+1,b),
o;M(1,2,3,....n+1)=(bc,1,....4,....b,....e...,n+1,a).
se puede concluir entonces, de forma inmediata que:
n
or= (il e T T B T e o),
por lo tanto:
Ul(a)zlu Ul<b):27 01<C):n+17

1+2, 1<i<a
1+1, a<i<b
1, b<i<ec
1—1, e<i1<n+1.
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- a—2 a—1 |111 a+1 - b—

(12 b+1 - c+1 ... n41
02_(34--~ a a+l . n)

1 b c—1 |c
at+2 - b |n+1| b+1 -+ c—1 |2| c

bl

por lo tanto:

o9(a) =1, oo(b) =n+1, os(c) = 2,

1+2, 1<i<a
1+1, a<i<b
1, b<i<ec
1—1, e<i1<n+1.

O'Q(i) =

o3 = (31 et nbal ey o 0 S e sl et i),

por lo tanto:

os(a) =n+1, o3(b) =1, o3(c) =2,

1+2, 1<i<a
1+1, a<i<b

o3(1) =
3(1) 1, b<i<c
1—1, c<i<n+1.
Con lo que queda demostrado este enunciado. O

Por el Lema |4.2 podemos asegurar que
n+1\/n+1-2 n(n? —1
‘le _ — ( )7
2 n—2 2
esta es otra coincidencia que presenta este caso con el Caso 3.

En el siguiente lema determinaremos los vectores de peso maximo correspondientes a
cada representacién irreducible de g; en términos de {e1, ea, ..., €11}

LEMA 4.24. Los vectores de peso maximo correspondientes a las representaciones irre-
ducibles de g1 son, para cada a < b < ¢, de la forma:

op—p=1|(1—a,2-0b2,...,2,1,...,1,0,...,0,—-1,...,—1.n+1—c],
——— ——— —— — ——

a—1 b—a—1 c—b—1 n+l—c
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ogp—p=11—-a,2—¢2,...,2,1,...,1,0,...,0,—1,...,—1.n+1—-0b],
e e N N —
a—1 b—a—1 c—b—1 n+l—c
Y
o3p—p=1[(1-b2—¢2,...,2,1,...,1,0,...,0,—1,...,—1,n+1—a
1 b—a—1 b—1 +1
a— —a— c—b— n+l—c

DEMOSTRACION. De acuerdo a lo establecido en el Teorema [4.3 el vector de peso
méximo correspondiente a una permutacién o € W' es

n+1

op—p= Z (i—o7'(2)) e

=1

Para cada a,b,c tal que 1 < a < b < c<n+ 1, existen tres permutaciones oy, 0, y o3 de
W1 cuyas inversas son:

-1 (1 2 | 34 . a+l ‘ a+2 - b b+1 - c—1 c on |n+1)
ab |12 a=1 |a+1l - b=1 |bt1l - c=1 lctl - n+l | ¢

b

-1 (12 34 - a+l ‘a+2 b b+1 - c—1 c
ac |12

en ’n+1)
-a=1 [a+1 - b=1 [b+1 - =1 [+l - ntl b

Y

*1_(12}34~-~ a+1‘a+2~-- b b+1 -+ c—1 c on ’n+1)
—\be |12+ a1 |a+l - b=1 b4l - c=1 lctl - nt+l | 0 />

o1
L
Ual
(3,4,...,n) — L...,a—la+1,....b—-1b+1....c—Lc+1l....n+1]|,
atl b—:zr— 1 c—v— 1 n-i?lr— c

explicitamente:

-1 _ -1 _ -1 _ (3 4 a+l |a+2 - b b+1 -+ c—1 c e
12 :

. n
0y =0y =03 = ~a=1 |a+1l - b=1 | b+l - c—1 lectl - n+1) :



2. COHOMOLOGIA TRIVIAL DEL NILRADICAL n DE UNA SUBALGEBRA PARABOLICA. 85

Si o es cualquiera de estas tres permutaciones, entonces:

a+1 b
op—p=1—0c 1))es +(2—0c2))es + Z(Z — o 1(i))e; + Z (i — o' (i))e;
= i=a+2
c—1 n
+ Y (=0t @))ei+ Y (i—o'@)ei+ (n+1—0 " (n+1))en
i=b+1 i=c
a+1 b
=(1-c'W)er+2-0"2)e2+2) et > e
=3 1=a+2
c—1 n
+0 Y e+ (1) et (n+1-0'(n+1))enn
i=b+1 i=c
Los vectores de peso maximo son entonces de la forma:
op—p=11-0c"11),2-0"%2),2,...,2,1,...,1,0,...,0,—1,....—1,n+1—c n+1)
~1 b—a—1 b—1 +1—

con
(1—a,2—bn+1—c¢) para o=o0;
(1-0'1),2-07"2),3-0"'3)) =< (1-a,2—c,n+1—b) para o=o0y
(1-b,2—c¢,n+1—a) para o=o03

quedando asi demostrado el teorema. 0

Enunciaremos y demostraremos el teorema que determina la dimensiéon de cada uno
de los espacios irreducibles en la descomposicion de Kostant.

De manera equivalente al Caso 3, estudiado en la Subseccién 2.4 la dimensién de
cada representacién irreducible, sélo depende de los valores a,b,c que caracterizan al
correspondiente elemento de W' y del valor n, segiin el algebra A, en la que estemos
trabajando.

TEOREMA 4.25. Sean oy, 09,03 € W, determinadas por a,b,c tales que 1 < a < b <
c<n-+1. Entonces

dim V777 = b= CLLQ((Cn__a))(C i (a ﬁ 1) (b ﬁ 1) (Cﬁ 1),
dim V> = (e aiQ((bn__a);C 2 (a ﬁ 1) (bﬁ 1) (cﬁ 1)’
(
)

=I)GI)E)

1
osp-p _ (€= D)*(c—a)
dim V{ 20— 1
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DEMOSTRACION. La férmula para determinar la dimensién de una representacién
irreducible de peso maximo op — p obtenida en el Teorema [4.4] es:

dim Vvlapfp _ H U_l(j) B U_l(i).

j—i
(ei—ej)€AT
Como en este caso,
+ _

AT ={e; —ex}U {e3 —eyq,e3—e5,...,63 — €y,

€4 — €5,...,64 = €,
. 7

€n—1— 671}

la expresion para la dimension es entonces

(27) gimypee = C A=)y @ Zod)

2-1 3<i<j<n J—i

Dados a,b,c tales que 1 < a < b < c <n+ 1 las inversas de las correspondientes o7,
02y O3, SON:

0_71_(123--~ a - b -« ¢ .. n n+1) 071_(123~~- a - b - ¢ .. n n+1)
1 7" \abl- a—2- b-1:+ c+1..n+1 ¢ ’ 2 “\acl- a2 b—1 c+1l..n+1 b y
0_—1_(123-~~ a - b - ¢ .. n n+1)

3 — \becl- a2+ b-1- ctl..n+l a .

Las tres funciones inversas son iguales en I, ;1 — {1,2,n+1}. Restringiendo el dominio
de las permutaciones a I,,;1 — {1,2,n + 1} y llamando o~ ! a la restriccién, se tiene:

-1 _ -1 _ -1 _ —1_ (34 a+l|at2 - b | bl c=1] c - n
(28> g =0, =0y =03 = (1 2 a—1 | a+l - b—1]| b+l - c—1 I e+l = ntl )

Para desarrollar el numerador de la ecuacion (27)), tengamos en cuenta que

Vi,j: 3<i<j<n, o'(i)=h<o '(j) =k,
con
o '(i)=h€ L —{a,bc} ¥y
o '(j)=k€ I, —{a,b,c}.
Por lo tanto:
II -y ="JI &-n,
3<i<j<n 1<h<k<n+1
h,k¢{a,b,c}

como el nombre de las variables no afecta el resultado utilizaremos i, j en lugar de h, k.
Ast:
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(29)

I[I 'H-c@)= J[ G-

3<i<j<n 1<i<j<n+1

1,5¢{a,b,c}

Resolviendo de forma similar a los casos estudiados anteriormente, teniendo en cuenta
los factores que no aparecen en el numerador y el resultado obtenido en ([29)), el cociente
se puede expresar como sigue:

3<i<j<n

1<i 1_[< +1(j7i)
i _ . <i<g<n
[[ Q=00 itlnie)
j—i I_G-i"
3<i<j<n
I G-19
1<i<j<n+1
) a—l L= =" ) n+1 ' ntl ntl ’
II G- -Il(e=d)- [T—=0)-[I(c=4)- II G—a)- II (G=0b- I (G—¢
3<i<j<n i=1 i=1 i=1 j=a+1 j=b+1 j=c+1
J#b,j#c Jj#c

1<i<j<n 1<i<n
) ) a—1 ) b—1 ] c—1 ) n+1 ] n+1 ] n+1 ) ’
[I G=o-Il(a=d-TT®G—-2)-II(c=)- II G—a)- II G=0)- 1T G—¢
3<i<j<n i=1 i=1 i=1 j=a+1 j=b+1 j=c+1
j#b e je

OG-0 I G9 I nr1-9)

i=1j=i+1 3<i<j<n 1<i<n
) ) a—1 ) b—1 ] c—1 ) n+1 ) n+1 ] n+1 ) ’
II G- -Il(e=d)- [T(—0)-TI(c=4)- II G—a)- II (G=0b- Il (G—¢)
3<i<ji<n =1 i=1 i=1 j=a+1 j=b+1 Jj=c+1
b je

i=1j=i+1 1<i<n

a—1 ) b—1 ) c—1 ) n+1 ) n+1 ) n+1 ) ’
[Ta=d)- JT(=4) [T(c=i)- I G—a)- II G—=0)- II (-0
i=1 i=1 i=1 j=a+1 j=b+1 j=c+1

(b—a)(c—a)c=b) 11 G-1- I (G-2)-[T(n+1-0)
Jj=1+1 J=2+1 =1
a—1 b—1 c—1 n+1 n+1 n+1 ’
M- G- Te—0- T G-a- T G- 11 G-0
=1 i=1 =1 j=a+1 j=b+1 j=c+1

(b—a)(c—a)(c=b)(n—1!(n—-2)In!

S a=DO-De—D(n+1-a)l(n+1-b)!(n+1-c)

S v ) | O [
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Hemos probado que, para oy, 03 v 03,

Y = R )| ()| A

Para finalizar la demostracién, distinguiremos los tres tipos de permutaciones.

s Para

o _(123~- a - b - ¢ .. n n+1)
1 — \abl--a—2-b=1: c+tl .. n+l ¢

2-1 3<i<j<n J=
(b—a)(c—a)(c=b)( n n n
=(b—a) 2 (7 _ _ _
n?(n—1) a—1)\b—1/\c—1
= Para
051:(12? alo bfl c—&c-l.niln—li_l)

s _ 03 (2) = 03 (1) o (j) —o (i)
dim Vj = 51 H

3<i<j<n J—i
(b—a)(c—a)(c=b)( n n n
=(c—a) Y B B B
n?(n—1) a—1/\b—1/\c—1
= Para
0-3_1 = (ll) z ? aEQ bﬁl chrl . nil nzl)

dimyeos - @ =o' o) =07

—eon ) 6 ()

OBSERVACION 4.26. Las férmulas encontradas para determinar la dimensién de cada
representacion irreducible, coinciden con las del Caso 3, mo = {eg — e3,e3 — e4}.
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OBSERVACION 4.27. La férmula para la dimension de una representacion irreducible
dada por el Teoremal[4.25, se puede expresar de forma general cuando o es una permuta-
cton de cualquiera de los tres tipos o1, 09 0 03. Es decir, si

L (1 2 3 - n a4+l
g o a; Qs 1 -+ n+1 k

conl<a; <ay<n+1,k#a yk#as,

. - k—ail[k—as| (" n n "
1 op—p _ _ 2| L .
(31) dim V{ (ag —ay) n2(n—1) ar—1/\as —1)\k—-1

Para finalizar esta subseccién, enunciaremos férmulas para determinar la dimensién
del espacio H*(n).

En el Teorema {4.25| encontramos férmulas para determinar la dimensiéon de cada re-
presentacién irreducible para el Caso 4, mop = {ey — e3,€, — €,11}, que coinciden con las
determinadas para el Caso 3, mp = {es — e3,e3 — e4}. Estas coincidencias nos permiten
hacer las siguientes afirmaciones.

TEOREMA 4.28. La dimension del espacio de cohomologia total para el nilradical de
la subdlgebra parabdlica (contenida en una subdlgebra de tipo A, ), parametrizada por el
subconjunto de raices simples mo = {es — €3, €, — €n11}, que llamaremos TH es

—QZXN: g:l (c—a) c_([z(bz)a)(aﬁ1><bﬁ1)(cﬁ1>'

a=1 b=a+1 c=b+1

Un resultado equivalente para el calculo de la dimensién de la cohomologia es:

PROPOSICION 4.29. TH se puede calcular también, utilizando alguna de las dos for-
mulas siguiente:

(82) THn)= Zn: % f@ -yt ;;&Hﬁ I)a2| (aln_ 1> (a2n_ 1> (k: - 1)’

a1=1as=a1+1 k=1

o9 r =533 e o S () () 6)

a1=0 a2=0 k=0
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3. Conclusiones

3.1. Caso 1: mp = {e1 —eg,e0 — ez} y Caso 2: w1y = {e; — ea, €, — €501}

En la Subseccion estudiamos el Caso 1, correspondiente a la subalgebra parabdlica
parametrizada por mg = {e; — e, e3 — e3} y en la Subseccién estudiamos el Caso 2,
correspondiente a la subalgebra parabdlica mp = {e; — €2, e, — €41}

En la siguiente tabla expondremos datos relevantes entre estos dos casos, cuyos nilra-
dicales no son isomorfos como algebras de Lie.

Caso 1 Caso 2
dimn 2n—1
dim 3 n—1 1
Ym, M: 1 _ (1 234 ntl -1 123+ n ntl
1<m<M<ntl || ImM = (m M12 n+l) Om,M = (m 12 ntl M )
Tt = (a2 n) | Tmar = (ar T2 ")

dim V7P=° M;m (mqil) (Mn—l)
TH(n) 2>

3.2. Caso 3: mp = {es —e3,e3 — ey} y Caso 4: my = {es — e3,€, — €pi1}-

En la Subseccién 2.4 estudiamos el Caso 3 , correspondiente a la subdlgebra parabdlica
parametrizada por myp = {es — e3,e3 — €4} y en la subseccion estudiamos el Caso 4,
correspondiente a la subalgebra parabdlica my = {e3 — €3, €, — €,41}-

En la siguiente tabla expondremos datos relevantes entre estos dos casos, cuyos nilra-
dicales no son isomorfos como algebras de Lie.
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Caso 3 Caso 4
dimn 3n—4
dim 3 on —4 2
Va,b,c: ot =(aritonn) ot =it
I<a<b<ce<n+1|oyt= (1234 ntly oot — (128 n nil)
oyt =(roi i) ot =it
dim Vorr—p = Coalfoafest) () (n (1)
dim VP dim Voer—p = (el bma)ebl(n y(n y(m)
dim Voor—e = (thegoa (n ) () (1)
TH() £ 55 st () ()( )

4. Tablas de Cohomologia Total, Caso 3, myp = {es — e3,e5 — €4}

Para el caso estudiado en las Subsecciones y [2.3] se encontré una férmula cerra-
da para determinar la cohomologia total y a partir de esta férmula determinaremos el
comportamiento asintético. Para el caso my = {es — e3,e3 — e4}, de las férmulas de TH
obtenidas no es posible estudiar el comportamiento asintético. Por esto y para entender
cualitativamente y ayudar a inferir su comportamiento asintético calculamos los valores

TH (n) para tantos valores de n como fue posible usando la computadora.

En las siguientes tablas volcamos los valores de T'H; la sucesiéon crece rapidamente
alcanzando grandes magnitudes ya para n no tan grandes, como por ejemplo TH(100) =
2,112827363 x 10%7. Estos resultados se utilizaran en el siguiente capitulo para estudiar

y conjeturar el comportamiento asintético de T'H.

91
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n

TH

n

TH

CO O Ot i W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

20
116
728
4792
32568
2,26480 x 10°

1,602392 x 106

1,1491016 x 107

8,3299112 x 107
6,09213640 x 103
4,488599200 x 10°
3,327930016 x 1010
2,480699024 x 10
1,857810734 x 1012
1,397027248 x 1013
1,054330828 x 1014
7,982602458 x 10
6,061244005 x 10'°
4,614286532 x 1016
3,521002749 x 107
2,692496279 x 10'8
2,062959375 x 10
1,583444666 x 10%°
1,217390676 x 10%!
9,373833177 x 102!
7,227964185 x 1022
5, 580624823 x 10%3
4,313986081 x 1024
3,338632581 x 10
2, 586549345 x 10%6
2,005886715 x 1027
1,557038574 x 1028
1,209694817 x 10%°
9,406193837 x 10%
7,319706630 x 1030
5,700286430 x 103!
4, 442280606 x 1032
3,464223911 x 1033
2,703224411 x 1034
2,110673229 x 10%
1, 648960266 x 1036
1, 288955926 x 1037
1,008077262 x 1038
7,888008174 x 1038
6,175174413 x 1039
4,836493532 x 1010
3, 789685885 x 10*!
2,970703148 x 10*2

51
52
93
54
95
o6
o7
o8
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

2, 329653991 x 10%3
1,827649143 x 10%
1,434356082 x 10%°
1,126102068 x 1046
8, 844012999 x 1046
6,948104773 x 10%7
5,460388430 x 1048
4,292556337 x 10%
3, 375507706 x 10°0
2,655146088 x 10°!
2,089102554 x 10°2
1,644179122 x 10°3
1,294352990 x 10°*
1,019217679 x 10°°
8, 027648206 x 10°°
6,324316463 x 10°6
4,983558856 x 10°7
3,927926266 x 10°8
3,096577334 x 10°
2,441702005 x 100
1,925718878 x 101
1,519078089 x 102
1, 198538209 x 1093
9,458144137 x 1093
7,465175371 x 1064
5,893211299 x 109°
4,653073118 x 1096
3,674528672 x 107
2,902253959 x 1098
2,292658517 x 1069
1,811389189 x 107
1,431366738 x 107!
1,131241155 x 107
8,941760477 x 1072
7,068917567 x 1073
5,589119488 x 10™
4,419702705 x 107
3,495429502 x 1076
2,764805300 x 1077
2,187176379 x 1078
1,730442142 x 107
1,369251408 x 1080
1,083580047 x 108!
8,576091060 x 108!
6, 788397645 x 1082
5,373950112 x 1083
4,254685317 x 1084
3, 368897050 x 108°
2,667801844 x 1086
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n

TH

n

TH

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149

2,112827363 x 1057
1,673470965 x 1088
1,325608288 x 108
1,050157070 x 10%
8,320214387 x 10%
6,592576657 x 1091
5,224148413 x 102
4,140137109 x 10?3
3,281346667 x 109
2,600919878 x 10
2,061762394 x 10%
1, 634505429 x 10°7
1,295894315 x 10%
1,027513728 x 10%
8,147791317 x 10%
6,461387359 x 10100
5,124419683 x 10101
4,064396487 x 10192
3,223883605 x 10103
2,557372609 x 10104
2,028801269 x 1019
1,609590263 x 10106
1,277088497 x 1007
1,013341878 x 10108
8,041181278 x 1008
6, 381343369 x 10109
5,064450379 x 1010
4,019574006 x 101!
3,190471045 x 10112
2,532539533 x 10113
2,010406567 x 10114
1,596016535 x 1015
1,267115830 x 1016
1,006051700 x 1017
7,988200534 x 10117
6,343105384 x 10118
5,037079946 x 10'1?
4,000178377 x 1020
3,176896932 x 102!
2,523189153 x 10122
2,004098578 x 1023
1,591881060 x 10'24
1,264515336 x 10'25
1,004521477 x 10126
7,980235187 x 10126
6, 340057505 x 1027
5,037226224 x 10128
4,002305011 x 10129
3,180160945 x 1030
2,527015668 x 103!

150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199

2,008105012 x 1032
1,595821435 x 10133
1,268239575 x 10134
1,007945821 x 10135
8,011091834 x 103>
6,367436529 x 1036
5,061225581 x 10137
4,023135753 x 10138
3,198095107 x 10%?
2,542351142 x 10140
2,021142546 x 104!
1,606850199 x 1042
1,277528690 x 10143
1,015739989 x 10144
8,076270434 x 10144
6,421779192 x 1014°
5,106412583 x 10146
4,060619155 x 10147
3,229120499 x 10148
2,567980333 x 10147
2,042275849 x 100
1,624247463 x 10!
1,291828623 x 102
1,027477563 x 1013
8,172489250 x 10153
6, 500559970 x 10154
5,170843766 x 10%°
4,113259760 x 1016
3,272086477 x 107
2,603017980 x 10%®
2,070823898 x 101%?
1,647489377 x 10169
1,310736470 x 10'61
1,042848699 x 10'62
8,297365856 x 10162
6,601947262 x 10163
5,253111236 x 10164
4,179975559 x 10162
3,326161649 x 1066
2, 646825395 x 10167
2,106296156 x 1068
1,676199283 x 10169
1, 333963088 x 10'70
1,061631501 x 107!
8,449197867 x 107!
6, 724635427 x 10172
5,352213985 x 10173
4, 259999387 x 10174
3,390758300 x 1017
2,698952529 x 10176
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n

TH

n

TH

200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249

2,148348150 x 10177
1,710113645 x 10178
1,361306970 x 1017
1,083671976 x 1080
8,626809164 x 1080
6, 867726785 x 10181
5,467467325 x 10182
4, 352809397 x 10'83
3,465479013 x 1084
2, 759096984 x 1018
2,196749995 x 1086
1,749057880 x 1087
1,392635670 x 10188
1,108869764 x 1089
8,829440231 x 10189
7,030647333 x 10190
5,598438102 x 10191
4, 458079261 x 10192
3, 550078380 x 10193
2,827074572 x 10194
2,251363755 x 1019
1,792928936 x 10196
1,427872408 x 107
1,137167831 x 10198
9,056668861 x 10198
7,213085728 x 10199
5, 744897747 x 10200
4,575642029 x 1020
3,644435187 x 10292
2,902797903 x 10203
2,312126951 x 10204
1,841682601 x 10205
1, 466986296 x 10296
1,168544944 x 10207
9,308352201 x 10207
7,414948657 x 10298
5,906787887 x 10209
4,705463650 x 10210
3, 748532011 x 10211
2,986260664 x 10212
2,379040459 x 10213
1,895324179 x 10214
1,509985151 x 1021°
1,203010135 x 10216
9, 584584070 x 10216
7,636327939 x 10217
6,084195008 x 10218
4,847623434 x 10219
3, 862440168 x 10220
3,077526024 x 1022

250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299

2,452159564 x 10772
1,953901592 x 10223
1,556910181 x 1022
1,240598602 x 10%%°
9, 885663412 x 10%%°
7,877476219 x 10226
6,277331711 x 10%%7
5,002299615 x 10228
3, 986308585 x 10229
3,176718051 x 10230
2,531587355 x 10231
2,017500290 x 10232
1,607832065 x 10233
1,281368691 x 10234
1,021207100 x 10%3°
8,138789014 x 1023°
6, 486522887 x 10236
5,169758700 x 10237
4,120355595 x 10238
3,284015402 x 10239
2,617469858 x 10240
2,086239506 x 10241
1,662848065 x 10242
1,325399671 x 10243
1,056445235 x 10244
8,420791574 x 10244
6, 712195606 x 1024
5,350347689 x 10246
4, 264862954 x 10247
3,399646714 x 10248
2,709992499 x 10249
2,160269541 x 10%%°
1,722079944 x 10251
1,372790135 x 10252
1,094360543 x 102%3
8,724129422 x 10%%3
6, 954871859 x 10254
5, 544488507 x 10%%°
4,420171575 x 10256
3, 523887340 x 10257
2,809377600 x 10258
2,239769834 x 10259
1, 785672488 x 10269
1,423656873 x 10261
1,135047198 x 10262
9,049561772 x 10262
7,215163527 x 10263
5, 752674168 x 10264
4,586678594 x 10265
3,657057109 x 10266




4. TABLAS DE COHOMOLOGIA TOTAL, CASO 3, mo = {es — €3, e3 — €4}

n

TH

n

TH

300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349

2,915882671 x 1027
2,324947678 x 10268
1,853792525 x 10269
1,478134120 x 1027
1,178613193 x 1027
9,397957230 x 10271
7,493769128 x 10272
5,975466309 x 1027
4,764835516 x 1027
3,799518928 x 1027
3,029799362 x 10276
2,416037419 x 10277
1,926628333 x 10278
1,536373119 x 1027
1,225180003 x 10280
9,770291336 x 10280
7,791471998 x 10281
6,213493851 x 10282
4,955147224 x 10?33
3,951678061 x 10284
3,151452938 x 1028°
2,513300086 x 10286
2,004389366 x 10287
1,598541925 x 10288
1, 274882452 x 10%%9
1,016764563 x 10290
8,109139656 x 1029
6,467452579 x 10291
5,158171720 x 10292
4,113981971 x 10%%
3,281202190 x 10294
2,617023349 x 1029
2,087306252 x 1029
1,664825421 x 1027
1,327868742 x 10298
1,059120801 x 10299
8,447724173 x 10299
6, 738105512 x 10300
5,374520467 x 10301
4, 286920639 x 10392
3,419439728 x 10393
2, 727521776 x 10304
2,175631021 x 1039
1,735425516 x 10396
1,384300620 x 10307
1,104227415 x 10398
8, 808263398 x 10308
7,026283932 x 10399
5,604859262 x 10310
4,471027296 x 103!

350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399

3, 566592592 x 10312
2,845137350 x 10313
2,269637522 x 10314
1,810561495 x 10315
1,444353671 x 10316
1,152224992 x 10317
9,191882943 x 10317
7,332889023 x 10318
5, 849909584 x 10319
4,666879527 x 10320
3,723123154 x 103!
2,970240200 x 10322
2,369622036 x 10323
1,890470516 x 1032
1,508217719 x 10325
1,203265467 x 10326
9,599798851 x 10326
7,658894042 x 10327
6,110450351 x 10328
4,875100699 x 10329
3, 889530285 x 10330
3,103229549 x 10331
2,475904035 x 10332
1,975408223 x 10333
1,576097332 x 10334
1,257512530 x 10335
1,003332088 x 10336
8,005346977 x 10336
6, 387320077 x 10337
5,096361709 x 10338
4,066350754 x 10337
3,244534849 x 10340
2,588827100 x 1034
2,065649493 x 10342
1,648212414 x 10343
1,315142103 x 10344
1,049385641 x 10340
8,373373680 x 1034
6,681419394 x 10346
5, 331383009 x 10347
4,254160871 x 10348
3,394617096 x 10349
2, 708759984 x 10370
2,161489286 x 103%!
1,724798898 x 10352
1,376342901 x 10353
1,098291485 x 10374
8, 764181442 x 1037
6,993713925 x 103%°
5, 580936919 x 103%6
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4. COHOMOLOGIA DE NILRADICALES DE SUBALGEBRAS PARABOLICAS DE TIPO A4,

n

TH

n

TH

400
401
402
403
404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422
423
424
425
426
427
428
429
430
431
432
433
434
435
436
437
438
439
440
441
442
443
444
445
446
447
448
449

4,453578341 x 1037
3,553970329 x 1038
2,836097809 x 10359
2,263243611 x 10369
1,806109513 x 10361
1,441317045 x 10362
1,150211266 x 10363
9,179063003 x 10363
7,325237507 x 10364
5, 845850213 x 10365
4,665264342 x 10366
3,723123289 x 10367
2,971263405 x 10368
2, 371250596 x 10369
1,892414654 x 10370
1,510280759 x 10371
1,205317890 x 10372
9,619400995 x 10372
7,677095750 x 10373
6,127006978 x 1037
4,889925814 x 1037
3,902641260 x 10376
3,114708781 x 10377
2,485871672 x 10378
1,984003320 x 1037
1,583465127 x 10380
1,263796127 x 10381
1,008667282 x 10382
8,050469951 x 10382
6,425351743 x 10383
5,128317968 x 10384
4,093128080 x 1038°
3, 266916738 x 10386
2,607492861 x 10387
2,081184152 x 10388
1,661116919 x 103%9
1,325843280 x 10390
1,058245596 x 10391
8,446621345 x 10391
6, 741892892 x 10392
5, 381247023 x 10393
4,295228328 x 1039
3,428402620 x 103%
2,736526183 x 1039
2, 184286560 x 10397
1,743499494 x 10398
1,391669901 x 10399
1,110843376 x 10400
8, 866895732 x 10400
7,077706358 x 10401

450
451
452
453
454
455
456
457
458
459
460
461
462
463
464
465
466
467
468
469
470
471
472
473
474
475
476
477
478
479
480
481
482
483
484
485
486
487
488
489
490
491
492
493
494
495
496
497
498
499

5,649573161 x 10702
4, 509629693 x 10403
3,599716213 x 10404
2,873411170 x 100°
2,293661932 x 10406
1,830893774 x 10407
1,461500573 x 10498
1,166640164 x 10409
9,312728458 x 10409
7,433939624 x 10410
5,934213724 x 1041
4,737065536 x 10%12
3,781443790 x 10413
3,018616508 x 10414
2,409684950 x 1041°
1,923599288 x 10416
1,535574748 x 10417
1,225827383 x 10%18
9, 785649800 x 10418
7,811816017 x 1019
6, 236146659 x 10420
4,978317638 x 102!
3,974210315 x 10422
3,172641798 x 10423
2,532754997 x 10424
2,021935307 x 10%2°
1,614147651 x 10%26
1, 288609060 x 10427
1,028729074 x 10428
8,212639337 x 10428
6, 556414216 x 10429
5,234219165 x 10430
4,178681814 x 103!
3,336019454 x 10432
2,663297678 x 10433
2,126242050 x 10434
1,697491249 x 10%3
1,355202601 x 1036
1,081938917 x 1037
8,637798819 x 10%37
6,896126918 x 10438
5,505657842 x 10439
4,395567910 x 10440
3,509316730 x 10%4!
2,801766439 x 10442
2,236881990 x 10443
1,785895289 x 10%44
1,425839620 x 10%45
1,138379655 x 1046
9,088774453 x 1046




4. TABLAS DE COHOMOLOGIA TOTAL, CASO 3, mo = {e2 —e3,e3 —e4}

n

TH

n

TH

500
501
502
503
004
205
506
207
208
509
510
511
512
513
514
515
516
017
018
519
520
521
522
5923
524
925
526
027
928
529
530
531
532
933
534
935
536
537
5938
539
040
041
042
043
544
545
546
047
548
549

7,256467814 x 10%7
5,793579356 x 10448
4,625624548 x 10449
3,693137898 x 10450
2,948644312 x 10!
2,354241242 x 10%52
1,879668417 x 10%3
1,500766834 x 10%4
1,198248502 x 10455
9,567142681 x 10%%°
7,638697039 x 10%%6
6,098990997 x 1047
4,869656910 x 10458
3, 888126580 x 10459
3,104445774 x 10460
2,478731053 x 10461
1,979139363 x 10462
1,580247014 x 10463
1,261755503 x 10464
1,007458249 x 10465
8,044156682 x 10465
6,422965559 x 10466
5, 128522526 x 10467
4,094968238 x 10468
3,269718747 x 10469
2,610789401 x 10%70
2,084658218 x 10*7!
1,664560004 x 10472
1,329124348 x 10*™3
1,061288192 x 10%™
8,474276000 x 1047
6, 766645503 x 1047
5,403134611 x 10476
4,314392839 x 10477
3,445046721 x 10478
2, 750882691 x 1047
2,196597800 x 10480
1,754003807 x 10481
1,400593243 x 10482
1,118394505 x 10%83
8,930576987 x 10483
7,131247412 x 10484
5, 694465620 x 10%8°
4, 547177702 x 10486
3,631051033 x 10%87
2,899507578 x 10488
2,315355103 x 10489
1,848895756 x 10490
1,476415843 x 10%1
1,178979940 x 10492

950
951
952
953
554
955
956
957
958
5959
560
961
562
563
564
265
566
o967
268
269
970
571
D72
573
074
975
o976
o7
278
979
580
581
582
o83
584
585
o986
287
o988
589
990
991
992
993
594
995
996
297
998
999

9,414680316 x 1072
7,518066744 x 10493
6,003551058 x 10494
4,794150539 x 1049
3, 828393299 x 10496
3,057192915 x 10497
2,441352853 x 10498
1,949573749 x 10499
1, 556862240 x 10590
1,243260394 x 10591
9,928311700 x 105!
7,928482916 x 10592
6,331493533 x 10993
5,056192698 x 10994
4,037778010 x 10°9°
3,224501822 x 109
2,575041170 x 10507
2,056397582 x 10°08
1,642220029 x 10599
1,311465748 x 10510
1,047330867 x 1051
8,363964719 x 10°!1
6,679467096 x 10512
5,334242636 x 10713
4, 259955301 x 10°14
3,402033906 x 10°1°
2, 716899340 x 10°16
2,169750361 x 10517
1,732795440 x 10°18
1,383840781 x 10519
1,105162781 x 10520
8,826076115 x 10720
7,048721871 x 10°2!
5,629299613 x 10°22
4,495723914 x 1052
3,590427625 x 10524
2,867437700 x 10°%°
2,290040016 x 10°26
1,828914544 x 10%27
1,460646133 x 10528
1,166535249 x 10529
9, 316482408 x 10°%?
7,440588987 x 10°30
5,942427646 x 10°31
4,745934350 x 10°32
3,790362812 x 1033
3,027199665 x 10934
2,417700915 x 1053°
1,930924545 x 10536
1,542159335 x 10537
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4. COHOMOLOGIA DE NILRADICALES DE SUBALGEBRAS PARABOLICAS DE TIPO A4,

n

TH

n

TH

600
601
602
603
604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625
626
627
628
629
630
631
632
633
634
635
636
637
638
639
640
641
642
643
644
645
646
647
648
649

1,231670111 x 10°%8
9, 836956843 x 10938
7,856485859 x 10°39
6,274759719 x 10540
5,011492243 x 10°4!
4,002563372 x 10742
3,196763875 x 10°43
2,553195586 x 10°44
2,039195157 x 10%%°
1,628675911 x 10546
1, 300803592 x 10547
1,038938763 x 10°48
8,297921803 x 10748
6,627502284 x 10549
5,293361951 x 10°%0
4, 227800150 x 10°°!
3, 376746496 x 10°°2
2,697016551 x 10°%3
2,154120072 x 10°%4
1,720510556 x 10955
1,374187236 x 10°°6
1,097578548 x 10557
8, 766504044 x 10%°7
7,001940056 x 10°°8
5,592570397 x 10959
4, 466894005 x 10°60
3, 567803670 x 10°6!
2, 849688291 x 10562
2,276118528 x 10763
1,817998382 x 10564
1,452088913 x 10995
1,159829156 x 10566
9,263944117 x 10°66
7,399441135 x 10°67
5,910211159 x 10°68
4,720719078 x 10°%9
3, 770634135 x 10570
3,011769337 x 10°7!
2,405636981 x 10572
1,921496259 x 10°73
1,534793885 x 10°74
1,225918611 x 1057
9,792064703 x 10°7°
7,821462466 x 10°76
6, 247448835 x 10°77
4,990206285 x 10°78
3,985982013 x 1057
3, 183854497 x 1080
2, 543150889 x 10°8!
2,031384244 x 10582

650
651
652
653
654
655
656
657
658
659
660
661
662
663
664
665
666
667
668
669
670
671
672
673
674
675
676
677
678
679
680
681
682
683
684
685
686
687
688
689
690
691
692
693
694
695
696
697
698
699

1,622605947 x 10°%3
1,296089749 x 10°84
1,035280691 x 10°%5
8, 269555670 x 10°8°
6,605523710 x 10586
5,276347042 x 10587
4,214639790 x 10°88
3, 366577244 x 10°89
2,689166616 x 10°9
2, 148067098 x 10%91
1,715848644 x 10°°2
1,370601197 x 10°93
1,094823807 x 10°94
8, 745373259 x 10994
6, 985756718 x 1059
5,580197239 x 1059
4,457451493 x 10%97
3,560612251 x 10°98
2, 844223464 x 10°%
2,271975910 x 10600
1, 814866570 x 10901
1,449728405 x 1002
1,158055999 x 10693
9,250675273 x 10603
7,389554752 x 10604
5,902881481 x 10605
4,715316078 x 10606
3, 766678102 x 10907
3,008895836 x 10608
2,403569836 x 10609
1,920026752 x 10510
1,533764758 x 1011
1,225211789 x 10612
9, 787336353 x 10612
7,818416321 x 10613
6,245597611 x 10614
4,989191050 x 1061°
3, 985540188 x 10616
3, 183795554 x 10617
2,543337938 x 10618
2,031720127 x 10619
1,623022757 x 10520
1,296540974 x 102!
1,035735330 x 10922
8,273937585 x 10622
6,609621538 x 10623
5,280096322 x 10624
4,218013787 x 106%°
3,369574319 x 10626
2,691801163 x 10927




4. TABLAS DE COHOMOLOGIA TOTAL, CASO 3, mo = {e2 —e3,e3 —e4}

n

TH

n

TH

700
701
702
703
704
705
706
707
708
709
710
711
712
713
714
715
716
717
718
719
720
721
722
723
724
725
726
727
728
729
730
731
732
733
734
735
736
737
738
739
740
741
742
743
744
745
746
747
748
749

2,150363119 x 10578
1,717835275 x 10629
1,372309643 x 10630
1,096285312 x 10931
8, 757818801 x 10631
6, 996312386 x 10932
5,589118329 x 10533
4,464967357 x 10634
3,566926347 x 1063°
2,849514443 x 10936
2,276399325 x 10637
1,818556908 x 10938
1,452801247 x 10939
1,160610163 x 10640
9,271871190 x 10540
7,407117988 x 10641
5,917414424 x 10642
4,727326051 x 10543
3,776591178 x 10644
3,017068943 x 1064
2,410301302 x 10646
1,925565406 x 10647
1,538317748 x 10648
1,228951263 x 10649
9,818024275 x 10649
7,843580751 x 106%0
6,266217564 x 106°1
5,006075461 x 10652
3, 999356666 x 10653
3,195094455 x 10954
2,552572490 x 1065
2,039263204 x 10956
1,629180844 x 106°7
1,301565769 x 10958
1,039833370 x 10959
8,307343910 x 10959
6,636841313 x 10660
5,302265619 x 10661
4,236062183 x 10662
3, 384261952 x 10663
2,703749250 x 10664
2,160079058 x 1066°
1,725733273 x 10666
1,378727659 x 10967
1,101498960 x 10%68
8,800158203 x 1068
7,030685174 x 10969
5,617015260 x 10670
4,487602025 x 10671
3, 585286318 x 10672

750
751
752
753
754
755
756
757
758
759
760
761
762
763
764
765
766
767
768
769
770
771
772
e
774
775
776
T
778
779
780
781
782
783
784
785
786
787
788
789
790
791
792
793
794
795
796
797
798
799

2, 864403048 x 10573
2,288469788 x 1067
1,828340208 x 1067
1,460728846 x 10676
1,167032546 x 10677
9,323888992 x 10677
7,449240290 x 10678
5,951516381 x 1067
4,754929056 x 10680
3, 798929259 x 10981
3,035142778 x 10682
2,424922135 x 10583
1,937390743 x 10684
1,547880366 x 10985
1,236682768 x 10686
9, 880523870 x 10686
7,894095516 x 10987
6,307039094 x 10588
5,039058588 x 10589
4,026002402 x 1069
3,216617250 x 10991
2, 569954750 x 10692
2,053299483 x 10693
1,640513650 x 10994
1,310714568 x 1069
1,047218076 x 10696
8,366943905 x 106%
6, 684936811 x 10997
5,341072529 x 10598
4,267370619 x 1069
3,409517833 x 107
2,724120310 x 1070
2,176508235 x 10792
1,738981877 x 10703
1,389410275 x 10794
1,110111659 x 107%
8, 869589628 x 1079°
7,086651779 x 10796
5,662123806 x 10797
4, 523955554 x 10708
3,614581287 x 10799
2, 888007780 x 10710
2,307487815 x 1071
1,843661416 x 107'2
1,473070759 x 10713
1,176973650 x 10714
9,403955358 x 10714
7,513720982 x 1071°
6,003441084 x 10716
4,796739402 x 10717

99



100 4. COHOMOLOGIA DE NILRADICALES DE SUBALGEBRAS PARABOLICAS DE TIPO A4,

n TH
800 | 3,832592782 x 10718
900 | 6,939348990 x 10898
1000 | 1,272166162 x 1089
1100 | 2,355790595 x 10989
1200 | 4, 398816521 x 10107
1300 | 8,271097776 x 10169
1400 | 1, 564477105 x 101260
1500 | 2,974389166 x 10350
1600 | 5,680175198 x 10440
1700 | 1,088995705 x 101731
1800 | 2,095060406 x 101621
1900 | 4, 043057502 x 10171
2000 | 7,823992247 x 101801
2100 | 1,517869252 x 101892
2100 | 6,828208354 x 1089°
2200 | 2,951389596 x 101982
2300 | 5, 750653813 x 102072
2400 | 1,122612553 x 102163
2500 | 2,195317871 x 102273
2600 | 4,299921676 x 102343
2700 | 8,434644156 x 102433
2800 | 1,656796932 x 102524
2900 | 3,258563819 x 102614
3000 | 6,416526748 x 102704
4000 | 5,920197537 x 103697




Capitulo 5

Comportamiento asintético de la cohomologia total

En los capitulos anteriores hemos descripto la cohomologia de algunas sucesiones de
algebras de Lie. Entender estas familias como un objeto puede develar importantes es-
tructuras subyacentes. En distintas areas de la matematica se estudian los fenémenos de
estabilizacion cohomologica.

En este capitulo analizamos el comportamiento asintético de la cohomologia total de
los nilradicales de las algebras parabdlicas estudiadas en el capitulo anterior. El capitulo
esta estructurado en tres secciones, la seccion 1 corresponde al caso determinado por el
subconjunto de raices simples myp = {e; — eg,e5 — e3} y la seccién 2 corresponde al caso
o = {e1—ea, en—eny1} (cuyo nilradical es el dlgebra de Heinsenberg de dimensién 2n+1).
En estos dos casos obtuvimos una férmula cerrada, la misma en ambos casos. A partir de
ésta determinamos el comportamiento asintotico buscado.

En la seccién 3 se estudia el caso correspondiente a my = {es — e3,e3 — €4}, como
para este caso no se pudo determinar una férmula cerrada para la cohomologia total, el
comportamiento asintético se infirié de los datos experimentales. Encontramos aproxima-
ciones a partir de las cuales conjeturamos el comportamiento asintético buscado.

1. Comportamiento asintético de la dimensién de H*(n).
Para el Caso 1, mp = {e; — €3, 62 — €3}

En el Teorema determinamos una férmula para calcular la dimensién del espacio
de cohomologia para el nilradical de una subalgebra parabdlica parametrizada por el
subconjunto de raices simples my = {e; — eq, €2 — €3},

dim H*(n) = 2 (2” - 1).

n—1

Para determinar el comportamiento asintético de la dimensién de H*(n), utilizaremos la
formula de Stirling que es una aproximacion asintética de la funcion factorial,

(34) n! ~V2mn (%)n

TEOREMA 5.1. Sea TH(n) la dimension del espacio de cohomologia total para el nilra-

dical de la subdlgebra parabdlica de sl(n+ 1,C), determinada por el subconjunto de raices
2n

v

simples mo = {e1 — ez, eq — es}. La sucesion TH(n) es asintdtica a

101
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DEMOSTRACION. Si el dlgebra parabdlica p C sl(n + 1,C), estd determinada por el
subconjunto de raices simples my = {e; — eq, €3 — €3},

TH(n) = dim H*(n) = 2 (2:__11) - 2%

Aplicando la aproximacion asintotica de Stirling a cada factorial se tiene:

(2n — 1) ~ /2720 — 1) <2ne_ 1)(2n1) (n— 1) ~2r(n—1) (" - 1>(nl) ,

e
n n
nl ~V2mn (—) )
e

(2n —1)! 2/2m(2n — 1) (2=
(n —1){(n)! - 27r(n—1)( )n )\/ﬁ(e)n
2 (2n—1)"1terlen \2n—1
T Va2r (- L e U T
2 (2n—1)"(n—1)(2n)*"n" 1 2n -1
- V2r (2n = 1)(n — 1)*(2n)?*n"n" e~ /(n — 1)n
2 (2= ) (n—1)2n)*" | 2n—1
" Ve (=1)"2n —1)n2 | (n—1)n

Luego

)2%1

TH(n)=2

’ _ln_ —1
COII]Onll_{IOlO(l n) =e¢

TH 2 -
(n) Vore(@2n—1)\ (n—1)n
5 22n n—1
Vor\ (2n—1)n
22n n(l— %)
V2r\ n(2 = 2)n
, 2 [ (=3
Vor\ (2= 3)n
22n 1
2
Vo
Por lo tanto
22n
TH(n) ~ )
(n) ~ —=
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Llamaremos:

(35)

En la Tabla , podemos observar para algunos valores de n, TH(n), el correspondiente

AsintTH(n) =

22n

Jan

valor obtenido con la funcién asintotica, AsintT H, y el cociente entre estos.

TABLA 1. Caso mp = {e; — ea,e9 — €3}

n TH AsintTH TH | AsintTH
1000 | 2,048151627 x 10°00 | 2,048407661 x 1097 | 0,9998750080
2000 | 1,662897875 x 101202 | 1,663001809 x 101202 | 0,9999375021
3000 | 1,558907421 x 101894 | 1558972377 x 10894 | 0,9999583340
4000 | 1,550053929 x 10249 | 1,550102368 x 102496 | 0,9999687509
5000 | 1,591790264 x 103°%% | 1,591830058 x 10309 | 0,9999750001
6000 | 1,668354582 x 10%610 | 1,668389340 x 103610 | 0.0999791664
7000 | 1,773403593 x 104212 | 1,773435261 x 104212 | 0,9999821430
8000 | 1,904600561 x 1048 | 1,904630320 x 10*¥14 | 0,9999843748
9000 | 2,061672741 x 105416 | 2,061701375 x 10416 | 0,9999861112
10000 | 2,245602663 x 105018 | 2,245630733 x 109918 | 0,9999875003

2. Comportamiento asintético de la dimensién de H*(n).
Para el Caso 2, 1o = {e; — ez,¢6, — €11}

Para este caso, la férmula determinada para el calculo de la cohomologia total ( Teo-
rema [£.15] ), es la misma que para el Caso 1, my = {e1 — es,es — €3}, a pesar que los
nilradicales correspondientes a cada caso no son isomorfos.

dim H*(n) = 2 (2” - 1).

n—1

En el siguiente teorema enunciaremos el comportamiento asintético de la cohomologia
total, que es evidentemente igual a la del caso my = {e; — €2, €3 — €3} como consecuencia
inmediata de lo antes mencionado.

TEOREMA 5.2. Sea TH(n) la dimension del espacio de cohomologia total para el nilra-

dical de la subdlgebra parabdlica de sl(n+1,C), determinada por el subconjunto de raices
22n

VT
3. Comportamiento asintético de la dimensién de H*(n).
Para el Caso 3, mp = {e2 — e3,e3 — €4}

En el Teorema y la Proposicion determinamos férmulas para calcular la
dimensién del espacio de cohomologia T'H, para el nilradical de una subélgebra parabdlica

simples my = {e1 — ea, €, — €n11}. La sucesion TH(n) es asintotica a
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p C sl(n + 1) parametrizada por el subconjunto de raices simples my = {eg — €3, €3 — €4}
(recordemos que para este caso n > 3 ).
Observemos en las Figuras [I]y [2] para la férmula (23]) de la Proposicién [.22]

n n+1 n+l

k—ai|lk—as] ( n n n
TH(n) = P L
(n) Z Z Z (a2 — 1) n?(n —1) a;—1)\as —1)\k—1)"

a1=1ag=a1+1 k=1

-~

Fgl (a2 7k)

el comportamiento de la funcién F!, para diferentes valores de n y a;.

n = 60

CL1:5

LSRR
A0S0
(353598¢585252552
(PC2EI02825252 0..,‘,0‘:

25

el

FIGURA 1. F7 (as,k) = (az — alym—lﬁ)@'(af—l) (a2n—1) (k:)

Dadas las caracteristicas de esta formula, no ha sido posible determinar el resultado de
las sumas para obtener una expresion cerrada que permita calcular T'H. Por esta razén es
que para determinar el comportamiento asintético encontramos aproximaciones a partir
de las cuales conjeturamos el comportamiento buscado.
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n =120

105

CL1:5

CL1:25

939
52525252523
esetrieteialele
Lo I I O’G
&S5
7 v_’:- >

FIGURA 2. F! (a5, k) = (ay — a;)? E-gllb—osl

n?(n—1)

(

n
a1—1

)

n
az—1

)(

n
k-1

Las siguientes igualdades (consultar [6] ) se utilizaran en esta seccién:

(36)

(38)

(39)

)
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y

(40) Z k* (Z) =n(n+1)(n*+5n—2)2""
k=0
En el caso que estamos considerando, n es el nilradical de una subalgebra parabdlica de
un algebra de Lie de tipo A,, . El dlgebra parabdlica esta parametrizada por el subconjunto
de raices simples my = {es — e3,e3 — €4} v n es un natural mayor o igual a 3.
TH es la dimension del espacio de cohomologia total para la representacién trivial.
Para evidenciar el valor de n, hablaremos de la sucesiéon T'H(n) y entendemos que n > 3.

3.1. Cota superior.
Con el objetivo de estudiar el comportamiento de la cohomologia total, encontramos
una funcién que acota superiormente a T H.

TEOREMA 5.3. Si TH(n) es la dimension del espacio de cohomologia total para el
nilradical de la subdlgebra parabdlica de sl(n + 1,C) determinada por el subconjunto de
raices simples mo = {ey — e3,e3 — e4}, entonces
237=4(3p — 1)

n(n —1)

DEMOSTRACION. La férmula (de la Proposicién [4.22) para determinar la coho-
mologia para el Caso 3, 1y = {ea — e3,€3 — €4} es

TH(n) = % DD IPRIBEL ;;E;' : I>a2| <:1> (:2) (Z)

a1=0a2=0 k=0

TH(n) <

Para cada a; y ao, nimeros enteros entre 0 y n, definamos las funciones que dependen
de esos parametros,
—(k—ay)(k —ay), sia <k<a,

(k—ay)(k—az), en otro caso.

fa1a2<k) = ’k—(IlHk —aj2’ = {

FIGURA 3. fu,4,(k) = |k — a1k — as
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Si consideramos la parabola, que depende de los parametros a; y as, cuya ecuacion es

Pono) = (k= )b = 0a) 42 (25 )

se verifica que Vk, fo,0,(k) < Dayay (k).

Por lo tanto, para todo k entero, entre 0 y n,
(41)

P (2) () () <t (1) (1))

Observemos en la Figurafd] la representacion grafica de las dos funciones, fo 4, ¥ Pajas:
para valores determinados de los parametros.

FIGURA 4. fora,(K) = [k — a1||k — a2] ¥ Paray (k) = (k — a1)(k — ag) + 2 (2252

De la desigualdad se sigue entonces que:

= sty £ Do (1-on0-o02(252) () () )

a1=0 a2=0 k=0

por lo tanto
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TH(n) < 2n2n—1 ZZGQ_C” (Z)(i)g<k2_k(a1+a2)+“%;“§) (Z)

a1=0a2=0

aplicando las férmulas Ey @ ) para la variable k, se obtiene,

2 2
n—2 n—1 n 07 1+ a5
2n2n—1 E E as — ap) ( < )(2 n(n+1)—2""n(a; + az) + 2 5 ),

a1 =0 a2=0

)
s S S (7) (2) 2

a1 =0 a2=0

(2"*2 (n+1) = 2" 'nay + 2" "ad)]

2n2 n—1) Zzaz—m (n)( ) 2@3—2%&2%-(n(n—|—1)_2n@1+2a%)}’

a1 =0 a2=0

2n—2 n n
§—2n2(n— 0 ZO (a1> Z [2a5 + (—2n — 4a1) a + (4a] + 2na — 1+ n+n®) a3+
a1=

a2=0
+ (—4a} + 2nai — 2na; — 2nay) as + (24} — 2na? + nai + n’a?)] (n)’
a2

aplicando las férmulas ,, , y para la variable ao,
2n—2

1) 33 () 227700 D 50204 (2 ) 2

+ (4a] +2na— 1+ n+n?) 2" *n(n+ 1) + (—4a$ + 2na? — 2na; — 2n’as) n2" '+
+ (24} — 2na} + nat + n’a}) 2"],
92n—2 n

§2n2(n - 1) aX:

n
<a1) [2a} — 4na? + a}(3n® + 2n) + a1 (—n® — 2n?)
1=0

1 5 4 1 4 1,
—4n—|—8n+2n+8n,

aplicando nuevamente las formulas ,, ,( y ahora para la variable aq, se o

2n—2

T T (22" *n(n + 1)(n® + 5n — 2) — 4n2" >0’ (n + 3) + 2" *n(n + 1)(3n* + 2n)+
n=\n —

1 5) 1 1
+2" In(—n?® — 2n?) + 2" (—Zn + gnQ + §n3 - §n4)} :

22n72

< - on-l —1).
2n%(n — 1) n(3n—1)
2374(3n — 1)

Podemos entonces concluir que, TH(n) < ( 1
n(n —
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Llamemos T'H sup a la sucesion que determina este teorema,

(42)

Las Tablas 2] y [3, muestran para cada n, el valor exacto de TH, el valor determinado por

Vn >3,

THsup(n) =

93n—4(3p — 1)
n(n —1)

la funcion T'Hsup y el cociente entre estos dos resultados.

TABLA 2. Funcién cota superior

n

TH

THsup

THsup/TH

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420
430
440

2,112827363 x 10%7
2,061762394 x 1096
2,028801269 x 1019
2,010406567 x 10114
2,004098578 x 10123
2,008105012 x 10132
2,021142546 x 10141
2,042275849 x 10150
2,070823898 x 10157
2,106296156 x 10168
2,148348150 x 10177
2,196749995 x 10186
2,251363755 x 1095
2,312126951 x 10204
2,379040459 x 10213
2,452159564 x 10222
2,531587355 x 10231
2,617469858 x 10240
2,709992499 x 10%4?
2,809377600 x 102°8
2,915882671 x 10267
3,029799362 x 10276
3,151452938 x 10285
3,281202190 x 10294
3,419439728 x 10303
3,566592592 x 10312
3,723123154 x 10321
3,889530285 x 10330
4,066350754 x 10339
4,254160871 x 10348
4,453578341 x 1037
4,665264342 x 10366
4,889925814 x 10°7°
5,128317968 x 103%4
5,381247023 x 10393

3,845162607 x 1057
3,751071145 x 109
3,690155756 x 1010
3,655904689 x 1014
3,643756806 x 10123
3,650453996 x 1032
3,673637863 x 104!
3,711589713 x 10150
3,763057938 x 10159
3,827140509 x 10168
3,903203244 x 1077
3,990821932 x 10'86
4,089740709 x 10195
4,199841775 x 10204
4,321123145 x 10213
4,453682234 x 10222
4,597703713 x 10%3!
4,753450575 x 10240
4,921257632 x 10%4°
5,101526898 x 10258
5,294724454 x 10267
5,501378497 x 10276
5,722078356 x 1028
5,957474313 x 10294
6,208278106 x 10303
6,475264028 x 10312
6,759270545 x 10321
7,061202402 x 10330
7,382033161 x 10339
7,722808164 x 10348
8,084647896 x 103°7
8,468751748 x 10366
8,876402166 x 1037
9,308969202 x 10384
9,767915470 x 10393

1,819913295
1,819351811
1,818884783
1,818490225
1,818152483
1,817860109
1,817604538
1,817379231
1,817179115
1,817000187
1,816839251
1,816693725
1,816561495
1,816440820
1,816330247
1,816228560
1,816134728
1,816047876
1,815967252
1,815892210
1,815822189
1,815756702
1,815695322
1,815637674
1,815583429
1,815532294
1,815484008
1,815438340
1,815395082
1,815354049
1,815315074
1,815278005
1,815242706
1,815209053
1,815176933

OBSERVACION 5.4. De los valores expuestos en las tablas, vemos que a medida que
S
se incrementa el valor de n, el cociente P disminuye, tendiendo a 1,813 . FEste

resultado permite asequrar que T'H no crece mas rapidamente que T H sup.
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n

TH

THsup

THsup/TH

450
460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790

5,649573161 x 10702
5,934213724 x 10*1
6,236146659 x 10420
6,556414216 x 10%2°
6,896126918 x 10438
7,256467814 x 10%47
7,638697039 x 10456
8,044156682 x 10465
8,474276000 x 1047
8,930576987 x 1083
9,414680316 x 10492
9,928311700 x 10591
1,047330867 x 10511
1,105162781 x 10520
1,166535249 x 10529
1,231670111 x 10%38
1,300803592 x 10°47
1,374187236 x 10°°6
1,452088913 x 10°%°
1,534793885 x 10°74
1,622605947 x 10°83
1,715848644 x 10°92
1,814866570 x 10601
1,920026752 x 10610
2,031720127 x 10619
2,150363119 x 10928
2,276399325 x 10937
2,410301302 x 10946
2,552572490 x 109°°
2,703749250 x 10064
2,864403048 x 10973
3,035142778 x 10982
3,216617250 x 1091
3,409517833 x 107%0
3,614581287 x 10799

1,025480151 x 10703
1,077129158 x 10412
1,131915993 x 10421
1,190029745 x 10%3°
1,251671893 x 10439
1,317057077 x 10%48
1,386413920 x 10457
1,459985918 x 10*66
1,538032380 x 1047
1,620829441 x 10484
1,708671142 x 10493
1,801870579 x 10°02
1,900761135 x 105!
2,005697797 x 10520
2,117058550 x 10529
2,235245880 x 10%38
2,360688369 x 10°47
2,493842395 x 10°56
2,635193953 x 1065
2,785260594 x 10°74
2,944593491 x 10583
3,113779651 x 10°92
3,293444265 x 10601
3,484253225 x 10610
3,686915802 x 10619
3,902187510 x 10628
4,130873152 x 10537
4,373830080 x 10646
4,631971671 x 109%°
4,906271028 x 10564
5,197764943 x 10673
5,507558112 x 10682
5,836827643 x 10991
6,186827860 x 107%0
6,558895435 x 10709

1,815146245
1,815116894
1,815088795
1,815061870
1,815036046
1,815011257
1,814987442
1,814964546
1,814942515
1,814921302
1,814900862
1,814881153
1,814862137
1,814843778
1,814826043
1,814808900
1,814792320
1,814776276
1,814760742
1,814745694
1,814731110
1,814716969
1,814703251
1,814689937
1,814677009
1,814664451
1,814652248
1,814640384
1,814628846
1,814617620
1,814606693
1,814596055
1,814585693
1,814575598
1,814565758

OBSERVACION 5.5. FEs trivial verificar que: Yn > 3,

lo tanto

Vn > 3,

THsup < 24m®) = 23n=4 4y

TH < THsup < 24m®

3.2. Cota inferior.
En la férmula de la Proposicién para determinar la cohomologia,

i) = 3 3 S ol (1) (1) ()

a1=0 a2=0 k=0

la dificultad en el calculo de las sumas esta en la expresion afectada por el valor absoluto.
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Sik#alyk#ag
1<|k—a1| y 1<]/€—a2]

y en consecuencia, todos los sumandos para los que k # a; y k # ao, verifican que:

1 Gtk (Y (1) ;) < ol (1) () (),

por lo tanto

RPN I IRIWE

a1 =0 a2=0

#al k’;éaz

BRSO

a1=0 a2=0 k=0

2
Sumando la expresién %% (:1) (a"Q) (1), sobre todos los k, obtenemos la sucesion
n J—

que llamaremos F',

i ()60

que no podemos afirmar que es menor que T H.
Resolvamos las sumas, para obtener una formula cerrada para F
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XSS )6

a1=0a2=0 k=0

:rzzzﬂﬁﬂW@XQ@

a1=0as=0 k=

aplicando la formula , sobre la variable k,

- ey 2 St -2+ (1) ()

a1=0 az2=0 1

aplicando las férmulas E,y para la variable as,

= 2 1) Z (af2" — 202" 4 2" *n(n + 1)) ( )

3]
a1=0
aplicando las férmulas , y para la variable a4,
2n—1
T [2"%n(n + 1)2" — 2n2" " 'n2" " 4+ 272" n(n + 1)]
resolviendo las operaciones correspondientes,
2n—1
- = 22n—1 1) — 222n—l
nQ(n—l)[ nn+1)—n ]
2" e 2
= - 92n— 1) —
2 1) (n(n+1) —n?)
23n—2
- n(n—1)
luego:
23n—2
45 Fn)=————.
(15) )=y

OBSERVACION 5.6. Para determinar F' hemos sumado sobre todos los k; estdn sumados
los términos correspondientes a k = a1 y k = ao, que en el caso de

Sl (1) (1))

a1=0a2=0 k=0

son nulos. Pero a pesar de esto, en las Tablas [{ y[3, se puede ver que para todos los
valores de n que alli se muestran, F(n) < TH(n).

OBSERVACION 5.7. En la Fz’gum@, estan representados los punto (n, TFH(S)>, corres-
pondientes a las Tablas y@ . Se puede observar la relacion lineal que hay entre T;gg)
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TABLA 4. Funcién cota inferior

TH

F

TH/F

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350
360
370
380
390
400
410
420
430
440
450
460
470
480
490

2,112827363 x 10%7
2,061762394 x 10%
2,028801269 x 10105
2,010406567 x 10114
2,004098578 x 10'23
2,008105012 x 1032
2,021142546 x 104!
2,042275849 x 10150
2,070823898 x 10159
2,106296156 x 1068
2,148348150 x 10177
2,196749995 x 1086
2,251363755 x 10195
2,312126951 x 10204
2,379040459 x 10213
2,452159564 x 102?22
2,531587355 x 10231
2,617469858 x 10240
2,709992499 x 10249
2,809377600 x 10258
2,915882671 x 10267
3,029799362 x 10276
3,151452938 x 10285
3,281202190 x 10294
3,419439728 x 10303
3,566592592 x 10312
3,723123154 x 1032
3,889530285 x 10330
4,066350754 x 10339
4,254160871 x 10348
4,453578341 x 103°7
4,665264342 x 10366
4,889925814 x 10375
5,128317968 x 10384
5,381247023 x 10393
5,649573161 x 10%02
5,934213724 x 10*11
6,236146659 x 10*20
6,556414216 x 10429
6,896126918 x 10*3%

5,144030243 x 10%°
4,560572821 x 1094
4,111594158 x 10103
3,759285028 x 1012
3,478526783 x 1012}
3,252074829 x 10130
3,067756044 x 1039
2,916769912 x 108
2,792621846 x 10157
2,690432695 x 10166
2,606479629 x 1017
2,537883581 x 10184
2,482391933 x 1093
2,438224543 x 10202
2,403962806 x 10211
2,378468483 x 10220
2,360823473 x 10%2°
2,350284586 x 10238
2,346249169 x 10247
2,348228722 x 10%°6
2,355828455 x 10265
2,368731323 x 1027
2,386685446 x 10283
2,409494161 x 10292
2,437008089 x 10301
2,469118790 x 10310
2,505753678 x 10319
2,546871921 x 10328
2,592461163 x 10337
2,642534872 x 10346
2,697130241 x 1035
2,756306509 x 10364
2,820143659 x 10373
2,888741413 x 10382
2,962218490 x 10391
3,040712086 x 10400
3,124377544 x 10409
3,213388198 x 10418
3,307935357 x 10427
3,408228436 x 10*36

41,07338532
45,20840856
49,34342232
53,47842880
57,61342957
61,74842577
65,88341827
70,01840772
74,15339463
78,28837941
82,42336238
86,55834379
90,69332336
94,82830277
98,96328065
103,0982576
107,2332338
111,3682093
115,5031842
119,6381585
123,7731323
127,9081056
132,0430786
136,1780511
140,3130233
144,4479952
148,5829668
152,7179381
156,8529092
160,9878801
165,1228507
169,2578212
173,3927915
177,5277616
181,6627316
185,7977014
189,9326711
194,0676406
198,2026101
202,3375794

y la variable n. Con estos datos podemos

TH(n)

F(n)

concluir que

>~ (),41349 n.
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Por lo tanto

(46)

TABLA 5. Funcion cota inferior

5. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA COHOMOLOGIA TOTAL

TH

F

TH/F

500
510
520
530
540
550
560
570
580
590
600
610
620
630
640
650
660
670
680
690
700
710
720
730
740
750
760
770
780
790

7,256467814 x 10%7
7,638697039 x 10*°6
8,044156682 x 10465
8,474276000 x 10474
8,930576987 x 10483
9,414680316 x 10%92
9,928311700 x 10501
1,047330867 x 10°1
1,105162781 x 10520
1,166535249 x 10529
1,231670111 x 10538
1,300803592 x 10°47
1,374187236 x 10°°6
1,452088913 x 10°6°
1,534793885 x 1057
1,622605947 x 10583
1,715848644 x 10%92
1,814866570 x 10901
1,920026752 x 10610
2,031720127 x 10619
2,150363119 x 10628
2,276399325 x 10937
2,410301302 x 10546
2,552572490 x 1065°
2,703749250 x 10964
2,864403048 x 10673
3,035142778 x 10982
3,216617250 x 10691
3,409517833 x 107%0
3,614581287 x 10799

3,514495201 x 10*
3,626982132 x 10454
3,745954889 x 10463
3,871698879 x 10472
4,004519929 x 10481
4,144745038 x 10490
4,292723237 x 10499
4,448826531 x 10°08
4,613450941 x 10°'7
4,787017636 x 10526
4,969974164 x 10°3°
5,162795777 x 10744
5,365986864 x 1053
5,580082484 x 10°62
5,805650013 x 1057
6,043290900 x 10589
6,293642548 x 10°89
6,557380318 x 10°%8
6,835219666 x 10907
7,127918420 x 10616
7,436279200 x 1062°
7,761152000 x 10934
8,103436925 x 10943
8,464087110 x 10952
8,844111813 x 10961
9,244579712 x 10670
9,666622399 x 1067
1,011143810 x 10989
1,058029561 x 10698
1,107453851 x 1077

206,4725486
210,6075178
214,7424868
218,8774557
223,0124246
227,1473934
231,2823621
235,4173307
239,5522993
243,6872678
247,8222363
251,9572047
256,0921730
260,2271413
264,3621095
268,4970777
272,6320459
276,7670140
280,9019820
285,0369501
289,1719180
293,3068860
297,4418539
301,5768218
305,7117896
309,8467575
313,9817253
318,1166930
322,2516608
326,3866285

2004

100 < n <490

1004

100 200 300 400

200 <n <790

FIGURA 5. y=TH(n)/F(n)

TH(n)

12

0,41349 n F'(n)




3. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO, CASO 3, mo = {e2 —e3,e3 —ea} 115
3.3. Conjetura.
En la Subseccién anterior, férmula (46]), determinamos que

TH(n) )
0,41349 n F'(n) ’

1%

3n—2

de la expresion obtenida en

a), 0,41349 n F(n) = 0,41349
n _

Definamos a partir de estos resultados la sucesion

3n—2

(47) AsintTH (n) = 0,41349

n —

En la Tabla[6] los datos experimentales muestran que para

. TH(n) )
neree AsintTH (n)
TABLA 6.
n | TH/AsintTH || n | TH/AsintTH || n | TH/AsintTH n | TH/AsintTH
3 | 0,7557619289 || 33 | 0,9796744690 63 | 0,9893961605 200 | 0,9966790298
4 | 0,8218910977 || 34 | 0,9802768228 64 | 0,9895626861 300 | 0,9977922264
5 | 0,8596791942 || 35 | 0,9808445262 65 | 0,9897240697 400 | 0,9983485133
6 | 0,8841824130 || 36 | 0,9813804841 66 | 0,9898805458 500 | 0,9986821865
7 | 0,9013789490 || 37 | 0,9818872883 67 | 0,9900323351 600 | 0,9989045935
8 | 0,9141195157 || 38 | 0,9823672546 68 | 0,9901796452 700 | 0,9990634358
9 | 0,9239401770 || 39 | 0,9828224599 69 | 0,9903226710 800 | 0,9991825563
10 | 0,9317428086 || 40 | 0,9832547719 70 | 0,9904615974 900 | 0,9992751990
11 | 0,9380921359 || 41 | 0,9836658760 71 | 0,9905965974 || 1000 | 0,9993493090
12 | 0,9433599623 || 42 | 0,9840572952 72 | 0,9907278361 || 1100 | 0,9994099419
13| 0,9478011326 || 43 | 0,9844304102 73 | 0,9908554677 || 1200 | 0,9994604674
14 | 0,9515962012 || 44 | 0,9847864762 74 | 0,9909796387 || 1300 | 0,9995032182
15 | 0,9548766798 || 45 | 0,9851266348 75 | 0,9911004889 || 1400 | 0,9995398612
16 | 0,9577406381 || 46 | 0,9854519304 76 | 0,9912181492 || 1500 | 0,9995716173
17 | 0,9602627027 || 47 | 0,9857633150 77 | 0,9913327444 || 1600 | 0,9995994035
18 | 0,9625006717 || 48 | 0,9860616626 78 | 0,9914443924 || 1700 | 0,9996239205
19 | 0,9645000050 || 49 | 0,9863477755 79 | 0,9915532061 || 1800 | 0,9996457124
20 | 0,9662969509 || 50 | 0,9866223910 80 | 0,9916592916 || 1900 | 0,9996652109
21 | 0,9679207687 || 51 | 0,9868861882 81 | 0,9917627502 || 2000 | 0,9996827590
22 | 0,9693953352 || 52 | 0,9871397950 82 | 0,9918636787 || 2100 | 0,9996986354
23 | 0,9707403282 || 53 | 0,9873837896 83 | 0,9919621675 || 2200 | 0,9997130691
24 1 0,9719721121 || 54 | 0,9876187089 84 | 0,9920583064 || 2300 | 0,9997262470
25 | 0,9731044055 || 55 | 0,9878450500 85 | 0,9921521765 || 2400 | 0,9997383273
26 | 0,9741487968 || 56 | 0,9880632742 86 | 0,9922438577 || 2500 | 0,9997494399
27 | 0,9751151409 || 57 | 0,9882738107 || 87 | 0,9923334262 || 2600 | 0,9997596985
28 | 0,9760118729 || 58 | 0,9884770586 88 | 0,9924209536 || 2700 | 0,9997691967
29 | 0,9768462544 || 59 | 0,9886733898 89 | 0,9925065091 || 2800 | 0,9997780160
30 | 0,9776245706 || 60 | 0,9888631514 90 | 0,9925901582 || 2900 | 0,9997862282
31 | 0,9783522896 || 61 | 0,9890466683 95 | 0,9929819265 || 3000 | 0,9997938925
32 |1 0,9790341903 || 62 | 0,9892242432 || 100 | 0,9933344296 || 4000 | 0,9998494561

Estos resultados nos permiten hacer la siguiente conjetura:
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CONJETURA 5.8. Sea TH(n) la dimensién del espacio de cohomologia total para el
nilradical de la subdlgebra parabdlica de sl(n + 1,C), determinada por el subconjunto de
raices simples my = {es — e3,e3 —e4}. La sucesion TH(n) es asintdtica a AsintTH(n) =

3n—2
0,41349 T

n —

OBSERVACION 5.9. El cociente entre las sucesiones T Hsup (férmula @) y AsintT H

(formula (47)) es:

23n=1(3p — 1)
T H sup(n) n(n —1) 27%2(3n — 1) ( 1)
= = = 0,6046095432 | 3 — —
1 3n—2 ) 5
AsintTH (n) 0.41349 2 : n0,41349 n
n J—

(a) como consecuencia de este resultado, la sucesion THsup que acota superiormente a
TH, es también cota superior para AsintT H .

TH TH
(b) ademds, la funcién ﬁ es creciente, con T}LI&#% = 1,813828630.
T H sup(n)

y en la Observacion|5.4| ya concluimos que — 1,813. Por lo tanto, las

TH(n)
dos sucesiones, TH y AsintT H, no crecen mas rdpidamente que T Hsup y la razon
de crecimiento para las dos, es una constante proxima a 1,813

Estas observaciones fortalecen la conjetura propuesta.
T Hsup T Hsup

Y AsintTH'

En el Grafico (6 estan representadas las dos sucesiones Los

ThH
correspondientes resultados se pueden consultar en las Tablas [7] y

[+ THapTHC © THsup/AsinfTH]

1.884°

186"

184 3%
182 k

1.80 +

1.78 4

T T T T T T T
100 200 300 400 500

. : T Hsup THsup
FIGURA 6. Tendencia de las sucesiones —;* v 4=y
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TABLA 7.
n | THsup/TH | THsup/AsintTH || n | THsup/TH | THsup/AsintT H
3 | 2,133333333 1,612292115 47 | 1,826974659 1,800964597
4 | 2,022988506 1,662676244 48 | 1,826693670 1,801232597
5 | 1,969230769 1,692906721 49 | 1,826424415 1,801489659
6 | 1,937451308 1,713060372 50 | 1,826166176 1,801736439
7 | 1,916459042 1,727455838 51 | 1,825918289 1,801973540
8 | 1,901559267 1,738252437 52 | 1,825680144 1,802201523
9 | 1,890436020 1,746649792 93 | 1,825451178 1,802420903
10 | 1,881815088 1,753367676 o4 | 1,825230871 1,802632156
11 | 1,874937502 1,758864125 55 | 1,825018740 1,802835728
12 | 1,869323028 1,763444501 56 | 1,824814339 1,803032031
13 | 1,864652977 1,767320203 57 | 1,824617252 1,803221444
14 | 1,860707547 1,770642233 98 | 1,824427094 1,803404327
15 | 1,857330233 1,773521327 59 | 1,824243505 1,803581010
16 | 1,854406572 1,776040533 60 | 1,824066152 1,803751804
17 | 1,851850912 1,778263362 61 | 1,823894721 1,803916998
18 | 1,849597888 1,780239211 62 | 1,823728922 1,804076863
19 | 1,847596750 1,782007075 63 | 1,823568480 1,804231652
20 | 1,845807493 1,783598152 64 | 1,823413141 1,804381606
21 | 1,844198158 1,785037699 65 | 1,823262664 1,804526945
22 | 1,842742907 1,786346378 66 | 1,823116826 1,804667879
23 | 1,841420621 1,787541258 67 | 1,822975414 1,804804606
24 | 1,840213873 1,788636565 68 | 1,822838231 1,804937313
25 | 1,839108155 1,789644248 69 | 1,822705089 1,805066172
26 | 1,838091288 1,790574416 70 | 1,822575812 1,805191350
27 | 1,837152976 1,791435683 71 | 1,822450235 1,805313002
28 | 1,836284456 1,792235431 72 | 1,822328201 1,805431275
29 | 1,835478220 1,792980025 73 | 1,822209562 1,805546307
30 | 1,834727800 1,793674978 74 | 1,822094178 1,805658231
31 | 1,834027594 1,794325096 75 | 1,821981917 1,805767168
32 | 1,833372725 1,794934581 76 | 1,821872655 1,805873240
33 | 1,832758927 1,795507128 77 | 1,821766272 1,805976558
34 | 1,832182455 1,796045996 78 | 1,821662656 1,806077225
35 | 1,831640004 1,796554072 79 | 1,821561701 1,806175344
36 | 1,831128649 1,797033920 80 | 1,821463305 1,806271010
37 | 1,830645790 1,797487831 81 | 1,821367372 1,806364314
38 | 1,830189111 1,797917852 82 | 1,821273812 1,806455343
39 | 1,829756537 1,798325821 83 | 1,821182536 1,806544176
40 | 1,829346210 1,798713391 84 | 1,821093463 1,806630896
41 | 1,828956457 1,799082055 85 | 1,821006514 1,806715575
42 | 1,828585768 1,799433164 86 | 1,820921613 1,806798285
43 | 1,828232777 1,799767942 87 | 1,820838689 1,806879095
44 | 1,827896247 1,800087503 88 | 1,820757674 1,806958067
45 | 1,827575052 1,800392861 89 | 1,820678502 1,807035264
46 | 1,827268168 1,800684944 90 | 1,820601112 1,807110745
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TABLA 8.

n | THsup/TH | THsup/AsintTH || n | THsup/TH | THsup/AsintT H
100 | 1,819913295 1,807782534 1400 | 1,814231564 1,813396766
200 | 1,816839251 1,810805582 1500 | 1,814202730 1,813425556
300 | 1,815822189 1,811813265 1600 | 1,814177502 1,813450749
400 | 1,815315074 1,812317105 1700 | 1,814155244 1,813472978
500 | 1,815011257 1,812619411 1800 | 1,814135460 1,813492735
600 | 1,814808900 1,812820947 1900 | 1,814117761 1,813510414
700 | 1,814664451 1,812964902 2000 | 1,814101832 1,813526325
800 | 1,814556165 1,813072867 2100 | 1,814087421 1,813540720
900 | 1,814471972 1,813156841 2200 | 1,814074321 1,813553807
1000 | 1,814404637 1,813224020 2300 | 1,814062361 1,813565755
1100 | 1,814349556 1,813278985 2400 | 1,814051397 1,813576709
1200 | 1,814303664 1,813324788 3000 | 1,814000972 1,813627093
1300 | 1,814264839 1,813363545 4000 | 1,813950556 1,813677476

3.4. Calculos aproximados utilizando programas de Maple.

La funcién de Maple Approximatelnt() calcula, utilizando la suma de Riemann, una
aproximacién de la integral de una funcién de dos variables en una cierta regién del plano.

La Férmula 23] del Capitulo 4

n n+1 n+1

tH=Y S Y (o = aQHJZ__af)Hk —=l (aln— 1) <a2n— 1) (k - 1)’

a1=1ags=a1+1 k=1

D HIAIH]

a1=0ag=a1 k=0

que utilizamos para determinar la cohomologia, puede ser calculada de manera exacta
utilizando Approximatelnt con opciones especificas:

= . (al_a2)2|k_a1Hk_a2| n\(n\(n
alzzo ApproximateInt( 1) (a1) (@) (M, k = —0,5.n + 0,5,ay =

a; + 0,5..n + 0,5, partition = [n+ 1,n — a; + 1])

La opcién partition = [n+1, n—aq +1] divide la regién de integracién [—0,5,n + 0,5] X
l[a1 +0,5,n 4 0,5] en cuadrados de lado 1 y como por defecto la funcién suma sobre el
punto medio de cada cuadrado, la suma se hace exactamente sobre los puntos necesarios
para determinar la cohomologia .

Pero este forma de determinar la cohomologia hace los célculos mas lentos que la
suma tradicional, es por esto que utilizando las opciones por defecto de Approximatelnt,
calculamos una aproximacién de la cohomologia total a partir de un procedimiento creado
para tal fin llamado AproximateTH.

Con este método lo que se hace es aproximar

>y )G 6)

az2=a1 k=0
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TABLA 9.

n TH Aproximatel H AproximateTH/TH
110 | 2,061762394 x 109 | 2,761977202 x 10%° 1,339619546
120 | 2,028801269 x 10'%° | 2,716739466 x 10105 1,339086044
130 | 2,010406567 x 10** | 2,659391050 x 10114 1,322812556
140 | 2,004098578 x 1023 | 2,602468476 x 10123 1,298573086
150 | 2,008105012 x 102 | 2,553081519 x 10132 1,271388450
160 | 2,021142546 x 10™' | 2,512256309 x 104! 1,242988187
170 | 2,042275849 x 10*°° | 2,496332061 x 10159 1,222328542
180 | 2,070823898 x 10%9 | 2,492049769 x 1059 1,203409798
190 | 2,106296156 x 1068 | 2,527267932 x 10168 1,199863526
200 | 2,148348150 x 1077 | 2,579515262 x 10177 1,200697039
210 | 2,196749995 x 1086 | 2670945248 x 1086 1,215862185
220 | 2,251363755 x 1019° | 2,789489940 x 10'%° 1,239022319
230 | 2,312126951 x 102° | 2,944560641 x 10204 1,273528964
240 | 2,379040459 x 10213 | 3,137075618 x 10%!3 1,318630629
250 | 2,452159564 x 10222 | 3,362040710 x 10222 1,371052993
260 | 2,531587355 x 10231 | 3,635924027 x 103! 1,436223016
270 | 2,617469858 x 10240 | 3937365822 x 10240 1,504264055
280 | 2,709992499 x 10%4° | 4,300974556 x 10%4° 1,587079875
290 | 2,809377600 x 10258 | 4,695626325 x 102°% 1,671411606
700 | 2,150363119 x 10928 | 1,544943876 x 10629 7,184572049
800 | 3,832592782 x 10718 | 3,178990484 x 1071 8,294621069
900 | 6,939348990 x 10%98 | 6,327249265 x 10809 9,117929181
1000 | 1,272166162 x 10399 | 1,226184225 x 1090 9,638554000
1100 | 2,355790595 x 10989 | 2,324518840 x 10990 9,867255795
1200 | 4,398816521 x 101079 | 4326944716 x 101080 9,836611041
1300 | 8,271097776 x 10169 | 7.931092317 x 10170 9,588923420
1400 | 1,564477105 x 101260 | 1,434760021 x 101261 9,170859813
1500 | 2,974389166 x 10'3°0 | 2566309889 x 10351 8,628023254
1600 | 5,680175198 x 101440 | 4545309774 x 101441 8,002059119
1700 | 1,088995705 x 101531 | 7,981247487 x 10531 7,328998131
1800 | 2,095060406 x 101621 | 1,390807593 x 101622 6,638508317
1900 | 4,043057502 x 1071t | 2.407245330 x 101712 5,954021996
2000 | 7,823992247 x 10801 | 4141329357 x 101892 5,293115364
2100 | 1,517869252 x 10892 | 7,085821177 x 10892 4,668268474
2200 | 2,951389596 x 10932 | 1,206419528 x 101983 4,087632245

por la aproximacion que utiliza Maple para calcular

\/(12 al/k: 0

a1 —GQ \k—alHk—ag\

n?(n —1)

(o) () e
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La Tabla [9] muestra T'H, la aproximacién obtenida con el procedimiento AproximateTH
y el cociente entre estos dos resultados.
Los resultados numéricos no indican una tendencia clara que nos permita hacer alguna

conjetura o aportes a la ya existente.
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Cuadro comparativo.

Esta subseccién se incorpord para resumir los resultados obtenidos en una tabla que
permite comparar los valores de las diferentes funciones encontradas.
En la Tabla [L0] exponemos los resultados obtenidos para determinados valores de n.

F' (Subseccion férmula (45))) ,aproximacién determinada reemplazando el ar-
gumento de las sumas en T'H, por una cota inferior.

AsintTH ( Subseccion férmula (47)), determinada a partir de F.

T H sup (Subseccién férmula ([42))), sucesién cota superior para TH.

AproximateT H, procedimiento para determinar valores aproximados de T'H uti-
lizando algoritmos de computacién (Subseccién Capitulo 6) .

TABLA 10.

n F AsintT H TH THsup AproximateT H
100 | 5,144030243 x 10%° 2,127005065 x 1057 2,112827363 x 1057 3,845162607 x 1057 | 2,797695037 x 10°7
200 | 2,606479629 x 1017 | 2,155506523 x 10*77 | 2,148348150 x 107" | 3,903203244 x 107" | 2,579515262 x 10*77
300 | 2,355828455 x 102%° | 2,922334524 x 1027 | 2,915882671 x 10257 | 5,294724454 x 10%%7 | 5,150255127 x 10257
400 | 2,697130241 x 10355 | 4,460945533 x 10357 | 4,453578341 x 10357 | 8,084647896 x 10%%7 | 1,315551812 x 10358
500 | 3,514495201 x 10**° | 7,266043104 x 10**7 | 7,256467814 x 10**7 | 1,317057077 x 10**® | 3,182936591 x 1048
600 | 4,969974164 x 10°%° | 1,233020770 x 10°%% | 1,231670111 x 10°38 | 2,235245880 x 10°%® | 7,202322506 x 10°38
700 | 7,436279200 x 10%%° | 2,152378960 x 105%® | 2,150363119 x 10%%® | 3,902187510 x 10%2® | 1,544943876 x 105%°
800 | 1,159558960 x 10716 | 3,835728274 x 10™*® | 3,832592782 x 107*® | 6,954454860 x 107'® | 3,178990484 x 107*°
900 | 1,866062134 x 10%° | 6,044382284 x 10%°% | 6,939348990 x 108°® | 1,259125425 x 10%%° | 6,327249265 x 108%°
1000 | 3,078658464 x 10%9¢ | 1,272994488 x 10899 | 1,272166162 x 10%%° | 2,308224183 x 1039 | 1,226184225 x 10°%°
1100 | 5,182452404 x 10%%6 | 2,357181470 x 10°%° | 2,355790595 x 10989 | 4,274227621 x 10%%° | 2,324518840 x 10°%°
1200 | 8,870007149 x 101°76 | 4,401191108 x 1017 | 4,398816521 x 101%™ | 7,980788932 x 10%°7 | 4,326944716 x 10°8°
1300 | 1,539467748 x 101157 | 8 275208745 x 1011% | 8271097776 x 1015% | 1,500596187 x 1070 | 7931092317 x 10117
1400 | 2,703809236 x 10'2°7 | 1,565197314 x 10*2%° | 1,564477105 x 101250 | 2,838323745 x 10*2%° | 1,434760021 x 10'26*
1500 | 4,797639425 x 10347 | 2975663889 x 10*3%° | 2,974389166 x 10130 | 5,396144943 x 10*3%° | 2,566309889 x 10135!
1600 | 8,589161117 x 10437 | 5682451568 x 10M44° | 5680175198 x 10'44° | 1,030484605 x 104! | 4,545309774 x 10'44!
1700 | 1,549799779 x 10528 | 1,089405408 x 10531 | 1,088995705 x 10*°3! | 1,975607269 x 101531 | 7,981247487 x 1053!
1800 | 2,815872106 x 10'%18 | 2095802923 x 102! | 2,095060406 x 10162 | 3,800723375 x 10*°2! | 1,390807593 x 101622
1900 | 5,147978538 x 10'7%8 | 4,044411526 x 10'™*! | 4,043057502 x 10171 | 7,334582422 x 107! | 2,407245330 x 101712
2000 | 9,463923101 x 10178 | 7,826475128 x 10801 | 7.823992247 x 1081 | 1,419351867 x 10'8°2 | 4,141329357 x 10182
2100 | 1,748561688 x 1088 | 1,518326822 x 10'%92 | 1517869252 x 10892 | 2,753547518 x 10'8%2 | 7,085821177 x 10'892
2200 | 3,245364496 x 10'97° | 2,952236684 x 10182 | 2951389596 x 10'%82 | 5,354040078 x 1082 | 1,206419528 x 101983
2300 | 6,048438691 x 102°%° | 5,752228504 x 102°72 | 5, 750653813 x 102072 | 1,043204463 x 10%°7® | 2,044846235 x 102073
2400 | 1,131533197 x 102 | 1,122906387 x 102163 | 1,122612553 x 10%%® | 2,036476870 x 10%1% | 3,451817476 x 10%!¢3
2500 | 2,124228463 x 102259 | 2,195868068 x 102253 | 2,195317871 x 102253 | 3,982397311 x 10%2%% | 5,805094406 x 102253
3000 | 5,173724085 x 1027°! | 6,417849516 x 10%7%* | 6,416526748 x 1027°* | 1,163958576 x 10%7%° | 7,453236085 x 102704
4000 | 3,579946867 x 10%69* | 5921088920 x 10%¢°7 | 5920197537 x 103597 | 1,073894561 x 103¢%® | 1,043571831 x 1035°7
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4. Comportamiento asintético de la dimensiéon de H*(n).
Para el Caso 4, mp = {ex — e3,¢, — €11}

Para este caso, la férmula determinada para el cdlculo de la cohomologia total ( Teo-
rema m ), es la misma que para el Caso 3, my = {es — e3,e3 — €4}, a pesar que los
nilradicales no son isomorfos como algebras de Lie.

Por lo tanto todos los resultados encontrados para T'H (n) en el Caso 3, valen también
para este caso. En consecuencia la Conjetura formulada para el Caso 3, se puede
enunciar también para el Caso 4, my = {e3 — €3, €, — €41}

CONJETURA 5.10. Sea TH(n) la dimension del espacio de cohomologia total para el
nilradical de la subdlgebra parabdlica de sl(n + 1,C), determinada por el subconjunto de
raices simples my = {ea—es, e, —en11}. La sucesion TH(n) es asintdtica a AsintTH(n) =

3n—2
0,41349

n— .

Con este resultado completamos el estudio del comportamiento asintético de la coho-
mologia total para los nilradicales de las subdlgebras parabdlicas en los cuatro casos
analizados en este trabajo.






Capitulo 6

Programas y experimentacion con Maple

En este capitulo vamos a transcribir una seleccién de los procedimientos (o subprogra-
mas) creados en Maple, que se utilizaron para estudiar las dlgebras de tipo A,. Algunos
procedimientos generales se simplifican notablemente para los casos particulares estudia-
dos. Mostraremos también ejemplos para entender como se aplican estos procedimientos.

Para estudiar el comportamiento asintético de la cohomologia trivial de algebras de
Lie de tipo A,,, aplicando la descomposicién de Kostant, elaboramos diferentes procedi-
mientos destinados a obtener los elementos mencionados en el teorema y poder comparar
diferentes casos. El grupo de Weyl es isomorfo al grupo de las permutaciones de n + 1
elementos y Maple tiene paquetes incorporados para trabajar con el intervalo inicial [,
que se utilizaron en los casos que asi lo requirieron.

1. El conjunto W!

Para un dlgebra parabdlica p contenida en al dlgebra de Lie de tipo A,,, parametrizada
por el subconjunto de raices simples my = {ep —ep11, €k — €41}, la dimension del nilradical
dimn = h.(k —h)+ (k—h).(n+1—k) + h.(n+1 — k) y demostramos en el Lema [1.2]
que |[W1 = ("Zl) (";:;h) Los procedimientos para aplicar estos resultados se transcriben
a continuacion.

1.1. Dimension del nilradical.

Los input de este procedimiento son el valor de n y los valores h y k, correspondientes
al conjunto de raices simples. El output, es la dimension del nilradical de la subalgebra
paraboélica parametrizada por mo = {e), — €p11, €k — €py1}-

> dimNilrad:=proc(n,h,k) local ni:

> ni:=(n+1-h)*h+(n+1-k)*(k-h):
> ni:
> end proc:

1.2. Cardinal del conjunto W!.
El siguiente procedimiento determina el nimero de representaciones irreducibles que
aparecen en la descomposicion de Kostant, ingresando el correspondiente n, h y k.

> numWl:=proc(n,h,k) local x:
> x:=(n+1)!/(h! *(k-h)!*(n+1-k)!):
> end proc:

123
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1.3. Elementos del conjunto W' para 7y = {e, — eni1,€n11 — €nia}-

A partir de los resultados obtenidos en el Teorema [4.1| aplicados a este conjunto de
raices simples g, los elementos del conjunto W1 se obtiene a partir de una lista creada
por el procedimiento inversosW1, cada elemento de dicha lista contiene las imagenes de
las permutaciones inversas pertenecientes a W1

Los input son el valor n y h correspondiente al conjunto my. Para trabajar con este
procedimiento se debe cargar el paquete

> combinat

El procedimiento es:

inversosWl:=proc(n,h) local inter,i,lis,opinter,final,r,inicial:
inter:=choose(n+1,h):

inicial:=seq(i,i=1..n+1):

lis:=[]:

for i from 1 to nops(inter) do

opinter:=op(inter[i]):

final:=inicial minus opinter:
r:=seq([opinter,op(final[j]),op(final minus final[j])],j=1..nops(final));
lis:=[op(lis),r]:

od:

lis:

end proc:

VVVVVVVYVYVYVYVYV

Por ejemplo, para el cason =5y h = 2,
> inversosW1(5,2);

> [[1,2,3,4,5,6], [1,2,4,3,5,6], [1,2,5,3,4, 6], [1, 2,6, 3,4, 5], [1, 3, 2, 4, 5, 6],
[1,3,4,2,5,6],[1,3,5,2, 4, 6], [1,3,6,2, 4, 5], [1,4,2,3,5,6], [1, 4, 3, 2, 5, 6], [1,
4,5,2,3,6],[1,4,6,2, 3,5, [1,5,2 3 4,6, [1,5,3,2 4, 6], [1, 5, 4, 2, 3, 6], [1, 5,
6,2, 3,4, [1,6,2,3, 4,5, [1,6,3,2, 4,5, [1,6,4,2,3,5], [1,6,5,2, 3, 4], [2, 3, 1,
4,5,6],[2,3,4,1,5,6], [2,3,5,1,4,6], [2,3,6, 1,4, 5], [2,4, 1, 3,5, 6], [2,4, 3, 1,
57 67 [27 47 57 17 37 6]7 [27 47 67 17 37 5]7 [27 55 17 37 47 67 [27 57 37 17 47 6]7 [ ) 57 47 15 37
6]7 [ ) 57 67 17 37 4]7 [27 67 17 37 47 5]7 [27 67 37 17 47 5]7 [27 67 47 17 37 5]7 [27 67 57 17 37 4}7
3,4,1,2,5,6], [3,4,2,1,5,6],[3,4,5,1,2,6], [3,4,6, 1,2, 5], [3, 5,1, 2, 4, 6], [3,
5? 27 17 47 6]7 [3? 57 47 17 27 6]7 [37 57 67 ]‘? 27 ]7 [37 67 ]‘? 27 47 5]7 [37 6? 27 17 47 5 9 [3? 67
4? 172757 [376?57 172747 [4757 ]‘7273?67 [475727 17376’ [475737 172767 [475767
1,2, 3], [4,6,1,2, 3,5, [4,6,2,1,3,5], [4,6,3,1,2 5, 46,5, 1,2 3], 5,6, 1, 2,
3,4, 56,2, 1,3, 4], [5,6,3,1,2 4], 5,6, 4, 1, 2, 3]

El elemento [4,5, 1,2, 3, 6] de esta lista es la imagen correspondiente a la permutacién
o tal que:

. (123456
g =
4 51 2 3 6
2. Subdlgebra p parametrizada por my = {es — e3,e3 — €4}

Para este caso particular como vimos en la subseccién 2.4] las férmulas para determinar
la cohomologia total T"H no son cerradas. Para entender el comportamiento asintético de
la sucesion T'H se crearon tablas y graficos, algunos de ellos mostrados en la subseccion
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mencionada. Exponemos en esta seccion los procedimientos mas relevantes utilizados para
arribar a las conclusiones esperadas.

2.1. Conjunto W

Para determinar los inversos de todos los elementos del conjunto W1 ya se mostré un
procedimiento para el caso de dos raices consecutivas para cualquier valor dado h. Para
el caso que h = 2 el correspondiente conjunto de raices simples es o = {es — e3,e3 — €4},
a partir de algoritmos mas sencillos sin la necesidad de paquetes auxiliares, se realizé un
procedimiento especifico para este caso.

El input es el valor de n y el output es una lista que contiene las imagenes del intervalo
inicial I,,,1, para cada elemento w~! tal que w € W!.

Vv

winver:=proc(n) local i,t,r,rrr,x,lis,liss:
r:=[]:

for i from 1 to n do
t:=seq([i,h],h=(i+1)..n+1):

r:=lop(r),t]:

end do:

rrr:=[]:

liss:=seq(j,j=1..n+1):

for i from 1 to nops(r) do

x:=op(r[i]):

lis:=liss minus Xx:

lis:=op(lis):

t:=seq([x,lis[j],op(lis minus lis[j])],j=1..n-1):
rrr:=[lop(rrr),t]:

end do:

IIT:

end proc:

Ejemplo para el cason =5

VVVVVVVVVYVYVVYVVYVYV

> elementos:=winver(b);

> elementos := [[1, 2, 3, 4, 5, 6], [1, 2, 4, 3, 5, 6], [1, 2, 5, 3, 4,
6], [1, 2, 6, 3, 4, 5], [1, 3, 2, 4, 5, 6], [1, 3, 4, 2, 5, 6], [1, 3, 5,
2, 4, 6], [1, 3, 6, 2, 4, 5], [1, 4, 2, 3, 5, 6], [1, 4, 3, 2, 5, 6], [1,
4, 5, 2, 3, 6], [1, 4, 6, 2, 3, 5], [1, 5, 2, 3, 4, 6], [1, 5, 3, 2, 4,
6], [1, 5, 4, 2, 3, 6], [1, 5, 6, 2, 3, 4], [1, 6, 2, 3, 4, 5], [1, 6, 3,

2, 4, 51, [1, 6, 4, 2, 3, 5], [1, 6, 5, 2, 3, 4], [2, 3, 1, 4, 5, 6], [2,
3, 4, 1,5,6], [2, 3, 5,1, 4, 6], [2, 3, 6, 1, 4, 5], [2, 4, 1, 3, 5,
6], [2, 4, 3, 1, 5, 6], [2, 4, 5, 1, 3, 6], [2, 4, 6, 1, 3, 5], [2, 5, 1,
3, 4, 6], [2, 5, 3,1, 4, 6], [2, 5, 4, 1, 3, 6], [2, 5, 6, 1, 3, 4], [2,
6, 1, 3, 4, 5], [2, 6, 3,1, 4, 5], [2, 6, 4, 1, 3, 5], [2, 6, 5, 1, 3,

4], [3, 4, 1, 2, 5, 6], [3, 4, 2, 1, 5, 6], [3, 4, 5, 1, 2, 6], [3, 4, 6,
1, 2, 5], [3, 5,1, 2, 4, 6], [3, 5, 2,1, 4, 6], [3, 5, 4, 1, 2, 6], [3,
5, 6, 1, 2, 4], [3, 6, 1, 2, 4, 5], [3, 6, 2, 1, 4, 5], [3, 6, 4, 1, 2,
5], [3, 6, 5, 1, 2, 41, [4, 5, 1, 2, 3, 6], [4, 5, 2, 1, 3, 6], [4, 5, 3,
1, 2, 6], [4, 5, 6, 1, 2, 3], [4, 6, 1, 2, 3, 5], [4, 6, 2, 1, 3, 5], [4,
6, 3, 1, 2, 5], [4,6,5,1,2,3], [6,6,1, 2,3, 4], [65, 6, 2, 1, 3,
4], [5, 6, 3, 1, 2, 41, [5, 6, 4, 1, 2, 3]].

Donde, para el elementos[30] de la lista, [2, 5, 3, 1,4, 6], la correspondiente permutacién

el (123456
W0 = \l9 5 31 4 6
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2.2. Grado cohomolégico de cada elemento de W'.

En el caso correspondiente a my = {ey — e3,e3 — €4}, cada elemento de W' queda
determinado por una terna de nimeros diferentes, [a1, as, k], con 1 < a; < as <n+1ly1l <
k < n+1. El algoritmo creado para determinar el grado cohomolégico de cada permutacion
de W' tiene como input la lista que contiene los datos, [ai, as, k| correspondientes a la
permutacién y el output es el grado cohomolégico correspondiente, o cero si la terna no
corresponde a un elemento de W,

Vv

grC:=proc(w) local s,x:
s:=0:

if w[1]l<w[2] then
x:=wll]+w[2]+w[3]:

if (w[2]<w[3]) then s:=x-6
elif (w[1]l<w[3]) then s:=x-5
else

s:=x-4

end if:

end if:

S:

end proc:

Por ejemplo, para la permutacién ws, correspondiente al elementos[30] = [2,5,3, 1,4, 6],

> grC([2,5,3]);
> b

es decir, el grado cohomolégico de w3 es 5.

VVVVVYVVVVYVYV

2.3. Dimension de cada representaciéon irreducible.

La dimensién del espacio irreducible V*?~* se calcula utilizando el procedimiento
implementado para utilizar la formula determinada en la férmula del Capitulo 4.

Los input para este procedimiento son una lista con los tres nimeros aq,as,k y el
valor n, con 1 < ay <ay <n+1,1<k<n+ 1. El output, es la dimension del espacio
irreducible correspondiente a la permutacion determinada por esos tres niimeros o 0, si la
terna no corresponde a un elemento de W!.

> dimV:=proc(w,n) local d:

> d:=0:

> if w[1]l<w[2] then

> d:=binomial(n,w[1]-1)*binomial (n,w[2]-1)*binomial (n,w[3]-1)*(w[1]-w[2]) "2*abs((
> else

> d:=0:

> end if:

> d:

> end proc:

Por ejemplo, para la permutacién wy, correspondiente al elementos[30] = [2,5,3, 1, 4, 6],
> dimV([2,5,3],5);

> 45

es decir, dim V"30P=F = 45,
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2.4. Cohomologia total.

Para determinar la cohomologia total del nilradical correspondiente a la subalgebra
parabdlica my = {es — e3, e3 — €4}, se implemento el siguiente procedimiento que utiliza la
férmula obtenida en El input es n y el output es TH.

Para valores grandes de n, lleva mucho tiempo de maquina determinar T'H. En este
algoritmo se utilizaron todos los recursos necesarios para no realizar calculos innecesarios
o repetidos.

> TH:=proc(n) local i,ht,y,j,x,k:

> ht:=0:

> for i from 1 to n-1 do

> y:=0:

> for j from i+l to n do

> x:=0:

> for k from j+1 to nt+l do

> x:=x+(k-1)"2*(k-j)*binomial (n,k-1):
> od:

> x:=x*(j-i)*binomial(n,j-1):
> yi=ytx

> od:

> y:=y*binomial(n,i-1):

> ht:=ht+y:

> od:

> ht:=ht*2/(n"2*%(n-1)):

> ht:

> end proc:

Por ejemplo:

> TH(200) ;

> 2148348149623377346032853184091110575962143535366115587540519202
> 52979495257307307046762653391540356110490164579295183042639254
> 2366738303430893899484970615651325152241005333172480

2.5. CA&lculo aproximado de Cohomologia total.

Para calcular valores de T'H aproximados utilizando las herramienta dispuestas por
Maple, determinamos el procedimiento AproximateTH. Este procedimiento utiliza la fun-
cién incorporada a Maple, Approximatelnt, para la cual es necesario cargar el paquete

> Student[MultivariateCalculus]

Los fundamentos para determinar este procedimiento, estan expuestos en la Subseccion
2.4l AproximateTH depende de la variable n y el output es un valor aproximado para la
cohomologia total.

> AproximateTH:=proc(n) local a,b,c,s,x:

s:;s/n‘2/(n—1):
end proc:

> s:=0:

> for a from 0 to n-1 do:

> x:=Approximatelnt ((b-a) "2*abs(c-b)*abs(c-a)*binomial (n,a)*binomial (n,b)*
> Dbinomial(n,c),c=0..n,b=a..n);

> s:=s+x:

> od:

>

>
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