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Resumen

Sean k un cuerpo de caracteristica cero y g un algebra de Lie sobre k, por el Teorema de Ado se
sabe que toda algebra de Lie g de dimension finita admite una representacion fiel. Esto da origen
al problema de calcular

w(g) = min{dim V" : (m, V) es una representacion fiel de g},

en general este problema es dificil de realizar.

En esta tesis mostramos algunos resultados generales y otros particulares sobre p(g) para una
dada algebra de Lie g. Pero el principal problema que tratamos es el siguiente;

Sean b, el algebra de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1 y p € k[¢] no nulo y sea

Bingp = bm @ k[t]/(p)

el dlgebra Lie de corriente asociada a el dlgebra de Lie de Heisenberg b, y al dlgebra k[t]/(p), con
la estructura de algebra de Lie dada por el corchete

X®aY ®b=[X,Y]®ab
para todo X,Y € gy a,b e k[t]/(p).

Teorema 1. Sean k un cuerpo de caracteristica cero, k[t] el dlgebra de polinomios y b, el dlgebra
de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1. Entonces para todo m € N y todo polinomio no nulo
p € K[t] se tiene

1 (bm @ K[t]/(p)) = mdegp + [2\/degpw :
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Introduccion

Antecedentes y relevancia del problema

Sean k un cuerpo de caracteristica cero y g un algebra de Lie sobre k. Por el Teorema de Ado se
sabe que toda algebra de Lie g, de dimension finita, admite una representacién fiel. Esto da origen
al problema de calcular

w(g) = min{dim V" : (7, V) es una representacion fiel de g},

calcular u(g) para un algebra de Lie g dada es un problema dificil.

El problema de calcular explicitamente u(g) o cotas de u(g), para un algebra de Lie g dada,
tiene origen en la famosa pregunta de Milnor [Mi] sobre cuéles grupos aparecen como grupos funda-
mentales de variedades planas con estructura afin completa. En particular, si estos son o no grupos
virtualmente policiclicos, es decir que tienen un subgrupo policiclico de indice finito.

Hay numerosos trabajos que estudian el problema en una direccién. El propio Milnor y otros
autores (por ejemplo [GrM]|, [GolK], etc.) muestran que, bajo algunas condiciones adicionales en
las variedades, estas tienen grupo fundamental virtualmente policiclico. Sin embargo el resultado es
falso con toda generalidad, siendo Margulis [Ma] quien primero encuentra contraejemplos.

La pregunta en el otro sentido, es decir si todo grupo policiclico es grupo fundamental de alguna
variedad plana con estructura afin completa, da origen al problema de saber si toda nilvariedad
compacta admite una estructura afin. A su vez, este problema esta relacionado con la existencia
de algebras de Lie nilpotentes g tales que u(g) > dim g + 1. El primero en encontrar un algebra de
Lie con estas caracteristicas es Benoist [Be], con la cual construye una nilvariedad compacta que no
admite estructura afin.

Desde entonces el problema de entender la funcién p adquiere mayor interés. Sin embargo muy
poco se conoce aun. Algunos resultados sobre p(g) son;

1. Si g es abeliana y dimg = n > 1 entonces u(g) = (2\/71 — 1|. Este es una consecuencia de
Schur (ver [S]) sobre C y que lue fue extendido sobre cualquier cuerpo k por Jacobson (ver

[J2]).

2. Si b, es el dlgebra de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1 entonces u(h,,) = m + 2. Una
demostracion se encuentra en [B2].

3. Sik =C, se conoce u(g) para toda algebra de Lie semisimple g (ver [BW]).
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4. Si g es un algebra de Lie k-pasos nilpotente entonces u(g) < 1+ (dim g)*. Este resultado
es consecuencia del Teorema del embedding de Birkhoff (ver [R]). Si ademas es Z-graduada
entonces p(g) < dimg.

5. Si g es un algebra de Lie filiforme entonces p(g) > dimg (ver |Be|). Si ademéas dimg < 10
entonces vale la igualdad.

Resultados

El principal aporte de esta tesis el siguiente teorema

Teorema 2. Sean k un cuerpo de caracteristica cero, k[t] el dlgebra de polinomios y b, el dlgebra
de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1. Entonces para todo m € N y todo polinomio no nulo
p € Kk[t] se tiene

1(bm @ K[t]/(p)) = mdegp + {2 degp} :

En este teorema, (p) es el ideal generado por p y bmyp = hm @ k[t]/(p) es el élgebra de Lie
cuyo corchete es [X ® a,Y ® b] = [X,Y]| ® ab. Dado que si p = t entonces by, , = by, €l teorema
mencionado extiende el resultado de p(h,,) = m + 2 (ver (ii) méas arriba).

Las k-algebras de Lie b,,, son las dlgebra Lie de corriente asociada a el dlgebra de Lie de
Heisenberg by, y al dlgebra k[t]/(p). El conjunto de k-algebras de Lie b, constituye una amplia
familia de 4lgebras de Lie 2-pasos nilpotentes que contiene, a su vez, dos subfamilias que queremos
destacar;

Algebras de Lie de corrientes truncadas de Heisenberg. Estas son las correspondientes al caso p = t",
n € N. Las k-algebras de Lie de g ® k[t]/(t") son conocidas como las dlgebras de Lie de corrientes
truncadas asociadas a g y aparecen en la literatura asociadas a las Strong Macdonald Conjeture
[Mac|. Algunas referencias que tratan estos temas son por ejemplo [FGT|, [HW], [Ku|, [T], etc.

Algebras de Lie de Heisenberg sobre extensiones finitas de k. Estas son las correspondientes al caso
en que p es un polinomio irreducible. En este caso K, = k[t]/(p) es un cuerpo que es una extension
finita de k y b, es también una K,-algebra de Lie. En este caso, la Kj-algebra de Lie b, , es
isomorfa al algebra de Lie de Heisenberg sobre el cuerpo K. Por lo tanto la familia de k-algebras
de Lie b,, , contiene las k-algebras de Lie que resultan de restringir los escalares a k en algebras de
Lie de Heisenberg sobre extensiones finitas de k.

Conclusiones

En esta tesis se obtiene el valor de u(g) para toda algebra de Lie de corrientes g asociada a las
algebras de Lie de Heisenberg y a las algebras de polinomios k[t]/(p). Esta es una amplia familia
de algebras de Lie que en particular contiene la familia de dlgebras de Lie abelianas y la familia de
algebras de Lie de Heisenberg.

La demostracion del teorema principal consta de dos partes (ver descripcion del Capitulo 4 méas
abajo) y en ambas son centrales ciertas propiedades que tienen las dlgebras de Lie de Heisenberg.
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Estas propiedades son compartidas por otras &lgebras de Lie y es muy probable que nuestros re-
sultados puedan ser extendidos a otras algebra de Lie de corrientes asociadas a las dlgebras de
polinomios k[t]/(p).

Estructura de la tesis

La tesis esta dividida en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 hacemos un repaso de conceptos y
resultados bésicos de la teoria de algebras de Lie. Es importante destacar que en este capitulo dichos
temas no estan tratados en profundidad y los detalles se pueden encontrar en cualquier texto de
algebras de Lie, como por ejemplo [H|, [J1], [K], etc. El lector familiarizado con estos temas puede
obviar este capitulo.

El Capitulo 2 contiene resultados béasicos sobre representaciones fieles de &lgebras de Lie de
dimension finita. En él, enunciamos y demostramos el Teorema de Embeding de Birkhoff; que en
particular implica el Teorema de Ado para algebras de Lie nilpotentes. En este capitulo también
recordamos el teorema de Zassenhaus y deducimos de él el resultado que afirma que dada una
representaciéon m de un algebra de Lie nilpotente, la parte semisimple mg y la parte nilpotente wn
de ella son también representaciones. Estudiamos ademas ciertas condiciones bajo las cuales 7wy es
una representacion fiel.

En el Capitulo 3 introducimos la funcién p y hacemos una recopilacion de resultados conocidos
acerca de ella, entre ellos los enunciados anteriormente en esta introduccién. La mayoria de estos
resultados son presentados con su demostracion.

El Capitulo 4 es el mas importante y estd dedicado al teorema principal. La prueba de este
teorema esta dividida en dos partes. En la primera de ellas, construimos para cada a,b € N tales
que ab > degp una nilrepresentacion fiel 7, de dimension mdegp + a + b. Obtenemos asf, una
familia de nilrepresentaciones fieles entre las cuales hay una de dimension

mdegp + {2\/degpw
En la segunda parte, probamos que

11(bmp) > mdegp + {Q@W .

Este capitulo incluye una breve introduccién al concepto de algebras de Lie de corriente y repasamos
algunas propiedades bésicas de estas algebras de Lie.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo haremos un resumen de los conceptos de algebras asociativas y algebras de Lie,
necesarios para los préoximos capitulos.

Los contenidos de todas las secciones son basicos y no seran desarrollados con demasiado detalle,
en los libros de texto [H], [J1], [K], etc se pueden encontrar los temas de este capitulo tratatos con
mayor profundidad. El lector familiarizado con las algebras asociativas y algebras de Lie puede
omitir todo este capitulo.

1.1. Algebras asociativas

Definicion 1.1.1. Un dlgebra asociativa sobre un cuerpo k es un espacio vectorial A sobre k con
otra operacion, llamada multiplicacién de vectores, que asocia a cada par de vectores a,b de A un
vector ab en A llamado el producto de a y b tal que

i) es asociativo,

a(be) = (ab)c

ii) es distributivo con respecto a la adicion,
a(b+c) =ab+ ac

iii) para todo k € k,
k(ab) = (ka)b = a(kb)

Si existe un elemento 1 en A tal que la = al = a para todo a € A, entonces A se dice un algebra
con unidad sobre k y al elemento 1 se le llama la unidad de A. El algebra A se dice conmutativa si
ab = ba, para todo a,b € A.

Algunos ejemplos bésicos de algebras son los siguientes;

Ejemplos 1.1.2. (1) Sea k un cuerpo entonces k es un algebra sobre k, asociativa con unidad y
conmutativa.

(2) Sea V un espacio vectorial sobre k entonces End(V'), con la composicién como producto, es un
algebra sobre k asociativa con unidad.
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(3) El espacio de los polinomiales sobre un cuerpo k, con el producto usual, es un algebra asociativa
con unidad y conmutativa.

(4) Sean Aj, As algebras asociativas sobre un cuerpo k. Se puede verificar que A; ® Ay es un élgebra
asociativa sobre k con el producto definido por

(a1 ® az) (b1 ® ba) = a1bi ® asbs.

Es claro que si A1, Ao son algebras asociativas con unidad y conmutativas entonces A1 ® A es
un algebra asociativa con unidad y conmutativa.

1.2. Algebras de Lie

1.2.1. Definiciéon y ejemplos

Definicién 1.2.1. Un dlgebra de Lie g es un espacio vectorial sobre un cuerpo k con un producto
[,] : 9 x g — g bilineal tal que satisface las siguientes identidades

(i) [X,X] =0 para todo X € g.
(ii) Identidad de Jacobi
[X,Y],Z] + [[Z, X],Y] + [[Y, Z], X] = 0 para todo X, Y, Z € g.

Sea g un algebra de Lie y sean X,Y € g entonces 0 = [X +Y, X +Y] = [ X, X] + [X,Y] +
Y, X]+ [Y,Y]. Por lo tanto
X, Y] = [V, X]. (L1)

Reciprocamente, si esta condicion se tiene entonces 2[X, X| = 0. De manera que si el cuerpo es de
caracteristica distinta de 2 tenemos que [X, X] = 0.

Sea g un algebra de Lie, la dimensién de g es la dimensién de g como espacio vectorial sobre k.

Salvo que hagamos la correspondiente aclaracion, en esta tesis los espacios vectoriales, en par-
ticular las algebras de Lie y las algebras asociativas consideradas seran de dimensién finita y sobre
un cuerpo k fijo.

Ejemplos 1.2.2. (1) A toda &algebra asociativa A se le puede asociar una estructura de algebra de
Lie con corchete
[a,b] = ab—ba

para todo a,b € A. Es facil verificar que A con esta operaciéon es un algebra de Lie.

(2) Un ejemplo particular del anterior es considerar a M (n, k), el espacio vectorial de las matrices
de tamano n X n, con el producto usual de matrices. En esto caso denotaremos al algebra
de Lie M(n,k) con el corchete definido por [X,Y] = XY — Y X, como gl(n,k). Esta algebra
de Lie es llamada el algebra de Lie lineal general. Una base para gl(n,k) es la base candnica

(3) Sea V un espacio vectorial entonces End(V') es un algebra asociativa cuyo producto es la com-
posicion. Por el primer ejemplo, sabemos que a End(V') se le puede asociar una estructura de
algebra de Lie. Esta nueva algebra de Lie la denotaremos gl(V').



Algebras de Lie 3

(4)

Sea g =U @ W la suma directa externa de los espacios vectoriales UyW y B : U x U — W una
aplicacién bilineal antisimétrica tal que

B(’Uq, B(UQ,Ug)) + B(U3,B(U1,UQ)) + B(’LLQ, B(U3, ul)) =0 (1.2)
para todo w; € U. Definimos [,] : g X g — g con valores [(u1,w1), (ug, w2)] = (0, B(u1,u2))
para todo uj,us € U ; wi,wy € W. Es claro que [,] es bilineal, cumple la condicion (i) de

la Definiciéon 1.2.1 y, por la ecuacion (1.2) se verifica la identidad de Jacobi. Entonces g es un
algebra de Lie con el corchete dado por [,].

Sean g1 y go algebras de Lie y sea g = g1 @ g2 la suma directa externa. Definimos un corchete
en g como

[(X17Y1)7 (X27 }/2)] = ([leXQ]v [Ylv }/QD

donde X1, X9 € g1 v Y1, Y2 € go. En éste caso g es un algebra de Lie y es llamada el algebra de
Lie suma directa de g1 v go.

En el ejemplo 1.1.2(4) vimos que el producto tensorial de algebras asociativas es un algebra

asociativa. Sin embargo, el producto tensorial de algebras de Lie no tiene una estructura natural de
algebra de Lie.

1.2.2. Subalgebras de Lie e ideales

Definiciéon 1.2.3. Un subespacio h de g es una subdlgebra de Lie de g si [h, ] C b.

Ejemplos 1.2.4. (1) Sea

so(n, k) = {X € gl(n,k) : X + X' =0}

el espacio de las matrices antisimétricas. Es facil verificar que [X,Y]" + [X,Y] = 0 para todo
X,Y € so(n,k). Por lo tanto so(n, k) es una subalgebra de Lie de gl(n, k) de dimension n(n-b),
Esta algebra de Lie es llamada el dlgebra de Lie ortogonal.

Sea J = (_OI é) una matriz de tamano n X n, con n nimero par y sea
sp(n, k) = {X € gl(n,k) : JX + X'J = 0}.

Del mismo modo que en el ejemplo anterior se puede ver que J[X, Y]+ [X,Y]'J = 0 para todo

. . . s n(n+1
X,Y € sp(n,k), por lo tanto sp(n, k) es una subalgebra de Lie de gl(n, k) de dimension %

Esta algebra de Lie es llamada el dlgebra de Lie simpléctica. Otra forma de escribir sp(n, k) es
A B .
sp(n, k) =< X € gl(n,k): X = co_at) B y C simétricas .
El subespacio t(n, k) de las matrices triangulares superiores es una subélgebra de Lie de gl(n, k)
al igual que el subespacio n(n, k) de las matrices triangulares superiores estrictas.
Sea h una subalgebra de Lie de g, el normalizador de h en g es
Ng(h) = {X €g:[X,p] Cb}.

Es claro, por la identidad de Jacobi, que Ng(h) es una subélgebra de Lie de g tal que h C Ngy(h).
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Definiciéon 1.2.5. Un ideal i de g es una subéalgebra de Lie de g que verifica [g,i] C i.

Siies un ideal de g es facil ver que g/i con corchete [X,Y] = [X,Y] para todo X,Y € g, es un
algebra de Lie.

Ejemplos 1.2.6. (1) Sea
sl(n,k) = {X € gl(n,k) : tr(X) = 0},

dado que tr(XY) = tr(YX) es claro que sl(n,k) es una subalgebra de Lie de gl(n,k) llamada
dlgebra de Lie lineal especial. Méas atn, sl(n,k) es un ideal de gl(n, k).

(2) El algebra de Lie n(n,k) es un ideal del algebra de Lie t(n, k).
(3) El centro de un algebra de Lie g es
3(g) ={X €g:[X,Y] =0 para todo Y € g},
es claro, por definicion, que 3(g) es un ideal de g. Por ejemplo 3(n(n,k)) = k{E1,}.
(4) Sea b una subalgebra de Lie g, entonces b es un ideal de Ng(h) definida en el Ejemplo 1.2.4(4)
(5) Sea g un &lgebra de Lie, el algebra derivada de g es por definiciéon
g =lg.0] ={[X.Y]: XY €g},

es claro que g’ es un ideal de g.

1.2.3. Homorfismos y coeficientes de estructura

Definicién 1.2.7. Sean g, go algebras de Lie. Un homomorfismo entre g, go es una transformacion
lineal F': g1 — go tal que F([X,Y]) = [F(X), F(Y)] para todo X,Y € g1. Si F' es una biyeccion
diremos que F es un isomorfismo de algebras de Lie, en este caso g1 y go se dicen algebras de Lie
isomorfas.

Por ejemplo, sea V' un espacio vectorial tal que dim V' = n entonces gl(V') es un algebra de Lie
isomorfa a gl(n, k).

Definicién 1.2.8. Sea g un algebra de Liey B = {X},..., X,,} una base de g. Los escalares I, €k
que verifican [X;, X;] = >, I';; X, se llaman coeficientes de estructura de g respecto de la base

B.

Por la Definicién 1.2.1 de éalgebra de Lie, es facil demostrar que los coeficientes de estructura
cumplen

1. Iy, =0=TIy+1I7

2. Y oI+ %00 + TEIY) = 0 para todo 4,5, L, m =1,...,n.
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Reciprocamente, dado g un espacio vectorial, B = {X1,..., X} una base de g y un conjunto
{F;"j €k:i4,5,r=1,...,n} que cumple i), ii) es posible definir en g una estructura de algebra de
Lie extendiendo bilinealmente la definiciéon del corchete dado por

n
X5, X5] =D TLX,
r=1

paratodoi,j =1,...,n. En este caso los escalares F;”j son los coeficientes de estructura de g respecto
de la base B. Ademas, por la condicion i), I, = =1, para todo i, j. Por lo tanto, es suficiente
conocer I'}; para i < j.

Ejemplos 1.2.9. (1) Sea g el espacio vectorial con base B = {i, j, k}, definimos el corchete en g a
partir de B de la siguiente manera

[Zv]] =k, [] k] =1, [k7z] =7

En este caso los coeficientes de estructura son I'jy = d3,, I3 = —02,, I'h3 = J3,, esta
algebra de Lie es isomorfa a s0(3,k). El isomorfismo esta dado por la transformacion lineal

f g — s0(3,k) con valores f(i) = <8 0 ?), f() = (8 8(1)), f(k) = (—01(1)8>.

0-10 ~100 000
(2) Algebra de Lie de Heisenberg.

Sea b, el espacio vectorial con base B,, = {X1,...,Xm, Y1,...,Ym, Z}, un corchete definido
en b, es

Z i=

0  en otro caso

[XZ’YJ] = {

Esta algebra de Lie es llamada el dlgebra de Lie de Heisenberg de dimensién 2m + 1.

Veamos que 3(h,,) = k{Z}, por la definicion del corchete, es suficiente probar que 3(bh,,) C
k{Z}. Sea P =" & X; + > i, viYs + 2Z € 3(n,k) con z;,y;, 2 € k para todo i, entonces
zj =[P, X;] =0y y; = [P,Y;] = 0 para todo j. Por lo tanto P € k{Z}.

Es claro, por la definicion de [,] en by, que [y, hm] = kZ es decir

[hma hm] = 3(hm) (13)

(3) Sea k un cuerpo de caracteristica 2 y {E = (83),F = (99),H = (}?)} la base de s[(2,k). Sea
b1 el algebra de Lie de Heisenberg sobre k y f : h; — sl(2,k) la transformacion lineal tal que
f(X)=FE, f(Y)=F, f(Z) = H. Es facil ver que f es un isomorfismo de algebras de Lie,
por lo tanto b es isomorfa a s((2, k).

(4) En general la suma de homomorfismos de élgebras de Lie no es un homomorfismo de algebras
de Lie. Por ejemplo, si f es el homomorfismo del Ejemplo 1.2.9(1), es facil ver que 2f no es un
homomorfismo de algebras de Lie.

1.2.4. Algebras de Lie Nilpotentes y Solubles

Definicion 1.2.10. La serie derivada de un algebra de Lie g esta dada por la siguiente sucesion de
ideales A 4 '
g(o) =g 2 g(l) — [g,g] :_) N :_) g(z) — [9(1_1)79(1_1)} :_) .

El algebra de Lie g es soluble si existe m € Ny tal que g™ = 0.
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Definicion 1.2.11. La serie central descendente de un éalgebra de Lie g estd dada por la siguiente

sucesion de ideales

g°=g2g'=[ggl2 - 2¢g=[gg 2.

El algebra de Lie g es nilpotente si existe m € Ny tal que g” = 0. Si g es un algebra de Lie
nilpotente tal que g* = 0y g*~! # 0 diremos que g es k-pasos nilpotentes.

Lema 1.2.12. Sea g un dlgebra de Lie. Sean i,j € Ng entonces [g',¢’] C g'™.
Definiciéon 1.2.13. Un éalgebra de Lie g es abeliana si [g, g] = 0.

Ejemplos 1.2.14. (1) Toda algebra de Lie g abeliana de dimension n sobre k es un algebra de Lie
isomorfa a k™, donde el corchete en k™ es el trivial.

(2) Toda algebra de Lie abeliana es nilpotente y toda algebra de Lie nilpotente es soluble.

(3) Sea d(n,k) la subalgebra de Lie de gl(n,k) de las matrices diagonales, entonces ?(n, k) es una
subélgebra de Lie abeliana de gl(n, k).

(4) Una base del algebra de Lie t(n,k) es B = {E;j : i < j}. Se puede verificar que

E; sij=l,i1<r
[Eij,Elr] = _Elj sir==1 ,l <j
0 en otro caso

entonces t(n, k) C n(n,k). Ademas, E;; = [Ey, E;j] para todo E;; € n(n,k), por lo tanto
t(n, k)M = n(n, k). Del mismo modo se puede verificar que

t(n, k)™ = (B, 1<i<i4+2m 1 <j<n} (1.4)

para todo m € N, luego t(n, k) es un algebra de Lie soluble. Sin embargo t(n, k) no es un élgebra
de Lie nilpotente dado que

(1% = [t(m, k), n(n, )] 2 [o(n, k), n(n, k)] 2 n(n, k)
obtenemos t(n,k)? = t(n, k) = t(n, k). Por lo tanto t(n,k)"™ = t(n,k)! para todo m > 1.

(5) Una base del algebra de Lie n(n,k) es B = {E;; : 1 <1i < j < n}. De la misma manera que en
(1.4) se puede verificar que n(n, k)™ esta generada por {E;; : 1 <1i <i+m < j < n} para todo
m € N. Por lo tanto n(n, k) es un algebra de Lie nilpotente.

(6) El algebra de Lie b,, es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente pues bl = 3(n, k).

(7) Sea g el algebra de Lie definida en el Ejemplo 1.2.2(4), es claro que [g,g] C W y W C 3(g).
Entonces g es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente.

(8) Sea g un algebra de Lie nilpotente de dimension n, tal que g"~! = 0y g" 2 # 0. Entonces g
recibe el nombre de Algebra de Lie filiforme. Por ejemplo, sea g el algebra de Lie generada por
B={X,Y1,...,Y,_1} tal que el corchete en B esta dado por

[X7ij]:Y3'+17 1§j§n_27
Y;,Yj]=0,1<4,j<n-1,
X, Y1) = 0.



Algebras de Lie 7

1.2.5. Algebras de Lie semisimples y reductivas
Definicion 1.2.15. Un algebra de Lie g de dimg > 1, se dice simple si sus Unicos ideales son g y

el trivial. Se dice semisimple si es suma directa de ideales simples de g, es decir g =11 & --- & I,
con I; ideales simples de g.

Las algebras de Lie simples de dimension finita sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de
caracteristica cero estan clasificadas y son las siguientes:

1) Algebras de Lie clasicas

a) El algebra de Lie, definida en el Ejemplo 1.2.6(1), A, = sl(n + 1,k).
b) El élgebra de Lie, definida en el Ejemplo 1.2.4(1), B, = so(2n + 1,k).
c) El algebra de Lie, definida en el Ejemplo 1.2.4(2), C), = sp(2n, k).

d) El algebra de Lie, definida en el Ejemplo 1.2.4(1), D,, = so(2n, k).

2) Algebras de Lie Excepcionales: Eg, E7, Eg, Fy, Ga.
Definicién 1.2.16. Sea g un algebra de Lie sobre un cuerpo k. El algebra g es reductiva si

g=9g1Dg

donde g; y g2 son subalgebras de Lie de g semisimple y abeliana respectivamente.

Sea g = g1Pgo un algebra de Lie reductiva sobre k de dimensién finita. Entonces por la Definicion
1.2.15 y el Ejemplo 1.2.14(1) podemos pensar a g como un algebra de Lie isomorfa a I) @ - - @ I, ® k!
donde I; son ideales simples de g1 tal que g1 = I; @ --- ® I, y | = dim go. Ademas, g’ = g;.

1.2.6. Algebra Universal Envolvente de un algebra de Lie

Sean g un algebra de Lie y T'(g) el algebra tensorial de g. Sea I el ideal de T'(g) generado por
{X@Y-YeX-[X,Y]: XY €g}.

Definicion 1.2.17. Sea g un Aalgebra de Lie, el dlgebra universal envolvente de g es el algebra
asociativa con unidad

Dado que U(g) es un algebra asociativa, por el Ejemplo 1.2.2(1), tiene una estructura de algebra
de Lie.

Sea ¢ : g — T(g) la aplicacion canoénica de g en T(g). A partir de ¢ podemos definir una
transformacion lineal de g a U(g) como 7 o« donde 7 es la proyeccion al cociente de T'(g) en U(g).

Proposicion 1.2.18. Sean g un dlgebra de Lie y U(g) el dlgebra universal envolvente de g. Entonces
la transformacion lineal wo v : g — U(g) es un homorfismo de dlgebras de Lie.
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Demostracion. Dado que 7 o ¢ es una transformacion lineal, falta probar que (w0 ¢)[X,Y] = [(7w o
L)(X), (mo)(Y)] para todo X,Y € g. Sean X,Y € g entonces

(mo)[X,Y] =7n([X,Y])
X,Y]
XY-YX
(mou)(X),(mor)(Y)] .

~

=

—

O

Uno de los principales teoremas sobre U(g) es el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt que da una
base para U(g) como espacio vectorial. No realizaremos la prueba de este teorema dada que no es
esencial en el desarrollo de esta tesis, para ello se puede consultar [K].

Teorema 1.2.19. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Sean g un dlgebra de Lie y B = {X1,..., X} una base
de g. Entonces el conjunto de todos los monomios X{' ... X" con ji > 0, es una base de U(g).

1.2.7. Extension del cuerpo de base

Sea g un algebra de Lie sobre un cuerpo k y K una extension de k. Veamos una manera de darle
al K-espacio vectorial g ®1 K una estructura de élgebra de Lie sobre el cuerpo K a partir de la
estructura de g.

Se puede ver que el mapeo 4-lineal f : gx K xgx K — gy K dado por f(X,a,Y,b) = [X,Y]®ab
para todo X,Y € gy a,b € K, induce un mapeo k-bilineal que llamaremos

[lk: (@ K)x (g®K) - g® K
(X®a,Y®b)— [X,)Y]®ab .

Es facil ver que | i es K-bilineal y se puede ver [ |k verifica las condiciones i) y ii) de la Definicion
1.2.1 de algebra de Lie. La k-algebra de Lie que resulta de restringir los escalares a k en la K-algebra
de Lie g ®k K sera denotada por (g ®k K).

Un caso especial es cuando k = R, K = C y g es un algebra de Lie real. El algebra de Lie
compleja g ® C es llamada la complexificacion de g. Si g es un dlgebra de Lie compleja y gg es un
algebra de Lie real tal que gg, el dlgebra de Lie g mirada sobre R, esta relacionada como espacio
vectorial sobre R por gr = go @ igo diremos que gg es la forma real del algebra de Lie compleja g.

1.3. Representaciones de algebras de Lie

Definiciéon 1.3.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k. Una representacion (m,V') de un
algebra de Lie g en V' es un homomorfismo de algebras de Lie 7 : g — gl(V'). Mas aun, si para cada
X € g, m(X) es un endomorfismo nilpotente diremos que (7, V') es una nilrepresentacion de g.

Dado V un espacio vectorial de dimensién n y una base de V' existe un isomorfismo de élgebras
de Lie entre gl(V) y gl(n,k). Por este motivo las representaciones de un algebra de Lie g pueden
ser vistas como homomorfismo de algebras de Lie de la forma 7 : g — gl(n, k).

La dimension de una representacion (mw, V') de un algebra de Lie g es dim V.



Ejemplos 1.3.2. (1) Sea g un algebra de Lie, por la identidad de Jacobi que la aplicacion
ad : g — gl(g)
X = ad(X)(Y) = [X, Y],

es una representacion de g. Esta representacion recibe el nombre de representacion adjunta de g
y ker(ad) = 3(g). Mas atn, si g es un algebra de Lie nilpotente es facil ver que la representacion
adjunta es una nilrepresentacion de g.

(2) Sea g un éalgebra de Lie y sean (w1, V1), (ma,V2) representaciones de g. Es facil ver que la
aplicacion m : g — gl(V5 @ Va) con valores 7(X)(v1,v2) = (m1(X)v1, m2(X)v2) es una nueva
representacion de g en V3 @ Va. En este caso ker(m) = ker(m1) Nker(mg).

(3) Sean g1, go algebras de Lie y sean (mq, V1), (w2, Va) representaciones de gy, go respectivamente.
La aplicacion m @ 7o : g1 @ g2 — gl(V1 @ V2) con valores

(m1 @ m2) (X1, X2)(v1, v2) = (m1(X1)(01), m2(X2)(v2))
es una representaciéon del algebra de Lie g1 & go.

(4) Sea g un algebra de Lie y sean (w1, V1), (72, V) representaciones de g. Entonces m ®@ o : g —
gl(V1 ® V3) con valores

(m @ m2)(X)(v1 ® v2) = w1 (X)v1 ® v2 + v1 ® ma(X)vy
es una representacion de g.

Definicién 1.3.3. Sea g un élgebra de Lie, una representacion (m, V') de g es irreducible si V' tiene
dos subespacios m(X) invariante para todo X € g, el subespacio nulo y V. Una representacion (m, V)
es completamente reducible si existen subespacios V; de V tales que V =V, @& --- @V, y para todo
X € g, V; es (X) invariante.

Dos importantes resultados de la teoria de algebras de Lie son el Teorema de Engel v el Teorema
de Lie, dado que estos teoremas no son centrales en el desarrollo de esta tesis no daremos sus
respectivas pruebas (ver [K]).

Teorema 1.3.4. (Engel) Sea V' # 0 un espacio vectorial de dimension finita sobre k, y g un dlgebra
de Lie de endomorfismos nilpotentes de V. Entonces

a) g es un dlgebra de Lie nilpotente,
b) existe 0 #v € V tal que X (v) =0 para todo X € g,

c¢) existe una base B de V tal que para todo X € g la matriz asociada en la base B es triangular
superior estricta.

Teorema 1.3.5. (Lie) Sean g un dlgebra de Lie soluble y V' un espacio vectorial de dimension finita
sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero y sea (w, V') una representacion de
g. Si k es algebraicamente cerrado, entonces existe 0 # v € V' tal que para todo X € g, n(X)v = Axv



Si k no es de caracteristica cero, en general el Teorema de Lie es falso. Por ejemplo, sea k un
cuerpo de caracteristica 2 y sea g el algebra de Lie sobre k generada por X = (94) , YV = (39),
es facil ver que g es un élgebra de Lie soluble pues [X,Y] = X. Ademas, dado que char(k) = 2,
el polinomio caracteristico de X es P(x) = 22 +1 = (z + 1)%. Por lo tanto el valor propio de X
es A = 1 y el espacio propio asociado esta generado por v1 = (1), es facil ver que v1 no es vector
propio de Y.



Capitulo 2

Representaciones fieles de algebras de Lie

En este capitulo repasaremos el concepto de representacion fiel de un algebra de Lie y el Teore-
ma de Ado, uno de los resultados centrales en la teoria de representaciones de un algebra de Lie g
de dimension finita. En §2.1 demostraremos una versiéon del Teorema de Ado llamado Teorema de
Embeding de Birkhoff (|Bi]). En §2.2 recordamos el Teorema de Zassenhaus y probamos que éste
implica que la parte semisimple y nilpotente de una representacién de un &lgebra de Lie nilpon-
tente son tambieén reprentaciones. Finalmente probamos que bajo ciertas condiciones, dada una
representacion fiel (m, V) de un algebra de Lie nilpotente de dimension finita, la parte nilpotente
(rn, V) de (m, V) define una nilrepresentacion fiel de g. Estos resultados son de importancia para
el desarrollo del Capitulo 4.

2.1. Teorema de Ado-Iwasawa y Teorema de Birkhoff
Definiciéon 2.1.1. Una representacion (7, V') de un algebra de Lie g es fiel si 7 es inyectiva.

En particular si g es un algebra de Lie tal que 3(g) = 0 la representacion adjunta es una
representacion fiel de g.

Es claro que toda representacién fiel de un algebra de Lie g establece un isomorfismo de g en
una subélgebra de Lie de gl(V'). Mas atun, si la representacion es de dimension finita, se establece
un isomorfismo con una subalgebra de gl(n, k).

El problema de la existencia de una representacion fiel de dimension finita para un algebra
de Lie g de dimensién finita sobre un cuerpo k, fue resuelto por Ado-Iwasawa. En el caso en que
char(k) = 0 el teorema es conocido como Teorema de Ado, si char(k) # 0 el teorema se conoce
como el Teorema de Iwasawa.

Teorema 2.1.2. (Teorema de Ado-Iwasawa) Sea g un dlgebra de Lie sobre un cuerpo k de dimension
finita. Entonces existe una representacion fiel de dimension finita de g.

La prueba de este teorema para un algebra de Lie g arbitraria es sofisticada y se puede ver en
[J1]. En su lugar, probaremos el Teorema de Embeding de Birkhoff.

11
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Teorema 2.1.3. (Teorema de Embeding de Birkhoff) Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente
de dimension n sobre un cuerpo de caracteristica cero. Entonces existe una nilrepresentacion fiel
(7, V) de g tal que tal que dimV < 14n +n? +--- +nk.

Este teorema es una versién constructiva del Teorema de Ado, que es valido para algebras de
Lie nilpotentes de dimension finita y es el caso de particular interés de esta tesis. Para la prueba del
teorema necesitaremos algunas definiciones y resultados previos que enunciamos a continuacion.

Sean g un algebra de Lie k-pasos nilpotente y B = {X1, Xs,...,X,,} una base de g donde los
primeros n; vectores generan g1, los primeros ny vectores generan g¢=?2 y asi sucesivamente. Sean
By = {X* = X{"...X% :«; € No} la base de U(g) dada por el Teorema de Poincaré-Birkhofl-
Witt y la funcion o : U(g) — Ny definida por

o(X;) =méx{t+1: X, € ¢'} o(X) = Zajo(Xj)
j=1
o(W) = min{o(X?) : ¢ # 0} 0o(1) =0, 0(0) = co.

Lema 2.1.4. Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo de caracteristica cero.
Entonces
oWh +---+W,) > min{o(W1),...,0(W;)},
oWi...Wp) > o(Wy) + -+ o(W,)

para todo W; € U(g).

Demostracion. La primera ecuacién es inmediata para r = 2, luego por induccién sobre r se tiene
el resultado deseado. La prueba de la segunda ecuacién es por induccién y la reducimos al caso en
que 7 = 2y W; son elementos homogéneos de U(g). Pues si Wi =3 ;ca X, Wa =3 5 dgXP
con X®, XB € By tenemos que
o(W1W2) = 0(> caX®) dsX’)=0( Y cadsX*X")
acl BeJ acl,Bed

> min{o(X°X") : (o, 3) € I x J}

> min{o(X?) 4+ o(X?) : (o, 3) € I x J}  es valido para monomios

= min{o(X%) : a € I} + min{o(X?) : g € J}

= o(W1) + o(W3).

Sean Wy, Wy elementos homogéneos de U(g), es decir W; = X% con a; = (o1, .., 5n) € Z7}.

Si W1 Ws es un monomio ordenado X? con 3 = (g +agi,...,a1, + agy), entonces

n

o(W1Wa) = o(X%) = 3" Bjo(X7) = 3 (onj + az,)o(X7)
j=1 j=1

2 n
=Y O aijo(x7))

i=1 j=1

2
= Z o(W;)  por definicion.
i=1
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Supongamos que WiWs no es un monomio ordenado. Para probar la ecuacién nterior dare-
mos la siguiente definicién; sea W = X% ... X% con a; = (a;1,...,0,) € Z7, definimos
_ ' n .
d=7) 1> j—1q,; como el grado de W.

Haremos induccion sobre d, para el caso d = 1 es claro que se verifica. Asumamos que la
ecuacion es valida si 1 < d < N y WiWs un monomio de grado N. Dado que W1 W5 es un monomio
no ordenado, tenemos que Wi Wy = X* X*? donde X1 = W/Xi, X% = XjW” con j < i.

Si o(X;) = miyo(X;) = myj, por Lema 1.2.12, [X;, X;] = > ,c;aX; € g™t Es decir
o(X;) > mi+mj; = o(X;) + o(Xj) si ¢ # 0. Ademas
WiWy = W' [ X, X)W + W' X; Xx,W"
=Y WX W + WX x;W"
lel
Es facil ver que el valor de d para cada término del primer sumando es menor que N. Por hipétesis
inductiva y dado que o(X®1) = o(W') + o(X;) por definicion de o, tenemos

’

o(W' X, W") > o(W') + o(X) + o(W")
= (0(X™") = o(Xy)) + o(X1) + (o(X*?) — 0(X;))
> O(Wl) + O(WQ).

entonces, por la primera ecuaciéon del lema

o(W1Wa) > min{o(W' X; X;W"), > " o(W' X,W")}

2
> min {O(W/XinWH), > o(Wi)} .

Aplicando este procedimiento a W/XinW” repetidas veces se puede verificar que el término
Z?Zl o(W;) se preserva y asi la desigualdad nos queda

2
o(W1W3) > min {O(Xﬁ), Z o(m)} .

Pero o(X%) = > j=1Bj0(X;) = o(W1) + o(W2), luego o(W1Wa) > o(W1) + o(W>). O

Lema 2.1.5. Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimension n sobre un cuerpo de carac-
teristica cero y sea

U™(g) ={W € U(g) : o(W) > m}

m € N ym < n. Entonces U™(g) es un ideal de U(g) de codimension menor o igual que 1+ n +
n2+__'_'_nm—1.

Demostracion. Por la primera ecuacion del Lema 2.1.4, U™ (g) es cerrado bajo la suma. Ademas, por
la segunda ecuacion del mismo lema, para todo W € U(g), Wy € U™(g) tenemos que WW; € U™ (g),
del mismo modo para W1 W. Por lo tanto, U™(g) es un ideal de U(g).

Debemos demostrar que la codimension de U™ (g) es menor o igual que 1+ n™~L. Sea By =
{X* = X" ... X8 : a; € Ng} la base de U(g) obtenida anteriormente y B, = {X® : o(X®) >
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m} C By. Veamos que By, es una base de U™(g), sea W = > ¢ X* € U™(g), por la primera
ecuacion del Lema 2.1.4, o(W) > m. Luego, By, es un generador de U™ (g) entonces la codimension
de U™(g) es #{X“ : o(X%) < m}. Es claro, por la definicion de o, que

#{X: 0o(X*) <m} S#{(al,...,an) GZ;‘:ZO@ Sm—l}
i=1

y dado que # {(al, ce ) €L YT L <m— 1} < Z;.”:_Ol n’, obtenemos lo que queriamos

#H#{X*:0(X*) <m} < Z;n;ol n. O

Demostracion. (Teorema 2.1.3) Sea p : U(g) — End(U(g)) con valores p(W1)Wy = W1 Wy para todo
W1, Wy € U(g). Es facil verificar que p es una representacion del dlgebra de Lie U(g). Sea m € N,
por el Lema 2.1.5, U™(g) es un ideal de U(g), por lo tanto U™ (g) es un subespacio invariante por
p(W) para todo W € U(g).

Sea V. = U(g)/U™(g). Por la observacion anterior y por el Lema 2.1.5, podemos definir una
representacion de dimension finita del algebra de Lie U(g). Dicha representacion la llamaremos
p: U(g) — End(V) con valores p(W)v = p(W)v para todo W € U(g),v € U(g). Ademas, por el
Lema 2.1.5, V' es un espacio vectorial de dimension finita.

Dado que g es una subalgebra de Lie de U(g), es claro que (7 = p|_, V) es una representacion
del algebra de Lie g.

Es claro que U(g)® D U(g) para todo i € Zy. Sean V; = U'(g)/U™(g) subespacios de V para

1 =0,...,m, entonces

V=vwoViD>---DVyu_1DOV,=0.

Por la segunda ecuacion del Lema 2.1.4, es facil ver que 7(X)V; C Vi1 para todo i =0,...,m — 1.
Sea B = {71,72...,Us} una base de V tal que los primeros m; vectores generan a V;,,_1, los primeros

0
00
my vectores generan a Vp, o y asf sucesivamente. Entonces [7(X)|gz = <: * ) € n(s,k) para
00 .. 0
todo X € g, por lo tanto 7 es una nilrepresentacion de g.
Sim>k+1,gNnU™(g) =0, entonces para todo X € g, 7(X)1 = X # 0. Por lo tanto 7 es una
nilrepresentacion fiel de g. O

Observacion: Se puede ver que para n > 2
Z ) 't (n+1
#{(alﬁaan)€Z1 aZ:]}:(z)
i=1

para cada j = 2,...,k. Luego #{(al,...,an) €LY Y04 < k} =14+n+ 22?22 nj—lén-Fl)_
Ademaés
k-1 k k
n(n+1 n"—1 n+n
1+n+ g ( )— +

— <14+nk.
2 n—1 g Sittn

=2

Por lo tanto la dimensién de la nilrepresentaciéon obtenida en el Teorema 2.1.3 es menor o igual a
1 + n* esta mejora a la cota del Teorema 2.1.3 fue dada por [R].
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2.2. Nilrepresentaciones fieles

Sea g un algebra de Lie de dimensién finita sobre un cuerpo k. Si g no es nilpotente entonces no
existe ninguna nilrepresentacién fiel de g, por el Teorema de Engel.

Por el Teorema de Embeding de Birkhoff, toda algebra de Lie g nilpotente de dimensién finita
sobre un cuerpo k de caracteristica cero admite una nilrepresentaciéon fiel de dimensién finita. En
esta seccién mostraremos que, bajo ciertas hipdtesis, dada una representacion fiel de g de dimensiéon
finita, se puede obtener una nilrepresentacién fiel de g de la misma dimension.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Zassenhaus) Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre
un cuerpo k algebraicamente cerrado y sea g una subdlgebra de Lie nilpotente de gl(V'). Entonces
existen Vo, Vi, ..., V, subespacios de V' tales que

V=WeVie oV

donde V; es g-invariante. Ademds, para cada X € g, X |y,= X\ xI + N;(X) tal que N;i(X) es un
operador nilpotente para todo 1.

La prueba del Teorema de Zassenhaus no la realizaremos dado que no es de importancia en el
desarrllo de esta tesis, para ello se puede consultar [J1].

Observacion Dado V' un k-espacio vectorial de dimension finita y K una extension de k. Sean g un
algebra de Lie de dimensioén finita sobre k y (7, V') una representacion fiel de g. Es facil ver que la
aplicacion 7 ® id : g® K — gl(V) ® K es un homomorfismo inyectivo de algebras de Lie sobre K,
donde g ® K y gl(V) ® K tienen la estructura de élgebra de Lie sobre K dada en §1.2.7. Méas atn,
es facil ver que el algebra de Lie gl(V) ® K es isomorfa al algebra de Lie gl(V ® K) sobre K. Por
lo tanto, a partir de la representacion fiel (7, V') existe una representacion fiel (7, V ® K) de g® K
definida por T(X ® a)(v®b) = 7(X)(v) @ ba para todo X € g,a,b € K. Ademéas T es una aplicacion
k-lineal, luego (7, V ® K) es una representacion fiel del algebra de Lie (g ® K)x.

Teorema 2.2.2. Sean g un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo k de
caracteristica cero y sea (7, V) una representacion de g de dimension finita. Para cada X € g sean
7s(X) y 7y (X) respectivamente las partes semisimple y nilpotente de 7(X). Entonces (g, V) y
(7N, V) son representaciones de g, mds ain wg(g') = 0.

Demostracion. Debemos demostrar que mg y mn son lineales y preservan el corchete. Para ello
consideremos primero que k es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Es claro que 7(g) es una subélgebra de Lie nilpotente de gl(V'). Por el Teorema de Zassenhaus
(ver §2.2.1) V se puede descomponer como V =V, ® V) @ --- @ V,.. Donde cada V; es un subespacio
de V tal que

m(X)WVi € Vi w(X) lvi=msi(X) + 7vi(X)

para todo X € gy 7n;(X) es un endomorfismo nilpotente, 7g;(X) = \;(X)I; con I; la trans-
formacion identidad en V; y A\;(X) € k para todo ¢ = 0,...,7. Como wg(X) y mn(X) son re-
spectivamente las partes semisimple y nilpotente de 7(X), obtenemos que 7s(X) |y;= 7s;(X) y
7N (X) |v;= 7ni(X). Por lo tanto, para probar que mg es lineal y preserva el corchete, basta ver
que cada mg; lo hace. Por el Teorema de Lie, existe una base B; = {v;,...,v;,} de V; tal que
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[mi(X)]B, = . para todo X € g. Es claro que m;(X)v;; = A\i(X)v;, para todo

X € g, luego
Ai(aX + YY), = m(aX +Y)vy
= (am(X) + 7(Y))v;
= (aXi(X) + Xi(Y))vy

para todo X,Y € g,a € k. Entonces \; es una funcional lineal por lo tanto mg; es una transformaciéon
lineal para cada i. Ademés, A\; es una representacion de g sobre k para todo ¢, pues

)‘i([X7 Y])Uh = Wi([Xv Y])Uil
= (m(X)m(Y) — m(Y)mi(X))vi,
= (XA (Y) = M(Y)Ai(X))vs,
=0
= [N(X), Ai(Y)]vi,
Por lo tanto, mg; es una representacion de g y mg;([g,9]) = 0 para cada i. Entonces 7g es repre-
sentacion tal que

ms([g,9]) = 0. (2.1)

Falta probar que mn es representacién. Como my = m — wg es claro que my es lineal. Por lo
tanto basta probar que cada mpy; preserva el corchete. Dado que mg; es multiplo de I; tenemos que
[ (X), s;(Y)] = 0 para todo X,Y € g. Luego,

mNi([X,Y]) = mi([X, Y]) — 754 ([X, Y])
= [m(X),m(Y)] por la ecuacion (2,1)
= [mni(X) + 7mgi(X), mni(Y) + 75 (Y)]
= [mni(X), T (V).

Por lo tanto mwy; es una representacion de g.

Si k no es algebraicamente cerrado, consideremos k su clausura algebraica. Sea V =V @k y sea
(7, V) la representacion de g = g ®y k obtenida a partir de la representacion (7, V). Sean Tg y Ty
las representaciones obtenidas en el caso en que el cuerpo es algebraicamente cerrado.

Dada una base B = {v1,...,v,,} de V se sabe que B={vn®1,...,09, ® 1} es una base de V.
Si X = X ® 1 entonces [7(X)]p = [7(X)]5 para todo X € g, luego
[rs(X)]5 + [ (X)]B = [Fs(X)]5 + [Fn(X)]5
Se sabe que si 7w5(X) es una transformacion semisimple entonces [rs(X)]p es diagonalizable so-
bre k, a su vez [Ts(X)]5 es diagonalizable sobre k. Mas atn, [7n(X)]p y [n(X)]5 son matrices
nilpotentes. Dado que la descomposicion es tinica entonces

[rs(X)p =FsX)g v [wv(X)]s = [FnX)l5
Por lo tanto (s, V) y (7n, V) son representaciones de dimension finita de g en V' y por definicién
de my obtenemos que (7, V') es una nilrepresentacion de g. Ademés, como g’ = g’ @k y 7s(g’) = 0
entonces mg(g') = 0. O
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Definicién 2.2.3. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita y (7, V') una representacion
de dimensién finita de g. Llamaremos parte semisimple y nilpotente de m a las representaciones
(rs,V) y (7N, V) obtenidas en el Teorema 2.2.2 respectivamente.

Teorema 2.2.4. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo k de
caracteristica cero tal que 3(g) C g'. Sea (m,V) una representacion fiel de g de dimension finita y
sea (N, V) la parte nilpotente de (w,V'). Entonces (mn, V') es una nilrepresentacion fiel de g.

Demostracion. La representacion (7, V) dada en el Teorema 2.2.2 es una nilrepresentacion. Por
lo tanto nos falta probar que 7y es inyectiva. Sea mxn(Xp) = 0,

m([Xo, X]) = 7n([Xo, X]) + ms([Xo, X])
= [mn(Xo), 7 (X)] + ms([Xo, X])
=0 pues 7s(g’) =0

para todo X € g. Como 7 es un representacion fiel de g entonces [Xo, X] = 0, es decir Xg € 3(g).
Dado que 3(g) C ¢ y ms(¢g’) = 0 obtenemos 7g(Xg) = 0. Por lo tanto 7(Xp) = 0 entonces
Xo = 0. 0

Sea g un algebra de Lie nilpotente de dimension finita. La condicion 3(g) C [g, g] de la proposicion
anterior es importante para que la nilrepresentacion (7, V') sea fiel. Por ejemplo, g = k es un algebra
de Lie abeliana sobre k entonces 3(g) = gy [g,9] =0y 7 : g — gl(2,k) tal que 7(1) = I es una
representacion fiel de g. Pero en este caso mn = 0.






Capitulo 3

Representaciones fieles de dimension
minima y la funcién u

3.1. Definiciones y ejemplos

Sea g un &lgebra de Lie de dimensén finita. Por el Teorema de Ado-lwasawa existe una rep-
resentacion fiel de dimensioén finita de g. Un problema nada sencillo es, dada un &lgebra de Lie g
de dimensién finita encontrar una representaciéon fiel de g de dimensiéon minima. Esto motiva la
siguiente definicion;

Definicion 3.1.1. Sea g un algebra de Lie de dimensén finita. Sea

w(g) = min{dim V" : (m, V') es una representacion fiel de g}.

Es facil probar que la funcion p es invariante bajo isomorfismos de algebras de Lie.

Ejemplo 3.1.2. (1) Sea sl(n,k) el algebra de Lie lineal especial. Veamos que

p(sl(n,k)) = n.

Probemos por el absurdo, si u(sl(n,k)) = d < n entonces d*> < n?—1y como dimsl(n, k) = n?>—1
obtenemos que d?> = n? — 1. Pero esto es una contradiccién dado que no existen dos naturales
cuyos cuadrados sean consecutivos. Por lo tanto u(sl(n,k)) = n.

(2) Sea t(n,k) el algebra de Lie de matrices triangulares superiores sobre un cuerpo k algebraica-
mente cerrado. Por el Teorema de Lie, es facil ver que p(t(n,k)) = n.
o). 2= (332
000 000
b b

(3) Sea g una subdlgebra de Lie de gl(3,k) generada por X = <é g §> Y = (
g es un &lgebra de Lie soluble y

entonces [ X,Y| =Y, [X,Z] = Z, [Y,Z] = 0. Es claro que
3(g) = 0.

Veamos que u(g) = 3, si pu(g) = 2 existe una subalgebra de Lie g soluble de dimension 3 de
gl(2,k) isomorfa a g. Dado que dimgl(2,k) =4 y I ¢ g, pues 3(g) = 0, tenemos que

gl(2,k) =k{I} &g

19
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Es facil ver que 3(gl(2,k)) = k{I} y g un ideal de g. Dado que gl(2,k)" C g, gl(2,k) es soluble.
Esto es una contradiccion, pues s((2,k) es una subélgebra de Lie simple de gl(2,k), por lo tanto
n(g) = 3.

(4) Seaso(3,C) el algebra de Lie ortogonal y B = { X1, X2, X3} una base tal que X; = < 0

0
0
0 -1
B

oo

( ) 7X2 -
( é , X3 = (—1 0 (8)>. Sea 7 : 50(3,C) — gl(2,C) con los siguientes valores en

0= (5 1) (4 ) - (D)

Es facil verificar que 7 es una representacion fiel de so(3,C), por lo tanto u(so(3,C)) = 2. En
realidad, 7 establece un isomorfismo entre s0(3,C) y sl(2,C).

(5) Sea s0(3,R) el algebra de Lie definida en el ejemplo anterior y B = { X1, X2, X3} la base dada
en dicho ejemplo.

Veamos que p(so(3,R)) = 3. Si u(so(3,R)) = 2 entonces s0(3,R) es isomorfa a una subalgebra
de Lie g de dimension 3 de gl(2,R). Al igual que en el Ejemplo 3.1.2(3) podemos concluir
que gl(2,R) = RI & g. Entonces, sl(2,R) = g, pues sl(2,R) = gl(2,R) C g, luego s0(3,R) es
isomorfa a s[(2,R). Es facil verificar que para ningin X € s0(3,R), ad(X) es diagonalizable. Lo
que contradice el hecho que s0(3,R) sea isomorfa a s[(2,R), por lo tanto p(s0(3,R)) = 3.

(6) Sea k un cuerpo de caracteristica 2 y b el algebra de Lie de Heisenberg sobre k de dimension
3. Por el Ejemplo 1.2.9(3), h; es isomorfa al algebra de Lie s((2, k) luego u(h1) = 2.

Sea g un algebra de Lie nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo de caracteristica cero. Por
el Teorema de Embeding de Birkhoff (ver §2.1.3), existe un nilrepresentacion fiel de g de dimension
finita.

Definiciéon 3.1.3. Sea g un &lgebra de Lie nilpotente de dimension finita, sobre un cuerpo de
caracteristica cero. Sea

tnii(g) = min{dim V' : (mx, V') es una nilrepresentacion fiel de g}.

De la misma forma que para pu, es facil ver que i,y es invariante bajo isomorfismo de &lgebras
de Lie. Ademés, por la definicion de p,i(g), es claro que p(g) < unq(g). Un sencillo ejemplo donde
p(g) < pni(g) es g =k, en este caso pu(g) =1y pni(g) = 2. Si 3(g) C ¢, por el Teorema 2.2.4, es

facil ver que ju(s) = finu(s).

3.2. Sintesis de algunos resultados conocidos sobre

En esta secciéon haremos una sintesis de algunos resultados que se conocen sobre p y de-
mostraremos aquéllos cuya prueba sea breve. La proxima seccidon contiene las demostraciones que
son mas elaboradas. En algunos casos excepcionales, en donde la prueba necesita contenidos que no
se encuentran en esta tesis, daremos solamente la cita correspondiente.

Los resultados estan organizados en tres partes. La primera de ellas, contiene propiedades gen-
erales de la funcién p. En la segunda parte damos el valor de p para algunas édlgebras de Lie
g frecuentemente citadas en la literatura. Finalmente en la tercera, presentamos cotas de u para
algebras de Lie g particulares.
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1. Propiedades generales de p

a)

Sean g; algebras de Lie de dimension finita, entonces pu(P_, ;) < > i pu(gi)-

La prueba de este resultado es sencilla, consideremos (7;, V;) una representacion fiel de g;
para cada i. Por el Ejemplo 1.3.2(3), (®]_,m;,®]_,Vi) es una representacion fiel de &_,g;
entonces (1(Bi_18i) < > i1 1(gi)-

En general la desigualdad es estricta. Por ejemplo, sea g un &lgebra de Lie abeliana de di-
mension 5 sobre k. Entonces g es isomorfa a

kokdokdkdk.

Veamos una representacion fiel de g, sea B = {X1,..., X5} una base de g y (7, k*) definida
por
I 0 T2 X3

5
v\ _ [0 @ x w5
i <Z}$X> o 0 & o
" 0 0 0 m
entonces u(g) <4 < S0_ u(k) = 5.
Sea g un algebra de Lie tal que 3(g) = 0 entonces u(g ® k) = u(g) (ver §3.3(1)).

Sean g un algebra de Lie de dimension finita sobre k y K una extension de k. Sea g ® K el
algebra de Lie sobre K con la estructura dada en §1.2.7 y sea (g® K)y el algebra de Lie g®@ K
pensada con escalares en k. Entonces

e ® K) < pu(g);
1((g @ K)i) < p(g ® K) dimy K.

Demostracion. Dada una representacion fiel (7, V') de dimension finita de g, vimos en la ob-
servacion de §2.2 que se puede obtener una representacion fiel (7,V ® K) de g ® K sobre K
entonces p(g ® K) < p(g). A su vez, vimos que la aplicacion 7 restringida a k es una repre-
sentacion de (g® K )y y dado que T es inyectiva obtenemos, de esta forma, una representacion
fiel de (g ® K)x. Por lo tanto u((g® K)x) < pu(g® K) dimy K. O

Ejemplo 3.2.1. i) Un ejemplo donde las desigualdades son estrictas es cuando k = R,
K=Cyg=s0(3,R). Como g® K =50(3,R) ® C =s0(3,C), tenemos que

2=p(s0(3,R)®C) < pu(so(3,R)) =3

(ver Ejemplos 4 y 5 méas arriba). Por otra parte, sea B = {Xi, X3, X3} la base de
50(3,C) dada en la seccion anterior, es facil ver que una representacion fiel del algebra
de Lie (s0(3,R) ® C)g es de la forma

1 —T4 T2—1T6 —T1 —T3—T5
— —T2—T6 T4 —x3+5 T1
m(X) =
T r3+x - To—T ’
\@ 1 3TX5 4 2—X6

r3—xs5 —T1 —X2—T6 T4
para todo X = 21X + 2o Xo + x3X3 + 24(1X1) + 25(iX2) + 26(iX3) € (s0(3,R) ® C)g.
Entonces p((s0(3,R) ® C)r) < 4 por lo tanto

1((50(3,R) @ C)r) <2 x 2 = p(s0(3,C)) dimp C < 3 x 2 = p(s0(3,R)) dimg C.
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d)

ii) Sean h1(R) y h1(C) = h1(R) ®r C el algebra de Lie de Heisenberg de dimension 3 sobre
R y C respectivamente. Sea B = {X1,Y1, Z} una base de h1(C) tal que [X1,Y1] =Z y
cero en otro caso, entonces una base de h1(C)r es Br = {X1,iX4,Y1,1Y1, Z,iZ}. Sean
X =01 Xy + 220 X1) + 1 Y1 + y2(iY2) + 21 Z + 22(iZ) tales que x1, 22, y1,Y2,21,22 € Ry
7 : h1(C)r — gl(5,R) definida por

es facil ver que (7, R%) es una nilrepresentacién fiel de h1(C)g, en el siguiente capitulo
veremos una generalizaciéon de este resultado. Por lo tanto

1(h1(C)r) <5 <3 x 2= p(h(C)) dimg C = (h1(C)) dimg C.

iii) Una base del algebra de Lie s[(2,C)r = (sl(2,R) ®r C)r es {E, F, H,iE,iF,iH}. Sean
X =1 E4aoF+asH+x4(iE)+x5(iF)+x6(iH) tal que z; € Ry 7 :sl(2,C)r — gl(4,R)

definida por
T3 T1 —T —T4
= (zdw ).
T5 —Tg To —T3
Es facil ver que (7, R*) es una representacion fiel de sl(2,C)g, luego u(sl(2,C)r) < 4.
Ademas, s[(2,C)r ®g C es isomorfa al algebra de Lie s((2,C) @ s[(2,C) sobre C. Por los
puntos 1c) y 2e)

4=2pu(sl(2,C)) = p(sl(2,C)r ®r C) < p(sl(2,C)r) < 4.
Por lo tanto
4 = p(sl(2,C)r) = p(sl(2,C)) dimg C = p(sl(2,R) dimg C

Sean s y g algebras de Lie sobre C tal que s semisimple y [g,g] = g entonces u(g @ s) =
u(g) + i(s) (ver [BW]).

2. u(g) para ciertas algebras de Lie

2)

Sea g un algebra de Lie abeliana de dimension n > 1 entonces pu(g) = [2\/71 —1|. Este
resultado es una consecuencia del siguiente Teorema de Schur.

Teorema 3.2.2. (Teorema de Schur) Sean Ai,..., A, matrices linealmente independientes
que conmutan de orden n sobre un cuerpo kK. Entonces
2
n
<|—|+1L
<[]

Una familia de matrices linealmente independientes que conmutan de orden d con el méximo
ntmero de matrices posible es § = {E;; : 1 <1i < [d/2], [d/2]+1 < j < d}U{I}. Una simple
prueba de este teorema se puede ver en [M].

Sean n(n, k) y t(n,k) las algebras de Lie de matrices triangulares superior estricta y triangu-
lares superior repectivamente sobre un cuerpo k de caracteristica cero, entonces p(t(n,k)) =
u(n(n,k)) =n (ver §3.3(2)).

En el Ejemplo 3.1.2.(2) vimos que si k es algebraicamente cerrado pu(t(n,k)) = n. Este resul-
tado es vélido atn para cuerpos arbitrarios de caracteristica cero, para probarlo seré necesaria
el Teorema 2.2.4.
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c) Sea b, el algebra de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1 sobre un cuerpo de caracteristica
cero, entonces p(h,,) = m + 2 y una representacion fiel de dimension m + 2 es m, : by, —
gl(m + 2,k) definida por

0 = Tm 2

m m Y1

Tm <Z$z‘Xi+Zini+ZZ> = 0 :
i=1 i=1 Y

0

La demostracion de que u(h,,) > m + 2 se encuentra en §3.3.

d) La siguiente tabla contiene los valores de u(g) para g un algebra de Lie simple sobre C,

g dim g 1(g) g dim g 1(g)
Ap,n>1 | (n+1)%2-1 n+1 Es 78 27
By 10 4 Fr 133 56
B,,n>3 2n? +n 2n +1 Eg 248 248
Cn,n>3 2n? +n 2n Fy 52 26
D, ,n>4 2m? —n 2n Go 14 7
(ver [BW]).

e) Seag=1; ®---@ I, un algebra de Lie semisimple sobre C e I; ideales simples de g entonces
pu(g) = 325y u(Ls) (ver [BW]).
f) Sea g un algebra de Lie simple sobre C entonces p(gr) = 2u(g).

Demostracion. Se sabe que si g es un algebra de Lie simple sobre C entonces gr es un élgebra
de Lie simple sobre R y gr ®r C es isomorfa al dlgebra de Lie g ® g sobre C. Por los puntos
2e), 1lc) tenemos

2u(g) = u(gr ®r C) < p(gr)-

Como gg es isomorfa a (g ® C)r tenemos por 1c) que pu(gr) < 2u(g). Por lo tanto u(gr)

21(g)-

O]

g) La siguiente tabla contiene los valores de u(g) para ciertas algebras de Lie sobre R

sl(n+1) |s0(3)|s0(2n+1) | sp(2n) | so(2n)
n n>1 1 n>3 n>3 n>4
dimg | (n+1)2—-1| 3 2n’+n | 2n%+n | 2n* —n
w(g) n+1 3 2n+1 2n 2n
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Demostracion. Dado que g ®gr C es alguna de las algebras de Lie simples clésicas sobre C,
tenemos que p(g @r C) es algtn valor de la tabla dada en 2d). Por el punto 1c) y, como la
representacion canonica de g es una representacion fiel, tenemos u(g) = p(g ®r C).

En el caso del algebra de Lie sl(n,R), una prueba sencilla es la dada en el Ejemplo 3.1.2(1)
y es valida sobre cualquier cuerpo, en particular para R. O

h) Sea b,,(C) el algebra de Lie de Heisenberg sobre C de dimension 2m + 1 y sea b, (C)gr el
algebra de Lie b,,(C) sobre R, entonces (b, (C)r) = 2m + 3. Cf. resultado 2.e).

Demostracion. Si h,,(C) es el algebra de Lie de Heisenberg sobre R de dimension 2m + 1,
es facil ver que h,,(R) ®g R[t]/(t? + 1) es un 4lgebra de Lie real isomorfa a b,,(C)g. En
el siguiente capitulo probaremos que pu(h,,(R) ®r R[t]/(#* + 1)) = 2m + 3, por lo tanto
1(bm(C)r) = 2m + 3. O

i) Sea g un algebra de Lie filiforme tal que satisface alguna de las siguientes condiciones:
i) g’ abeliana.
ii) dimg < 10.
Entonces p(g) = dimg (ver [B2]).

3. Cotas para p(g) de ciertas algebras de Lie g

a) Sea g =1 @---® I, ® C un éalgebra de Lie reductiva sobre C e I; ideales simples de g,
entonces p(g) < pu(g’) + p(C7"). Donde p(C=") = [2y/T—r—1] sil—7r > 1y p(C"") =0
en otro caso (ver §3.3(3a)).

b) Sea g un &lgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo de caracteristica cero, entonces
p(g) <1+ (dimg)*, ver observacion después de la prueba del Teorema §2.1.3.

c) Sea g un algebra de Lie nilpotente que satisface alguna de las siguientes condiciones:
i) dimg < 8.
ii) g es k-pasos nilpotente con k < 4.
iii) g es Z-graduada.
Entonces p(g) < dimg+ 1 (ver [B1]).
d) Sea g un algebra de Lie filiforme sobre un cuerpo de caracteristica cero, entonces pu(g) > dim g
(ver |Bel).
e) Existe un algebra de Lie nilpotente g de dimension n = 11 tal que pu(g) > dimg—+1 (ver |Be])

3.3. Demostraciones

1. b) Sin pérdida de generalidad podemos pensar a g como una subélgebra de Lie de gk entonces

p(g) < p(g D k).
Veamos que u(g @ k) < u(g). Sean (m,V) una representacion de fiel de g e I € gl(V) el
operador identidad. Como 3(g) = 0 tenemos que I ¢ 7(g), definimos

T gk — gl(V)
(X,a)— m(X)+al .
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Es facil ver que (71, V') es una representacion de g @ k y, dado que I ¢ w(g), (71, V) es una
representacion es fiel. Entonces p(g @ k) < u(g).

Probaremos primero que p(n(n,k)) = n. Dado que una representacion fiel de n(n, k) es la
identidad tenemos que pu(n(n, k)) < n.

Sea (7w, V) una representacion fiel de n(n,k) y supongamos que dimV = d < n. Por el
Teorema 2.2.4 podemos suponer que (7, V') es una nilrepresentacion fiel de n(n, k), pues es
un algebra de Lie nilpotente y 3(n(n,k)) = k{E1,}. Luego, por el Teorema de Engel (ver
§1.3.4), n(n,k) es isomorfa a una subélgebra de Lie de n(d, k). Entonces

n(n—1) < d(d—1)
2 - 2

esto es una contradicciéon dado que d < n.
Nos falta probar que p(t(n,k)) = n. De la misma forma que para el caso n(n, k), podemos
concluir que p(t(n,k)) < n.

Sea (m, V') una representacion fiel de t(n, k). Como t(n, k)" = n(n, k) entonces ( V) es

1(n,k)

Para probar que u(h,,) > m + 2 usaremos los siguientes resultados,

Lema 3.3.1. Sean V un espacio vectorial de dimension finita y F una forma bilineal no
degenerada de V tal que V1 es un subespacio de V', F-isotropico. Entonces dimV; < W.

Una sencilla prueba de este lema se puede consultar en [GHW] (ver §2.1.3).

Proposicion 3.3.2. Sea g una subdlgebra de Lie abeliana de b, tal que Z ¢ g. Entonces
dimg < m.

Demostracion. Es claro que 3(b,,) Ng = {0} pues 3(b,,) = k{Z}. Entonces existe un sube-
spacio U de b, tal que b, = g®@U ®3(hy). Sean W = g@U y F : W x W — k la aplicacion
tal que para todo X, Y € W, [X,Y] = F(X,Y)Z. Es facil verificar que F es una forma bi-
lineal. Veamos que es no degenerada, sea Xy € W tal que para todo X € W, F(X(,X) =0
es decir [Xy, X| = 0. Por lo tanto [Xg,v] = 0 para todo v € b,, pues v = X + kZ para
algin k € k y X € W. Luego Xy € 3(bh,,) entonces Xg = 0 y como g es una subalgebra de
Lie abeliana de b,,, es claro que es un subespacio F-isotréopico de W. Por lo tanto, por el
Lema 3.3.1, dimg < W =m. O

A continuacion probaremos que p(hy,) > m + 2.

Sea (m, V) una representacion fiel de b, de dimension finita. Veamos que dimV > m + 2.
Dado que b, es una subalgebra de Lie nilpotente y b, = 3(h,), por la Proposicion 2.2.4,
podemos considerar a (m,V) como una nilrepresentacion fiel. Sean 0 # v € V tal que

m(Z)v#0y

F,: by —V
X —m(X)v.

Como (7, V') es una representacion, es facil verificar que F, es una transformacion lineal y
ker F,, es una subalgebra de Lie de b,,. Por la eleccion de v, es claro que ker F,, N3(h,,) = 0.
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Entonces [ker F,, ker F,,] = 0, es decir que ker F,, es una subalgebra de Lie abeliana de b,,.
Ademas,

dim b,,, = dim ker F, 4+ dim im F,
2m + 1 = dimker F,, + dimim F,,.

Entonces dim V' > dimim(F,) > m + 1 pues, por la Proposicion 3.3.2 dim ker F;, < m.

Veamos que v ¢ im(F,), para ello supongamos lo contrario. Es decir, existe Xy € b,, tal
que F,(Xo) = v, por lo tanto m(Xg)v = v # 0. Pero esto contradice el hecho que (7, V') es
una nilrepresentacion, entonces v ¢ im F,,. Luego dim V' > dimim(F,) + 1 > m + 2.

3. a) Supongamos 7 < [ entonces g = (I; ®C) @ --- @ (I, ® C) @ C=". Luego, por los puntos 1a),
lc) y 2d)

}ju 16 C) + u(C )

<Zu )+ u(C7)

= M( o1 L) + p(C)
— (@) + (@),

Sir>1, u(C=") = 0 y g puede ser embebido en I} @ --- @ I, & C". De la misma forma que
antes, u(g) < >.i_; u(I; ® C) entonces pu(g) < u(g') = p(g') + p(C-7).



Capitulo 4

Algebras de Lie de corrientes en una
variable asociadas al algebra de Lie de
Heisenberg

4.1. Preliminares y resultado principal

Sean k un cuerpo de caracteristica cero, k[t] el anillo de polinomios en una variable, p € k[t] un
polinomio no nulo y d = deg(p). Sabemos que k[t]/(p) es un &lgebra asociativa, conmutativa con
unidad y que dimk[t]/(p) = d. Sea b, el algebra de Lie de Heisenberg sobre k de dimension 2m + 1.
Definimos el algebra de Lie b, ; como el k-espacio vectorial

bmp = bm @ k[t]/(p)

con la estructura de algebra de Lie dada por [X ® a,Y ® b] = [X,Y] ® ab con X,Y € b, y
a,b € k[t]/(p) (ver detalles abajo en §4.2). Es claro que dim b, , = (2m + 1)d.

Las k-algebras de Lie b, ; son las dlgebras Lie de corrientes polinomiales en una variable asoci-
adas al algebra de Lie de Heisenberg b,,. En la §4.2 presentamos una breve introduccion al tema de
algebras Lie de corrientes. El conjunto de k-algebras de Lie b, constituye una amplia familia de
algebras de Lie 2-pasos nilpotentes que contiene, a su vez, dos subfamilias que queremos destacar:

Algebras de Lie corrientes truncadas de Heisenberg. Estas son las correspondientes al caso en que
p = t", n € N. Las k-dlgebras de Lie de g ® k[t]/(t") son conocidas como las dlgebras de Lie de
corrientes truncadas asociadas a g, estas algebras de Lie aparecen ligadas a las Strong Macdonald
Congetures. Algunas referencias que tratan estos temas son por ejemplo [FGT|, [HW], [Ku], [Mac],
[T], etc.

Algebras de Lie de Heisenberg sobre extensiones finitas de k. Estas son las correspondientes al caso
en que p es un polinomio irreducible. En este caso K, = k[t]/(p) es un cuerpo que es una extension
finita de k y by, es también una K-algebra de Lie (ver §1.2.7). En este caso, la K,-algebra de Lie
hm,p resulta isomorfa al algebra de Lie de Heisenberg sobre el cuerpo K. Por lo tanto la familia de
k-algebras de Lie b, ) contiene las k-algebras de Lie que resultan de restringir los escalares a k en
algebras de Lie de Heisenberg sobre extensiones finitas de k.

27
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Este capitulo esta dedicado a demostrar el principal aporte de esta tesis,

Teorema 4.1.1. Sean k un cuerpo de caracteristica cero, Kk[t] el dlgebra de polinomios y by, el
dlgebra de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1. Entonces para todo m € N y todo polinomio no
nulo p € k[t] se tiene

(b @ K[t]/(p)) = mdegp + {2 degpw :

La prueba de este teorema sera dividida en dos partes. En la primera de ellas (ver §4.3), constru-
iremos para cada a,b € N tales que ab > d una nilrepresentacion fiel 7, de dimension md + a + b.
Obtendremos asi una familia de nilrepresentaciones fieles entre las cuales habra una de dimension

md + {2\/&—‘ En la segunda parte (ver §4.4), probaremos que (b, p) > md + {2\/&—‘

4.2. Algebras de Lie de corrientes

4.2.1. Introduccion

Dada un &lgebra de Lie g y A un algebra asociativa y conmutativa, se puede definir en g ® A
un corchete de la siguiente manera

X ®a,Yb=[X,Y]®ab VX,Y €g, a,bc A.

En la Proposicion 4.2.1, probaremos que este corchete define una estructura de algebra de Lie en
g ® A. Esta algebra de Lie es conocida como el dlgebra de Lie de corrientes asociada a gy A.

Las algebras de Lie de corrientes aparecen al considerar algebras de funciones sobre alguna
variedad con valores en un algebra de Lie. El estudio de estas algebras de Lie tienen origen en diversos
e importantes problemas provenientes, generalmente, de la fisica y la geometria. Por ejemplo en los
trabajos [He|, [LR], [Ro],|GoR], etc., se estudian problemas asociados a deformaciones de algebras;
en [CM], |[FL] se estudia la teoria de representaciones de algebras de corrientes asociadas a algebras
de Lie semisimples, y problemas con origen en la geometria son considerados por los trabajos [FGT],
[T], [Z], etc.

Esta seccién esta dedicada demostrar propiedades bésicas de estas algebras de Lie.

4.2.2. Propiedades basicas

Esta primera proposicion muestra que el corchete definido anteriormente en g ® A da una es-
tructura de algebra de Lie sobre k.

Proposicion 4.2.1. Sean g un dlgebra de Lie y A un dlgebra asociativa y conmutativa. Entonces
g® A es un dlgebra de Lie sobre k con corchete

X ®a,Y®b=[X,Y]®ab VX,Y €g, a,bc A.

Demostracion. Utilizando la propiedad universal del producto tensorial se puede probar, sin difi-
cultad, que el corchete dado por la proposiciéon esté bien definido y es bilineal en g ® A.
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Verifiquemos que [Z, Z] = 0 para todo Z € g ® A, por la antisimetria del corchete en g y dado
que A es conmutativa tenemos

X ®a,YRb=-]Y®bX®al. (4.1)

Sea Z € g ® A entonces existen X; € g, a; € A tal que Z = Y. | X; ® a;. Por la linealidad del
corchete definido en g ® A tenemos que

12,2) =) [Xi, X;] ® aia,

i=1 j=1
r—1 r r o o1—1

= > XXl @aa;+ )y ) (X, Xl @ aiay
i=1 j=it+1 i=2 j—1

reordenando el segundo témino de la suma, usando (4.1) y el hecho que A es un algebra conmutativa
obtenemos [Z, Z] = 0.

Falta probar la identidad de Jacobi, para ello es suficiente verificar que
X®a,[YRb,ZQ]+[Z22¢,[X®a,YRV]+[YRb,[ZRc¢,X ®a]] =0

para todo X,Y,Z € g, a,b,c € a. Por definicion de [,] en g ® A tenemos que

X ®a,[Y®bZ&]=[X,]Y,Z]] ®a(bc) (4.2)
[Z®c,[X®a,Y @] =[Z,[X,Y]] ® c(ab) (4.3)
Y ®b,[Z®c,X®a]] =1Y,[Z,X]] ®b(ca) (4.4)

si sumamos (4.2), (4.3) y (4.4), dado que A es un algebra asociativa y conmutativa y por la identidad
de Jacobi obtenemos ([ X, [Y, Z]] + [Z, [ X, Y]] + [Y, [Z, X]]) ® abc = 0. O

Es claro, que si A, B, C' son algebras asociativas y conmutativas tales que A ~ B @ C, entonces
el algebra de Lie g ® A es isomorfa al algebra de Lie (g® B) @ (g ® C). Ademés, si I es un ideal de
A entonces g ® I es un ideal de g ® A. Luego, es facil ver que el algebra de Lie (g® A)/(g®I) es
isomorfa al algebra de Lie g®@ A/I.

Combinando estas dos observaciones con el Teorema chino del resto obtenemos el siguiente
teorema,

Teorema 4.2.2. Sean g un dlgebra de Lie y A un dlgebra asociativa con unidad y conmutativa.
Sean I,..., I, ideales de A tales que I; + I; = A para todo i # j. Entonces

g (A/ M L)~ (g A/L) @@ (go A/L).

Por ejemplo, un caso importante en el desarrollo de la Seccién 4.4 es: Sean g un algebra de Lie,
p € k[t] no nulo y A =Xk[t]/(p). Sip= (t —b1)%...(t—b,)% con b; distintos, por el Teorema 4.2.2

s @ k[t]/(p) ~ P o klt)/((t - b:)"). (4.5)
i=1
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Dado que el dlgebra k[t]/((t — b;)%) es isomorfa al dlgebra k[t]/(¢t%) la ecuacion (4.5), dice que
q
g @k[t]/(p) ~ @ g @ K[1]/ (t4). (4.6)
i=1

Si p no es de la forma anterior, consideremos K una extension de k que contenga las raices de p.
Es decir, p = (t — b1)™ ... (t — b;)% con b; € K distintos y como (g ®x k[t]/(p)) ®k K es un lgebra
de Lie sobre K isomorfa a g ®y K|t]/(p) obtenemos

(9 @ k[t]/(p)) @k K ~ @ g® K[t]/((t — b:)*"). (4.7)
=1

Del mismo modo que en (4.6), obtenemos a partir de (4.7) que

(g @k k[t]/(p)) @k K ~ @9®K[t]/(tdi)- (4.8)

i=1

Observacion Si A es un algebra asociativa y conmutativa con unidad podemos pensar a k dentro
de A mediante la identificacion f : k — A definida por f(k) = k14. Por lo tanto podemos pensar
que M(n,k) € M(n,A). Pero M(n, A) es el algebra de Lie gl(n, A) con el corchete definido en el
Ejemplo 1.2.2(2). De este modo podemos pensar a gl(n,k) C gl(n, A) y si g es una subalgebra de
Lie de gl(n, k) podemos pensar en el A-mo6dulo generado por g dentro de gl(n, A). Concluimos esta
seccion demostrando el siguiente Teorema.

Teorema 4.2.3. Sea A un dlgebra asociativa y conmutativa con unidad y sea g una subdlgebra de
Lie de gl(n,k). Si ga es el A-mddulo generado por g en gl(n, A), entonces g4 es un dlgebra de Lie
sobre k isomorfa a el dlgebra de Lie g ®y A.

Para su prueba necesitaremos dos resultados previos,

Proposicion 4.2.4. Sean A un dlgebra asociativa con unidad, M un A-mddulo libre con base B y
My el espacio vectorial generado por B sobre k. Si B’ es una base de My entonces B’ es una base
del A-mdédulo M .

Demostracion. Como B’ es un conjunto generador de My entonces B C kB’, por lo tanto B’ es un
conjunto generador de M como A-moédulo.

Veamos que B’ es linealmente independiente en el A-mo6dulo M. Sea J un conjunto finito de
indices tal que v} € B’ para todo j € J y

Zajv; =0 (4.9)

jed

con aj € A. Dado que B es una base de My, para cada j € J existen tnicos k;; € k tal que

’U} = Z kijvi y (4.10)

’iEIj
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con v; € B para todo i € I;, e I; un conjunto finito de indices. Sea m = max{i € I; : V j € J}, sin

k’lj
kaj
pérdida de generalidad, podemos suponer que J = {1,...,n}. Entonces las columnas ,J son
Ko
linealmente independientes sobre k, para todo 7 = 1,...,n, pues B’ es k-linealmente independiente
ki1 k12 ... kin
. ko1 koo ... kan .
en M. Luego la matriz C' = ) tiene rango n sobre k. Entonces, dado que k C A,

k'r'nl km2 oo kmn
el rango de C' es n sobre A es decir que las columnas de C' son linealmente independientes sobre A.

Por lo tanto, la ecuacion (4.9) tiene solucion trivial. O

Es sabido que Vj ®i A es un A-modulo a derecha pues A es un A-modulo a derecha. Ademés,
A es un A-mo6dulo a izquierda, pero no siempre es cierto que Vy ®x A es un A-moédulo a izquierda.
Dado que k C 3(A), se puede verificar que la aplicacion - : A x (Vo @ A) — Vp ® A tal que
b-v®a=v®ba para todo a,b € A, v € V}, define una estructura de A-médulo a izquierda en
Vo ® A.

Proposicion 4.2.5. Sean A un dlgebra asociativa con unidad y M un A-mddulo a izquierda libre
con base B. Sea My el espacio vectorial generado por B sobre k, Vi un subespacio de My y V
el A-mdédulo a izquierda generado por Vy. Entonces Vi Qx A es isomorfo a V. como A-mddulo a
1zquierda.

Demostracion. Sea F : Vo @ A — V tal que F(v ® a) = av para todo a € A,v € V. Se puede
ver facilmente que F' es un homomorfismo suryectivo de A-modulos a izquierda. Veamos que F' es
inyectiva, sea B una base de Vj, por el Proposicion 4.2.4 B es una base de V como A- modulo. Luego
cada u € V, ® A se puede escribir de manera tnica como u = Zzel v; ® a; con v; € B ,a; € Ae
I un conjunto finito de indices. Entonces, si u € ker F' tenemos que 0 = F(u) = Y _;_; a;v;. Por lo
tanto a; = 0 para todoi=1,...,r. O

Demostracion del Teorema 4.2.3. Por la Proposicion 4.2.1, g ® A es un élgebra de Lie sobre k.
Dado que g4 es el A-mddulo generado por g y k C A, por la observacion anterior, podemos pensar
a g C glin,A). Ademés, es claro que g4 es un éalgebra de Lie sobre k pues g es un algebra de Lie
sobre k.

Por la Proposicién 4.2.5, g®i A y ga son A-modulos a izquierda isomorfos un isomorfismo entre
elloses F': g®r A — ga tal que X ® a = aX para todo X € g,a € A.

Nos falta ver que F' es un homomorfismo de &algebras de Lie sobre k. Para ello es suficiente
probar que F([X ® a,Y ®b]) = [F(X ® a), F(Y ® b)] para todo X,Y € g ,a,b € A. Entonces

F([X®a,Y®b)=F(X,Y]®ab)

= ab[X,Y]

— ab(XY - YX)

— (@X)(BY) — (BY)(aX)
aX, bY]

=
= [F(X ®a), F(Y ®b)].

como queriamos demostrar. O
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4.2.3. Algebras de Lie de corrientes asociadas al algebra de Lie de Heisenberg

Terminamos esta seccién introduciendo las algebras de Lie de corrientes asociadas al algebra de
Lie de Heisenberg, las cuales seran objeto de estudio en lo que queda del capitulo.

Definicién 4.2.6. Sea p € k[t| no nulo y m € N, definimos el algebra de Lie de corriente by,
asociada al algebra de Lie de Heisenberg b,, como el producto tensorial b,, ® k[t]/(p).

Es claro que by, es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension (2m+1)d con d = deg(p).

Una base de b, , se puede obtener de la siguiente forma: Sea {1,¢,...,t9"1} la base de k[t]/(p) y
B ={X1,...,. X, Y1,...,Ym, Z} dada en el Ejemplo 1.2.9(2). Denotemos por X! = X;@t/,Y/ =
Yiotl,Z) = Z®t. Por lo tanto una base para B p €5

B={X],Y/,Z7:1<i<m;0<j<d—1},

es facil verificar que [th,Y}J] =7Misih4+j<d—1,r=iycerosii#r.

Veamos que 3(hmp) = k{Zj 13 =0,...,d— 1}. Es claro, por la definicion del corchete, que
k{Z7:j=0,...,d—=1} C3(hmp). Sea

_1 m m
Z= Z (Z 23 X] + Z%Yf + sz3> € 3(bmp)
=1

j=0 \i=1

tal que x4, yij, 2j € k, es facil ver que 0 = [Z, ng] = Z;.l;é 74,527 para cada ig, por lo tanto z;,; = 0
ara todo j. Del mismo modo 0 = [Z, X?] = 1 ioi 27, es decir y;,; = 0 para todo j. Entonces
P J i j=0 Yioj Yiog p J

Z:Z?;ézjzjGk{Zj:j:(),...,dfl}.

4.3. Nilrepresentaciones fieles de b,,,

4.3.1. Una primera representacién de b,,,

Una manera natural de obtener representaciones fieles de las dlgebras de Lie de corrientes g ® A
es la siguiente: Sean (7, V1) una representacion fiel de g y (p, V2) una representacion inyectiva de A,
es decir p es una aplicacion k-lineal y p(ab) = p(a)p(b) para todo a,b € A. Entonces la aplicacion
TRp:g®A— gl(Vi ® Va) definida por (7 ® p)(X ® a) = 7(X) ® p(a) es una representacion fiel
del algebra de Lie g ® A. Por lo tanto

(g ® A) < p(g) dimy A,

observar que 3.2(1c) es un caso particular de esta desigualdad.

Si (m, V) es una nilrepresentacion fiel de g entonces (7 ® p, Vi ® V2) en una nilrepresentacion fiel
del élgebra de Lie g ® A. Esto nos permite construir una primera nilrepresentacion fiel de by, p, a
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partir de la nilrepresentacion fiel

0O z1 ... =y =2

m m
T (ZwiXi+Zini+zZ> = 0
i—1 i=1

m—+2

de b,y descrita en 3.3(2c) y la representacion p : k[t]/(p) — End(k?, k) definida por p(t/) = Pg7 con

0 1 0
Py = U : (4.11)
L
—ag —a1 ... —ag_1

la matriz en forma racional de p. Es facil ver que p es la dual de la representacion regular de k[t]/(p)
y por lo tanto es una representacion inyectiva de k[t]/(p). Por otra parte, para cada j =0,...,d—1,

la representacion matricial de (7, ® p) (ZZZI 2 X4+ 3"y Y7+ szj) en términos de la base

canodnica del producto tensorial es

0x1P) ... zmP] 2P

Y1 Pg
ym P
0

Por lo tanto hemos construido una representacion fiel de b,y , de dimensién (m + 2)d = md + 2d.

4.3.2. Las representaciones 7, de b,,,

Para comenzar, observemos que la accién de 7, ® p se puede expresar de la siguiente manera.

Para cada i = 1,...,m, sean A;, B;, P las siguientes matrices de orden (m + 2)d
0 O“I“O 0 0 0 0 0 0 0
0 Po

o L)

|
I
<)
<)
S
&l
<.
Il
<)
S
~
ol
Il
<)
S

0 Py

donde I es la matriz identidad de orden m + 2. La representaciéon matricial de m,, ® p en términos
de la base canénica del producto tensorial esta dada por

(Tm @ p)(Xi ® q) = Aig(P) (7 @ p)(Yi®q) = q(P)B;i (7 ® p)(Z @ q) = A1q(P) By,

es decir (m;, ® p)(XZ]) = Ziﬁj, (Tm ® P)(Yz]) = Pjgi, (Tm @ p)(Z7) = Zlﬁjﬁl, para todo
i=1,....myj=0,...,d— 1. Como ya dijimos, estas representaciones son fieles de dimensién
(m + 2)d = md + 2d, bastante mayor que (hp, p).
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A continuacion construiremos una familia {7, 5} de nilrepresentaciones fieles donde los paramet-
ros a y b son naturales arbitrarios que cumplen ab > d. La representacion 7, tendrd dimension
md + a + by dado que

min{a+b:a,beN, ab>d} = {2\/&] (4.12)

obtendremos una nilrepresentacion fiel de dimension igual a la establecida por el Teorema 4.1.1.

Fijamos a,b € N tales que ab > d definimos la matriz A de orden a X d y la matriz B de orden

d x b por
1 C 1 i=d—(b— a:
AZ]:{ Y SL1 J? BZ]:{ Y SL1 ( J)a7 (413)

0, en otro caso; 0, en otro caso.

1 0 0
Por ejemplo, si d > a tenemos A = ( - - > y en particular sid =6, a =2y b =3
1 0 0
a d—a
000
100
000
obtenemos B =
010
000
001
Para cada i =1,...,m sean
tamaﬁoa{o 0‘4..‘,4‘4.4‘0 0 0 0 0 0 0 0
K 7
- B
A= 1o 0 0 B, =|o 0 B m+2 P= 1o 0
— bloques )
; B
0 0 0 0 0 0 0 0 0
m+2 bloques

donde las matrices A y B estan ubicadas en el (i 4+ 1)-ésimo bloque de A; y B; respectivamente.
Las matrices A;, B; y P son de orden md+a+b .

Ahora definimos 7g 4 : hmp — gl(md 4+ a + b, k) la aplicacion dada por

Tap(Xi ® q) = Aiq(P)  map(Yi ®q) = q(P) Bi  7ap(Z @ q) = A1 q(P) By; (4.14)

Observar la analogia con m,, ® p. Queremos probar que m,; es una nilrepresentacion fiel del
algebra de Lie b, ;. No es dificil ver que es representaciéon, pero la inyectividad es més delicada. El
siguiente lema es crucial y refleja la propiedad fundamental que tienen las matrices A y B elegidas
en (4.13).

Lema 4.3.1. Sea q € k[t] no nulo tal que Aq(Py)B = 0 entonces q € (p).

Demostracion. Es claro que G = {q € k[t] : Aq(Py)B = 0} es un subgrupo de k|[t] con respecto a la
suma y que (p) € G (por ser p polinomio minimal de Py).
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Debemos probar que (p) 2 G. Sean ¢ € Gy f,r € k[t] tales que ¢ = fp+r con degr < d. Dado
que, (p) esideal, (p) € G y G es subgrupo, obtenemos r € G. Probemos que r = 0. Sea n = degr
y 75, €l coeficiente correspondiente al monomio de grado n.

Es facil ver que

; 1 sis=Il+y
(Ps = . ! (4.15)
0 sis#l+j

para todo 1 <[ < d — j. Por la ecuacion (4.15) y por la definicion de A y B tenemos que

1 sil+j=d—(b—s)a

o (4.16)
0 sil+j#d—(b—s)a

(APgB)l7s = {

para todo 1 <1 < d— j, recordemos que 1 <[ <ay1l<s<bpor el orden de la matriz APgB.

Probaremos luego que para j = n existen [y, so tales que lp +n = d — (b — sp)a con 1 < [y <
min{a,d —n} y 1 < sgp <b. Bajo esta condicién y por la ecuacion (4.16) obtenemos

1 sij=n

APB), 5 =
(AF B)io.so {OSU:Qmm—l

entonces 0 = (Ar(FPy)B)iy,s = rn- Luego r = 0y por lo tanto ¢ = fp como querfamos probar.

Veamos que para j = n existen ly, so tales que lp +n =d — (b — sg)a con 1 <y < min{a,d —
n}y 1 < sy < b. Para esto es suficiente probar que existe tg = 0,...,b—1 tal que 1 < d—n—tpa < a.
Sea tg = [dTT" — 11 es claro que ty > 0. Como d < ab entonces L%J < b—1, luego L%J <b-1
para todon =0,...,d — 1. Se puede probar que para todo x,y € N tenemos que P 11 < V—_lj,

y y
en particular [dTT” — 11 < Ld—zi—lJ Por lo tanto

d—n d—n-—1
-1<tp < ———

)

a

seansozb—toylozd—n—toa. O

Observacion Por el lema anterior si Ag(FPy) = 0 o q(Py)B = 0 entonces Aq(Py)B = 0, por lo tanto
q € (p).

Teorema 4.3.2. Sean a,b € N tales que ab > d y map : hmyp — gl(md + a + b,k) la aplicacion
definida en (4.14). Entonces mqy es una nilrepresentacion fiel del dlgebra de Lie by, p.

Demostracion. Veamos primero que 7,p es una representacion. Por la definicion de las matrices
A;, B; y P es facil ver que A;q(P)B; = A1q(P)B; para todo i =1,...,m y para todo q. Luego
mo([X; ® Y, ® tjl]) =m(Z® tj“l)
= A PP B,
— A, P11 B,
= A P77 B; — P/ B;A; P
= [mo(Xi @ #7), mo(Yi @ )] ,
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para todo j,j' =0,....,d =1y m([X; ® /Yy ® tj/]) =0sii#4. Porlo tanto (7, k™4TT) es
una representacion del algebra de Lie b, ;, y es facil verificar que es una nilrepresentacion de b, 5.

Veamos que 7, es inyectiva. Sea W € by, p vy 75,95, 25 € k tal que
m m
W =) Xi®@pia(t)+ Y Yi®@piy(t) + Z @ p.(t),
i=1 1=1

por la ecuacion (4.14), ﬂ'a,b(W) == Zzﬂil Aipi@(P) + Z:il pi,y(P)Bi + Alpz(P)Bl. Si 7Ta7b(W) = 0,
por la definicion de A;, B; y P obtenemos que

Api,a:(PO) = pi,y(PO)B = Apz(PO)B =0

para todo i. Luego por el Lema 4.3.1 y la observaciéon de dicho lema obtenemos que p; , = p;y =
p- = 0 para cada 7. Por lo tanto 7, es una nilrepresentacion fiel. O

Corolario 4.3.3. Sea k un cuerpo de caracteristica cero y sea p € k[t] un polinomio no nulo de
grado d. Entonces, para todo m € N

1(hmp) < md+ {2\/3—‘ .

Demostracion. Por el teorema anterior para cada a,b € N tales que ab > d tenemos que
t(hmp) <md+a+b.

Por la ecuacion (4.12), p(by,p) < md + {2\/&1 O

4.4. La cota inferior de p(h,,,)

Sip=(t—>b)%...(t—by)% €k[t] con b; € k distintos entonces, por la ecuacién (4.6)

p(a @k[t]/(p) = p <@9®k[t]/(tdi)>- (4.17)
i=1

Si p no es de la forma anterior y K una extension de k que contenga las raices de p, por la ecuacion
(4.8) y 3.2(1c) tenemos que

(s @ k[t]/(p) > p <@9 Rk K[ﬂ/(td’")) : (4.18)

r=1

En particular si g = b,, para obtener una cota inferior de (b, ) es suficiente conocer una cota
inferior de p (D7_; by @x k[t]/(t%)).

Tomemos p, = t% y by . = b @1 k[t]/(pr) el dlgebra de Lie de corriente truncada de Heisenberg
de dimension (2m + 1)d,.. Sea B, = {Xij,Yij,Zj 1<i<my0<j< dr} la base de b,y p, con la
propiedad
Ziti' =iy j+j5 <d,

0 en otro caso

X0 {
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Llamemos X/, = (0,...,X7,...,0) , Y/, = (0,...,Y/,...,0) , Zl = (0,...,27,...,0) donde

q coord. q coord. q coord.
X] YJ ZJ estan ubicados en la r-ésima coordenada de Xf T,,Y”, Zi respectivamente y sea B =
{ b ”, 1<r<qg,1<i<m, 0<j5< dr} la base de @r:l B, p, Obtenida a partir de
B,. Es facil veriﬁcar que una base del centro es {Zﬂ 1<r<q,0<5< dr}.
Observacion. En lo que resta de este capitulo consideraremos a k como un cuerpo de caracteristica
cero, salvo mencién alguna.

Teorema 4.4.1. Si (m,V) es una representacion fiel de @I_, bm.p, entonces

dim V > md + [2\@ :

q
cond=>31_,d,. En particular u (@ hm%) > md+ {2\/&—‘ )

r=1

Para la prueba de este teorema daremos algunos resultados previos.

Lema 4.4.2. Sea X € @_ by, y X ¢ 3 entonces eviste Y € @I_, hmp. tal que [X,Y] = Z% 1
para alguinr=1,...,q.

Demostracion. Seana”,bgr,cj € ktalesque X = Y 7 1Zdr 1(ZZ i ”,+Zm v XZJ —i—CZ«Z?]«)

=1 "4,r

Dado que no todos los aZ s bZ , son simultaneamente nulos, pues X ¢ 3, existe r tal que air #0

(o bg,r # 0) para algin ¢,j. Sean j/ = min{j : ag’r #0teY = Q%Xg;_l_j/ entonces [X,Y] =
Zd1, ’ O

Lema 4.4.3. Sean g una subdlgebra de Lie de @!_; b, p, tal que ZﬂT_l ¢ g para todor =1,...,q
entonces
dimg < md+dimgnNj

cond=>1_,d,

Demostracion. Sea 30 = g N3, es claro que Z% ! ¢ 3¢ para todo 7. Sean 3 un complemento directo
de 30 en 3 es decir 3 = 3 @ 30 y una funcional lineal o : 3 — k tal que a [;,= 0y a(Z4=1) £ 0.
Sean gp un complemento directo de 3o en g y g un complemento directo de @f_ b, 4., es decir
g9=00D30 Y D!, bmp, =9 go D 30 D3 respectivamente. Definamos V =gd go y

B:VxV -k
(X,Y) — o([X,Y]) ,
es claro que B es una funcién bilineal sobre k. Veamos que B es no degenerada, sea 0 # X € V, por

el Lema 4.4.2 existe Y € ®!_ b4, tal que [X,Y] = Z% 1 para algtin 7. Entonces existe Y € V
tal que [X,Y] = Z% 1 luego B(X,Y) # 0. Es decir, B es una forma bilineal no degenerada.

Veamos que gg es B-isotropico. Sean X,Y € go, dado que g es un algebra de Lie y 3 =
(B b, D1 bmp,] tenemos que [X,Y] € gNj = 30. Por lo tanto B(X,Y) = 0 para to-
do X,Y € go.

Por lo tanto, B es una forma bilineal no degenerada y go es un subespacio B-isotrdpico de V
entonces dim go < w = md, luego dimg < md + dimg N 3. O
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El siguiente teorema es un resultado del algebra lineal que probaremos en la seccién 4.5.

Teorema 4.4.4. Sea V un espacio vectorial sobre k de dimension finita. Sea T un subespacio no
nulo de operadores nilpotentes de End(V') que conmutan. Entonces existe un conjunto linealmente
independiente B = {vy,...,vs} CV yuna descomposicion T = Ty®- - -®T tales que las aplicaciones
F, : T — V definida por F;(T) = T(v;) satisfacen

(1) Fi|7, es inyectiva para todoi=1...s;
(2) 7; Cker Fj para todo 1 <i < j <s;
(3) 7;V Cim Fj|7; para todo 1 <1i < j <s,

Mds ain, dado {Th,..., Ty} C T existe vy tal que Tj(vi) # 0 para todo i. Ademds, sea {Tl, . ,Tr}
una base de Ty. Entonces el conjunto {T1(v1),...,Ty(v1),v1,...,0s} es linealmente independiente.

Observacion: Por la condicién (3) del teorema anterior la dim7;V < dimim(F; |7;) para todo
j=1,...,s. Entonces por (1), dim7; < dim7; para todo j. Por lo tanto, como T =71 & --- @ T
obtenemos que dim7 < sr = sdim 7; luego dim 7 < sdim(im F).

Demostracion. (Teorema 4.4.1.) Por el Teorema 2.2.4 podemos pensar a (7, V) como una nil-
representacion fiel de @7_; b p,. Sea 3 el centro de @Y by p, . entonces m(3) es una familia de
endomorfismos nilpotentes de End(V') que conmutan. Mas atn, como (m, V') es fiel, 7(Z) es no nulo
para todo Z € 3 en particular W(Zfr_l). Luego por el Teorema 4.4.4, existen vectores linealmente
independientes {v1,...,vs} en V y una descomposicion 3 = 31 @ --- D 35 tal que Tr(Zf,l’“_l)vl # 0.
Sea

q
F:@hm,pr—ﬂ/

r=1

Xr—>7T(X)1)1 s

dado que 7 es una representacion es claro que F' es una aplicacion lineal y ker F' es una subélgebra
de Lie de @?:1 Hm,p, - Como F(Z;lr*l) # 0 para todo r, por el Lema 4.4.3, tenemos que

dimim F' + dimker F N3 > (m+ 1)d. (4.19)

cond=>31_,d,.

Sea W = k{vi,...,vs}, siguiendo los pasos de la prueba del Teorema 4.4.4 se puede ver que
W Nim F' = 0. Como consecuencia dim V' > dimim F' + s luego por la ecuacion (4.19)

dimV 4+ dimker F N3 > (m+1)d + s. (4.20)

Dado que F|; : 3 — V coincide con la aplicacion F; del Teorema 4.4.4 tenemos que d <
sdim(im F'|;). Luego por la ecuacion (4.12)

[2vd] < s+ dim (im FI,). (4.21)

Combinando las ecuaciones (4.20) y (4.21) con d = dim 3 = dimker F' N 3 + dim(im F'[;) nos queda
que dimV > md + [2\/21—‘ O
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Teorema 4.4.5. Sea k un cuerpo de caracteristica cero y sea p € Kk[t] un polinomio no nulo de
grado d. Entonces, para todo m € N

,u(f)m,p) =md + {2\/2‘ .

Demostracion. Si k es un cuerpo que contiene todas la raices de p entonces por la ecuacion (4.17)
y el Teorema 4.4.1, p(hpmp) > md + [2\/&—‘ Si k no contiene todas las raices de p, consideremos
K una extension de k que contenga las raices de p. Por la ecuacion (4.18) y el Teorema 4.4.1,
,u(f)mp) > md + {2\/&—‘ . Luego por el Corolario 4.3.3 obtenemos u(f)m,p) =md + {2\/&—‘ O

4.5. Apéndice: resultados de algebra lineal

En esta seccién probaremos el Teorema 4.4.4, para ello usaremos algunos resultados previos que
demostramos a continuaciéon. En esta tesis se ha asumido casi siempre que k es de caracteristica
cero, pero en esta seccion basta asumir que k es infinito.

Proposicion 4.5.1. Sean k un cuerpo infinito, V' un espacio vectorial sobre k de dimension finita y
F un subespacio no nulo de End(V'). St {T1,T5,...,T,} C F yr = max{dimFv : v € V} entonces
existe v1 € V tal que r = dim Fuy y T;(v1) # 0 para todo i =1,...,q.

Demostracion. La prueba la haremos por induccion en la cantidad de elementos de {11, 15, ..., Ty }.
Sea v’ € V tal que r = dim F', es claro que el lema se verifica para el caso g = 0.

Sea {Th,...,Ty,Tg+1} € F, por hipétesis inductiva existe vg € V tal que r = dimFuvg y
Ti(vo) # 0 paratodo i =1,...,q. Si Ty11(vp) # 0 tomamos vy = vg. Supongamos que Ty41(vg) = 0,
dado que Tjy1 # 0 existe v” € V tal que Tyi1(v") # 0. Sea B = {T1(vo), . .., Tr(vo)} una base de
Fug y Ay lamatriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores {11 (vg+tv"), .. ., Tr(vo+tv”)}
en una base de V. Para t = 0 la matriz A; tiene un menor, A, de orden r, con determinante no nulo.
Sea P(t) = det(Ay), existen a lo sumo deg(P) valores de t € k tal que P(t) = 0. Dado que T} son
transformaciones lineales, podemos pensar a las coordenadas de T;(vg + tv”) como polinomios de
grado menor o igual a uno, donde alguna de dichas coordenadas es distinta de cero pues T;(vg) # 0.
Sea P;(t) una de las posibles coordenadas no nulas de Tj(vg + tv”) y sea Q(t) = (PPyPy ... Py)(t).
Como @ es un polinomio distinto de cero existe ¢’ € k tal que Q(t') # 0, por lo tanto P(t') # 0y
P;(t') # 0 para todo i. Es decir dim F(vg + t'v") > r y T;(vo + t'v") # 0 para todo i = 1,...,q. Por
la eleccion de r tenemos que dim F(vg + tov”) =1y Tyq1(vo + t'0") # 0. O

Proposicion 4.5.2. Sean k un cuerpo infinito, V' un espacio vectorial sobre k de dimension finita
y T un subespacio no nulo de End(V'). Entonces existe un conjunto linealmente independiente B =
{v1,...,vs} CV y una descomposicion T =T, @ --- ® T, con T; # 0 y tales que las aplicaciones
F;: T — V definida por F;(T') = T(v;) satisfacen

(1) Fi|7; es inyectiva para todo i =1...s;

(2) 7; Cker Fj para todo 1 <i < j <'s;

(3) 7;V Cim Fj|7; para todo 1 <1i < j <s.
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Mas ain, dado {T1,...,Ty} C T se puede elegir v tal que T;(vi) # 0 para todoi=1,...,q.

Demostracion. Sea r = méx{dim 7 v : v € V'}. Por el Proposicion 4.5.1, existe v; € V tal que para
cada i, T;(v1) # 0 y r = dim Fv;. Para la prueba procederemos por induccion en la dimension de
7.Siladim7 =1, tomamos B = {v1} y 71 = 7 entonces ker F; = 0 pues T (v1) # 0. Por lo tanto
la condicion (1) es trivial y las condiciones (2) y (3) son vacias. Supéngase que el teorema es valido
para todo subespacio no nulo de End(V') de dimensién menor que dim 7.

Sea Fy : T — V definido por Fi(T) = T(v1) y T’ = ker F;. Como T; ¢ T, tenemos dim 7’ <
dim 7. Aplicando la hipétesis inductiva a 7”, existe un conjunto linealmente independiente B’ =
{va,...,vs} CV y una descomposicion 7/ = To & - - - @ T tales que

(1') Fi|z; es inyectiva para todo i = 2...s;
(2') T; C ker F; para todo 2 < i < j <s;

(3") T;V C im Fj|7, para todo 2 <i < j <s.

Veamos que vy ¢ kB’. Si v; € kB’ entonces existen a; € k no todos nulos tal que v1 = ijz a;vj.
Sea jo = max{j : aj # 0} y 0 # T € Tj,, si aplicamos T" a la ecuacion anterior obtenemos
T(v1) = ;:0:2 a;T(v;). Por la definicién de 7’ y la condicion (2') tendriamos T'(vj,) = 0, lo cual
contradice (1’). Por lo tanto B = {v1,v2,...,vs} C V es un conjunto linealmente independiente.
Sea 77 un complemento directo de 7", es claro que se verifican las condiciones (1) y (2) y que la
dim7; = r pues

dim7 = dimker F} + dimim F; = dim 7’ + 7.

Para probar (3) basta ver que T'v' € im F} para todo T' € T' y v/ € V. Sea {T1,...,T}}

una base de 77, veamos que {T/ v, flvl, .. ,ivl} es un conjunto linealmente dependiente. Por la

eleccion de vy, el conjunto {T’(vl + '), T (v1 + ), ..., Tr(v1 + tv/)} es linealmente dependiente

para todo t € k. Dado que T"v; = 0, tenemos que
B = {T’(v'),ﬁ(vl + '), ... ,fr(’ul + tv’)}

es linealmente dependiente para todo ¢t € k*. Sea A; la matriz cuyas columnas son las coordenadas
de los vectores de B’ en alguna base de V. Como B’ es linealmente dependiente para todo ¢t € k*
entonces todo menor de A; tiene determinante nulo para t € k*. Veamos que todo menor de
Ap tiene determinante nulo. Sea M; un menor de A; y P(t) = det(M;). Por hipdtesis P(t) = 0
para todo t € k* y k es infinito entonces P(0) = 0, es decir det(Mp) = 0. Esto implica que
{T'"V', Tyvy,...,Tv1} es un conjunto linealmente dependiente. d

Teorema 4.5.3. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimension finita. Sea
T un subespacio no nulo de operadores nilpotentes de End(V') que conmutan. Entonces existe un
conjunto linealmente independiente B = {v1,...,vs} CV y una descomposicion T =T, & --- & Ty
tales que las aplicaciones F; : T — V definida por F;(T) = T (v;) satisfacen

(1) Fi|z; es inyectiva para todo i =1...s;

(2) 7; Cker Fj para todo 1 <i < j <s;
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(3) T,V Cim F;|7, para todo 1 <i < j <s,

Mas ain, dado {11, ..., Ty} C 7T existe vy tal que Ti(v1) # 0 para todo i. Ademds, sea {fl, .. ,ﬁn}
una base de Ty. Entonces el conjunto {T1(v1),...,Tr(v1),v1,...,vs} es linealmente independiente.

Demostracion. Por la Proposicion 4.5.2 nos falta ver que el conjunto B= {fl (v1)y.- -, T, (v1),v1,...,0s}
sea linealmente independiente. Sea s > 2 y sean a;,b; € k tal que

Z aiﬁ(vl) + Z bj’Uj = 0. (422)
j=1

=1

Sea 0 # T € T;, si aplicamos T a la ecuacion (4.22) obtenemos S7_, a;T'Ti(v1) + > 5=1bTv; = 0.
Como 7 es una familia conmutativa y por (2) nos queda bsT'(vs) = 0. Luego por (1), bs = 0. Si
repetimos este procedimiento de manera decreciente con '€ 7; y j = 2,..., s tenemos que b; = 0.
Es decir, la ecuacion (4.22) tiene la siguiente forma

Z a;Ti(v1) + bivy =0 (4.23)
=1

Veamos que b; = 0. Dado que 7 es una familia conmutativa de operadores nilpotentes » ;_; a; T} es
nilpotente, ademéas por (1), T'(v1) # 0. Luego, si aplicamos T' € 77 a la ecuacion anterior nos queda
que (i a;T;)T(v1) 4+ bi1T(v1) = 0. Por lo tanto by = 0, es decir

0= Zai’fi(vl) =0
i=1
= (> aiTy)(v) -
i=1

Como a;T; € Tp por (1), >, a;T; = 0. Luego a; = 0 para todo i, pues {Tl,fQ, . ,Tv,q} es
una base de 7;. Cuando s = 1 la prueba se deduce a partir de la ecuacion (4.23). O
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