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Resumen

En esta tesis se aborda el estudio de los métodos espectrales de regularizacién y de
penalizacién por variacién total para problemas inversos mal condicionados.

El campo de los problemas inversos ha sido en las tltimas cuatros décadas una
de las dreas de mayor crecimiento dentro de la Matematica. Este crecimiento ha sido
consecuencia del avance de la teorfa matematica, del surgimiento de importantes aplica-
ciones provenientes de otras ciencias y de la industria y del desarrollo de computadoras
cada vez méds potentes.

En términos generales, un problema inverso consiste en la estimacion de ciertas can-
tidades a partir de mediciones indirectas de las mismas. Este proceso de estimacién es
a menudo mal condicionado en el sentido que la presencia de ruido en los datos puede
ocasionar errores muy grandes en las aproximaciones. En tales casos, los métodos
numéricos tradicionales se vuelven inestables, haciéndose necesario la implementacion
de técnicas matemadticas conocidas como “métodos de regularizaciéon”, los cuales per-
miten aproximar las soluciones del problema manteniendo estabilidad.

La organizacion de la tesis es la siguiente:

e Capitulo 1: Presentacion de los postulados de Hadamard y estudio de la natu-
raleza de los problemas inversos. Ejemplos motivadores. Introduccion a las ecua-
ciones lineales mal condicionadas en espacios de dimensién infinita: la inversa
generalizada de Moore-Penrose, soluciones de cuadrados minimos, descomposi-
cion espectral de operadores compactos. Regularizacion de problemas inversos
lineales mal condicionados. Construccién de operadores de regularizacion y reglas
de eleccién de pardmetro. Anélisis del orden de optimalidad.

e Capitulo 2: Estudio de los métodos espectrales de regularizacién basados en la
Teoria Espectral para operadores lineales y autoadjuntos en espacios de Hilbert.
Estudio de reglas de elecciéon de pardmetro “a-priori” para métodos de orden
6ptimo. Métodos de Showalter y Descomposicion en Valores Singulares Truncada.
Estudio de los conceptos de Calificaciéon y Saturacién. Andlisis de resultados
reciprocos. El Principio de Discrepancia de Morozov. Introduccién a reglas de
eleccién de pardametro heuristicas: Validacién Cruzada Generalizada y Método
de la Curva L.

e Capitulo 3: Estudio del método espectral de regularizacién de Tikhonov-Phillips.
Formulacién equivalente como un problema de optimizacién sin restricciones.

e Capitulo 4: Estudio de los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados con
penalizantes asociados a seminormas inducidas por operadores diferenciales. La

X



RESUMEN

inversa generalizada ponderada. Construccién de familias de operadores de re-
gularizacion para la inversa ponderada. Estudio del método de Tikhonov-Phillips
con estos penalizantes.

Capitulo 5: Estudio de los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados en espa-
cios de funciones, con penalizantes dados por la norma o seminorma BV. Estudio
de existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes globales de los fun-
cionales de Tikhonov-Phillips con tales penalizantes. Obtencién de condiciones
que garantizan la existencia de minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-
Phillips generalizados con penalizantes dados por una perturbacién diferenciable
de la seminorma BV. Estudio de convergencia de las soluciones regularizadas
obtenidas con los métodos BV'.

Capitulo 6: Aplicaciones a problemas de restauraciéon de imdgenes.
Capitulo 7: Conclusiones, Aportes y Trabajos Futuros.
Apéndice A: Principales resultados del Anilisis Funcional.

Apéndice B: Introduccién a la Teoria Espectral y al Célculo Funcional.



Introduccion

En las iltimas cuatro décadas, el campo de los problemas inversos ha sido sin lugar a
dudas una de las dreas de mayor y mds rapido crecimiento dentro de la Matemaética.
Una de las principales causas de este crecimiento es la gran variedad de aplicaciones
provenientes de otras ciencias y de la industria.

Desde un punto de vista general se dice que “dos problemas son inversos uno del otro
si la formulacion de uno involucra al otro” (J. F. Keller, 1983, [36]). En general se llama
“problema directo” a aquel que ha sido estudiado primero o es méds simple, mientras
que el “problema inverso” es el menos estudiado o el menos simple. Sin embargo,
desde el punto de vista matematico, en la mayorfa de los casos, hay una distincién muy
clara entre el problema directo y el problema inverso. Esta distincién natural la provee
la nocién de “mal condicionamiento”. El concepto de “buen condicionamiento” fue
introducido por el matemadtico francés J. Hadamard ([29]) en un trabajo publicado en
1923. Alli se define un problema como “bien condicionado” ( “well-posed”) como aquel
que tiene solucién tnica, la cual depende de manera continua de los datos. Si alguna de
estas propiedades no se satisface el problema se dice “mal condicionado” ( “ill-posed”).
Desde el punto de vista practico, el problema maés serio se produce cuando la solucién
de un problema no depende de manera continua de los datos. En tales casos, la aproxi-
macién de las soluciones mediante las técnicas numéricas tradicionales resultan en
métodos inestables, y en consecuencia, no apropiados. Una solucién (aunque parcial) a
este problema la dan los llamados “métodos de regularizacion” para problemas inversos
mal condicionados. Estos consisten en herramientas matemaéticas que permiten extraer
la mayor cantidad de informacién posible sobre la solucién del problema, sin perder
estabilidad. Por esto, se dice que el “arte” de aplicar métodos de regularizacién consiste
siempre en encontrar un compromiso adecuado entre precision y estabilidad.

Hay una gran variedad de problemas de la vida real que originan problemas in-
versos y en su gran mayoria estos resultan, en efecto, mal condicionados. Para tales
problemas se hace entonces necesario e imprescindible la implementaciéon de métodos
de regularizaciéon. Entre tales problemas mencionamos a modo de ejemplo: tomografia
computada ([52]), problemas de fluorescencia ([39]), reologia ([35]), superconductivi-
dad ([13]), problemas de potenciales inversos en Geofisica ([20], [47]), procesamiento
de senales e imdgenes ([38]), conduccién del calor ([7], [8], [19], [21], [50]), etc.

Si bien los primeros métodos de regularizacién aparecieron a comienzos de la década
de 1960 con los trabajos de A. N. Tikhonov ([63], [64]) y D. L. Phillips ([55]), fue T.
Seidman quién en 1980 ([61]), alerté sobre el peligro y las posibles graves consecuen-
cias de la utilizacién arbitraria del tradicional “método de minimos cuadrados” para
aproximar las soluciones de problemas inversos mal condicionados. Desde entonces, la
teoria matematica asociada al estudio de estos problemas ha crecido y se ha solidificado
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enormemente, en muchos casos empujada por la necesidad de contar con herramientas
adecuadas para la solucién de problemas concretos (ver [18]). No obstante ello, siguen
apareciendo constantemente nuevas aplicaciones y las herramientas matemaéticas siguen
perfecciondndose para afrontar los nuevos desafios que estas aplicaciones requieren.

En un contexto bastante general, un problema inverso puede formularse de la si-
guiente manera: determinar = en la ecuacién

Tz =y,

donde T es un operador lineal entre espacios normados X e ), y € Y es el dato.
La descomposicién espectral de la inversa generalizada de Moore-Penrose de T', T
(fuertemente vinculada a las soluciones de cuadrados minimos), y la Teorfa Espectral
de Operadores en Espacios de Hilbert, proveen un sélido andamiaje en el cual se apoya
gran parte de la teorfa matemadtica sobre métodos clasicos de regularizacién para pro-
blemas inversos mal condicionados. Los métodos cldsicos de Tikhonov-Phillips (TP)
y el método de Descomposicién en Valores Singulares Truncada (TSVD) son ejemplos
de métodos espectrales de regularizacion. Los métodos cldsicos inducen estabilidad
imponiendo, de diferentes modos, condiciones de regularidad (suavidad) sobre las solu-
ciones aproximadas. De alli que estos métodos se denominen “de regularizaciéon”. En
algunos casos (como sucede a menudo en procesamiento de imdgenes satelitales y en
Medicina ([16]), y en ciertos problemas de identificacién de pardmetros ([28]) ), el uso
de los métodos clésicos de regularizacion puede tener consecuencias no deseadas, tales
como difusién de bordes y “sobreregularizacién”. Esto es asi precisamente porque tales
métodos no admiten soluciones discontinuas. Esta dificultad puede resolverse, por
ejemplo, induciendo estabilidad a través del requerimiento de que las soluciones sean
de variacién acotada en lugar de suaves. Esta estrategia fue introducida por primera
vez por Rudin en 1992 ([59]) y dio origen a una gran variedad de métodos de Tikhonov-
Phillips generalizados con funcionales penalizantes no suaves. Si bien atin resta mucho
por investigar en esta direccién, algunos métodos de regularizacién con funcionales pe-
nalizantes no diferenciables ya han sido aplicados exitosamente en los ltimos anos en
una gran variedad de aplicaciones, especialmente en procesamiento y reconstruccién de
imégenes en Medicina e imdgenes satelitales (ver [16] y las referencias allf).

Este trabajo de tesis consiste de un estudio exhaustivo de los métodos de regula-
rizacion espectrales y de penalizacién por variacién total para problemas inversos mal
condicionados. La tesis consta de siete capitulos y dos apéndices, que contienen un
nimero de secciones, organizados de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se presentan en primer lugar los postulados de Hadamard de
“buen condicionamiento” y se estudian la naturaleza y caracteristicas de los problemas
inversos a través de cuatro ejemplos motivadores (tomografia computada, prospeccién
Geoldgica, problemas de dispersién inversa e identificacion de pardmetros), los cuales
muestran la importancia que reviste el tratamiento matematico de la teorfa general
que los comprende. En segundo lugar procedemos a desarrollar brevemente un marco
adecuado para el estudio de las ecuaciones mal condicionadas con operadores lineales
definidos en espacios de Hilbert de dimensién infinita. Esto abarca el estudio de la
inversa generalizada de Moore-Penrose, su relacién con las soluciones de cuadrados
minimos, su descomposicién espectral en valores singulares para el caso de operadores
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compactos y el Criterio de Picard (Seccién 1.1). En la Seccién 1.2 se introducen los
conceptos y elementos principales de la teorfa matemédtica de regularizacién para pro-
blemas inversos lineales mal condicionados. Se definen los conceptos de regularizacion,
solucién regularizada, familia de operadores de regularizacién, pardametro de regulari-
zacion, regla de eleccién de pardmetro, método de regularizaciéon convergente y se
muestra la relacién de las soluciones de cuadrados minimos con la inversa generalizada
de Moore-Penrose. Posteriormente se presentan algunos resultados de convergencia
para métodos de regularizacién y se aborda el estudio de érdenes de convergencia.
Para ello, se definen el error de regularizacién, el error asociado al ruido y el error
total. Ademds, se estudian érdenes de optimalidad y su relacién con conjuntos fuente.
Asimismo se introducen los conceptos de método de regularizaciéon éptimo y de orden
6ptimo y se dan condiciones suficientes para convergencia y convergencia de orden
optimo.

En el Capitulo 2 se estudian en detalle los métodos espectrales de regularizacién. En
la Seccién 2.1 se desarrolla un andamiaje matematico apropiado para la construcciéon
de tales métodos. Este andamiaje se basa en la Teoria Espectral para operadores
lineales y autoadjuntos en espacios de Hilbert y en el Cdlculo Funcional (Apéndice B).
Se muestran condiciones suficientes para la convergencia de un método espectral y se
obtienen estimaciones para el error de regularizacion, el error asociado al ruido y el error
total. En la Seccién 2.2 se estudian algunas reglas de eleccion de pardmetro “a-prior:”
que resultan en métodos de orden 6ptimo. Se presentan dos métodos espectrales de
regularizacion tradicionales: el método de Showalter y el de Descomposicién en Valores
Singulares Truncada. En la Seccién 2.3 se introducen los conceptos de calificacion y
saturaciéon para métodos espectrales de regularizacion, se presenta el estado del arte
sobre estos temas y se prueba que los métodos de Showalter y Descomposicién en
Valores Singulares Truncada no tienen calificacién cldsica y no saturan. En la Seccién
2.4 se presentan resultados reciprocos (para regularizacién con dato exacto) que se
derivan de la teorfa de saturacién de métodos espectrales de regularizacion y se deducen
condiciones de regularidad de la solucién exacta a partir del conocimiento de un cierto
orden de convergencia para el error de regularizacién. En la Seccién 2.5 se estudia la
regla de eleccién de pardmetro “a-postertori” definida por el Principio de Discrepancia
de Morozov. Asimismo, se estudian propiedades de convergencia y optimalidad de
métodos espectrales de regularizacién en los cuales la regla de eleccién de pardmetro
es la dada por el Principio de Discrepancia. Finalmente, en la Seccién 2.6 se presenta
una breve introduccion a las reglas de eleccién de pardmetro heuristicas y se describen
dos de ellas: Validacion Cruzada Generalizada y el Método de la Curva L.

En el Capitulo 3 se introduce el método clésico de regularizacién de Tikhonov-
Phillips. En primer lugar se presenta el método como un caso particular de un método
espectral de regularizacién y posteriormente se demuestra que el mismo posee también
una formulacién equivalente como un problema de optimizacién sin restricciones. A
continuacion se encuentran condiciones suficientes sobre reglas de eleccién de pardmetro
“a-priori” que garantizan la convergencia a cero del error total. Por iltimo se anali-
zan, para este método cldsico, resultados de convergencia, optimalidad y resultados
reciprocos, y se prueba que el mismo posee calificacién cldsica de orden p, = 1.

En el Capitulo 4 se introducen los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados
con penalizantes asociados a seminormas inducidas por operadores diferenciales. En la
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Seccién 4.1 se construye un andamiaje matemético adecuado para el estudio y construc-
cion de la inversa generalizada ponderada y se muestra su relacién con la solucién
de cuadrados minimos que minimiza la seminorma inducida por el correspondiente
operador diferencial L. En la Seccién 4.2 se aproxima la solucién de cuadrados minimos
de minima ||L-|| seminorma, con un enfoque diferente al utilizado para los métodos
espectrales de regularizacién estudiados en los capitulos anteriores. Se demuestra la “ley
de orden tnverso” para la inversa generalizada de un operador producto, se construye
una familia de operadores de regularizacién para la inversa generalizada ponderada y
se obtienen condiciones suficientes para que tal familia sea una regularizacién para la
inversa generalizada ponderada. Posteriormente se hallan condiciones que aseguran un
cierto orden de convergencia de las soluciones regularizadas, bajo la hipétesis que la
solucion exacta pertenezca a ciertos conjuntos fuente. Finalmente en la Seccién 4.3 se
estudia el método de Tikhonov-Phillips para estos tipos de penalizantes. Se prueba
en primer lugar que las soluciones regularizadas con dicho método son soluciones de
una “ecuacion normal reqularizada” y luego que ellas también son soluciones de un
problema de optimizacién sin restricciones.

En el Capitulo 5 se estudian en profundidad los métodos de Tikhonov-Phillips ge-
neralizados en espacios de funciones sobre un conjunto Q C R%, d = 1,2 ¢ 3, para
el caso en que el penalizante es la norma o la seminorma de variacién acotada. En
la Seccién 5.1 se introduce un andamiaje matematico necesario, que incluye diversos
conceptos, definiciones y resultados preliminares, con el fin de abordar adecuadamente
los desarrollos ulteriores de este capitulo. En particular se define una aproximacién di-
ferenciable para la seminorma de variacién acotada ( (5.10) y Teorema 5.6) y se prueba
que la misma es convexa (Teorema 5.7) y débilmente semicontinua inferiormente (Teo-
rema 5.11). Se introduce el concepto de convergencia intermedia (Definicién 5.15) y se
prueba que este tipo de convergencia es mas fuerte que la convergencia débil pero maés
débil que la convergencia fuerte en BV (2) (Proposicién 5.16). Este nuevo concepto
permite aproximar una funcién de variacién acotada por una sucesion de funciones in-
finitamente diferenciables de variacién acotada (Lema 5.17) y extender un teorema de
inmersién de Sobolev (Teorema 5.19) del espacio W1 (Q) al espacio BV () (Teorema
5.20). A continuacién se introduce el concepto de p-convergencia intermedia (Defini-
ci6n 5.21) y se prueba un resultado de aproximacién de funciones de variacién acotada
por funciones infinitamente diferenciables de variacién acotada en el sentido de esta
p-convergencia intermedia (Lema 5.22). También se extiende el teorema de compaci-
dad de Rellich-Kondrachov (Teorema 5.23) del espacio W1(Q) al espacio BV (Q) lo
cual nos permite probar que el espacio BV ({2) estd compactamente inmerso en LP(£2)

d

para p € [1, ﬂ) (Teorema 5.24). También se prueba que cuando el conjunto {2

tiene dimensién d > 2, el espacio BV (£2) estd débilmente compactamente inmerso en
L7 (Q) (Teorema 5.25). Todos estos resultados son de fundamental importancia para
la derivaciéon de los teoremas de existencia, unicidad y estabilidad para los métodos
de Tikhonov-Phillips con penalizantes de tipo BV que se presentan y estudian en la
Seccién 5.2. En particular, en la Seccién 5.2, se introduce en primer lugar el concepto
de BV- coercitividad para un funcional y para una sucesion de funcionales y se prueban
resultados de existencia, unicidad (Teorema 5.30) y estabilidad (Teorema 5.33) para
funcionales generales definidos sobre LP(2). En segundo lugar se prueban resultados
de existencia y unicidad (Proposicién 5.34) de los minimizantes globales de funcionales
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de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes dados por la norma BV. También
se prueban varios resultados de estabilidad para los minimizantes globales de tales fun-
cionales (Proposiciones 5.36, 5.37, 5.38, 5.39 y 5.40) bajo perturbaciones en el dato, en
el pardmetro de regularizacion, en el funcional penalizante y en el operador, de manera
separada y simultdnea. En la Seccién 5.3 se prueban resultados de existencia, unicidad
y estabilidad donde el penalizante es la seminorma BV. En primer lugar, se prueba
una condicion suficiente que garantiza la BV -coercitividad del funcional de Tikhonov-
Phillips generalizado, con penalizante dado por una perturbacién diferenciable de la
seminorma BV (Lema 5.41). En segundo lugar se obtiene una condicién suficiente
que garantiza la existencia de minimizantes globales para tales funcionales (Teorema
5.43). Por tltimo, se analiza un resultado de estabilidad para los minimizantes glo-
bales del funcional antes mencionado, bajo perturbaciones simultdneas en el operador
y en el dato (Teorema 5.45). Finalmente, en la Seccién 5.4 se estudia la convergen-
cia de las soluciones regularizadas obtenidas con los métodos de regularizacién por
variacién acotada. Se prueban condiciones suficientes que garantizan la convergencia
de los minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados a la
solucion exacta del problema, para el caso en que el penalizante es la norma BV o una
perturbacién diferenciable de la seminorma BV (Teoremas 5.46 y 5.47).

Si bien no es un objetivo central de esta tesis abordar aplicaciones concretas, en el
Capitulo 6 se presentan algunas aplicaciones de los métodos estudiados en el presente
trabajo a problemas de restauracién de imagenes, con el objetivo de ilustrar el alcance
y la potencialidad de los métodos estudiados.

En el capitulo 7 se presentan las conclusiones finales, los aportes o resultados mas
importantes y una lista de problemas abiertos y trabajos que pretendemos abordar en
el futuro.

Para facilitar la lectura y a los efectos de completitud, al final de la tesis se in-
cluyen dos apéndices que contienen la mayoria de los conceptos y resultados béasicos del
Analisis Funcional (Apéndice A) y de la Teoria Espectral y Célculo Funcional (Apéndice
B).
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Capitulo 1

Preliminares

El propésito de este capitulo es introducir los conceptos principales y resultados bésicos
sobre problemas inversos mal condicionados y de teorfa de regularizacién, como asf
también la notaciéon empleada a lo largo de esta tesis. Para motivar el estudio de
los métodos de regularizacion, consideraremos algunos ejemplos tipicos de problemas
inversos. También presentaremos algunos de los resultados més importantes de 6rdenes
de convergencia de métodos de regularizacion.

1.1 Problemas inversos

Los problemas inversos surgen en muchas dreas de la Ciencia y la Tecnolégia. El tér-
mino znverso se utiliza para indicar que el problema tiene un correspondiente problema
directo. J. F. Keller cita en [36] la siguiente definicién muy general de problema inverso,
que a menudo se encuentra en la literatura:

“dos problemas son inversos uno del otro si la formulacion de cada uno de
ellos requiere del conocimiento parcial o total del otro”.

En muchos casos, por razones historicas, el problema que ha sido estudiado en
detalle antes (o el mas simple) es llamado el problema directo, mientras que el otro es
el problema inverso.

Es bien conocido que muchos sistemas fisicos se describen empleando modelos
matematicos, que surgen a partir de las leyes fisicas que los rigen. Usualmente, lla-
mamos problema directo a aquel en el cual dada una entrada y el modelo, la salidal
puede ser calculada. Esto se ilustra de manera soscinta en la Figura 1.1. Sin embargo,
la situacién cambia cuando la salida estd dada y la entrada o el modelo son desconoci-
dos?. Este es un problema inverso. Los problemas inversos tratan la determinacién de
las causas para un efecto observado o deseado.

1Por ejemplo, la prediccién de un estado fisico o la evolucién de un sistema que depende de ciertos
pardmetros.
2Por ejemplo, la identificacién de pardmetros de mediciones u observaciones de estados fisicos.
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Entrada |—=| Modelo |—=| Salida

Figura 1.1: Sistema Entrada/Salida regido por un Modelo

No obstante, desde el punto de vista matematico hay una diferencia fundamental en-
tre los problemas directo e inverso. Esta diferencia radica en el hecho que, usualmente,
todos los problemas inversos son mal condicionados pues no satisfacen los postulados
de Hadamard de “buen condicionamiento”, mientras que el correspondiente problema
directo es bien condicionado.

Segin J. Hadamard (ver [29]), un problema matemsdtico es (o estd) bien condi-
cionado si satisface las siguientes condiciones o postulados:

(PH1) Para todo dato admisible, existe una solucién del problema (EXISTENCIA).
(PH2) Para todo dato admisible, la solucién es unica (UNICIDAD).

(PH3) La solucién depende de manera continua de los datos (DEPENDENCIA CON-
TINUA).

Los problemas para los cuales al menos una de éstas tres condiciones no se satisface
se dicen mal condicionados.

Si bien esta no es una definicién mateméticamente rigurosa, en cada problema par-
ticular se hace precisa especificando el concepto de solucién, que datos son considerados
admisibles y que topologia se usa para definir la continuidad.

Si el problema es “mal condicionado”, la violacién del postulado (PH1), en general,
no es de gran preocupacion ya que la existencia de soluciones se puede forzar rela-
jando de algiin modo la definicién de las mismas (e.g., el caso de soluciones débiles en
Ecuaciones Diferenciales Parciales).

Algo mas seria es la violacién del postulado (PH2). No obstante, cuando el problema
tiene varias soluciones, la unicidad puede lograrse incorporando al modelo informacién
adicional que permita decidir cual de ellas es la correcta o bien para reveer la completi-
tud del modelo. En el caso de problemas inversos, la unicidad es relevante sélo cuando
lo que se busca es la causa para un efecto observado. En cambio, si lo que se busca es
la causa para un efecto deseado, la falta de unicidad hasta puede ser una ventaja pues
nos permitird elegir aquella solucién que satisfaga ciertos criterios adicionales.

El problema més serio lo constituye la violacién del postulado (PH3). Cuando no
hay dependencia continua de los datos, si se desea aproximar la solucién del problema
por métodos numeéricos tradicionales como es usual en la préactica, es de esperar que
tales métodos se vuelvan inestables y, por lo tanto, no apropiados. Se debe restaurar
estabilidad de algin modo. Una solucién (parcial) a este problema la dan los llamados
métodos de regularizacion para problemas inversos mal condicionados. Estos consisten
en herramientas matemadticas que permiten extraer la mayor cantidad de informacién
posible sobre la solucién del problema sin perder estabilidad.
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Para ilustrar mejor estos conceptos lo haremos mediante un ejemplo concreto, que
involucra una ecuacién integral de Fredholm de primera clase.

MOTIVACIGN

Muchos problemas inversos lineales de importancia practica en Fisica, Ingenieria
y en otras ciencias aplicadas, conducen en su formulacién matemadtica a una ecuacién
integral de Fredholm de primera clase de la forma

/ k(s £) (1) dt = y(s), Vs € Q. (1.1)

donde Q C R™ es compacto, z,y € L*(Q2) y el niicleo de la ecuacién integral, k, es tal
que k € L?(2 x Q) o es débilmente singular?.

El correspondiente problema directo se formula como sigue:

PD) Dados k(s,t) y z(t), encontrar y(s). (Obviamente, la solucién de éste problema
se obtiene simplemente calculando o aproximando la integral en (1.1)).

Aqui pueden presentarse tres tipos diferentes de problemas inversos, dependiendo
de la informacién conocida:

PI1) Dados y(s) y k(s,t), encontrar x(t).
PI2) Dados y(s), encontrar k(s,t) y x(t).
PI3) Dados y(s) y x(t), encontrar k(s,t).

(En los tres problemas inversos, la informacién fuera de la integral se usa para
determinar la informacién de la o las funciones dentro de la integral).

En lo que sigue el nicleo k se supondrd conocido, ya que sélo trabajaremos en
esta tesis con problemas inversos cuyo modelo es conocido. Es decir, consideraremos
el problema inverso PI1) donde la incégnita es z, llamada “funcidn solucion”, y el
elemento conocido es y, llamado “funcion dato”, por ejemplo algiin dato medido, quizas
con algin grado de error.

Sea K : L*(Q2) — L*(Q2) el operador definido por (Kxz)(s) = [, k(s,t)x(t)dt.
Resulta conveniente estudiar la ecuacién (1.1) en la forma abstracta y més simple

Kx=y (1.2)

pues las ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase juegan un rol importante
en el estudio de diversos problemas inversos. Es claro que K es un operador lineal y
debido a un resultado cldsico de anslisis funcional ([76], Ejercicio 6.2 (b), pag. 135)
es ademds compacto. La mayor dificultad asociada con la solucién de ecuaciones que
involucran un operador compacto surge del hecho que ellas son mal condicionadas pues
el operador no es inyectivo o el inverso es discontinuo. En efecto, si K es compacto,
inyectivo y estd definido sobre un espacio normado de dimensién infinita entonces K ~*
no es acotado ([5], Corolario del Teorema 17.6, pdg. 291). En tal caso la ecuacién (1.2)
tiene solucién dada por x = K !y pero no depende de manera continua del dato y. En
consecuencia, el problema inverso es mal condicionado. La discontinuidad de K1 es

3Se dice que k(-, ) es débilmente singular si k es continuo sobre {(s,£) € QA x Q / s #t} yIe >0,
e>0: |k(s,t)| <cls—t" " Vs, t€Q, s#t.
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razén para tener especial cuidado en el tratamiento numérico del problema pues todos
los métodos tradicionales se vuelven inestables (pequenas perturbaciones en y pueden
conducir a grandes perturbaciones de ) y, en consecuencia, inapropiados.

Atn en el caso que K no es inyectivo el problema sigue siendo mal condicionado
como veremos mds adelante, pues la inversa generalizada de Moore-Penrose del ope-
rador K no es acotada.

Es usual en la practica que el dato y se mida con instrumentos de presicién finita y
por lo tanto, es afectado por los errores de medicién. En consecuencia, no se lo conoce en
forma exacta. Por otro lado, aunque fuese conocido en forma exacta, las computadoras
sélo tienen presicién de punto flotante finita y la discretizacién del problema introduce
inevitablemente errores. Entonces cuando resolvemos (1.2), los errores de medicién y
la discretizaciéon pueden resultar en una solucién x que difiera significativamente de
la verdadera solucién exacta (desconocida). Resulta imprescindible antes de resolver
un problema inverso mal condicionado proceder a restaurar la estabilidad del mismo.
Las herranientas matemadticas que permiten resolver estos problemas son los llamados
métodos de reqularizacion. Estos procedimientos permiten recuperar la mayor cantidad
posible de informacién sobre la solucién del problema sin perder establilidad. En
cualquier caso siempre hay pérdida de informacién. En la Seccién 1.2 presentaremos la
teorfa general de métodos de regularizacién para problemas inversos mal condicionados.

Con el objeto de motivar las herramientas mateméticas que daremos mas adelante
presentamos a continuacién cuatro ejemplos clasicos de problemas inversos existentes
en la vida real y con importantes aplicaciones en diversas dreas cientificas y de la
industria.

1.1.1 Ejemplos de problemas inversos

El campo de los problemas inversos ha experimentado un réapido progreso, especial-
mente en las tltimas cuatro décadas. Este crecimiento se debié en gran parte al avance
de la teorfa matemadtica de los problemas inversos, al desarrollo de nuevos métodos
de regularizacién y al surgimiento de importantes aplicaciones, como por ejemplo la
utilizacién de imagen en Medicina que surge con el advenimiento de la Tomografia
Computada. Otra de las razones fue el desarrollo de computadoras cada vez mds po-
tentes y rdpidas, que hacen posible o facilitan los cédlculos numéricos. Es oportuno
senalar que ademads del diagnéstico por imagenes en Medicina, muchas otras dreas de
la ciencia y la tecnologfa han sido profundamente transformadas por la introduccién de
los principios de la tomografia computada (e.g., ensayos no destructivos de materiales,
imdgenes sismicas en Geofisica, etc.).

El primero de los ejemplos de problemas inversos que vamos a discutir es el maés
simple matematicamente lo que permite un conocimiento mas detallado del mismo. Los
otros ejemplos se introducen especialmente con el objetivo de motivar atin mas la im-
portancia practica de los problemas inversos y, debido a sus formulaciones matematicas
algo méds complejas, no presentaremos un andlisis detallado de ellos en este trabajo.

Ejemplo 1.1. TOMOGRAFfA COMPUTADA: INVERSION DE RADON
Debido principalmente a sus importantes aplicaciones en Medicina y en ensayo no
destructivo de materiales, un problema inverso que ha sido ampliamente estudiado es
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la inversién de la transformada de Radén de una funcién f : D(f) € R? — R. Este
problema se origina debido al descubrimiento de la Tomografia Computada (TC).

La transformada de Radén de f se define como
(Rf)(s,w) = / f(sw+twh)dt, seR", weR?: ||w|=1 (1.3)
R

donde w! denota un vector unitario ortogonal a w.

En TC, f representa una funcién de densidad que varia espacialmente en un dominio
compacto D C R?, el cual representa una seccién transversal del cuerpo humano (e.g.
del cerebro) o de dlgun material para ensayo no destructivo. El aparato de TC emite
un haz muy fino de rayos X, de conocida intensidad, que se dirige hacia D. Este haz
incide sobre el objeto (el cuerpo humano o el material) que se estudia y parte de la
radiacién del haz lo atraviesa. La radiaciéon que no ha sido absorbida por el objeto sale
del mismo con una intensidad atenuada y es recogida por los detectores.

El problema inverso* consiste en recuperar la densidad f a partir de mediciones de

las intensidades de rayos X en un plano que contiene a D. Estos rayos viajan a lo largo
de lineas rectas las que pueden parametrizarse a través de su distancia al origen s y su
correspondiente vector normal unitario w € R? (ver Figura 1.2). Dados s, w la ecuacién
de la recta correspondiente es por lo tanto sw + tw>, ¢ € R. La hipétesis bésica del
modelo es que el decaimiento de la intensidad de un haz de rayos X es proporcional
a la intensidad I, a la densidad f y a la distancia At recorrida por el mismo. FEn
consecuencia, se tiene que

Al(sw + twh) = —v I(sw + twh) f(sw + tw™) At,

donde v > 0 es una constante conocida. Dividiendo por At y haciendo tender At a
cero obtenemos la siguiente ecuacién diferencial ordinaria para la intensidad [

dI(sw + twt)

o = —y I(sw + twh) f(sw + tw?).

Integrando desde t = 0 (la posicién donde se ubica el aparato emisor de rayos X) hasta
t = L (la posicién donde se ubica el aparato detector) obtenemos

L
InI(sw+ Lw") —InI(sw) = —7/ f(sw 4+ twh) dt.
0

Denotemos por Iy(s,w) e I(s,w) a las intensidades medidas en el emisor y en el de-
tector, respectivamente. Se supone que tanto el emisor como el detector estdn situados
fuera de D y que para todos s, w la funcién f es de soporte compacto en (0, L) y ex-
tendida a cero para t ¢ (0, L). Bajo estos supuestos el modelo matemadtico resultante
que relaciona las intensidades Iy e I}, es

In Iy(s, w) —In I (
v

5 w) _ sw + twt
—/Rf( + tw™) dt. (1.4)

4El correspondiente problema directo consiste en calcular la transformada de Radon Rf cuando
f es conocida.
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Observar que la ecuacién (1.4) puede escribirse en términos de la transformada de
Radoén (1.3) en la forma

(Rf)(s,w) = l IHM

. s>0, weR?: ||w||=1. 1.5
e o] (1.5)

Entonces el problema inverso en TC consiste en recuperar la funcién f en (1.5) a
partir de mediciones de Iy e I, es decir es un problema que consiste en invertir la
transformada de Radén (1.3).

Emisor

Detector
Figura 1.2: Tomografia Computada

Un caso muy particular en ensayo no destructivo de material es cuando D es un
circulo de radio p centrado en el origen y f es radialmente simétrica con respecto a su
centro. En este caso, es suficiente emplear una séla direccién w, por ejemplo wy = (0, 1),
es decir elegir rayos horizontales parametrizados por s(0,1) +%(1,0) = (¢, s), t € R, ya
que otras direcciones no aportan informacién adicional (ver Figura 1.3). Ademsés, como
hemos supuesto que la densidad f es radialmente simétrica, esta se puede expresar en
funcién de la distancia al origen, r = v/s2? + t2, como

flsw+twt)=F(r), 0<s<p, weR?:||w|=1,

para r > 0, donde F'(r) denota el valor constante de la densidad sobre la circunferencia
|(s,t)| = r, que ahora debe ser reconstruida. Entonces, para s > 0, la transformada de
Radon de f es

(Rﬂ@ww=2lwﬂ¢?I?Mu

donde el factor 2 se debe a la simetria. Asumiendo que F es de soporte compacto en
(0, p), es decir F(r) =0 para r ¢ (0, p), y haciendo el cambio de variable t = /72 — s?

se obtiene que
PrF(r)

(Rf)(s,wp) =2 V=g

dr, 0<s<p.
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Emisor W

.

uDetector

N

Figura 1.3: Ensayo no destructivo de material, con densidad radialmente simétrica

Io(s,wo)
Ip,(s,wo)’

" k) dr = @7 0<s<np, (1.6)

. VP2 2
que es una ecuacion integral de Abel. Es posible hallar una férmula explicita de in-
versién para la ecuacién integral de Abel cuando g(p) = 0 (notar que es razonable
suponer Iy(p, wy) = I (p,wp) con lo cual g(p) = 0), es decir el rayo es tangente. Bajo
este supuesto se puede probar que (ver [18], Seccién 1.2)

Denotando con g(s) = % In la ecuacion (1.5) puede escribirse en la forma

/
P=L [ 4O,
r) V-
Observemos que, en esta férmula de inversién aparece la derivada ¢, es decir, es
necesario derivar los datos para poder reconstruir la funcién F. Es conocido que
la derivacién es un problema mal condicionado (ver [18], Seccién 1.1). Aunque en
este caso pareceria que la derivacién puede compensarse por la integraciéon. Se puede
demostrar que por la singularidad del nicleo, la inversién de la ecuacién integral de
Abel es en efecto mal condicionada (ver [18], Seccién 1.2).

Para el caso general de la transformada de Radén (1.3), también existe una férmula
explicita de inversién, mas compleja, que también involucra diferenciacién de los datos.

Ejemplo 1.2. PROSPECCION GEOLGGICA ( “GEOLOGICAL PROSPECTING ”)

Los problemas de prospeccién geologica consisten en la determinacién de la lo-
calizacién, forma, constitucién y/o algin parametro (e.g., densidad, la conductividad
térmica, etc.) de anomalias en el interior de la Tierra, a partir de mediciones en su
superficie. Por ejemplo, supongamos que un cierto material magnético se localiza en
cierta region subterrdnea. Un modelo matemético seria el que describe la concen-
tracién del magnetismo en cada posicién en la superficie, en funcién de los valores de
tales variables en la region subterrdnea determinada. El problema inverso consiste en
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determinar, a partir del modelo y de las mediciones magnéticas de superficie, cudl es
la forma de la regién subterrénea y/o la distribucién del magnetismo en la misma.

Ejemplo 1.3. PROBLEMAS DE DISPERSION INVERSA ( “INVERSE SCATTERING PRO-
BLEM ”)

Los problemas de dispersién inversa son problemas en los que se trata de recu-
perar informacién de un objeto desconocido o inaccesible (e.g., la forma y/o ciertas
propiedades de un cuerpo, de una inhomogeneidad en un material, de un potencial,
etc.), a partir de mediciones de ondas dispersadas a traves de tal objeto. Las ondas
usualmente pueden ser acusticas y electromagnéticas y los correspondientes proble-
mas tienen modelos matematicos dados por la ecuacién de la onda, la ecuacién de
Helmholtz, la ecuacién de Schrodinger, las ecuaciones de Maxwell entre otras.

Problemas de éste tipo aparecen por ejemplo en exploracién de minerales y petréleo,
exploracién sismica y electromagnética en Geoffsica y en problemas de ensayos no
destructivos de materiales.

Ejemplo 1.4. IDENTIFICACION DE PARAMETROS

Los problemas de identificaciéon de pardametros son aquellos en los cuales se tratan
de reconstruir o aproximar ciertos pardmetros de un modelo (e.g., coeficientes descono-
cidos en ecuaciones diferenciales parciales) a partir de mediciones indirectas de las
soluciones en todo el dominio o sélo en una parte del mismo o de su frontera. En
general, en problemas descriptos por ecuaciones diferenciales parciales no se pueden
disponer de mediciones de las variables en todo su dominio (e.g., en aplicaciones en
Medicina y en ensayo no destructivo de material). Mds aun, en ciertos casos es posible
disponer de mediciones en una parte de la frontera (e.g., en problemas de distribu-
cion de calor para una barra empotrada donde se colacan detectores en ciertos puntos
del extremo libre de la misma y se quiere determinar la temperatura en una parte
inaccesible de la pared).

Los problemas de Tomografia de Impedancia pueden ser considerados como pro-
blemas de identificacién de pardametros con mediciones en la frontera. Consisten en
aplicar diferentes voltages eléctricos en la frontera de un objeto y medir las corrientes
eléctricas que se generan. El problema inverso consiste en reconstruir, a partir de
tales mediciones, la distribucion de la conductividad eléctrica. Esta distribucién puede
luego utilizarse para obtener informacién importante sobre la composiciéon material del
objeto.

Los cuatro ejemplos que acabamos de presentar brevemente muestran la importan-
cia que reviste el tratamiento matemadtico de los problemas inversos puesto que los
mismos surgen en una gran variedad de problemas concretos en diversas dreas de la
Ciencia y la Tecnologfa. Dichos ejemplos resultan en problemas inversos mal condi-
cionados para los cuales los métodos numéricos tradicionales se vuelven inestables,
haciéndose necesario e imprescindible la implementacion de métodos de regularizacion.

Por 1ltimo, es oportuno mencionar aqui que existe una gran variedad de problemas
aplicados que se originan en otras dreas y que conducen a problemas inversos mal
condicionados. Entre ellos mencionamos: problemas de fluorescencia ([39]), reologia
([35]), superconductividad ([13]), problemas de potenciales inversos en Geofisica (]20],
[47]), procesamiento de senales e imdgenes ([38]), etc.
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1.1.2 Ecuaciones mal condicionadas con operadores lineales

En lo que sigue, consideraremos problemas inversos lineales en el marco de ecuaciones
de la forma
Tr =y, (1.7)

donde T': X — ) es un operador lineal, acotado y X e ) son espacios de Hilbert.

En virtud de los postulados de Hadamard podemos introducir la siguiente definicion.

Definicién 1.5. Se dice que la ecuacion (1.7) es bien condicionada ( “well-posed”)
st satisface las siguientes condiciones:

(i) EXISTENCIA: Para cada y € Y existe (al menos) un xo € X tal que Txg =y
(i.e., R(T)=Y).

(ii) UNICIDAD: Para cada y € Y existe a lo sumo un xy € X tal que Txy = y

(i.e., N(T) = {0}).

(iii) DEPENDENCIA CONTINUA: La solucién x depende de manera continua de y
(i.e., si T es biyectivo, T™1 : Y — X es continuo).

En caso contrario, se dice que la ecuacion (1.7) es mal condicionada ( “ill-
posed”).

Por el Teorema de la Proyeccién (ver Teorema A.77), ) puede escribirse como
Y =R(T) ® R(T)*. Asi, todo elemento y € Y se escribe como y = yz + yge con
yr € R(T), yrr € R(T)*. Siyg ¢ R(T) o ygrs # 0 entonces la ecuacién (1.7) no tiene
solucién pues en tal caso y ¢ R(T"). Por lo tanto, si R(T") # Y la ecuacién (1.7) es
mal condicionada pues no satisface la condicién de existencia de la Definicién 1.5. En
general, suponer que el operador 7" es biyectivo es una gran limitaciéon del problema

ya que:

1) Si R(T) # Y, aunque no exista solucién, podemos estar interesados en hallar
“soluciones generalizadas” que resuelvan “aproximadamente” (1.7). En este caso
parece razonable, por ejemplo, buscar x tal que Tx tenga distancia minima a y
(soluciones de cuadrados minimos).

2) Si N(T) # {0}, aunque la solucién no sea tnica, podemos estar interesados en
una solucién particular de (1.7) que satisfaga ciertas condiciones adicionales. Por
ejemplo, que tenga norma minima.

La disgresién anterior nos conduce naturalmente a introducir una generalizacién de
la nocién de inversa de 1" para el caso en que 7" no es inyectivo. Esta generalizacion
se conoce como la inversa generalizada de Moore-Penrose la que, como veremos més
adelante, es de fundamental importancia en el tratamiento y desarrollo matematico
de los problemas inversos mal condicionados. Esta importancia radica principalmente
en dos hechos fundamentales que son, en primer lugar, la estrecha relacion existente
entre la inversa generalizada de Moore-Penrose y las soluciones de cuadrados minimos
y, en segundo lugar, el hecho que muchos métodos de regularizacién (entre los que
se encuentran todos los métodos mds conocidos y usuales) se derivan a partir de la
descomposicién espectral de esa inversa generalizada.
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1.1.3 Soluciones generalizadas: la inversa generalizada de
Moore-Penrose

Definicién 1.6. Sean X, espacios normados, T € L(X,)), y € Y. Diremos que:

(i) T € X es una solucion de cuadrados minimos (SCM) de Tx =y si

177 —yl| = inf {|Tz —yl| / 2z € X}, (1.8)

(ii) £ € X es una mejor solucion aproximada (MSA) de Tx =y si T es una
SCM de Tx =y de minima norma, es decir tal que

[zl = inf {llz]| / 2 € Sy}, (1.9)

donde Sy ={z€ X |/ z es SCM de Tx = y}.

Como veremos méds adelante, la condicién (1.9) introduce unicidad. Sin embargo,
en algunos casos puede no resultar apropiado inducir unicidad imponiendo que la SCM
tenga minima norma. En estos casos suele reemplazarse la condicién (1.9) por la
condicién de que Z minimice la norma || Lz||, donde L es un cierto operador (usualmente
es un operador diferencial). Abordaremos este caso en la Seccién 4.1.

A continuacién enunciamos un nimero de resultados relacionados con las SCMs®
y con la inversa generalizada de Moore-Penrose que utilizaremos en demostraciones
posteriores. Debido a que estos resultados son bastantes conocidos y se encuentran
en la mayorfa de los libros que tratan dicho tema, no incluimos las correspondientes
demostraciones. En estos casos indicamos las referencias donde pueden hallarse los
resultados y sus demostraciones. Sin embargo, en algunos casos, dada la importancia
del tema se detallard parte de la demostracion.

Senalamos ademds que en todo lo que sigue X’ e ) son espacios de Hilbert pero
cabe destacar que muchos de los resultados valen para espacios normados.

Teorema 1.7. Sean X,) espacios de Hilbert, T € L(X,)), Q:Y — R(T) la proyec-
cion ortogonal de Y sobre R(T), y € Y. FEntonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) = es una SCM de Tz =y,
(ii) T = Qy,
(i) T*Tz = T*y, donde T* es el operador adjunto de T.

Demostracién. Ver [18], Teorema 2.5 y Teorema 2.6. n

La ecuacion
T"Tx =Ty (1.10)

se conoce como ecuacién normal asociada a Tx = y.

®SCMs es el plural de SCM.
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Por el Teorema 1.7 (ii), el conjunto de las SCMs de (1.7) puede entonces escribirse
como Sy ={ze€ X /| Tz=Qy}.

Es oportuno senalar aqui que no siempre existen las SCMs de Tx = y para ciertos
valores de y, puesto que el R(7") no necesariamente es cerrado y el infimo en (1.8)
puede no ser alcanzado. Asi por ejemplo, si y € ) es tal que Qy ¢ R(T'), en cuyo caso
Qy € R(T), se tiene que S, = (. El mayor subconjunto U de ), con respecto a la
inclusién, para el cual y € U implica Qy € R(T) es R(T) ®R(T)*. Paray = yr + yrs
con yg € R(T) e yrr € R(T)*, se tiene que Qy = yr y en consecuencia S, # ). Se
sigue entonces que, una SCM de (1.7) existe si y sélo si y € R(T) ® R(T)*. O sea

S, #0 <= yecR(T)®R(T)* (1.11)

Més atin, en virtud del Teorema 1.7 (ii) para y € R(T) @ R(T)*, S, = T~ ({Qy})
es un conjunto convexo®, cerrado’ y no vacio. En consecuencia (ver Teorema A.28),
contiene un tinico elemento de minima norma al que notaremos con z'. Claramente (ver
Definicién 1.6 (ii) ), 27 es la MSA de (1.7). A continuacién probaremos que z € N (T)*.
En efecto, X = N(T) & N(T)*, puesto que N (T) es un subespacio cerrado de X
por ser T un operador lineal y acotado (ver Teorema A.49). Resulta que, 27 tiene
representacion tnica dada por o' =z + 2 con zn € N(T), zpr € N(T)*. Luego,
Tzt = Tay = Qy (pues R(T) = N(T)1) implica zp. € S,. Por otro lado, por el
Teorema de Pitdgoras (ver Teorema A.23), xTHQ — ||an|” + ||z pe]]*. Luego, sizy # 0
entonces ||z > ||z || 1o cual es un absurdo pues z' es el elemento en S, de minima
norma. Luego, 7 = 0y en consecuencia z' = zy1 € N(T)*, como querfamos probar.

Finalmente, es sencillo probar que, para y € R(T) @ R(T)*, el conjunto de SCMs
de (1.7) esta dado por S, = " + N (T).

A continuacién procedemos a introducir la definicién de inversa generalizada de
Moore-Penrose de T', y su relacién con las SCMs y la MSA de (1.7).

Definicién 1.8. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X, V), T =T |y N(T)* —
R(T) la restriccion de T al N(T)*. La inversa generalizada de Moore-Penrose
de T, que denotaremos como T%, se define como la tnica extension lineal de T~ al

subespacio denso de )
D(TY) = R(T) & R(T)* (1.12)

que verifica

N(T) = R(T)* . (1.13)
Es claro que T esta bien definido pues T es biyectivo (N (T) = N(T)NN(T)*+ = {0}

y R(T) = R(T)), y en consecuencia existe T~'. Por otro lado, puesto que todo
y € D(T") puede escribirse en forma tnica como y = yr + yge, con yr € R(T),

yrt € R(T)*, en virtud de (1.13) y de la linealidad de T se sigue que
Tty =T Yyr = T71Qy. (1.14)

La identidad (1.14) puede utilizarse para definir la inversa generalizada de Moore-
Penrose de T en términos de los operadores Ty Q).

SEn efecto, Vz1,220 € Sy vy 0<a <1:T(az+(1—a)z) =aT(zn)+(1—a) T(x) =
aQy+(1—a)Qy=Qy, de modo que a z1 + (1 —a) 2 € S,,.
"Por ser T continuo: la imagen inversa del conjunto {Qy} cerrado en ), es cerrado en X.
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Observaciéon 1.9. Es claro que:

1) Si R(T) no es cerrado Tty no esta definido para todo y € Y pues D(TT) ¢ V.
Obviamente que si N(T) = {0}, TT = T~ pues en tal caso T =T.

2) Para definir la inversa generalizada de Moore-Penrose de T no es necesaria la
acotacién de T', pero si su linealidad.

Observacién 1.10. Se puede probar que:
1) R(TY) = N(T)*.

2) El operador T satisface las siguientes cuatro condiciones conocidas como ecua-
ctones de Moore-Penrose

TT'T = T (1.15)
T'TTt = T! (1.16)
T"T = I-P (1.17)
TT" = Q|pa (1.18)

siendo P: X — N(T) y @ : Y — R(T) las proyecciones ortogonales de X sobre
N(T) y de Y sobre R(T), respectivamente.

~ ~—

3) Las ecuaciones (1.17) y (1.18) implican (1.15) y (1.16). Cualquier operador que
satisface (1.15) o (1.16) se dice un inverso interior o inverso exterior de T,
respectivamente.

4) Las ecuaciones de Moore-Penrose caracterizan univocamente a T, esto es, T es
el vinico operador que satisface las cuatro ecuaciones (1.15) - (1.18). Si 7' es un
operador lineal tal que T y TT son proyecciones ortogonales, entonces T =Tt
Por ello, es suficiente asumir para la caracterizacion de TT que T7T y TTT son
proyecciones ortogonales.

Probemos ahora que el operador T mapea y € D(T7) en la MSA z' de (1.7). En
efecto, si y € D(TT), vimos que z' € N (T)*. Se sigue entonces que

¢t = (I —P)z" (pues I — P es la proyeccién ortogonal sobre N (T)%)
= T'Tz"  (por (1.17))
= T'Qy (por Teorema 1.7 (ii))
T'TTy  (por (1.18))
TTy (por (1.16) ).

Asi, Tty = 27 como querfamos probar. En consecuencia, por (1.11), se tiene que

y € D(TT) <= Ty es SCM de Tz = y. (1.19)

En la siguiente proposicién se presentan dos propiedades muy importantes de la
inversa generalizada de Moore-Penrose.
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Proposicién 1.11. Sean X, ) espacios de Hilbert, T € L(X,)). Entonces:
(i) El grafo, Gr(T"), de la inversa generalizada de Moore-Penrose T es cerrado.
(i) El operador T es acotado si y sdlo si R(T) es cerrado.

Demostracién. Ver [18], Proposicién 2.4. u

De la Proposicién 1.11 se sigue entonces que la MSA depende de manera continua
del dato y si y sélo si R(T) es cerrado. Si R(T') no es cerrado, entonces el problema
(1.7) es mal condicionado ya que la dependencia de la MSA ' con respecto al dato y
no es continua.

En lo que sigue veremos porque el operador T*T' tiene un rol importante en la
bisqueda de SCMs.

Observemos ahora que, puesto que zf = Tty es la SCM de minima norma de (1.7),
del Teorema 1.7 se sigue entonces que z' es solucién de la ecuacién normal (1.10) y en
consecuencia T*Tx" = T*y. Luego, si T*T es inversible se sigue que

ot = (T*T) ' Ty. (1.20)

En el caso general (7T no necesariamente inversible), dado que x' es también la SCM
de la ecuacién normal T*Tx = T*y se tiene que

xt = (T*T)1T*y. (1.21)

Las identidades (1.20) y (1.21) serdn de vital importancia en desarrollos ulteriores, en
particular en la construccién y anélisis de métodos continuos de regularizacién que
desarrollaremos en el siguiente capitulo. De aqui la importancia del operador 7T

1.1.4 Operadores compactos: descomposiciéon espectral y cri-
terio de Picard

En esta subseccién nos proponemos profundizar el estudio del caso particular de la
ecuacion (1.7) en el que T' es compacto.

Como se mencioné anteriormente muchos problemas inversos resultan en una for-
mulacién del tipo (1.7) y en el que el operador es efectivamente compacto.

Con el objeto de enfatizar la compacidad del operador denotaremos al mismo con
K en lugar de T'.

Para operadores compactos sobre espacios normados tenemos el siguiente resultado
clasico del andlisis funcional (ver Teorema A.17 (vi) y Teorema A.56 (v)).

Proposicién 1.12. Sean X, Y espacios normados y K € L(X,Y) compacto. Entonces,
dimR(K) < oo sty sdlo si R(K) es cerrado.

El siguiente teorema prueba que toda ecuacién de la forma
Kx=y (1.22)

con K compacto es, salvo en casos excepcionales, mal condicionada.
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Teorema 1.13. Sean X, espacios de Hilbert de dimension infinita y K € L(X,))
compacto tal que dim R(K) = co. Entonces, KT es discontinuo.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de las Proposiciones 1.11 y 1.12. ]

Es oportuno observar que si ) es de dimensién infinita la ecuacién (1.22) es siem-
pre mal condicionada. En efecto, si dimR(K) = oo se viola el tercer postulado de
Hadamard (pues KT es discontinuo) mientras que si dim R(K) < oo se viola el primero
(pues R(K) & V).

A continuacién presentamos una breve introduccién a la descomposicién espectral
de operadores compactos, la que serd de fundamental importancia mas adelante espe-
cialmente para la construcciéon de los llamados métodos espectrales de regularizacion.

Consideremos X espacio normado y K € L(X) compacto y autoadjunto. Entonces
(ver Teorema A.89), existen J C N y un autosistema (\,;v,)nes para K, que con-
siste de todos los autovalores no nulos A, (ordenados en forma decreciente) de K y
los correspondientes autovectores v, los cuales forman un sistema ortonormal com-
pleto en R(K) = N(K)*. El operador K (y por consiguiente K*) tiene la siguiente
representaciéon

Kz = Z)\n (x,vn) vp, € X, (1.23)
neJ
llamada, a menudo, expansién en autovalores, representacién espectral o diago-
nalizacién de K. SidimR(K) = N se tiene que J = {1,2,...,N}. SidimR(K) = oo
tenemos J = N.
La representacién (1.23) nos permite resolver la ecuacién (1.22) para cualquier
y € R(K). Se sigue inmediatamente de (1.22) y (1.23) que la ecuaciéon Kz = y tiene
solucién si y solo si y € R(K) y en tal caso la solucién general es de la forma

x=x0+2)\;1 (Y, Un) Vn, w9 € N(K).

En efecto, y € X tiene una representaciéon dada por

y=yO+Z<ya Un) Un, Yo EN(K) (1.24)

neJ

En consecuencia, (por (1.23) y (1.24)), se tiene que

Ke=y = Y M\(@u)va=10+3 (4 0) 0, y0€NK)

neJ neJ
= Z(<yavn>_)\n<x7vn>)vn+y0:0> yOEN(K)
neJ

Yo =0
Vn € J, (y,vn) = A\ (T, 0p)

{ ye N(K): =R(K) (por (1.24))
Vn e J, (x,v,) = )\;1 (y, vn) -

(1.25)
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Todo x € X tiene una representacién dada por

r = X9+ Z (z,vn) Uy, x0 € N(K) arbitrario
neJ

= x0+Z)\;1<y,vn>vn, ro € N(K) (por (1.25)).

neJ

Por lo tanto, todas las soluciones de Kz = y son de la forma z = zo+ > A, * (1, vn) v,
neJ

con xg € N(K), como querfamos probar.

A continuacién analizaremos brevemente la descomposicién espectral para el caso
de operadores compactos de un espacio normado X en un espacio normado ). Sea
K € L(X,)) compacto. Entonces (ver Teorema A.91), existen J C N y un sis-
tema singular (0,; Vp, Un)nes para K, donde (02;vn)nes ¥ (025 Un)nes son los autosis-
temas correspondientes a los operadores compactos y autoadjuntos K*K € L(X) y
KK* € L()), respectivamente, siendo los valores singulares o, las raices cuadradas
positivas de los autovalores o2 de dichos operadores. Los operadores K*K y KK*
tienen las siguientes representaciones

K'Kx = Zai(x,vn>vn, r e X, (1.26)
neJ

KK*y = Zai<yaun>una yey? (127)
neJ

y también valen las siguientes expresiones

Kz = Zan<x,vn>un, r€eX, (1.28)
neJ

Ky = > ou(ytn)vn, ye, (1.29)
neJ

conocidas como expansiones en valores singulares de K y K*, respectivamente. Si
dimR(K) = N entonces se tiene que J = {1,2,..., N} y si dim R(K) = oo tenemos
J =Ny ademds lim o, = 0.

n—oo

Como veremos en el siguiente teorema, la descomposicién espectral de operadores
compactos nos brinda un criterio para la existencia de la MSA de (1.22) y ademds nos
provee una representacién espectral para K.

Teorema 1.14. Sean X,) espacios normados, K € L(X,)) un operador compacto
con sistema singular (0,; Uy, Un)nes, Yy € V. Entonces:

(i)
1
y € D(K') — E — [y, up)|? < 0. (CRITERIO DE PICARD)
g
neJ M

(ii) Paray € D(KT), X
KT?/ = ZU_ <Z/,Un> Up- (130)

n



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracién. Claramente

y € DK"Y <= KfyesSCMde Kz=y (por (1.19))
<= K'yes SCM de la ecuacién normal K*Kx = K*y (por Teor 1.7).

Se sigue entonces de (1.26) y (1.29) que

yeDIK") «— KlyeXxy Zai(KTg/,vn>vn:ZUn<y,un>vn
neJ neJ
— {<KTy,vn>}neJ clPy Zai (<KTy,vn> —o,! (y,un)) vn =0
neJ
— {<KTy,vn>}neJ€€2y <KTy,Un>:U;1<y,un>vn Vn e J
— {051 <y,un>}n€J clPy <KTy,Un> =0, (y,up) v, YneJ
Finalmente, para y € D(KT), Ky = > (KTy,vp) va = > 07, (y, un) vn. n

neJ neJ

Observar que el Criterio de Picard nos dice que para que la ecuacién (1.22) posea
SCMs no solamente es necesario que los coeficientes de Fourier (y,u,) de y decaigan
a cero sino que ademds deben hacerlo més rapido que los correspondientes valores
singulares ¢,, del operador K. Por otro lado, el andlisis de (1.30) pone de manifiesto
la forma en que posibles errores en y afectan a Kty. En efecto, componentes de error
que corresponden a valores singulares ¢, grandes son inofensivos, mientras que los
que corresponden a valores singulares o, pequenos son peligrosos, pues los mismos
son amplificados por el factor o,!. Si dimR(K) < oo estos factores de amplificacién
estan acotados (pues s6lo hay un mimero finito de ellos) aunque la cota pueda ser muy
grande. Sin embargo, si dim R(K) = oo, el factor ,,! crece sin cota (pues nh—>nolo o, =0).

De modo que, errores en y pueden ser arbitrariamente amplificados.

Resulta evidente que la inestabilidad en (1.30) se vuelve mds severa cuanto més
rdpido decaen a cero los valores singulares. Esta observacién permite cuantificar el
grado de mal condicionamiento del problema (1.22). Asi, se dice que el problema
es débilmente mal condicionado si g, = O(n~%) para algiin @ > 0. De otro modo se
dice que el problema es severamente mal condicionado (e.g., si 0, = O(e™")). Asi
por ejemplo, si se desea obtener una aproximacion razonable de la MSA y o, = O(e™)
puesto que en este caso los factores de amplificacién son e, si existen errores en la de-
terminacion de y (como sucede siempre en la practica) sélo podremos considerar unas
pocas componentes de Fourier (y,u,) del dato y y descartar las correspondientes a
valores singulares pequenos, es decir, las correspondientes a altas frecuencias. Los
problemas de tomografias computadas (Ejemplo 1.1) son problemas débilmente mal
condicionados. Para la ecuacién integral de Abel (1.6), que modela el caso radial-
mente simétrico, o, = O(n"2) y vale (aproximadamente) este orden, en general para
tomografias computadas en dos dimensiones.
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1.2 Regularizacion de problemas mal condiciona-
dos

En ésta seccién presentaremos las definiciones, conceptos y elementos principales de
la teorfa matemaética de regularizaciéon de problemas inversos lineales mal condiciona-
dos. Definiremos una variedad de conceptos fundamentales para diversos desarrollos
ulteriores que nos proponemos abordar. Entre estos conceptos introduciremos los de
solucion regularizada, familia de operadores de regularizacién, pardmetro de regulari-
zacion, regla de eleccién de pardmetro, método de regularizacion, 6rdenes de optimali-
dad, métodos de regularizacién éptimo y de orden 6ptimo, etc.

Siguiendo la filosoffa de la seccién anterior no incluimos las demostraciones de los
resultados, debido a que éstos son conocidos y se encuentran en la mayoria de los libros,
pero si indicamos las referencias donde pueden hallarse las mismas.

En términos bastantes generales, reqularizar un problema mal condicionado sig-
nifica aproximarlo por una familia paramétrica de problemas “cercanos” bien condi-
cionados, cuyas soluciones aproximen en algiin sentido la solucién exacta del problema.
Esta nocién de regularizacién, que por supuesto dependerd del concepto de solucién
exacta que se considere, nos proverd una manera de arrivar en forma estable a una
solucién aproximada. Asi mismo, estudiaremos en detalle métodos para construir ex-
plicitamente tales problemas “cercanos” y tales soluciones aproximadas y analizaremos
diversas cuestiones relacionadas con la convergencia y érdenes de convergencia de tales
aproximaciones.

1.2.1 Teoria general de regularizaciéon

Sean X', ) espacios de Hilbert y T' € £(X',)). Supongamos que queremos aproximar
la MSA de (1.7), es decir, #7 = Ty para un cierto y dado.

Como se menciond anteriormente, en problemas concretos, y (es el dato) y su de-
terminacién estdn casi siempre afectados por ruido y/o errores de medicién. Por tal
motivo resulta de gran interés el estudio del problema

Te=y", ||y -yl <0 (1.31)

En éste contexto nos referiremos a y° como dato perturbado o dato con ruido y a d como
el niwvel de ruido. Es oportuno senalar aqui que aunque el dato exacto y fuese conocido
en forma exacta (lo cual raramente ocurre en la préactica), el tratamiento numérico-
computacional del problema origina inexorablemente errores debido a los procesos de
discretizacién y redondeo.

Como ya vimos, si el problema (1.7) es mal condicionado el operador T no es
acotado. Por lo tanto, la MSA de (1.31), 2} = TTy°, no necesariamente existe (existe
sélosiy® € D(TT) )y, si existe, no necesariamente T1y° serd una buena aproximacién de
Tty, pues T no es continuo. Una vez mds observamos claramente que la no acotacién
de T'genera problemas de estabilidad en la aproximacién y el tratamiento numérico
de los problemas (1.7) y (1.31). Es precisamente esta falta de estabilidad la que pone
de manifiesto la necesidad de contar con herramientas matemadticas que permitan el
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tratamiento adecuado (estable) de tales problemas. Estas herramientas matemadticas
se denominan métodos de regularizacion.

La idea bésica para el desarrollo de los métodos de regularizacion consiste en con-
siderar la ecuacién (1.7) para todo y € D(TT), y no para un sélo dato especifico y.
De este modo, en lugar del problema individual (1.7) consideraremos la coleccién de
problemas {T'z =y, y € D(T")}. Podrfamos decir entonces que lo que haremos sers
proceder a regularizar el operador T'f.

Regularizar el operador T consiste esencialmente en aproximar el mismo por una
familia paramétrica { R, } adecuadamente elegida de operadores continuos. Nos referire-
mos a a como el pardmetro de reqularizacion y pediremos que R, aproxime a 7T, en
un sentido que formalizaremos més adelante, para o — 0. Con “adecuadamente
elegida” queremos decir que pediremos que los operadores R, sean tales que el pro-
blema 2 = R,y sea bien condicionado para todo a y que definiendo 2%, = R,y°, a las
que llamaremos soluciones reqularizadas, se tenga que x° — zf para a — 0% y § — 0%,
de algiin modo apropiado. Como veremos més adelante, para que esto 1ltimo suceda,
el pardmetro de regularizacién « deberd elegirse en funcién del nivel del ruido § y del
dato perturbado 7°.

A continuacién procederemos a formalizar rigurosamente todas las ideas y conceptos
arriba mencionados.

Definicién 1.15. Sean X', espacios de Hilbert, T € L(X,Y), Z C R un conjunto de
indices® y para cada o € T sea R, : Y — X un operador continuo (no necesariamente
lineal). Diremos que {R.},.; es una familia de operadores de regularizacion
(FOR) para T" o simplemente una regularizacion para T si, para todo y € D(T'),
existe una funcion & : R x Y — T llamada regla de eleccion de parametros (REP)
tal que

lim sup &(0,4°) =0 1.32
Jm - sup - a(,y7) (1.32)
llv*—vll<s
y —
li R, —Tty| =o0. 1.33
Jim, - sup [Rayyy” — Ty (1.33)
o~y <5

Para un dado y € D(TV), diremos que el par ({Ro},cr,@) es un método de
regularizacion convergente (MRC) para Tx =y si se verifican (1.32) y (1.33).

Para simplificar la presentacién anterior notaremos con Bs(y) y Bs(y) a la bola
abierta con radio § y centro en y (ver (A.1)) y a la clausura de ella (ver (A.2)),
respectivamente. Con estas notaciones (1.32) y (1.33) se expresan, respectivamente,
como

lim sup &(6,4°)=0 y lim sup HR@((;’ycs)y‘s —TTy” = 0.

+ + s =
007 s e By () 00T s By ()

8El conjunto de indices 7 debe incluir al menos una sucesién a;,, — 07.
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Observacién 1.16. De la Definicién 1.15 se sigue que:

1) Puesto que para cada o € Z, R, es continuo sobre todo ), se tiene que 2° = R,1°
es una aproximacién estable de 2T = TTy (atin cuando y° ¢ D(TT)).

2) La condicién (1.33) utiliza el concepto de peor error posible, esto es:

sup || Ragsyoyy” — Ty||
y°€Bs(y)

Por lo tanto, si ({Ra}aez,d) es un MRC se tiene que las soluciones regula-
rizadas 15 = Ras,49)y° convergen a Tty para 6 — 0F.

3) Los operadores R, no necesariamente son lineales. Si R, es lineal para todo
a € T diremos que la familia {R.},.; es una regularizacion lineal para Tt
vy que el correspondiente MRC({Ra}a€I , éz) es un método de regularizacion
lineal convergente (MRLC).

4) Para cada y € D(TT), la REP & depende en general del nivel de ruido § y del
dato perturbado 3°. Puesto que 3° es una perturbacién de y la regla & depende
de un modo implicito de y. Como en general y es desconocido tal dependencia
de y sélo puede existir a través de algin conocimiento “a-priori” de tipo cuali-
tativo sobre ciertas propiedades del dato desconocido y o equivalentemente de la
correspondiente MSA ' (i.e., ciertas propiedades de regularidad de las mismas).

Usualmente se tiene que el conjunto de indices Z es de la forma Z = (0, ag) para
algin ag tal que 0 < ag < oo; tal es el caso para la mayoria de los MRCs” que
estudiaremos en los Capitulos 2 y 3. Sin embargo, en algunos casos es posible que
7 sea un conjunto discreto; tal es el caso por ejemplo de los llamados métodos de
reqularizacion convergentes iterativos como el Método de Landweber y el Método del
Gradiente Conjugado. Senalamos sin embargo que estos tltimos no serdn estudiados
en esta tesis.

En relacién a las REPs!'? distinguiremos entre dos tipos segiin estas dependan o no

explicitamente de 1°. Asi diremos que & es una regla de eleccién de pardmetro
“a-priori” si @ = &(0) depende sélamente del nivel de ruido §. En otro caso nos
referiremos a & como una regla de eleccién de parametro “a-posteriori”. Esta
terminologfa tiene su origen en el hecho que en el caso de REPs “a-priori”, el pardmetro
de regularizacién a puede elegirse o determinarse antes ( “a-priori”) de que se disponga
de la observacién y°. En cambio, en el caso de REPs “a-posteriori” el pardmetro de
regularizacion a sélo puede determinarse después ( “a-posteriori”) de contar con el
valor concreto de °. Un caso tipico de REPs “a-posteriori” es la definida a través del
Principio de Discrepancia de Morozov, que presentaremos en el siguiente capitulo.

En algunos casos puede suceder que el nivel de ruido § y que una cota para el
mismo sean desconocidos o poco confiables. En estos casos puede resultar necesario
considerar reglas alternativas que no dependan de 0. Tal es el caso de las llamadas

9MRCs es el plural de MRC.
UREPs es el plural de REP.
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reglas heuristicas. Sin embargo, es importante senalar que para problemas inversos
mal condicionados tales REPs no pueden nunca formar parte de un MRC, en el sentido

de la Definicién 1.15. En este aspecto es oportuno mencionar el siguiente trascendental
resultado debido a Bakushinskii ([6]).

Teorema 1.17. Sean X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y {Ra},eq una regula-
rizacion para TT tal que, para cada y € D(TT), existe una REP & que sélo depende de
y® (yno ded) y el par ({Ra},er. @) es un MRC para Tz =y. Entonces T es acotado.

Demostracién. Ver [6] y [18, Teorema 3.3]. u

Como vimos (Teorema 1.11) si R(T') no es cerrado entonces 7T no es acotado y por
lo tanto el teorema anterior implica que ningtin MRC para (1.7) puede estar compuesto
por una REP que no dependa explicitamente del nivel de ruido . Por supuesto, esto de
ningtin modo significa que tales reglas no puedan comportarse bien para niveles de ruido
finito, resultando en aproximaciones razonables de z. El resultado de Bakushinskii
(Teorema 1.17) sélo implica que con tales REPs & no puede obtenerse convergencia de
1% a a' para § — 0T, para todo y € D(T') y en consecuencia debe tenerse especial
cuidado con la utilizacién de tales REPs, las cuales, no obstante, no serdn tratadas en
esta tesis.

Las preguntas que inmediatamente surgen son:

1) ;Cémo construimos FORs" {R,}
MRCs?

wer ¥ REPs & de modo que formen parte de

2) ;Existe algtin MRC ({Ra},c7, @) 6ptimo (en algtn sentido)? En tal caso, jc6mo
se lo encuentra y/o construye?

En lo que resta de esta subseccién daremos respuesta a la primera pregunta, es
decir, abordaremos los problemas de construccion de FORs y REPs, mientras que
intentaremos responder a la segunda pregunta en la siguiente subseccién. El siguiente
resultado permite afirmar que se pueden construir FORs mediante aproximaciones
puntuales de la inversa generalizada de Moore-Penrose.

Proposicién 1.18. Sean X', Y espacios de Hilbert, T € L(X,)) y {Ra} g una familia
de operadores continuos (no necesariamente lineales). Si, para todo y € D(TT)

R.y — Ty cuando a — 0F (1.34)

entonces {Ra}, o7 €s una regularizacion para TT. En este caso, para cada y € D(TT),
existe una REP “a-priori” & tal que ({Ra}ag , d) es un MRC para Tx =y.

Demostracién. Ver [18], Proposicién 3.4. u

Es oportuno senalar que también vale el reciproco de la Proposicién 1.18, como
veremos a continuacién.

FORs es el plural de FOR.
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Observacion 1.19. Si ({Ra},c7,@) es un MRC entonces, para todo y € D(TT), se
sigue de (1.33) (con y en lugar de y°) que 5lirgl+R&(57y)y = T'y. Si & es continua respecto

de ) se tiene que
lim R,y =Ty (1.35)

o—0+

de lo contrario, (1.35) vale para o € R(&).

En consecuencia, las regularizaciones para T son siempre (en el sentido de la obser-

vacion anterior) aproximaciones puntuales de la inversa generalizada de Moore-Penrose
de T.

A continuacién probaremos que, bajo ciertos supuestos sobre la familia {R.}, 7, si
TT no es acotado, entonces la convergencia en (1.34) no puede ser en la norma de los
operadores. También veremos que si 77 no es acotado, entonces la familia {R,},.; no
puede ser uniformemente acotada con respecto a a.

Proposicién 1.20. Sean X,) espacios de Hilbert, T € L(X,Y), R(T) no cerrado y
{Ra}aeI - £(:,V, X)

(i) Si{Ra},cr €5 uniformemente acotada con respecto a o entonces R, - T cuando
a — 0" en la norma de L(Y, X).

(ii) Si Ray — Ty cuando a — 0% para todo y € D(TT) entonces {Ra},cp no es
uniformemente acotada con respecto a .

Demostracion.

a—0t

(i) Supongamos que HRa — TTH — 0 en la norma de £(Y,X). Entonces existe
& € T tal que |Rsy — TT|| < 1. Como por hipétesis {Ra},c7 es uniformemente
acotada con respecto a «, existe ¢ > 0 (independiente de «) tal que |R,|| < ¢
Va € Z. Asi, para todo y € D(TT) se tiene que

|TTy|| < ||Ray—T'y| +[|Rayll  (por la Desigualdad Triangular)
< (L4 IRal) lyll
< (L4 yll,

y por lo tanto T es acotado contradiciendo la hipétesis que R(T') no es cerrado
(Proposicién 1.11).

(ii) Supongamos que {R,},.; es uniformemente acotada con respecto a « y que
R,y — T'y cuando o — 0" para todo y € D(TT). Por ser {Ra},.; uniforme-
mente acotada con respecto a «, existe ¢ > 0 (independiente de «a) tal que
|Ral| < ¢ Va € Z. Asi, para todo y € D(T1) se tiene que

||TTyH = || lim R,y

a—0t

limsup ||Ray||  (pues ||| es continua)
a—0t

(lim sup ||Ra||) llyll  (pues R, es acotado)

a—0t

IN

< cllyll  (pues c es la cota uniforme de {R,}, .7 )
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y por lo tanto T es acotado contradiciendo nuevamente la hipétesis que R(T')

no es cerrado.

Queda asi demostrada la proposicién. [

Notar que si {R,},.7 no es uniformemente acotada con respecto a a, entonces por
el Principio de Acotacién Uniforme (Teorema A.52), existe g € ) tal que

| Rayl| — oo cuando a — 0. (1.36)

Observar que, puesto que R,y — Tty cuando a — 0% para todo y € D(TT) y T
no esta definido en Y \ D(T), no es de esperar que R, permanezca acotado en dicho
conjunto cuando o — 0. En efecto, el siguiente resultado afirma que (1.36) es cierto

paray € Y\ D(T7).

Proposicién 1.21. Sean X,) espacios de Hilbert, T € L(X,)), {Ra}, 7 una regu-
larizacion lineal para TT, y € Y.

(i) Siy e D(TT) entonces

Roy — T'y cuando o — 0%, (1.37)
(i) Siy¢ DTy
sup [|[TR,|| < o0 (1.38)
acl
entonces
| Rayl|| — 400 cuando o — 0. (1.39)

Los limites en (1.37) y (1.39) deben entenderse en el sentido de la Observacion
1.19.

Demostracién. Ver [18], Proposicién 3.6. u

A continuacién enunciaremos una propiedad importante de las REPs “a-prior:”.

Para ello observar ahora que, en virtud de la Proposicion 1.18, si {R.},.; C L(Y, X)
satisface (1.34) entonces, para cada y € D(TT), existe una REP “a-priori” & tal que
({Ra}taer, @) es un MRLC para Tz = y, y por lo tanto, para el llamado error de

0+
regularizacion, se tiene que ||R@(5)y — TTy| *29" 0. Para el error total, que es aquel que

surge de comparar la solucion regularizada Ra(s)y° y la MSA Ty, i.e. ||Rac)y® — Ty
se tiene la siguiente estimacién para todo y° € Y con ||y —9° || <4

)

|Rayy’ — TTy|| < ||Rayy — TTy|| + || Raw)y’ — Racoy|
< || Rawy = T'y| + 0 || Rags)| - (1.40)

Por lo tanto, cuando el nivel de ruido tiende a cero (i.e., § — 07), el error total tiende
a cero cuando ambos términos en (1.40) tienden a cero. La siguiente proposicién
caracteriza las REPs “a-priori” para las cuales el error total tiende a cero en el sentido
que esto sucede si y sélo si ambos términos en (1.40) tienden a cero.
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Proposicién 1.22. Sean X, espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y {Ra},c7 una regu-
larizacion lineal para TY. Para caday € D(TT), sea & : RY — R* una REP “a-priori”.
Entonces ({Ra} ez, @) es un MRLC siy sdlo si

lim 4(6) =0y lim d[|Ras)|| = 0.

6—0t+

Demostracién. Ver [18], Proposicién 3.7. u

En la siguiente subseccién daremos respuesta al segundo interrogante que nos
planteamos anteriormente, esto es, abordaremos el problema de la optimalidad de un
método de regularizacion.

1.2.2 Orden de optimalidad

Ya mencionamos que para hallar una solucién aproximada estable del problema (1.7),
cuando sélo se disponen de datos con ruido y° € Y con ||y’ — y|| < 4, debe utilizarse
algin método de regularizacién con el fin de obtener soluciones estables, 22, = R,y°,
con la propiedad que 2% — zf = TTy cuando el nivel de ruido § — 0F. En conse-
cuencia, es importante estudiar el orden de convergencia del método de regularizacién

({Ra}aez , d), es decir, con que velocidad

siendo x‘é( 5.0) = R&(&ys)y57 y también con que velocidad

2% 5 —at|| — 0 cuando § — 07, 1.41
&(d,y°)

|z — 2f|| = 0 cuando a — 0*, (1.42)

siendo x,, = R,y, pues una estrategia de regularizacion se basa en el dato desconocido
y.

A continuacién definiremos tres tipos de errores.

Definicién 1.23. Dado el MRC ({Ra}a€1'7d) Yy $@(5jy5),x2(5 y5) COmMo se definieron
previamente. Llamaremos error de regularizacién o error de aproximacion a
. Final-

R — ot ; ; ) o
Hxa(&y&) T H Llamaremos error asoctado al ruido a Tois.y5) — La(oy®)

mente, llamaremos error total a Hx‘é(é ) xTH

Observar que el error de aproximacién es el error debido a la regularizacién, mientras
que el error asociado al ruido es debido a la propagacién de error en los datos, mientras
que el error total tiene ambas contribuciones, y por lo tanto, estd generado por la
regularizacion y por el ruido.

Observar ademéds que el orden de convergencia en (1.41) depende de la REP &
mientras que el orden en (1.42) sélo depende de la familia {R,}, .7 v del dato exacto
y. Sin embargo, ambos érdenes estan relacionados puesto que

Tao) ﬂH < lwagysy =« + ‘ Tasut) ~ Ta6y0)|| (1.43)
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lo que en términos de las definiciones recientemente introducidas asegura que el error
total esta acotado por la suma del error de regularizacién y del error asociado al ruido.

Luego, para todo y € D(T), podemos escribir la siguiente estimacién para el error
total

de donde, en virtud de la Proposicién (1.22), se sigue que si & fuese una REP “a-priori”

a—0t , .
vy Ry, “= T' en la norma de los operadores podria obtenerse una tasa de convergencia

uniforme para el error total para y en todo acotado contenido en D(7T). Sin embargo,
puesto que 17 no es acotado (i.e., R(T) no es cerrado), en virtud de la Proposicién

sy — 2| < [Batoany — Tl + [ Baioan 3

(1.20) no es posible que R, *20" 71 en la norma de los operadores. En consecuencia
no es posible obtener una tasa de convergencia uniforme sobre compactos de D(TT).
Aunque este razonamiento es vélido sélamente cuando & es una REP “a-priori” lo
mismo vale para REPs arbitrarias como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 1.24. Sean X,) espacios de Hilbert, T € L(X,)), R(T) no cerrado,
{Ra} ez una FOR para T con R,(0) =0, & = &(0,y°) una REP. Entonces no puede
haber una funcion f : Rt — R* con lim f(§) = 0 tal que, para todo y € D(TT) con

6—0+t

llyll <1 y para todo § > 0, verifique que
1Ragynyy” = T'y|| < Jim £(9).
Demostracién. Ver [18], Proposicién 3.11. u

En virtud de la composicién del error total en términos del error de regularizacion y
del error debido al ruido (ver (1.43) ) y del anélisis precedente se sigue que el pardmetro
de regularizacion debe elegirse de manera apropiada para equilibrar ambos errores
manteniendo el error total tan pequeno como sea posible. Para un nivel de ruido ¢ fijo,
el error de regularizacion tiende a cero a medida que el pardmetro de regularizacion
« tiende a cero mientras que el error debido al ruido se incrementa indefinidamente.
Por otro lado, para « fijo, si bien el error debido al ruido tiende a cero a medida que
0 tiende a cero, no pasa lo mismo con el error de regularizacién. Por consiguiente, es
posible concebir para cada y € D(TT) y para cada nivel del ruido ¢ fijos la existencia
de un pardmetro de regularizaciéon 6ptimo, o, (ver Figura 1.4) que minimice el error
total. Sin embargo, tal pardmetro de regularizacién 6ptimo casi nunca puede calcularse
explicitamente pues en general depende de la informacién no disponible sobre el dato
exacto y, o equivalentemente sobre la solucién exacta xf (tales como propiedades de
regularidad y/o de acotacion).

A continuacién procedemos a abordar sucintamente cuestiones relacionadas con la
optimalidad de un método de regularizaciéon. No obstante ello, es oportuno senalar
que este tema no serd encarado con mayor profundidad en este trabajo. A los efectos
de garantizar cierto érden de convergencia usualmente se realizan supuestos “a-prior:”
sobre el grado de suavidad de zf. Para ello, restringiremos el conjunto al que pertenece
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Error ‘
Etota]
Eaprox
Eruido

Olop &
- t = || x8
Evpro I X 5 595y X' || Eriaz 11X 6y Xa )]
8 _ XTH

Epur Il & (8,55

Figura 1.4: Comportamiento de los errores.
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dicha solucién a ciertos subconjuntos de X’ llamados conjuntos fuente. De particular

interés resultan conjuntos fuente definidos en términos de potencias fraccionarias del

operador T*T'. Asi definimos

Xup={red /o= (T"T)'w, |wl<p}, pp>0

X, =X, =RUTT)"), p>0.

p>0

(1.44)

(1.45)

Proposicién 1.25. Sean X, Y espacios de Hilbert, T € L(X,)), X, , y X, los con-

Juntos fuente definidos por (1.44) y (1.45), respectivamente. Entonces
(i) Vu >0, X, Cc N(T)*,
(ii) Yu,p >0, X, , C N(T)*,
(i) Vpg, po > 00 pg < g, Xy, C A,
(iv) Vi >0,Yp,pp > 0:py < py, Xy, C Xy,
Demostracién.
(i) Sea >0

reX, = z=(T"T)'w, weX (por (1.45))

= (z,u) = (T(T"T)*'w,Tu) =0 Vu e N(T)

— reN()".

Por lo tanto, X, C N(T)*.
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(ii) Sean p,p >0

reX,,, = wxe€X, (puesd,,C A&, por (1.45))
= z e N(TD)* (por (i)).

Por lo tanto, X, , C N(T)*.
(iii) Sean gy, g > 0 tal que p; < iy

red, =

x 2w, we X (por (1.45))
= x=(T"

x

x

)Ml(T*T)/’LQ_le’ w e X
Jirw, we X (pues piy — py > 0)
€ X, (por (1.45)).

eI

—
—

Por lo tanto, X, C X),,.
(iv) Sean p > 0y py, py > 0 tal que p; < p,

v €X,, = x=(T"T)w [uw]|<p (por(145))
= o= (T"T)"w, |lwl| <p, (puesp < p,)
= T € X,

Por lo tanto, X, , C X, ,,.

Queda asi demostrada la proposicién. [ ]

Se dice que un elemento z € X tiene una representacién fuente!'? (en términos
del operador T7T) si existe 1 > 0 tal que z € X, y la condicién z € X, se denomina
condicién fuente.

Como vimos anteriormente los operadores asociados a problemas mal condicionados
tienen la propiedad de atenuar ruidos o errores en componentes de alta frecuencia en
los datos. Es bastante intuitivo y razonable concebir a ese grado de atenuacién como el
grado de molificacién o suavidad que le induce el operador (e.g., un operador integral
de primer orden induce un grado de molificacién igual a 1, un operador diferencial de
segundo orden induce un grado de molificacién igual a 2, el operador asociado a la
transformada de Radén del Ejemplo 1.1 induce un grado de molificacién igual a 5. Por
esta razon condiciones fuente de la forma

rekX, oxed,,

cuantifican el grado de regularidad de x (en términos del grado de molificacién del
correspondiente operador T').

En el caso en que T' = K sea un operador compacto el siguiente resultado permite
caracterizar los conjuntos fuente &), en términos de los valores singulares del operador.

2Una representacion fuente general es de la forma x = f(T*T)w, donde f : {O,||T||2] — R

es continua, estrictamente creciente y f(0) = 0. La correspondiente representacién fuente es z €
R(f(T*T)). La condicién = € X,, corresponde al caso particular f(t) = t* para t > 0.
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Proposicién 1.26. Sean X, espacios de Hilbert y K € L(X,)Y) un operador com-
pacto con sistema singular (o,; v, Up)nes. Entonces, para p > 0, se tiene que

1
KTyEX#ﬁZme,unHQ < o0. (1.46)
neJ ~ "
Demostracion.
Klyekx, <= Jwed: Kly=(KK)"w (por(1.45))
1
— 3 Dy — = 21 . .
weX: ) p (Y, tn) v = 02 (w, vn) vy (por (1.30) y (B.4))
neJ neJ
1
= (W €6y (g =% (wv) Ve
On
1
S w=ZT2#<y,un>anX
neJ On
1 2
<~ W <y, Un> . el
1
S Zm|<y,un>|2<oo
neJ On
Queda entonces demostrado (1.46). |

La condicién ) JQ—LLH |{y, un)|” < co impone una restriccién sobre la velocidad de
neJ "
decaimiento de los coeficientes de Fourier (y, u,,) de y, la cual, obviamente, se torna més

severa a medida que p se incrementa. Notar que en el caso limite p = 0 tal condicién
reconstruye el Criterio de Picard (Teorema 1.14) en concordancia con el hecho que
Xo=R(T*T)°)=R(I)=X.

En lo que resta de esta subseccion formalizaremos el concepto de optimalidad de un
método de regularizacion, y analizaremos de que manera se pueden construir métodos
de regularizacién que posean 6rdenes de convergencia éptimos.

Definicién 1.27. Sean X, espacios de Hilbert, T € L(X,)), R:Y — X un operador
(no necesariamente lineal). Se define el peor error asociado a R bajo la informacion
que ||y6 — yH < § y el supuesto “a-priori” que x' € X, , como

A(S, X, ,, R) = sup{HRy5 —z|| /z € X, ey, | Tz — y5|| <4} . (1.47)

El siguiente resultado proporciona una cota inferior para el peor error asociado a
cualquier operador R, en consecuencia, también una cota inferior para la velocidad de
convergencia de cualquier método de regularizacion.

Proposicién 1.28. Sean XY espacios de Hilbert, T € L(X,Y), d >0, R: Y — X
un operador tal que R(0) =0, y definamos

Q3. 4,.,) = sup {[l2l] / © € X, | Tal| < 6} (L.48)

Entonces
A(0, Xup, R) > Q(4, Xu,p)' (1.49)
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Demostracién. Ver [18], Proposicién 3.10. n

En virtud de la Proposicion 1.28 resulta de particular interés tratar de estimar la
cota (1.48). Un resultado en esta direccién lo provee la siguiente proposicion.

Proposicién 1.29. Sean p,p,6 > 0, X,, y Q(d,4X,,) definidos como en (1.44) y
(1.48), respectivamente. Entonces

O(6, X, ,) < 0717 poar, (1.50)
Demostracién. Ver [18]. Proposicién 3.14. u
La estimacion (1.50) es 6ptima como lo muestra el siguiente resultado.

Proposicién 1.30. Sean X, espacios de Hilbert y K € L(X,)Y) un operador com-
pacto tal que R(K) no es cerrado. Entonces, para todo j,p > 0, existe una sucesion
{0n}nen CRY tal que 0, — 0% cuando n — oo y

2

_“p 1
(6, X, ) = 02T par . (1.51)
Demostracién. Ver [18], Proposicién 3.15. n

De las Proposiciones 1.28, 1.29 y 1.30 concluinos que, si R(7") no es cerrado, ningin
método de regularizacién para (1.7) puede proveer soluciones regularizadas que con-
verjan a 2’ més rdpido que 6%+ pZ+1 cuando § — 0F bajo el supuesto “a-priori”

2
zt € X, ,; o bien, si s6lo nos interesa el orden, no més rapido que O((Sﬁi_l) bajo el
supuesto “a-priori” xt € X, Es decir, de todos los 6rdenes de la forma O(6%), el mejor
posible se obtiene con s = 2—5% Notese que, atin en el mejor caso posible, siempre hay

pérdida intrinseca de informacién pues 2_2“_ < 1.
u+1

Dentro de una clase R de operadores, es razonable llamar “operador dptimo” a
aquel operador R,, que satisfaga

P

A6, X, p, Rop) = érel%A((S,X R).

Sin embargo, esta nocién de optimalidad resulta demasiado restrictiva. Por ello, y
a la luz de las consideraciones anteriormente efectuadas, se presentan a continuacién
cuatro definiciones de optimalidad las que resultan mds apropiadas para el estudio de
ordenes de convergencia en el presente contexto y serdan analizadas en los capitulos
subsiguientes.

Definicién 1.31. Sean X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,)) tal que R(T) no es
cerrado, 1t >0, p >0,y € T(X,,) y ({Ra}aez , d) un método de regularizacion para
(1.7). Diremos que:

(1) ({Ra}yer, @) es optimo en X, , si

A0, X, Ra) = 671 p%ri| Y6 > 0; (1.52)
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(ii) ({Ra}ag,d) es optimo en X, si es dptimo en X, ,, Vp > 0;

(iii) ({Ra}ag , &) es de orden éptimo en X, , si existe c > 1 tal que
A8, X, ,, Ra) < c0%5T p7ati | Y5 > 0; (1.53)
(iv) ({Ra}oer. @) es de orden dptimo en X, si es de orden dptimo en X, ,, Vp > 0.

Rs) = O((Sﬁi—l) cuando § — 0.

Observemos que a medida que p crece los conjuntos fuente X, decrecen (esto es, si

py < po entonces &, C A}, ) y los correspondientes érdenes éptimos de la definicién

. . . 20 20
[l P2
anterior mejoran (pues si fi; < j, entonces g < 2720,

Es claro que (1.53) es equivalente a A(9, &), ,,

También es oportuno senalar que si un método es de orden 6ptimo en un cierto
conjunto fuente X} entonces en principio no es claro que esto implique que deba ser
éptimo sobre otros conjuntos fuente X),, ni siquiera que deba ser convergente para todo
y € R(T). Sin embargo, el siguiente resultado debido a Plato ([56]) muestra que,
bajo hipétesis bastante débiles, un método de regularizacién de érden 6ptimo en A%
es también 6ptimo en X, para p < i y convergente para todo y € R(T"). Sélamente
se requiere del método de regularizacién que su correspondiente REP dependa de y°
y de una cota para el nivel de ruido ligeramente mayor que §. Mds precisamente,
supongamos que { R}, 7 es una regularizacién para TT y que & es una REP. Definimos
una nueva REP &, como

&, (8,y°) = a(rd,y°), (1.54)

donde 7 es una constante mayor que 1. El resultado de Plato es el siguiente.

Teorema 1.32. Si, para todo T > 79 > 1, el método de reqularizacion ({Ra}aez , dT)
es de orden dptimo en Xy , para algin i > 0 y para todo p > 0, entonces el método de
reqularizacion ({Ra}a€I , &T) con T > Tg > 1 es convergente para y € R(T') y de orden
optimo en X, , para todos p, p tales que 0 < pu <y p > 0.

Demostracién. Ver [56] y [18, Proposicién 3.18]. u

En el capitulo siguiente veremos que las hipétesis del Teorema 1.32 se satisfacen
para la mayoria de las REPs. También construiremos métodos de regularizacién que
serdn de orden 6ptimo en &), , 0 en &, primero para REPs “a-priori” (Seccién 2.2) y
luego para REPs “a-posteriori” (Seccién 2.5).
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Capitulo 2

Métodos espectrales de
regularizacion

En éste capitulo estudiaremos en detalle una amplia variedad de métodos lineales de
regularizacion. La construccién de tales métodos estard basada en la Teoria Espectral
para operadores lineales y autoadjuntos en espacios de Hilbert, a los que llamaremos
Métodos FEspectrales o Continuos de Regularizacion. Presentaremos resultados de con-
vergencia, los conceptos de calificacién y saturacién, y algunos resultados reciprocos.
Ademis, construiremos métodos espectrales de regularizacién con REPs “a-priori” y
“a-posteriori”; que resultardn de orden 6ptimo en ciertos conjuntos fuente.

A los efectos de completitud y para una lectura més fluida de este trabajo hemos
incluido en el apéndice la mayoria de los conceptos y resultados béasicos del Analisis
Funcional (Apéndice A) y de la Teoria Espectral y Calculo Funcional (Apéndice B), en
el convencimiento que el lector muy probablemente ya esté familiarizado con la mayoria
de ellos.

2.1 Teoria general

A lo largo de este capitulo X e ) denotardn espacios de Hilbert y 7" un operador
lineal y acotado de X en ). En el capitulo anterior definimos el concepto de mal
condicionamiento de un problema y senalamos que, desde el punto de vista préctico,
la causa m&s grave del mal condicionamiento es la violacién del tercer postulado de
Hadamard. Ademds definimos los conceptos de mejor solucién aproximada (MSA) e
inversa generalizada de Moore-Penrose de T', que notamos x' y T respectivamente.
También vimos que el problema inverso

Tx =y (2.1)

admite una tnica MSA zf = TTy si y s6lo si y € D(TT) y vimos que si el problema
es mal condicionado (i.e. TT no acotado), la dependencia de la MSA con respecto
al dato y no es continua. Es esta falta de dependencia continua de los datos la que
genera problemas de inestabilidad cuando se aproxima la solucién del problema por
métodos numeéricos tradicionales. Como mencionamos anteriormente, los métodos de
regularizaciéon son las herramientas matematicas que permiten aproximar la solucién
del problema manteniendo la estabilidad del mismo.
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Con el objeto de proceder al estudio y construccién de métodos de regularizacién
generales para el problema (2.1) consideraremos una familia espectral asociada al
operador autoadjunto 771" € L(X), que de ahora en mds denotaremos con {E\}, g
(Definicién B.1), y denotaremos con M, al conjunto de funciones reales con valores
reales medibles con respecto a la medida d || Exz||® para todo 2 € X.

Supongamos que el operador T*T es inversible con inversa continua (o sea,
F(T*T)~' € L(X)), de modo que 0 ¢ o(T*T). Como la funcién f(A) = + € M,
entonces, por la Definicién B.8, el operador (T*T)~! tiene la siguiente representacion

400 1
(T*T) 'z = / TdBr, VreX. (2.2)

Como se mencioné en el Capitulo 1, si y € D(TT) cualquier SCM de Tz = y, y en
particular la MSA zf = Ty, es solucién de la ecuaciéon normal (1.10) y en consecuencia,
T*Tz' = T*y. Como T*T es inversible se tiene que

ot = (T*T) Ty (2.3)

y por (2.2) z' puede escribirse como

+o0 1
xt = / LBy, (2.4)

[e.°]

Ahora, si ademds el problema (2.1) es mal condicionado (i.e. R(7") no es cerrado
y en consecuencia T no es acotado) entonces la integral en (2.4) no existe pues en tal
caso 0 € o(T*T) y el integrando 1§ tiene un polo en 0.

La idea bésica para la construccién de los métodos espectrales de regularizacion

consiste en reemplazar el integrando no acotado % en (2.3) por una familia paramétrica

Ja(A de funciones continuas por tramos! (con respecto a \) sobre un intervalo
a€(0,a0)
1

5 cuando @ — 07, Luego se

que contenga al espectro o(T*T) y tal que aproximen a
define

+oo
o = / Ga(\) dEST", (2.5)

oo

y, puesto que las funciones continuas por tramos g, € M, se tiene (Definicién B.8) que

To = go(T*T)T™y. (2.6)
Los correspondientes operadores de regularizaciéon R, se definen entonces como
+o0o
R, = / Ja(AN) dENT™ = go(T*T)T™. (2.7)

Observar que el operador g, (7T es lineal (ver Observacién B.9) y acotado pues g,
es acotada). Entonces, el operador R, resulta lineal y acotado, y en consecuencia,
{Ra}ac(0,00) € una familia de operadores lineales y continuos.

1'Una funcién se dice continua por tramos o seccionalmente continua en [a,b] si estd definida y es
continua en todos los puntos de (a, b), excepto quizas en una cantidad finita de puntos en los que tiene
limites laterales finitos.
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Para datos con ruido y° € Y tal que ||y° —y|| < 6, las soluciones regularizadas

4

1° = R,y° pueden ser representadas y calculadas de manera estable como

+00
T / Goa(N) dEXT* Y’ = go(T*T)T™y°. (2.8)

Definiendo r, () (para todos o 'y A para los cuales g, () esté definida) como
ra(A) =1 —=XAga(N), (2.9)
se tiene que r,(A) es continua por tramos con respecto a Ay
ra(0) = 1. (2.10)
Entonces, para la diferencia entre (2.4) y (2.5) se tiene la siguiente representacion:

ot —x, = 2t — g (T"T)T*y (por (2.6))
= (I — g (T*T)T*T)z"  (por Teorema 1.7 (iii) pues y € D(TT))

— /_ +Oo(1—)\ga()\))dE,\$T (por (B.4))

o

— /_ - ra(A) dExzT (por (2.9))

o0

= ro(T*T)z"  (por (B.4)). (2.11)

En consecuencia (ver (B.6)) se obtiene la siguiente representacién para el error de
reqularizacion
9 +o00 ) 9
2o — 21| :/ 2 d||Erl || (2.12)
—0oQ
Diferentes elecciones concretas de la familia {ga } ¢ g o) resultan en diferentes méto-
dos espectrales de regularizacién. Anticipdndonos en este punto, la siguiente tabla

muestra las funciones g, y r, para algunos de los métodos espectrales de regularizaciéon
mads usuales, los que se estudiardn en detalle mds adelante:

Método L2 . .
de 2N =113 1y reM=emm o Az0
Showalter w =
Descomposicién 1
= > >
en Valores ga()\): { 6\’ i‘\;g Ta()\)= { (1), i\\zz
Singulares Truncada ’ )
Método
de 9N =515, A20 ra() =52, A>0

Tikhonov-Phillips

Tabla 2.1: Algunos métodos espectrales de regularizacion.
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En la Seccién 2.2 trataremos los métodos de Showalter y de Descomposicién en
Valores Singulares Truncada mientras que en el Capitulo 3 nos focalizaremos en el
método de Tikhonov- Phillips.

Queremos estudiar bajo que condiciones la familia de operadores lineales y con-
tinuos {Ra},c(pao) 00 Ro definido como en (2.7), es una regularizacion para Tr.
Para ello es necesario que las soluciones regularizadas R,y = ¢.(T*T)T*y converjan a
27 =TTy cuando a — 0T, para las cuales las funciones g, deben elegirse adecuadamente
(claramente serd suficiente definir g, ()) para A € [0, ||T||2] ya que [0, ||T||2] D o(T*T)
y F) es “constante” fuera de ese intervalo.

El siguiente resultado provee condiciones suficientes sobre la familia {ga } e (g o0) due
garantizan que la correspondiente familia de operadores {R, }ae(O ap) €S Una regula-
rizacién para 1.

Teorema 2.1. Sean X', ) espacios de Hilbert, T € L(X,)), 0 < ag < o0 y{ga}

a€(0,a0)
una familia de funciones que satisface las siguientes hipdtesis:

(H1) para cada a € (0,0), go es continua por tramos en [0, ||T||2] y continua por
derecha en los puntos de discontinuidad;

(H2) existe una constante C' > 0 (independiente de a) tal que |Ago(\)| < C' para todo
A€ [o, ||T||2] y para todo a € (0, ap);

(H3) para todo X € (0, ||T||2] se tiene que ah_%l+ ga(A) = 1.
Entonces
(i) siy € D(T") se tiene que
Jim, 9o (T*T)T*y = T'y; (2.13)
(ii) siy & D(TT) se tiene que
Tim [lgu(T*T) Ty = +o0. (2.14)

Demostracion.

(i) En primer lugar observemos que, dado que para cada « € (0, ap) la funcién g,
esta definida (y es finita) en el intervalo [0, ||T||2], en virtud de (H3) y (2.9), se

tiene que li1(1)1+7’a()\) =0 para \ € (0, ||T||2] En consecuencia, por (2.10),

lim ro(\) = { 0, A€ (O I7] (2.15)

a—0t 1, =

Dado y € D(T"), definamos z, = go(T*T)T*y. Queremos probar que

11%1 Hxa — zf | = 0, donde z' = TTy. Sea {E\}, g la familia espectral asociada

al operador T*T" € L(X). En virtud de (2.12) se tiene que,

iz [P 2
oo — o =/0 2 d||Bral || (2.16)
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Como la familia {ga} ¢ (o o,) Satisface (H2), entonces la familia {ro} ¢ o,) € uni-
formemente acotada. En efecto, para todo o € (0,qp), se tiene que
Ira(N)] <1+ [Aga(N)] <1+ C VA € [0, ||T||2], siendo C' la constante en (H2).
Entonces, para todo a € (0, ), el integrando en (2.16) estd acotado por la cons-
tante (independiente de o) (1+ C)?, y por lo tanto, es integrable con respecto

. 2 . .
a la medida d ||E)\£L‘TH . En consecuencia, por el Teorema de la Convergencia

Dominada,
. 1717+ e ITiF+ e
Jim, i ra(N) d||Exat||” = /0 ali%l+ra()\)d||EAx | (2.17)

Ahora, en virtud de (2.15), la integral del lado derecho de (2.17) es igual al salto
de la funcién \ — HEAxTW en A = 0, es decir, es igual a

Alil& (HEMT”Q - HEOxTHQ) = Ali%ﬂ (H(E,\ — Ey) xTHQ) (E), Ey proy. ortog.)
= ||(Bor — Eo)a™||*  (por la continuidad de |-||)
= HPJIT”Q (con P = Ey+ — Ey)
= 0,

donde la tltima igualdad se sigue del hecho que P = Ey+ — Ej es la proyeccion
ortogonal de X sobre N (T*T) = N(T) (ver Proposicién B.12) y =t € N(T)*.
Asi, la integral del lado derecho de (2.17) es igual a 0 y por lo tanto, de (2.16),
se tiene que ah_%h Hxa — xTH = 0, como queriamos probar.

(ii) Supongamos ahora que y ¢ D(T). Entonces, para todo a € (0, ap) se sigue que

TRy = Tgo(T*T)T* (por (2.7))
= TT*go(TT*) (por Proposicién B.14 (ii)). (2.18)

Denotando con { F},.r a la familia espectral asociada al operador T7™* € L()),
se tiene entonces que, para todo z € ),

ITRaAP = |TT u(TT)2]®  (por (2.18))
|71+
- / (AgaN))2 d[|Bazl”  (por (B.6))

7117+
< [ cralmal o 12)
= C?Z I11%,
y por lo tanto (ver Definicién A.43)
ITR| < C. (2.19)
Luego sup ||TR.| < C < oo, de donde se sigue (en virtud de la Proposicién

a€(0,a0)
1.21) que lim ||z,]| = lim ||R,y| = 400, como se queria probar.
a—0t a—0t
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De (i) y (ii) se concluye la demostracién del teorema. |

Observar que (2.13) implica que la familia {R,} con R, dado por (2.7), es

ac(0,a0)?
una regularizacién lineal para T (ver Proposicién 1.18).

Si {Ra}ac(000) € una familia de operadores dados por (2.7), donde las funciones
Jo satisfacen las hipétesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, entonces diremos que

{Ra} pe(0.00) © una regularizacién espectral® para 7T y que ({Ra}ae(o,ao) ,d) es

un método espectral de regularizacién (MER), siendo & la REP de la Definicién
1.15.

Observacién 2.2. La utilizacién del operador T*T en el teorema anterior estd fun-
damentada en el hecho que el operador T*T es autoadjunto y semidefinido positivo
(aunque T no lo sea) lo que permite usar todo el andamiaje tedrico que provee la
Teoria Espectral para tales operadores.

Si el operador T es en si mismo autoadjunto y semidefinido positivo entonces todo el
desarrollo de este capitulo se puede realizar utilizando directamente la familia espectral
asociada al operador T' (ver [57]).

El siguiente resultado provee una estimacién para la influencia del ruido en las
soluciones regularizadas para métodos espectrales.

Teorema 2.3. Sean X,) espacios de Hilbert, T € L(X,)), {ga}ae(o,ao) una familia

de funciones que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, zo y °
definidos como en (2.6) y (2.8), respectivamente. Para o € (0, ay), sea

Go = sup |ga()‘)| = ”ga()”oo (2.20)
xelo,|7)1%]
Entonces
| Tz — TxiH <C$ (2.21)
Y

|za — 22| < 0V/CGa, (2.22)

donde C' es la constante en (H2).
Demostracién. Sean a € (0,aq), y° € Y tal que ||y — ¢°|| < 0. Entonces

|70 —Tad|| = |[Teu@ DT (—3)|| (por (26) y (2.8))
= ||TT*go(TT*)(y — ) | (por la Proposicién B.14 (ii) )
< |TT gu(TT)| 5
< Cs, (2.23)

donde la tltima desigualdad se sigue inmediatamente de (H2). Esto prueba (2.21).

2En virtud de que cada uno de sus elementos estd definido en términos de una integral con respecto
a la familia espectral {E)}, g asociada al operador T*T.



2.1. TEORIA GENERAL 37

Para probar (2.22), sea {F)}, g la familia espectral asociada al operador TT*, se
tiene entonces que, para todo z € ),

) IT)1%+ )
l9a (T = / EN B (por (B6))

170+ )

< [ @dinet por 220)
0

G,

y por lo tanto (ver Definicién A.43),

19a(TT)|| < Ga. (2.24)
Ahora,
2 x
2o — 22" = (20— a,ga (T*T)T*(y —y°))  (por (2.6) y (2.8))

= (2q — 20, T*g.(TT*)(y — y°))  (por Propos. B.14 (ii))

= (T (za—120) . 9a(TT*)(y — ¥°))

< |[Tza = Tag || lgo(TT) |y — |

< C6*G, (por (2.23)y (2.24)),
de donde se sigue (2.22). Esto concluye la demostracién del teorema. ]

El teorema anterior permite obtener la siguiente estimaciéon para el error total de
un MER,

|z — <]

IN

|70 = &[] + [|lza — |
< jza — af|| + 04/ CGa, (2.25)

donde C'y G, son como en el Teorema 2.3. Mientras que el primer término en el lado
derecho de (2.25) tiende a cero para a — 0% si y € D(T') (ver Teorema 2.1), para
d > 0 fijo, el segundo término crece sin limite puesto que en virtud de (H2) se tiene
que

lim G, = +o0. (2.26)

a—0t

En consecuencia, la estimacién para el error asociado al ruido en (2.22) resulta
inapropiada para a — 0. No obstante ello, a menos que dim R(T) < oo (en cuyo
caso (2.1) es bien condicionado), se puede probar (ver [26]) que la estimacién en (2.22)
es Optima. Resulta claro entonces que es necesario disenar estrategias que, para cada
nivel de ruido dado §, permitan elegir de manera 6ptima (i.e. manteniendo el error
total tan pequeno como sea posible) el pardmetro de regularizacién «, en funcién del
nivel del ruido §. En lo que resta de esta seccién y en la seccién siguiente abordaremos
el problema de la existencia y diseno de tales estrategias. En esta direccién comen-
zamos con el siguiente teorema que proporciona una estimacion para la velocidad de
convergencia del error de regularizacién, en términos de una estimacién para la funcién
T
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Teorema 2.4. Sean X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {9a}ac(,aq) una familia
de funciones que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, xo y 74
definidos como en (2.6) y (2.9), respectivamente, p, p > 0, &, , definido como en (1.44)
y wy : (0,a0) — RT una funcion tal que

M ra(N)] < wula)  Ya € (0,a0), YA€ [0,[|T)7] - (2.27)
Sizt € X,, entonces
|za — xTH < pw,(a) (2.28)
Y
||Txa — TxTH < pwlﬁé(a). (2.29)

Demostracién. Supongamos que z! € X,.,- Entonces existe w € A& tal que
at = (T*T)w, con ||w|| < p. Denotando con {E\}, g a la familia espectral asociada
al operador T™T' se tiene entonces que

lza = a1|* = lra(TTT T w]*  (por (2.11))

T2+
:/o (ra(A) M) d[|Exwl®  (por (B.6))

I7IP+ )
< [ G diBul por 220)
0 SN—~—
indep. de A
= wi(a) [Jw]®
< prwila)  (pues [w]| < p),
lo cual prueba (2.28).

A continuacién estimaremos el error ||Txa — || Para ello observar primero que,
para todo z € X,

2

IT=IP = (T T2) = (T"T=,2) = ((T'T)dz, (T T3z ) = || T) 2| (2:30)

Entonces,
|T2o = Tal||* = | Tra(T*TYT* T wl®  (por (211))
2
_ H(T*T)% ra(T*T)(T*T)“wH (por (2.30))

- [ oY sl oo o)

IN

17117+ ) )
/0 ww%(a) d||Ew|| (por (2.27))

N —
indep. de A

(a) [[w]|”

2

Nl

2
n
< W2a(@)p (pues [lul < p),

N=

lo cual prueba (2.29). Esto concluye la demostracién del teorema. ]



2.2. REGLAS DE ELECCION DE PARAMETRO “A-PRIORI” 39

Observacién 2.5. El Teorema 2.4 dice que si {ga},c (0,0, Satisface (H1), (H2) y (H3)
entonces cualquier funcién w,(a) que satisfaga (2.27) puede utilizarse para obtener
una estimacion del error de regularizacién (bajo la condicién fuente ' € X, ,) como en
(2.28). Es importante senalar aqui que siempre existe una funcién w,(a) que satisface
(2.27) pues la funcién w;(«) definida para o € (0, ap) por

wy (o) = . [SlTlpHQ])\” 7o (N)] (2.31)

obviamente satisface (2.27). M4ds ain, wj () es éptima en el sentido que si @, es
una funcién tal que para algiin & € (0, ap) se verifica que wy (&) > @,(&), entonces
@, no satisface (2.27) mientras que una funcién @, tal que w}(a) < @, (@) para todo
a € (0, o) si satisface (2.27).

Observar ademds que puesto que, en virtud de (2.15), para todo A € (0, ||T||2] se

tiene que ah_{& \)\“/ |To(X)] = 0, para funciones w,(a) que satisfagan (2.27) se ten-
indep.de «

dra en general que w,(o) — 0 cuando av — 07, de lo cual , en virtud de (2.28), se
sigue precisamente la convergencia a cero del error de regularizacién cuando a — 07,
Por otro lado, puesto que la condicién fuente zf € X, se vuelve més restrictiva a me-
dida que p se incrementa, es razonable esperar que w,(a), como orden de convergencia
para el error de regularizacién, mejore a medida que p se incremente. Asi, a menudo
tendremos por ejemplo que w,(a) = cat.

Los teoremas precedentes nos han permitido obtener estimaciones para el error de
regularizacion. En virtud de (2.25) y de la Observacién 2.5, y a los fines de cons-
truir MERs serd necesario disenar REPs para estimar el pardmetro de regularizacion.
Recordemos (Definicién 1.15) que un método de regularizacion consiste de una familia
de operadores de regularizacién {R.}, . (0,00) ¥ DA REP a. Existen dos tipos de REPs,
segiin estas dependan o no explicitamente de y°. En la siguiente seccién analizaremos
las propiedades y construccién de REPs éptimas “a-prior:”.

2.2 Reglas de eleccion de parametro “a-priori”

En esta seccion abordaremos el estudio de REPs que no dependen explicitamente de
y° (i.e. sélo dependeran del nivel de ruido §). Nos referiremos a las tales como reglas
“a-priort”. De particular interés en esta seccion serd el andlisis y construccion de
reglas que resultan en MERs de orden 6ptimo en &), , (11, p > 0 fijos), bajo el supuesto
zt € X, ,. El siguiente teorema provee precisamente un resultado en este sentido para
el caso particular de MERs dados por familias {ga},c(0q,) due satisfagan (2.27) con
wy(a) = O(at).
Teorema 2.6. Sean X,) espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {ga}tac(0,ae) una familia
de funciones que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, R,, definido
como en (2.7), p,p > 0, X, , definido como en (1.44), ro y w, como en el Teorema
2.4 y supongamos que

wy(a) =cak, (2.32)
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para alguna constante ¢ (que puede depender de ), ¢ > 0 y que G, definida como en
(2.20), satisface

Go,=0 (é) para o — 07, (2.33)
Entonces, si &(6) satisface
§\ zr
a(0) ~ (;) para § — 07, (2.34)

el método de reqularizacion <{Ra}ae(0,ao) ,éz) es de orden dptimo en X, ,.

Demostracién. Supongamos que ' € X, ,. Para probar que (‘{Ra}ae(o,ao) ,d) es

de orden 6ptimo en X, , (ver Definicién 1.31) debemos acotar apropiadamente el peor
error de Rg

A0, Xup Ra) = sup [|Ray” —a'|| = sup lage) — 2],
zT€Xu,p zT€Xu,p
y9€Bs(Tal) y9€Bs(Tat)

donde xg( 5) = R@((;)y‘s.
Por (2.33) tenemos que existen constantes ¢, a* > 0, con a* < ay, tales que

Go < % Va € (0,a%). (2.35)

Por otro lado, puesto que &(0) satisface (2.34), existen constantes ki, ko, 0" > 0
tales que

5\ T §\
ko <;> < @(0) < ks <;> Vo € (0,6%). (2.36)

Luego, como se satisfacen las hipétesis de los Teoremas 2.3 y 2.4, para todo 0 suficien-
temente pequeno, mds precisamente Vo € (0,d) con d = min (6%, sup {6 : &(0) < a*}),
se tiene que

Hxiw - :L‘T” < Hx@((s) - xTH +0+/CGgae)  (por Teor. 2.3y (2.25))
< pwu(a(d))+0+/CGaey (por Teor. 2.4y (2.28))
< pe(ald) 40 S(; (por (2.32) y (2.35))

< pekt (2 %%Jra,/@(’—))fl“ (por (2.36))
> PCRy P e \§ p .

_ (Ck;+ %C) P
1

2p 0 _1
= 02+l p2uil (2.37)
. 2w _1
donde ¢y = ckf + Ck—fl > 0. Por lo tanto, sup ‘x‘é(é) —xTH < e O2AT 2t
zTEX},”p
y9€Bs(TaT)

Luego, el método ({Ra}ae(o o) ,d) es de orden 6ptimo en X, ,, como querfamos pro-
bar. [
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Observacién 2.7. Si p es desconocido, como sucede a menudo, entonces una REP &(0)
2
tal que &(0) ~ §2+FT resultaria en un error total que al menos serd éptimo con respecto
2u
=0 ((52~+1) cuando 6 — 07. Entonces, el

a la potencia de 9, es decir ng(é) —zf

método de regularizacién ( {R,} ), &) serd de orden 6ptimo en &,.

a€(0,a0

Concluimos la seccién con dos ejemplos cldasicos de MERs. En cada uno ellos, a
partir de la regularizacién obtenida mediante la familia {ga} . (0,00) Y utilizando varios
teoremas anteriores, obtendremos estimaciones para el error de regularizacién, para el
error asociado al ruido y construiremos REPs “a-priori” que resultardn en MERs de
orden 6ptimo en &), ,, bajo la condicién fuente zh e X.p, para p, p > 0.

Ejemplo 2.8. METODO DE SHOWALTER O REGULARIZACION ASINTGTICA

Dados T € L(X,)), § > 0, y° € ), consideremos el problema de valores iniciales

(PVI) en X:

(2.38)

us(t) + T*Tus(t) = T*y°, t>0
U5(0) = 0.

Utilizando teoria de semigrupos ([54], § 4.2, corolarios 2.2 y 2.5) se puede probar
facilmente que el PVI (2.38) tiene una tinica solucién us; € C* ([0, 00), X) dada por

us(t) = /Ot S(t—1)T*y’ dr = /Ot S(1) Ty dr, (2.39)

donde S(t) es el semigrupo fuertemente continuo de contracciones generado por el
operador disipativo A = —T*T (Teorema de Lumer-Phillips, [54], § 1.4, Teorema 4.3),
S(t)=etTT,

Podemos utilizar también Teoria Espectral para obtener otra representacién de la
solucién us del PVI (2.38). Para esto, sean {F)}, p la familia espectral asociada al
operador T*T y ~(t,\) la funcién definida para (¢, \) € R x Rj como

1—e M
. A>0

pu— )\ ’

A () { RERE (2.40)
Probaremos que
IT)1%+
us(t) = / Y(t, \) dE\T*y® = 4(t, T*T)T*y°  (por (B.4)) (2.41)
0

es solucién del PVI (2.38). En efecto, para todo A € [0, ||T||2],

Yt A) = /0 Lo ds (2.42)

y por lo tanto

=N, (2.43)
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Luego, para todo t > 0 se tiene que

: d
us(t) + T*T us(t) = Ey(t,T*T)T*yé +T*T~(t, T*T)T*y°  (por (2.41))

= (""" +T*T~H(t,T*T)) T*y’ (por (2.43) y Teor. Conv. Dom.)

_ /||T|| + (6_)\7: + )‘"V(ty)\)) dE)\T*yd (pOl" (B4))
0

)12+

= / dE\T*y®  (por (2.40))
0

= T

Ademass, us(0) = fO”T”2+ (0, \) dE\T*y° = 0 ya que, por (2.40), v(0,\) = 0 para todo
A e o, ||T||2] Asi, (2.41) es efectivamente la solucién del PVI (2.38).

El método de Showalter consiste en definir soluciones regularizadas de (2.1) uti-
lizando la solucién us del PVI (2.38), mediante

xd =us (). (2.44)

En el caso de dato exacto y omitimos & y escribimos u y z, en lugar de us y 22,
respectivamente.

En virtud de (2.44) y (2.41) se observa inmediatamente que el método de Showalter
es un MER asociado a la familia de funciones {g,} ) definidas por

a€(0,a0
(1 e g o\ < |72
9N =7 (GA =91 r oy (2.45)

A continuacién probaremos que la familia {ga},e g o) Satisface las hipétesis (H1),
(H2) y (H3) del Teorema 2.1, con C' = 1:

(H1) Para cada o € (0,aq), es claro que go(-) es continua en (0, ||T||2] Ademss,
A
l—e a

. _2A .
5 = lim Ze7a = L = 4,(0). En consecuencia, go(-) es
A—0 A—0

continua en [0, ||T||2] y por lo tanto, continua por tramos.

lim g,(A\) = i
g 9e() =

(H2) Para esta hipétesis notar que |Ag,(\)] = ‘1 —ea
a € (0,a0) y A€ (0,77

< 1 = C para todos

(H3) Por definicién de g, se tiene que 1i1f1(f)1+ ga(A) = limg+ =
A e (0,]T|).

para todo

Del Teorema 2.1 se sigue entonces que, para y € D(TT), x, converje a TTy cuando
a— 0F.

Por otro lado, para a € (0,9) y A € [07 ||T||2]> se tiene que ga()) = fol/a e ds.
Ast, [ga(A)] < fol/a le*|ds < L implica que G, < 1. Ademss, 1 = g,(0) < G..
——

<1
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Entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema 2.3 con G, = é y por lo tanto

[T~ Tas]| <0 v [fra — 2] < &

Trataremos ahora de encontrar una funcién w,(a) que satisfaga (2.27) a los efectos
de utilizar el Teorema 2.4 para obtener estimaciones apropiadas para el error de re-
gularizacién como en (2.28), bajo la condicién fuente zf € X, ,. Para ello definamos,
para a € (0,a0) y A € [0, ||T||2], la funcién h,(X) = Mra(A) = Me~a. Dado que
h;()\) =\ lema(p — 2), la funcién h,, tiene un punto critico en A = gy como

"

1 a1 1 1 1
hu(\) = Nt @(A—ua)Jru?(X——)——]

se tiene que b, (a i) = (a p)te # (=<) < 0. Luego hy, alcanza sumdximo en A = pia,
y en consecuencia

0<h,(\) <hu(pa)=p'era =w,(a).

Entonces se satisface (2.27) con w,(a) = (£)" a* para todo u > 0. Luego, por el

Teorema 2.4, bajo el supuesto que 2 € X, se tiene que ||xa — xTH <p (%)“a“ y
2u+1
HTxa — Tt H <p (3%1) 2 a*. Observar ademds que, en virtud del Teorema 2.6 con
_2
wy(a) =cat y c= (£)", se tiene que si &(6) es una REP tal que &(5) ~ (%) T para

d — 07 entonces el método de Showalter con tal REP, es decir ({g,(T*T)T*}, &), es
de 6rden 6ptimo en &), , para todo p, p > 0.

Por otro lado, como se satisfacen las hipédtesis del Teorema 2.1 y por (2.44) para

dato exacto, se tiene que lim z, = 7tlimu(t) = Tly si y € D(TT) mientras que
a—0 —00

li%l+ |zall = 7tlim |lu(t)]| = +oo si y ¢ D(TT). Notemos que, si R(T) no es cer-

rado (i.e. el problema inverso es mal condicionado), la solucién del PVI (2.38) depende
de manera continua de 3’ para cada t > 0 fijo, pero no su limite cuando ¢t — oo, pues
TT no es acotado.

En relacién al limite que define al operador 7' resulta oportuno y muy interesante
observar que para y € D(T7), si u(t) es la solucién del PVI (2.38) para dato exacto ¥,
se tiene que

u(t) = ~@,T*T)T*y (por (2.41))

— /0 t e T TasT*y  (por (2.42) y (B.4)) (2.46)

y por lo tanto
t

TTy = lim u(t) = lim [ e T TdsTy.
t—o00 t—oo Jq

Luego,
“+oo
/ e T Tds Ty = Ty, (2.47)
0

la que recibe el nombre de Formula de Showalter. Si y ¢ D(TT) la integral en (2.47)
diverge. Notar que (2.47) también puede obtenerse empleando la teoria de semigrupos
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ya que por (2.39) la solucién del PVI (2.38) esta dada también por (2.46). Entonces
resulta muy interesante que por dos caminos completamente diferentes como lo son la
Teoria de Semigrupos y la Teoria Espectral, hemos obtenido la misma solucién.

La regularizacién de Showalter definida en (2.44) consiste entonces en “integrar” el
PVI (2.38) desde t = 0 hasta t = é, donde « es el pardmetro de regularizacién. La
integracién formal desde t = 0 hasta t = 400 resulta en la solucién exacta Tty pero
como vimos este proceso no es continuo en y (inestable). Por este motivo el método es

conocido también como método de regqularizacion asintdtica.

Ejemplo 2.9. DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES TRUNCADA
Otro MER comtnmente utilizado es el llamado Descomposicién en Valores Singu-
lares Truncada (TSVD - por su sigla en Inglés “truncated singular value decomposi-

tion”), el cual estd asociado a la familia {ga},c(g 4y de funciones definidas por

50 = Yo = §

O >

DA
A

NIV

a?
N (2.48)

Para este método se tiene entonces que

0, A>aq,

1, A <a. (2.49)

1ol = 1= Ag(3) = 1= Yoo ) = X = §

Probaremos a continuacién que la familia {g, } satisface las hipotesis (H1),

(H2) y (H3) del Teorema 2.1:

a€e(0,a0)

(H1) Esta hipdtesis se satisface trivialmente pues claramente, para todo a € (0, ap),
ga(+) s una funcién continua por tramos en [0, ||T||2]

(H2) Para esta hipdtesis observar que |\ go(A)| = X[400)(A) < 1 =C Va € (0,a),
v e [0,]|T|].

(H3) Por definicién de g, resulta claro que li%l+ ga(N) =1 VA€ (0, ||T||2]

Definiendo )
17)1°+

del Teorema 2.1 se sigue entonces que, para y € D(TT), x,, converje a ' = Ty cuando
a— 0F.

Por otro lado, para a € (0,a0) y A € [0, ||T||2], se tiene que 0 < go(A) < Ly como

ga(@) = = se tiene que G, =  sup  |ga(A)| = =. En consecuencia, del Teorema 2.3,
Aefo, 717

se sigue que ||[Tzq —Tal| <6 y [|za—a3| < %, donde z° estd definida como en

(2.50) con y reemplazada por y°.

Para obtener una estimacién del error de regularizacién trataremos de utilizar el
Teorema 2.4. Para ello serd suficiente con encontrar una funcién w,(a) que satisfaga
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(2.27). Para « € (0,a9), A € [0, ||T||2], definamos la funcién h,(A) = M1y (\) =
M Xjo,a)(A)- Entonces hy,(A) < M xpq(A) < o = w,(a). Por el Teorema 2.4 con
w,(a) = a* se tiene entonces que, bajo el supuesto zf € X, ,,
HTxa —TxTH < pa%L

|20 —af|| < pa* y

* De igual modo, en virtud del Teorema 2.6 se tiene que si
2

&(0) es una REP que satisface &(0) ~ (%)m para § — 01 entonces el método de

regularizacion por descomposicion en valores singulares truncada con tal REP, es decir
({go(T*T)T™*} , &), es de 6rden 6ptimo en &, , Yy, p > 0.

De particular interes es el caso en que T' es compacto. Aqui nuevamente denotare-
mos al operador con K en lugar de T' para enfatizar el hecho que el mismo es compacto.
Denotemos con (o,; vy, “n)ne ; al sistema singular asociado a K. Entonces la solucién
regularizada (2.50) puede escribirse en la forma

o = GaKTK)K"Y =Y gal0n) (K vn) vn

neJ

U%Za

= Z 0—12 <K*y6, vn> v, (por (2.48))

neJ M

U%Za

1
= ZF <y5,KUn> Un

neJ T

U%Za

= 20—12 (4, 0pun) v, (por (A.3))

neJ T

J%za

LT 251)

neJ "

J%za
Observar que (2.51) es una versién truncada de la descomposicién en valores singulares
de KTy. De aqui el origen del nombre de este método de regularizacion.

Ya que A = 0 es el Unico punto de acumulacién de los valores singulares de un
operador compacto (ver Teorema A.88), para todo a € (0, ) la suma en (2.51) es
siempre finita. Asi, con éste método, sélo es necesario calcular un nimero finito de
valores y vectores singulares. No obstante ello, dependiendo del sistema singular y del
valor de a, éste mimero podria resultar muy grande a los efectos computacionales.

Se puede probar que para un operador compacto K con dim R(K) = oo, el método
TSVD no es de orden 6ptimo en ningtn &), , para ninguna REP “a-priori” (ver [41]).

2.3 Calificacién y saturacion

En esta seccién introduciremos dos conceptos muy importantes y estrechamente rela-
cionados, asociados a un método de regularizacion, llamados calificacion y saturacion.
Estos conceptos son incluidos para completitud del presente trabajo y por este motivo
no vamos a profundizar sobre ellos en este punto. Con el objeto de mostrar el estado
del arte sobre estos temas, presentamos las referencias sobre el avance de los mismos.
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El concepto de saturacion fue introducido por primera vez por A. Neubauer en 1994
([53]). Fue precisamente Neubauer quien demostré que ciertos MERs para problemas
inversos mal condicionados “saturan”, es decir, son incapaces de continuar extrayendo
informacion adicional sobre la solucién exacta del problema, aiin cuando se incrementen
los supuestos de regularidad sobre la misma. En esencia, la idea intuitiva de saturaciéon
esta asociada al mejor orden de convergencia del error total que un método puede
alcanzar independientemente de los supuestos de regularidad sobre la solucién exacta
2T y de la seleccién de la REP a.

Relacionado de una manera dual al concepto de saturacién estd el concepto de
calificacion de un método de regularizacién. Este concepto estd fuertemente asociado
al orden de convergencia 6ptimo del error de regularizacién, bajo ciertos supuestos
“a-priori” sobre la solucién exacta z.

Observemos que, en Regularizacién Asintética y TSVD (Ejemplos 2.8 y 2.9, res-
pectivamente), el orden con el cual la funcién w, () (con w,, definida como en (2.27))
decrece para a — 07, mejora a medida que p se incrementa , y también que (2.32) vale
para todo g > 0. Pero ésto no necesariamente sucede en la mayorfa de los métodos
estandar, como por ejemplo en el método de regularizacién Tikhonov-Phillips que estu-
diaremos en detalle en el Capitulo 3. Alli veremos que (2.32) vale sélo para u € (0, 1].
En general, puede suceder que (2.32) se verifique para u € (0, 5] y no para pu > py.
Si tal indice p, > 0 existe, se denomina calificacion cldsica del método de regulari-
zacion. Equivalentemente, 1, es el mayor nimero real positivo p tal que Yu € (0, 1)
Mre(N)| = O(at) para o — 0.

A continuacién introduciremos el concepto de calificacién cldsica para MERSs, para
mayores detalles referirse a [34].

Definicién 2.10. Sean X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,)), {Ra}ae(o,ao) una re-

gularizacion espectral para TT generada por la familia de funciones {ga}ae(o,aoy Ta(A)
definida como en (2.9). Sean

Z(ga) = {1 >0/ 3c> 0 tal que \*[ro(N)] < ca¥, Va € (0,a0), YA € [0, ||T||2}}
fo = Sup . (2.52)
HeZ(ga)

(i) S0 < pg < oo decimos que la familia {ga},ec.q,) tiene calificacion cldsica.
En tal caso, el nimero p, se denomina orden de la calificacion cldsica.

(i) Sipg =0 6 py = oo decimos que la familia {ga} e o) 1O tiene calificacion
clisica. En tales casos se dice que , es el orden de calificacion clasica.

Observacién 2.11.

1) En virtud de (H2) el conjunto Z(g,) es siempre no vacio puesto que 0 € Z(g,) ya
que [ro(A)| < 1+C, Ya € (0, ap), YA € [0, ||T||2], siendo C' la constante en (H2).
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2) Por la Definicién 2.10, el orden p, de la calificacién cldsica es siempre no negativa,
puede ser igual a 0 6 4o00. En consecuencia, se tiene que 0 < py < 00.

e Como vimos para el método de Showalter y TSVD, (2.27) vale para todo p > 0
y en consecuencia en ambos casos se tiene p, = +00.

e En el método de Tikhonov-Phillips, como se demostrara en el siguiente capitulo,
(2.27) vale sélo para p € (0,1] y por lo tanto pg = 1.

En el caso de MERs con calificacion clésica pg (i.e. 0 < pg < 00), el mejor orden
de convergencia que se puede obtener para el error de regularizacién con una REP

210
“a-priori” que satisface (2.34) es O(0%0+1) para § — 0%, bajo la condicién fuente
zt € X, ,. Por otro lado, si el MER tiene calificacién cldsica de orden j, = oo, el
mejor orden de convergencia para el error de regularizacién con una REP “a-priori”

que satisface (2.34) es 0(5272‘%) para § — 07, bajo la condicién fuente z' € X, ,. Por
més grande que sea (i, el orden de convergencia en este caso puede ser arbitrariamente
cercano a O (0) (pero nunca igual a O (§) ). Este hecho estd estrechamente relacionado
al fenémeno de saturacién antes mencionado, el cual describe el comportamiento de

algunos métodos de regularizacién para los cuales la estimacién Hxi — xT” =0(6 Ti‘i_l)
vale tnicamente para p € (0, ] v no para todo p > 0. En tal caso, se dice que el
método de regularizacién satura en p,. Asi por ejemplo, el método de Tikonov-Phillips
satura en p, = 1, en cambio el método de Showalter y TSVD no saturan.

En el anio 2003 Mathé y Pereverzev (ver [44]) formalizaron y extendieron la nocién
de calificaciéon que presentamos en la Definicién 2.10, reemplazando la funcién o en
(2.52) por una funcién creciente arbitraria de «, p(«a).

Es importante y oportuno senalar que para algunos autores (ver por ejemplo [18])
el concepto de “calificacién cldsica” se define como el nimero f, de la Definicién 2.10
(atin para el caso p, = 00). En cambio, la “calificacién generalizada” no es un nimero
sino més bien una funcién del pardmetro de regularizacién «, como un orden de con-
vergencia. En el caso particular de MERs con calificacién cldsica de orden iy, la
correspondiente calificacién generalizada serd la funcién p(a) = a0, coincidiendo con
el enfoque cldsico de la Definicién 2.10. Notar que en los casos extremos py = 0 6
to = oo dicha funcién no define un orden de convergencia y por ello, en general, son
excluidos de la definicién de calificacién clésica.

En el anio 2009 T. Herdman, R. Spies y K. Temperini ([34]) generalizaron el concepto
de calificacién e introdujeron tres niveles diferentes de este concepto: débil, fuerte y
O6ptima. En ese trabajo mostraron que la calificacién débil generaliza el concepto de
calificacion introducida por Mathé y Pereverzev (y por lo tanto, la nocién de calificacién
clésica), en el sentido que las funciones asociadas a érdenes de convergencia y conjuntos
fuente no necesariamente son las mismas. También mostraron que ciertos MERs que
tienen calificacion cldsica de orden p, = oo (e.g. el método de Showalter y TSVD)
poseen ademds calificacién generalizada. Ademds, presentaron ejemplos que ilustran
los tres niveles de calificacién, las relaciones entre los mismos, con el concepto de
calificacién cldsica y con el introducido por Mathé y Pereverzev.

Si bien resulta sencillo entender cuando un método de regularizacién satura, sélo
recientemente fue posible formalizar de manera rigurosa este concepto. En el ano 2008
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R. Spies y K. Temperini ([62]) desarrollaron una teoria general de saturacién global
para métodos de regularizacién arbitrarios para problemas inversos mal condicionados,
e introdujeron la definicién del concepto de saturacién de un método de regularizacion,
formalizando la idea original e intuitiva de Neubauer ([53]), como el mejor orden global
de convergencia que un método puede alcanzar independientemente de los supuestos
de regularidad sobre la solucién exacta y de la seleccién de la REP.

Como se mencioné al comenzar la seccién, un analisis més detallado de los conceptos
de calificacién y saturacién de un método de regularizacién estd lejos del objetivo y
alcance de esta tesis.

2.4 Resultados reciprocos

En esta seccién presentaremos algunos resultados reciprocos, para regularizacién con
dato exacto, que se derivan de la teorfa de saturaciéon de MERs para problemas inversos
mal condicionados.

En los Teoremas 2.4 y 2.6 vimos que, conocida cierta informacién “a-prior:” sobre
la regularidad de la solucién exacta zf, es posible obtener un orden de convergencia
para el error de regularizacién ||xa — xTH o para el error total ||xi — xTH Estos son
conocidos como resultados directos.

Ahora bien, conocido el orden de convergencia del error de regularizaciéon podriamos
estar interesados en obtener alguna informacién sobre la regularidad de la solucién
exacta z'. Deducciones de este tipo se conocen como resultados reciprocos. El primero
en esta direccién lo provee el siguiente teorema.

Teorema 2.12. Sean X,Y espacios de Hilbert, T' € L(X,Y), {ga}ac(0,0y) wna familia
de funciones que satisface las hipdtesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, xo y T4
definidos como en (2.6) y (2.9), respectivamente y supongamos que existen constantes
positivas i, ¢,y tales que

MlraW| = va*, YA€ [ca,||T|P]. (2.53)
Si ||za — xT” = O(a*) para a — 0% entonces
af € A, (2.54)

Demostracién.  Sean {F)}, la familia espectral asociada al operador T*T
y a € (0,aq) tal que ca < |T]|*, donde ¢ es la constante en (2.53). Entonces,
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por (2.12) tenemos que

co 1112+
o=l = [ 2ovdEaT P [ 2ovd] Bt
0 c

«

I+ ,
> / 2 () d||Eaal|

«

I+ ,
> / FEa N ||E,\3:T|| (por (2.53))
c N——

[e%

indep. de A
I+ )
R / A2 || Byl (2.55)
co
Puesto que Hxa — xT” = O(a*) para a — 07, se sigue entonces que existen constantes

k,a* > 0 con a* < ag tales que, para todo a € (0,a*), se tiene que

I+ ) 5
[ Bt <y o <
C

«

Tomando limite para o — 0% obtenemos que

ITI*+ )
/ A28 || Exat |* < oo, (2.56)
0

de lo cual se sigue (ver Definicion B.8) que x' € D((T*T)™*) y por lo tanto
2
w = (3w apat = (TT)#at € X, Ast ol = (T*T)'w € R((T*T)) = X,

113
como queriamos probar. [

Observacién 2.13.

(1) Si{atac(o.ag tiene calificacion pg es claro que (2.53) no vale si p < fi5. Usual-
mente, aunque no siempre, (2.53) se satisface para p = p,.

(ii) De la demostracién del teorema anterior se desprende que
I+ )
i e X, = / A~ d|| Byt [|* < +oo. (2.57)
0

El siguiente resultado, que necesitaremos més adelante, provee una estimacion de
las magnitudes de las proyecciones espectrales de elementos en el conjunto X),.

Lema 2.14. Sean X,) espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {Ex} g la familia espectral
asociada al operador T*T, p >0, X, = R((T*T)*). Si x € X, entonces

| Ez||* = o(t*) para t — OF.
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2
Demostracién. Sea x € &),. Entonces por (2.57) se tiene que f”T” TATHA|| By <

0
+oo y por lo tanto
t

lim [ A" d|Ez|® = 0. (2.58)

t—0t+ 0

Por otro lado, para todo ¢ € (0, ||T||2] se tiene que
) 1T+ )
1Bal® = [ dIEEa)
0
¢ ) I 711+ )
~ [alBEalts [ dlEEal
0 ¢

t ) 7)1+ )
==/dWwHﬁ/ d Bl > (pues ExEr = Bumpnsy)
0 t \\,-/

indep. de A

t
= / d||Exz|®  (pues d||Ew|* =0 VYA€ (0,(|T]))
0

t
= / AN || Ere|?
0

t
< tQM/ A" d || Exz|)?.
0
Luego,
||Et$||2 ! —2u 2 2
0< =5 - < [ AMdlEw|” Vie(0,|T]7]. (2.59)
0

De (2.58) y (2.59) se sigue finalmente que HEthHQ = o(t?) para t — 0T, como se
queria probar. [

Brevemente (aunque con falta de rigor) el Lema 2.14 dice que si x tiene
“p-regularidad” (ie. = € A),) entonces la magnitud de sus proyecciones espectrales
decae con velocidad t*. Aunque, estrictamente hablando, el reciproco del lema ante-
rior no vale, el siguiente resultado puede verse como versién débil del reciproco del
Lema 2.14.

Lema 2.15. Sean X,Y espacios de Hilbert, T' € L(X,Y), {Ex} \cg la familia espectral
asociada al operador T*T, x € X, u >0, X, = R((T*T)") y supongamos que

| Ez|® = Ot*) para t — OF. (2.60)
Entonces
re N A, (2.61)
O<v<p

Demostracién. Sea v € (0,4). Puesto que ||Ewz|> = O(t2*) para t — 0F, existen
constantes ¢1,* > 0 con t* < ||T||? tales que ||Ewz||* < ¢1 %, ¥t € (0,t*). Por otro
lado, como ||Eyz||* < ||z||* ¥Vt > 0, se tiene que ||Ez||* < ||z||* Vt > t*. Luego,
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2 2 2
|Ez|® < [lz)* = LBl < %tm = ¢t Vit > t*, donde ¢y = (Qf)“%. En

consecuencia, existe ¢ = max {c1, co} > 0 tal que
|Ez|® < ct?, Yte (0,]|T|). (2.62)

Entonces, para todo ¢ € (0, ||T||°), se tiene que

£

I+ 2 I+
/ A2 d|Exe|? = )\_2”||EAx||2|”T”+—/ (=2v) | Baz|® A% d

—4v 2 —2v 2 ”T”2+ 2\ —2v-1
= T lzlI” — e || Bex[|” + 2v [Exz” A dA
€
—4v 2 — 2
< T =l = (€7)? || B

I+
—|—2Vc/ A2l ) (por (2.62))

4, 2 |UW2+ 2u—2
< T~ ||| +21/c/ NN (2.63)

Tomando limite en (2.63) para ¢ — 0" se obtiene que

IT)°+ ) A ) IT)1°+
/ )\_QVdHEA:EH < 7)™ |||l +2VC/ A== gy
0 0

B T’4W—W
R 1 [ (A
— UV

Luego, por (2.57), x € X,. [

Si se conoce un orden de convergencia para el error de regularizacién ||l‘a — xTH
pero (2.53) no se verifica para ningin g > 0 (tal es el caso por ejemplo de métodos
con calificacién de orden infinita, tales como TSVD y Showalter) entonces el Teorema
2.12 no es aplicable y en consecuencia no es posible deducir ninguna propiedad de
regularidad sobre zf. Sin embargo, en tales casos es posible utilizar la condicién (2.60),
como se muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.16. Sean X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {gatac.ay) N0
familia de funciones que satisface las hipdtesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, x,,
definido como en (2.6) y G, definido como en (2.20) es tal que para todo o € (0, ap)

¢
Ga<—, (2.64)
a
para alguna constante ¢ > 0. Si ||zq — :L‘T” = O(a*) entonces se satisfacen (2.60) y
(2.61), es decir HEthHQ =Ot?) parat — 0t y 2t € () A&,, respectivamente.
O<v<pu

Demostracién. De (2.20) y (2.64) se sigue que para todos a € (0,ap), A € [0, ||T||2]

~

9a(N)] < Go < g (2.65)
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y por lo tanto VA € [0, &]

raM =11 =AgaN)| 21 =X [ga(M)]| 21 =A== (2.66)

Q|Q>
NN

Sean {E\}, g la familia espectral asociada al operador T*T' y ¢ = 5. Entonces

) 171+ )
|z — 2| = / re(A) d||Exat||”  (por (2.12))
0

> [ e
0

1

> / d||Exat]|* (por (2.66)), (2.67)
0

donde la pemiltima desigualdad es trivialmente cierta si ca < |T||* y es en realidad
una igualdad si ca > ||T||*>. Puesto que |za — 2f|| = O(a*) para a — 0 de (2.67)
haciendo t = ca se sigue que f(f dHEAxTW = ||E7535T||2 = O(t*) parat — 07 y en

consecuencia, del Lema 2.15, 27 € [\ A,. ]
O<v<p

Observacién 2.17. En los métodos de Showalter y TSVD (Ejemplos 2.8 y 2.9, res-
pectivamente) vimos que la funciéon G, = é para todo a € (0,aq), de modo que se
satisface (2.64) y en consecuencia, la Proposicién 2.16 es aplicable en ellos. Para el
caso en que 7' = K es compacto con sistema singular (o, vp, Un), oy, (2.60) tiene la
forma

|Bt® = (Bt

- <Z <muvn>vn+pmtx‘f> (por (B3))

i < > (ot ) T> (pues 2! € N(T)" = R(P)* = N(P))
= Z |<fo, vn>|2 = O(t*) para t — 07. (2.68)

no2 <t

Ya que 07 — 0T cuando k — oo, haciendo t = o2 de (2.68) se sigue entonces que

oo
para el caso compacto la condicién (2.60) es equivalente a > ‘<x*,vn>‘2 = O(o")
—k

para k — oo, es decir es una condicién sobre el comportamiento asintético de las
magnitudes de las componentes de Fourier de ' en relacién a los valores singulares o,,.

En el siguiente cuadro se presentan en forma esquemadtica los resultados directos y
reciprocos de los lemas y teoremas precedentes:



2.5. REGLAS DE ELECCION DE PARAMETRO “A-POSTERIORI” 53

Teor. 2.6
=N

zt e X, (2.54) |z — 2f|| = O(a®)

p=
Teor. 2.12
(si vale (2.53))

Observ. 2.13 1} En [53] 4 | Propos. 2.16

(si vale (2.64))

ST =2 | Byat||* < oo (2.56) — | Bat]]* = O(t>) (2.60)

Lema 2.15 |

zfe N A&, (2.61)

O<v<pu

Todos los resultados directos y reciprocos precedentes relacionan de algiin modo
propiedades de regularidad de la solucién exacta con el error de regularizacion y en
consecuencia todos ellos involucran al dato exacto. Existen resultados andlogos para el
caso de datos con ruido, que relacionan propiedades de regularidad de la solucién exacta
con el error total. Asi por ejemplo, se puede probar (ver [53]) que bajo hipétesis gene-
rales sobre la familia {g,} la condicién de decaimiento de las proyecciones espectrales
de a1, esto es la condicién (2.60), es equivalente al siguiente orden de convergencia del
peor error total:

sup inf ||x‘zY — xTH =0 ((52_3%) para § — 0.
y5:||Q(y—y5)||§5a>O

Mis atin, bajo las mismas hip6tesis se puede probar que si p satisface (2.53) entonces
el resultado anterior es 6ptimo en el sentido que si

sup ‘xi—xT” =0((5272/i_1) para 6 — 07,
vo:||Quy—vd)|| <o

entonces necesariamente ' = 0 (ver [53]).

2.5 Reglas de eleccién de parametro “a-posteriori”

Como vimos anteriormente (ver Observacién 2.7) conocidas ciertas propiedades de
regularidad de la solucién exacta xf, es posible disenar REPs “a-priori” que garanticen
un orden de convergencia 6ptimo del error de regularizaciéon. Por el contrario, si no
se dispone de ninguna informacién previa sobre el grado de regularidad de la solucién
exacta z', entonces no es de esperar que pueda disenarse una REP que sea 6ptima en
ningin conjunto fuente. En estos casos es conveniente utilizar REPs “a-posteriori” las
que, como vimos, son aquellas que dependen del nivel de ruido ¢ y ademds del dato
con ruido 3°. En esta seccién analizaremos disenos, propiedades y optimalidad de tales
reglas.
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2.5.1 El principio de discrepancia de Morozov

Una de las REPs “a-posterior:” mas utilizada es la que se conoce como “el Principio de
Discrepancia de Morozov” (ver [49]). Existen variantes equivalentes de éste principio

([69] y [70]).
Sean X, espacios de Hilbert, T' € L(X,Y), {¢a}ac(,00) na familia de funciones

que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, 2, y r, definidos como
en (2.8) y (2.9), respectivamente. La REP del Principio de Discrepancia, app, se
define mediante una comparacién entre el error regularizado en ) (o discrepancia),
|72, — 4°||, v 1a cota & para el nivel de ruido. Mds precisamente,

app(0,y°) = sup {a € (0,00) / HT:E‘; - y‘SH <76}, (2.69)
donde
7> sup {|ra(N)] / a € (0,00),A € [0,|T]*]} (2.70)
es un parametro fijo.

Observar que 7 > 1 pues 7,(0) = 1 Va € (0,00). Ademds, la eleccién de la regla
app implica que la discrepancia en ) serd de orden 4, esto es ||T 20— || = O()) para
d— 0" .

Lema 2.18. Si para cada A € [0, ||T||2] la aplicacion o — go(A\) es continua por
izquierda entonces el supremo en (2.69) es un mdzximo.

Demostracién. Sea {IF)\}, g la familia espectral asociada al operador T7*. Para
todo a > 0 se tiene que
Tay -y’ = (Tga(T*TT* = 1)y’ (por (2.8))
(TT* go(TT*) — I)y°  (por la Proposicién B.14 (ii) ),

y por lo tanto

) I+
|Tai — | = / (Mg = D2d|| By’ (por (BE)).  (271)

Puesto que el integrando en (2.71) es continuo por izquierda con respecto a « para
cada A fijo y en virtud de (H2) estd ademds uniformemente acotado, el Teorema de
la Convergencia Dominada implica que la plicacién a — ||T@% — 3°|| es continua por
izquierda en (0, 00).

Para § e 1° fijos definamos ahora
A={ae (0,00) ) ||T2l —y°|| < 76} (2.72)

de modo que app(d,y°) = sup a. Entonces existe una sucesion {oy}, .y C A tal que
acA
ar — app(8,y°) para k — oo, y por lo tanto, en virtud de la continuidad por izquierda
. ., . k—oo
de la aplicacién o +— ||Txg — y5|| se sigue que ||Txgk — y5|| — HTxiPD(&y‘*) — y‘SH.

Pero como a; € A Vk se tiene que HTJZik — y‘SH <71 Vk. Luego

OCPD(‘;vy&)

HT:/U5 - y‘SH <16 (2.73)
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y por lo tanto app(d,y°) € A. Asi app(d,y°) = maxa, con lo que se concluye la
[e4S

demostracion del lema. ]

Observacién 2.19. Si ||Tz) — y°|| < 70 Va € (0,00), entonces app(d,y°) = o0 y
x‘;PD tiene que entenderse en el sentido de un limite para a — 4oc0. Bajo el supuesto

(2.64), que en particular es satisfecho por todos los métodos de la Tabla 1, se tiene que

2l = X Pl[igooxgm =0. (2.74)
En efecto
123]]° = |lga(T* )T ||*  (por (2.8))

1712+ , 52
— /0 ge(N)d || ExT* || (por (B.6))
T2

I
< @ / 2| BT (por (2:20))
0

AN 2
< (5) Il o con)
— 0 para a — +o0.

A continuacién estudiaremos propiedades de convergencia y optimalidad del método
de regularizacion ({Ra}ae(o,oo) ,apD), con R, y app definidos como en (2.7) y (2.69),

respectivamente. Para ello supondremos que y es realizable, es decir y € R(T'). Esta
hipdtesis es necesaria puesto que

| T2l — || = ||T2% — || = ||y — ¥°| = ly — Qull — 4,

y por lo tanto la discrepancia |7z, — y°|| nunca es menor que |ly — Qy|| — 6, de modo

que el conjunto A de (2.72) puede ser vacio si y ¢ R(T) (e.g. si|ly—Qy| =36 y
1 < 7 < 2 entonces ||Tzf —y°|| > 20 > 76). Formalmente, el caso no realizable
puede reducirse, por Teorema 1.7, al caso realizable considerando la ecuacion Tr = Qy
o la ecuacién normal T*Tx = T*y, que siempre tienen solucién si y € D(TT).

El siguiente teorema permite afirmar que, bajo ciertas hipétesis sobre w,, (con w,
definida como en (2.27)), el método ({Ra}ae(o,oo) ,apD) es convergente para todo
y € R(T) y de orden éptimo en X, , para p € (O, o — %], donde g, es la calificacién
clasica del MER.

Teorema 2.20. Sean X, ) espacios de Hilbert, T € L(X,Y), {ga}tsc(000) una familia
de funciones que satisface las hipétesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, R, como
en (2.7), Go como en (2.20), py como en (2.52) y w, como en (2.27). Supongamos
que 1y > 3, que G satisface (2.64) y que Y € (0, 1]

wy(a) ~ at para a — 0. 2.75
o

Entonces el método de regqularizacion ({Ra}ae(o,oo)7aPD) (donde app es la REP

definida por el principio de discrepancia (2.69)), es convergente para todo y € R(T)
y de orden dptimo en X, , para todo |1 € (O, o — %]



56 CAPITULO 2. METODOS ESPECTRALES DE REGULARIZACION

Demostracién. En primer lugar veremos que, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que la REP del principio de discrepancia es una funcién a valores finitos. En
efecto, sea y € ) y supongamos que existe una sucesién {y‘s”} C Y con ||y — yon || < dp
v 0n = 0T tal que app(d,,y’) = +oo Vn € N. Entonces, por (2.74) se tiene que

On _ On __ —
TxaPD(dmyén) =Tz =T0=0
y por lo tanto 74,, > ‘ Txi’;D(én yin) yon || = ||y6n H — 0 cuando n — oo. Asf, y’» — 0

cuando n — ©co y como Hy‘sn —yH < 0, — 0 cuando n — oo se tiene que y = 0
y por lo tanto zf = TT0 = 0. En consecuencia, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que para todos 1%,y € ) tales que ||y5 — yH < 6 se tiene que app(d,y°) < +oo
para ¢ suficientemente pequeno.

Probaremos primero que <{Ra}a€(0,oo) ,Q pD) es de orden 6ptimo en &), , para todo

€ (0,119 — ] (Definicién 1.31). Para ello debemos acotar apropiadamente el peor

error asociado a {R,,,} (Definicién 1.27)

- o _ T — g _ et
A, X, ,, Rapp) = SUp ||RaPD(5’y5)y x H = sup HxaPD x H,
etex, ctex, p
y9eBs(Tat) y9eBg(TaT)
donde 2 =R 5140
app app(d.y®)Y -

Sean entonces p € (0, — 3], o = (T"T)'w € X, ,, con ||w| < p, y = Taf,
Tapp = Rappeynys ¥° € Y tal que ||y — Txt|| < 6y {Ex} g la familia espectral
asociada al operador T*T" (de aqui en més, por simplicidad, denotaremos con app a

app(d,9°) ). Entonces

de - xT” < ”36(S - ZEaPD” + HxaPD o xTH : (2.76)

app app

Ahora, para el error de regularizacion Hxa ., — ]|, se tiene que

|Zapy = 2|7 = [raps (T THTT) w|*  (por (2.11))

IT)1*+
:/o (Faro W) N)? | Exwl|* (por (B.6))

= (T )" rapp (T*T)w|*  (por (B.6)).

Aplicando la desigualdad de interpolacién (B.22) con z = 714,,(T"T)w, r = p,
S=pu+ %, se obtiene que

_2p
2pu+1

* 1 * * =
[apn = 2| < [TV ppp (O T ]| ™77 Wy (T Ty 757 (2.77)

A continuacién procederemos a estimar ambos factores en el lado derecho de (2.77).
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Con respecto al primero tenemos que:

[ rrtru @l = [ (0, 0) Bl o 36))
0

— H(T*T)% Fap (T*T)(T*T)“wH2 (por (B.6))

N|=

= |y} oot
= ||T7’0”3D(T*T)35Jf||2 (por (2.30))
— ||Ta" = Taa,, | (por (2.11))

2
= ”y - TxaPD || :

En consecuencia,

(@ Ty e, (T D0 = T2y, — ol
< HT:L‘(;PD - de + HT(:EQPD - xipD) - (y - yd)H
< 70+ ||T(£L‘aPD - :L‘iPD) —(y— y‘S)H . (2.78)
Puesto que Ta,, — 2%, = gap, (T*T)T*(y — y°) se tiene que
|7 @ary = 2lpn) = W= )" = [Ty (T T)T* = Dy = )|
= ||(TT*Gop, (TT*) = I)(y — y‘S)H2 (por Teor. B.14)
= |lrarp Ty =) (por (29))
s .
= Tarp N d[[Ex(y —y")||” (por (B.6))
0
L [T .
<[ dlRe-)
= 7y =o'l
S ,72 527

donde {F)}, g es la familia espectral asociada al operador T7* y
v =sup {[ra(N)] / a € (0,00),A € [0,||IT|I]} <1+ C < oo (por (H2)), (2.79)

y por lo tanto,
1T (tapp = Top,) — (¥ — 9] < 7. (2.80)

Con (2.80) en (2.78) obtenemos que

H(T*T)ﬂ+%7~aPD(T*T)wH < (r+7)8. (2.81)
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Para el segundo factor en el lado derecho de (2.77) obtenemos la siguiente estimacién:

, I+
17 (T T w]| :/0 Fapy N d [ Bxw]®  (por (B.6))

IN

) 17|12+ )

N / d| Byl (por (2.79))
0

V2 J|w|?

72 p2

IN

y por lo tanto

[T, (T*T)w]| <y . (2.82)
Luego, con (2.81) y (2.82) en (2.77), obtenemos la siguiente estimacién para el error
de regularizacion

2
[ars — 2| < {7 +7) 8557 (yp) 77 = ¢ port g7, (2.83)

donde ¢; = (7 + v)ﬁ% 7T1+1 > 0.

Ahora procederemos a estimar el primer término en el lado derecho de (2.76), esto es
el error ||£L‘aPD Tapp || asociado al ruido. Como se satisfacen las hip6tesis del Teorema
2.3 se tiene que

||xaPD—xaPD|| < 5\/C’GQPD (por (2.22))
< vl caPD (por (2.64) ). (2.84)

Para obtener la estimacion deseada buscaremos ahora una cota apropiada para app
en términos de § y p. Para esto observar que por definicién de app se tiene que

||T$gaPD - y‘;H > 79, (2.85)
y por lo tanto
IT220pp =yl 2 [T250,, = 9| = [T(220p0 = ¥30,,) = (=)
> (t—7)0 (por (2.85)y (2.80) con 2app en lugar de app)
de donde
b < - 1 » | Tx20p, —yll  (pues 7 > por (2.70) y (2.79))

- - ! T, — T

< p— pwﬂ+%(2 app)  (por (2.29) pues 2’ € &, ,)

< wpapy  (por (279)) (236)

donde ¢, es una constante positiva finita, y la dltima desigualdad es valida para todo
§ suficientemente pequeno y todo y° € ) que satisface ||TxT —q° H < 6. Con (2.86) en
(2.84) se obtiene que, para 0 suficientemente pequeno,

H‘TOCPD o aPD H < 0352““ pQ‘LH (2.87)
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_1
donde c3 = +/C écy*™ > 0, valido para todo & suficientemente pequeno y todo y° € Y
que satisface ||Tzf — y°[| < 6.

Finalmente utilizando las estimaciones (2.83) y (2.87) en (2.76) se tiene que

|22, —f|| < (e1 + cy) pors 571,

Puesto que zf e 3’ son elementos arbitrarios de X,., v Bs(Tx!), respectivamente,
tomando supremo obtenemos que, para todo ¢ suficientemente pequeno,

5 1 2p
sup ||xaPD — xTH < (€1 + ¢3) pZFTy2att
efeXy,p
y9eBg(TaT)

y por lo tanto el método ({Ra}ae(o,oo) ,apD) es de orden 6ptimo en X, , para todo

we (O7 o — %], como querfamos probar.

Solo resta probar la convergencia del método ({Ra}ae(o’oo),app) para todo

y € R(T). Como se satisfacen las hipétesis del Teorema 1.32 con i = p, — %7 To ="
(v dado por (2.79)), a(0,4°) = app(2,y°) (pues entonces a.(d,y°) = a(74,y°) =
app(8,1°), i.e. &, esla REP definida por el principio de discrepancia (2.69) ) se tiene

que el método ({Ra} ! pD) es convergente para todo y € R(T"). Esto completa

a€e(0,00) 2
la demostracion del Teorema 2.20. ]

Observaciéon 2.21. Del teorema anterior se sigue que la utilizacién de la REP dada
por el principio de discrepancia en cualquier método que posea calificacién cldsica de
orden infinito (e.g. Showalter y TSVD) resultard en métodos de orden 6ptimo en &),
Vi > 0. Esto es asi puesto que para tales métodos (2.75) vale Vi > 0. Sin embargo, en
los casos de calificacién finita no puede asegurarse la optimalidad del método resultante
para ningun g > p — % Asf por ejemplo, en el siguiente resultado debido a Groetsch
([25]) se muestra (para el caso particular de operador compacto) que la utilizacién
del principio de discrepancia en el método de Tikhonov-Phillips (para el que p, = 1)
resulta en métodos que, para problemas mal condicionados, no son éptimos para ningin

M>Ho_%‘

Proposicién 2.22. Sean X)) espacios de Hilbert, K € L(X,)) compacto,
R, = (K*K + ol)"'K* para todo o > 0 y app(d,y°) definida como en (2.69). Si
para todo y € R(K), y° € Y con ||y5 — yH < ¢ se tiene que

entonces dim R(K) < oo.

z° = xTH = o(V/8) para d — 0%, (2.88)

app(8,y°

Demostracién. (Por reduccién al absurdo) Sea (0,; vpn, tn)nes €l sistema singular

asociado a K. Supongamos que dimR(K) = oo y que (2.88) se satisface. Entonces

J =Ny los 0, se acumulan en 0 (i.e. lim o, =0). Sean 0, =02,y =u; € R(K), y
n—oo

paran € N % = y + 0pUp = Uy + Oplin, @ = app(d,,y°*). Entonces, como los u,
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son ortonormales, ||y — y**|| =4, Vn € N,

2
Yo |7 = || + (|l = 1+ 62 ¥n > 2
y como y € D(KT) se tiene que ot = Kty = Kfuy = 3 L (ur, up) v, = L vy

On
n=1

Entonces

1
) o 5
Ty —al = Rany”—a—lvl

1
= (K'K + o, 0) " K* (w1 + Spup) — — vy
01

1
= (K*K 4+ ap, ) 'K uy + 6,(K*K 4+ a, ) 'K u, — — vy
01

1
= 01 (K*'K + apd) vy + 6, 00(K*K + o ]) Mv, — — v (por (A4))

01
B o1 1 Op O,
or + ay 01 or + ay

donde la 1ltima igualdad se sigue del hecho que, como o2 + a,, > 0 son los autova-
lores del operador inversible K*K + a,, I entonces (02 + a,,)~* son los autovalores de
(K*K + a,I)~'. En consecuencia, para todo n > 2 se tiene que

2 o1 1\? On O 2
oz el = LY (e
" o2 +a, o1 o2+ ap
S Op O 2
A\l +a,
53

= Gt o (pues o2 = 4,,)

2
R AR
T+ T4

y por lo tanto ||x‘;’; — xTH > Y% Entonces

-
1+5z

On _ ot
< lim sup < lim ”xa” ’ H =

1
1+% n—00 1+?—:€_n—>oo \/E

0 < liminf

n—oo

0 (por (2.88))

y por lo tanto
lim 2% = 4o0. (2.89)

n— o0 571

Por otro lado

Kz)r = KR,y = K(K'K + o, I) 'Ky

= aiK [an(K*K + a, 1) K™y’
1

= —K[(K*K + a,I) — K*K] (K*K 4 o, 1) K*yr
Qn

1
= —K[K*y’" — K*"K(K*K + a,]) " K*y’]
Qp
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_ g [K*y”" — K*KRoy"]

_ g [K*y’" — K*Kal" |
Qn

_ LKK* [yén
Qn

— Kalr ], (2.90)

y por lo tanto

[y || =760 < [ly™ || = [[Kz@ — ™| (por (2.73) pues an = app(da,y™))
< &l
K2
< W jmate o) por 200))
2
< M5 por 273)).

Qn

De la desigualdad anterior y puesto que Vn suficientemente grande Hy‘s" || > 70, (de
lo contrario a través de una subsucesién se tendria que ||y5n || < 76, "=° 0 y puesto

que ||y — yon H =, se tendria y = 0, lo cual es un absurdo pues y = u;), se sigue que
an K|

0< —< ———7——, 2.91

~ o Iy =70 291)

para todo n suficientemente grande.

Tomando limite en (2.91) para n — oo se tiene que

an, 1K 2
0 <limsup — < limsup ———— = |[|K||" 7 <

n—co On = n—co [[yn]] = 7On

(pues 0, "= 0 y ademds, como vimos, ¥n > 2 Hy‘sn || = /1+62"=°1), lo cual es un
absurdo pues contradice (2.89). En consecuencia, si dim R(K) = oo entonces (2.88)
no se satisface, y por lo tanto, la Proposicién 2.22 queda demostrada. ]

2.6 Otras reglas de eleccién de parametro

En esta seccion presentamos una breve descripcion de dos REPs alternativas que de-
penden explicitamente del dato con ruido y° y que no requieren explicitamente del
nivel de ruido ¢ en los datos. Estas son las llamadas reglas heuristicas, denominacién
que surge del hecho que los argumentos utilizados en su construccién son precisamente
heuristicos y se basan en estimaciones del error regularizado o residuo en )/, HTl’g — 0 H
(ver [18], Secci6én 4.5). Su inclusién se realiza sélo con un objetivo de completitud,
enfatizando que no haremos un estudio detallado de las mismas ya que ese no es el
objetivo principal de esta tesis. Es oportuno senalar aqui que, en virtud del Teorema
1.17, ninguna REP heuristica puede formar parte de un MRC en el sentido riguroso
de la Definicién 1.15. No obstante, esto no quiere decir que tales reglas no puedan
comportarse bien para niveles de ruido finito.
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2.6.1 Validacién cruzada generalizada

Una de las REPs heuristicas mds cominmente utilizada es la originada a partir del
llamado Método de Validacion Cruzada Generalizada (VCG) introducido por Craven
y Wahba en el ano 1979 ([75]). Este método se aplica a problemas donde el operador
estd definido en espacios de dimensién finita (y por lo tanto es compacto), tal es el
caso por ejemplo de los problemas de momento generalizados definidos a través de las
siguientes ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase

(Kz)(s;) = /Qk(si,t)x(t)dt =y(si)=vyi, s, €Q, i=1,...,m,

K : L*(Q) — L*(Q), donde Q C R™ es compacto, z,y € L*(Q2), k es el micleo de la
ecuacion integral (k € L?(2 x Q) o es débilmente singular) e yi,¥s, . .., ¥m Tepresentan
una muestra aleatoria de m observaciones de y, i.e. son datos experimentales medidos
quizds con algin grado de error. Una diferencia fundamental con los otros métodos
ya estudiados es que en VCG se considera aleatorio al vector y = [y, .. .,ym]T de
las observaciones. Denotando de manera similar con y° al vector de las observaciones
perturbadas y con n al vector de los ruidos (supuestos aditivos) se tiene entonces que
y® =y +n. El método de VCG se origina en consideraciones estadisticas y depende
fuertemente de la hipétesis que el vector aleatorio m sea ruido blanco discreto (i.e.
gausiano con media cero y varianza o?). En consecuencia

E[yl=y]=0y Cow]y’ —y] =E[y’ —y)y’ — )] =01 (2.92)

(ie. B[y -y)] =0y E [(y5 )i ((v° — y)T)j] = 0%y, 1 < 4,5 < m),
donde E [-] denota la esperanza, Cov [-] la covarianza. Puesto que

E[ly* = || =t (Cov [y* — ¥])
entonces de (2.92) se sigue que
E|ly” ~y|*| = me*
basado en lo cual se plantea la identificacién
§=+/mo. (2.93)

La ventaja de la hipdtesis “ruido blanco” es que permite un anélisis més sofisticado
del error debido a la propagacién de ruido en los datos, ||x‘zY — X4 H Sea (0,; Un, Un ) nen
un sistema singular para K, con la siguiente “aproximacién deterministica” sélo pode-
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mos estimar el error asociado al ruido:
et~ zal® = oalEK)E"(5° = y)]°

= |[D_ 9a(02) (K°(¥° =), va) v

2

neN
2
= > galon) (" =y, Kva) vn
neN
2
= Zanga y —y,un>vn
neN
= Y g (0?) \<y5—y7un>|2
neN
< sip WY [ -y
A€o, K% neN

2

< sup {\/Xga(k)} Hyé_yH2

Ae[o,1 K 1%]

< [VAs.o;

clo, ||K||2]

Sin embargo, el método tiene la desventaja de requerir informacién detallada de la
localizacion de los valores singulares de K en el tratamiento analitico del término traza
(ver [27]):

E[Hiﬂi—%ﬂg} = E[(ga(K"K)K*(y° = y), 9o (K" K)K*(y° — y))]
= E[(y’ -y, K go(K*K) ga(K*K) K*(y’ = y))]
E[(y’ -y, K g:(K"K)K*(y° —y))]
E[

(¥ =y, g2(KEK") KK (y° —y))]
= o’ tr{g2(KK*) KK*}  (por (2.92))

= 4 tr{%gi(KK*)KK*} (por (2.93)).

En VCG el pardmetro de regularizacién « se elige como el elemento que minimiza

el funcional )
5 5
Via) = ( |y’ — x| )
tr{—ra (KK~) }

En contraste con el Principio de Discrepancia, el pardmetro de regularizacién elegido
con éste método no depende de ningin conocimiento “a-prior:” acerca del nivel de
ruido ¢ en el dato. El funcional de VCG no es considerado como una estimacién del
residuo sino mds bien como un estimador del error de cuadrados medio predictivo
Hy - K xi”Q, i.e. del residuo con respecto al dato exacto (desconocido) y
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2.6.2 Meétodo de la curva L

Otra REP heuristica muy utilizada es la definida a través del Método de la Curva L
([31]). Este método se basa en el comportamiento de la gréfica de la norma de la
solucién regularizada, ||z3 ||, en funcién del error regularizado en Y, ||y° — Tz?||, para
todo el rango de valores posibles del pardmetro de regularizacién. La denominacién del
método tiene su origen en que la grafica de la funcién, (Hy‘S — T2, ||:ch) tiene pre-
cisamente la forma de una letra L (ver Figura 2.1). Para enfatizar su comportamiento
esta funcién se suele graficar en una escala doble logaritmica.

[
Bl

| | | |
10° 107 10" 10° 10’ 10°

1ye- T2

Figura 2.1: Curva L

El criterio de la Curva L para seleccionar el pardametro de regularizacién consiste
en hallar un valor del pardmetro o que corresponda a puntos cercanos a la “esquina”
de esta curva “L”. Esta eleccién se fundamenta en el hecho que para valores de «
mayores que el “6ptimo”, Hy‘S — Tm‘;H se incrementa considerablemente y ||x‘;|| decrece
lentamente, mientras que para valores de a menores que el “6ptimo”, Hxi” se incre-
menta rdpidamente y ||y5 T xi” decrece lentamente. Una dificultad practica de este
método radica en el hecho que puede suceder que exista un amplio rango de pardmetros
de regularizacion que correspondan a puntos de la curva cercanos a la esquina. En 1993
P. C. Hansen y D. P. O‘Learly ([33]) sugirieron un algoritmo para hallar el punto de
la gréfica con méxima curvatura. Bajo las hipétesis de que las funciones g, sean dos
veces derivables con respecto a a, demostraron que el punto de méxima curvatura se
obtiene maximizando la funcién curvatura

(o) 2 £ () ~ €)' (0)

(€ (@)2 + 17 (a)2)*?
donde &(a) = log||y® — Tas ||, n(a) = log ||z3||.

bl

Algunos detalles sobre la implementacién numérica y las limitaciones del método
de la curva L pueden encontrarse por ejemplo en las referencias [32] y [74].



Capitulo 3

Método de Tikhonov-Phillips

En éste capitulo estudiaremos el método espectral de regularizacion (MER) mds cono-
cido y probablemente el més utilizado para aproximar la solucién exacta zf del
problema inverso lineal mal condicionado Tx = y. Este método se conoce como
Regularizacion de Tikhonov-Phillips ([55]), algunas veces llamado simplemente
Regularizacion de Tikhonov ([67], [68]). En particular veremos que si bien es un método
de regularizacién particular, tiene la ventaja que su formulacién puede realizarse tam-
bién como un problema de optimizacién sin restricciones. De alli la amplia difusién y
utilizacién de éste método. Analizaremos ademds resultados de convergencia y opti-
malidad como asi también resultados reciprocos, a la luz de los teoremas del capitulo
anterior.

3.1 Teoria clasica

De aqui en més X e ) denotaran espacios de Hilbert y T" un operador lineal y acotado
de X en ). Como mencionamos el método de Tikhonov-Phillips es un MER para el
cual la familia de funciones {ga},c( ) (Ver Teorema 2.1) esta dada por

1 2
« = b 7T P ]_
9N = 5 ¥x € [0, TP (3.)

con las cuales se tiene que la solucién regularizada (definida como en (2.8) ), para dato
con ruido 7°, esta dada por

1) = go(T*T)T*y’ = (T*T + ol) ' Ty, (3.2)

o equivalentemente
(T*T 4 ol) 2° = T*y,

ecuacion que suele denominarse ecuacion normal regularizada por su relacién con (1.10)
para SCMs. Para dato exacto omitimos el indice § y usamos la notacion z, en lugar
de 2%, con y° reemplazada por y.

Observar que para el caso en que T = K es compacto con sistema singular

65
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(On; Vn, Un),cy S tiene que

20 = g (K*K)K* 5—Zga K*gf Un) Un

neN
1 5 .
= Z 2 <y K "Un> v,  (por definicién de g,)
neN Tn Ta
- Z 2 (" un)yvn  (pues Kv, = onuy). (3.3)
neN Tn + a

Una comparacién con (1.30) muestra la accién del método sobre las componentes
de alta frecuencia: el factor de amplificacién de un error en la frecuencia de orden n del
dato es ahor 7 é en la expresion (1.30), permanece
acotado para n — oo.

Como mencionamos anteriormente el MER de Tikhonov-Phillips tiene una formu-
lacién equivalente como problema de optimizaciéon como lo muestra el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.1. Sean X, espacios de Hilbert, T € L(X,Y), a > 0, 2° definida como
n (3.2). Entonces 1° es el tinico elemento que minimiza el funcional de Tikhonov-
Phillips
. 2
Jo(z) = | T2 = °||” + a||]?. (3.4)

Demostracién. Queremos resolver el siguiente problema de optimizacién

mln{”Tx—y H + al|z|] } (3.5)

reX

A los efectos de utilizar el Teorema A.99 probaremos que el funcional J, es estricta-
mente convexo, diferenciable Fréchet y coercitivo.

(i) Probemos primero que J, es estrictamente convexo (Definicién A.98 i) ): sean
1, Tg € X con x1 # x5y 0 <t < 1. Entonces

tdo(z1) + (1 —1) Jo(za) — Jo(tzr + (1 —t)zy) =

= 1| T — | + ta o)+ (1= 8) | Tz — | + (1= t) |l
—||T (tzr+ (1 —t)ay) — 6” — o[tz 4 (1 —t) x|

— Tl + ¢ ||°]|* = 2¢ Re (Twy,4°) + ta[lza||* + (1 — £) || Ta |
+(1 =) |°]* =21 = ) Re (Taa, ) + (1 — t) a ||aa* — ¢ || T | ?
—(1 = )| Txa])* = ||9°||* = 2¢ (1 — t) Re (Ty, Tarz) + 2¢ Re (Taxy, o)
+2(1 — t)Re(Twa, 1) — at?|la1||” — a (1 — ) ||ao?
—2at(l —t)Re(xy,z)

= t(1 =) T + (1= t) | Ts|* + at (1 = t) |||
Fat(1—t) ||z = 2¢ (1 —t) [Re (Tay, Txs) + a Re (1, 23)]

= t(1—t) [||Tzy — Txo|? + _a ||z — 29]|*| >0 (pues 0 <t < 1y xy # x),
0 >0 >0 0
> > >

y por lo tanto J, es estrictamente convexo.
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(ii) Probemos ahora que J, es diferenciable Fréchet en x € X, Vo € X (Definicién
A.93). Para ello, sean z, h € X'. Entonces

Tl +h) = Jo(z) = ||Te+Th—y||" +alz+nlf - ||Te - || - a 2]
= ||Tz - y‘SH2 + ||Th||* + 2Re(Tx — y°, Th) + a||z|°
+a||B)? +2aRe (z,h) — | Tz — || — a||z|®
= 2Re(I"Te Ty +axz, hZ+1|Th||2 +alh|”.

-~

I (o) ol

Puesto que ||Th||> + a ||h]|> = O(||h||*) = o(||k||) para ||h| — 0" tenemos que
Tz + h) = Jo(z) = J,(x)h + o(|[A]]) para ||| — 07,

donde J,(z)h = 2Re(T*Tx — T*y’ + oz, h) Yh € X. En consecuencia, J, es
diferenciable Fréchet en © € X.

(iii) Puesto que a es positivo la coercitividad (Definicién A.98 (ii)) de J, es trivial.

De (i), (ii) y (iii) se sigue entonces, del Teorema A.99, que J, tiene un uinico mini-

mizante global © € X que satisface J.(Z)h = 0 Vh € X o equivalen-
temente 2Re<(T*TE — Ty’ + af) ,h> = 0 Vh € X, de donde se sigue que
T*TZ —T*y’ + aZ =0 y por lo tanto 7 = (T*TT + o) " T*y® = 2o, n

El término ||z]|* en (3.4) recibe el nombre de penalizante o término de penalizacion
del funcional J, y cumple dos objetivos fundamentales siendo el primero de ellos el de
introducir estabilidad. El segundo objetivo de estos penalizantes es el de “seleccionar”
la SCM a la que aproximardn a medida que el pardmetro de regularizacién a tiende
a cero. Asi por ejemplo, en el caso particular de este penalizante ||x||2 vimos que
ro, — Ky cuando a — 0%, es decir entre todas las SCMs este penalizante selecciona
aquella que tiene minima norma. En algunos casos esta “seleccion” puede no ser
la m&s adecuada, esto es asf e.g. en ciertos problemas de procesamiento de senales
y restauracién de imdgenes en los cuales es deseable preservar las discontinuidades
que pudieran existir en la solucién exacta. La utilizacién de otros penalizantes en
(3.4) a dado lugar en los tltimos 15 anos a los llamados métodos de Tikhonov-Phillips
generalizados. Es precisamente uno de los temas centrales de este trabajo el andlisis
de una clase particular de tales métodos que resulta de la utilizacién de penalizantes
asociados a la seminorma o norma de variacién total. Este andlisis se presenta en
detalle en el Capitulo 5 de esta tesis. Es oportuno mencionar que si bien existen
algunos desarrollos incipientes sobre el estudio de estos métodos ([45], en preparacién),
atin no existe una teorfa general para penalizantes arbitrarios y muchos problemas en
esta drea ain permanecen abiertos.

No obstante (3.2) tiene sentido sélo cuando T es lineal, es oportuno mencionar aqui
que el problema de minimizacién (3.5) permite formular el método de regularizacién de
Tikhonov-Phillips también para problemas no lineales mal condicionados de la forma

F(z) =y,
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donde F' : D(F) C X — Y es un operador no lineal, continuo y X e ) son espacios
de Hilbert. En este caso, 2% se define como una solucién del siguiente problema de
optimizacién no lineal
. 2 2
min F(z) —1° allr —x* },
min {|[F@) 7"+ afle — 2]
donde o > 0 es el pardmetro de regularizacién, y° € ) es una aproximacién del dato
exacto y € ) que satisface ||y —° H < ya* € X elegido en base a cierto conocimiento

“a-priort” dela solucion. No obstante, en el presente trabajo no abordaremos el estudio
de problemas no lineales.

El siguiente teorema caracteriza las REP “a-priori” con la cual el método de
Tikhonov-Phillips resulta convergente. Podemos utilizar el problema de optimizacién
(3.5) para demostrar el siguiente resultado de convergencia para el error total con
regularizaciéon de Tikhonov-Phillips, aunque el mismo también puede ser derivado fa-
cilmente a partir del marco tedrico presentado en el Capitulo 2.

Teorema 3.2. Sean X,) espacios de Hilbert, T € L(X,)Y), 2° definida como en
(32), vy €Y, ye R(T), ||y5 —y|| <6 yat =Tty Sia(d) es una regla “a-priori” que

satisface
2

lim &(6) =0 li =0 3.6
5351+a( ) y 53&&(5) ’ (3.6)

entonces
6Er51+xg(5) =T"y. (3.7)

Demostracién. Sean {d,}, . C R* tal que §, "= 0%, a,, = a(d,), y* € Y tal que

yor —yl| <6, v xn = 2%, | como en (3.2). Queremos probar que lim z, = z'. Por
|| &(0n) ( ) 00
el Teorema 3.1, x,, es el tinico minimizante del funcional
Jo(z) = ||Tx—y6”H2+an [E (3.8)
Entonces
O ||$n||2 < HTxn - yén H2 + an ||$n||2 = Jn(zn)
< Ju(z")  (pues x, minimiza J,)
= |[7a =y + ||
= Hy - yé"HQ + ay, ||xT||2 (pues Ta' =TTy = Qy =y € R(T))
< 8t an o],

y por lo tanto

52
lz]* < ot [l (3.9)

Puesto que % "0t de (3.9) se sigue que la sucesion {z,}, . es acotada. Como X

es un espacio reflexivo (A.67), existe z € X y {x,,,} C {x,} tal que z,, — z cuando
k — oo (Teorema A.66). Como T es continuo se tiene entonces que

Tx,, — Tz cuando k — oo. (3.10)
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Por otro lado

(T2, =y [|" < [T, =57 " + g Nn, I = Ty ()
< Ju(2")  (pues z,, minimiza J,,)
= |[Tat =g+ o [l
<

5ik + ap, ||$TH2 — 0 cuando k — oo.
——

—0 —0 <oo

y por lo tanto ||Tz,, — y*| — 0 cuando k — oo. Entonces

[Tz, —yll < HTxnk - yén’“” + ”yén’“ - y”
< HTxnk — y‘s’lkH + 6,, — 0 cuando k — oo,
—_— =
—0 —0
es decir
Tz,, — y cuando k — oo. (3.11)
De (3.10) y (3.11) se sigue que
Tz=y. (3.12)

Puesto que cualquier elemento que minimiza J, estd en N (T)* (notar que una
componente no nula en AV(T) incrementa el segundo término de J,, mientras que el
primero no cambia) se tiene que x,, € N'(T)* ¥n. Entonces como x,,, — 2z se sigue que
0= (zp,,0) e (z,v) Vv e N(T),y por lo tanto 2 € N(T)L. Ast, z =TTz =Ty

(donde la primera igualdad se sigue del hecho que T'T es la proyeccién ortogonal de
X sobre N(T)* y la segunda de (3.12)). Luego, se tiene que z,, — T’y cuando
k — oo. Probaremos ahora que la sucesién original converge débilmente a x*. En
efecto, supongamos que z, - Tty cuando n — co. Entonces, existe una subsucesién
{x,,} C {x,} tal que ninguna subsucesién de {z,,} converge débilmente a TTy. Sin
embargo, el mismo razonamiento anterior con la sucesién {x,} reemplazada por {z,, }
prueba que {x,,} tiene una subsucesién {xnkl} tal que 2 Tty cuando ny, — oo
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto

T, — Ty cuando n — co. (3.13)
Luego

||TTyH < liminf ||z,| < limsup ||z,]|
n—oo

n—oo

62
< limsupy/ a—” + | Tty|I>  (por (3.9))

. J, 2
= 4/limsup—= + ||TTy||

n—oo n

= |17l
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donde la primera desigualdad se sigue de la semicontinuidad inferior débil toda norma
(Teorema A.65). Luego,

tim sl = ] 14
De (3.13) y (3.14) concluimos que lim x,, = 27, como querfamos probar. n

El teorema anterior permite afirmar que, si y € R(T'), para obtener la convergencia

T%5) 29" 4t = Ty, 1a REP “a-priori” &(0) debe elegirse en funcién del nivel de ruido

) de manera tal que &(9) i 0F, pero no mas rapido que §° (i.e. % =o0(1)).

En lo que resta del presente capitulo estudiaremos algunos resultados de conver-
gencia y optimalidad como asi también resultados reciprocos para el caso particular
del método de Tikhonov-Phillips, es decir para métodos espectales para los cuales la
familia {ga } e (0.00) €sta dada por ga(A) = 535 +a Para este propdsito haremos uso de los
resultados obtenidos en el capitulo precedente. Comenzaremos probando que la familia
{9ataco.00) satisface las hipétesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1.

(H1) Claramente, para todo a € (0,00), go()) es una funcién continua en |0, ||T||2] y
por lo tanto continua por tramos en dicho intervalo.

(H2) Existe una constante C' = 1 tal que [Agn(A)| = 325 < 1, Ya > 0, € [0, ||T||2]
(H3) Por definicién de g,, resulta obvio que lir51+ga()\) =1 vxe (0,77

Como se satisfacen las hipétesis del Teorema 2.1 se sigue entonces que, para
y € D(T), x4 — o' = Tty cuando a — 0F.

Por otro lado, para o > 0y X € [0, [T ], se tiene que 0 < go(A) < < y por lo
tanto G, = sup  go(A) < . Como 2 = g,(0) < G, se sigue que G, = 2. En
xelo,[IT)1?]
consecuencia, por el Teorema 2.3, se tienen las siguientes estimaciones para el error
debido al ruido en X y en ): HTxa — Txi” <dy ||xa — a0 ‘ < %.

o

Con el objeto de obtener una estimacién para el error de regularizacién como en
(2.28), utilizaremos los resultados del Teorema 2.4 bajo la condicién fuente zf € X, ,

Para ello, serd suficiente con hallar una funcién w, (o) que satisfaga (2.27). Para o > O
A€ o, ||T|| } definamos la funcion hy,(A) = M |[ro(A)] = M [1 = Aga(N)] = M55

Caso1) Si0 < p <1 se tiene que

pX T A+ a) =N !
A +a)? “Orazt?
a Wt

= m[)\( 1) +pa],

R (A)
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entonces en (0, [|T|"] la funcion h,, tiene un tnico punto critico en A = % > 0.

Como h/,(\) = a“o‘w(_/\l:c?;(”_l) se sigue que

M) = oy e =D (=AY (427

—[pa XN TN (p=1)] 2(A+a)}
—DNMTEA+2)2 2N pa+ A (p—1)]}.

m{#(#

De modo que

R

_ (1-— ,U)3 [—MH_I (1 . M)l—u au] < 0.

aQ . /
\ J/ ~~
>0 <0

Puesto que h,(0) =0 y )\11_}1{.10 h,(X\) = 0, entonces la funcién h,, alcanza su maximo

absoluto en \ = {% y por lo tanto

hy. (1”_1) =t (1= p)trak
< [+ Q-p? o (@b <pa+(1—p)bVa,b>0ype(0,1))
= Rpp-1)+1 "

< o (pues0<p<1).

hyu (V)

IN

Por lo tanto, para 0 < p < 1 podemos seleccionar w, () = o

Caso2) Sip > 1 entonces para todo A € [0, ||T||2] se tiene que

, a !
hu()\)=m Ap—1)+ pa| >0,
—_——— >0 >0
>0

y por lo tanto la funcién hy, es estrictamente creciente en [0, ||T||2] y alcanza su
(o 2 . 2 | 2pu—2

méximo en A = ||T|". Ast, h,(X) < h, (|IT]7) = ”T”ﬁ < ||IT|**~* a. Luego,

para 11 > 1 podemos seleccionar w, (a) = ||T]|* > a.

Asi entonces (2.27) se satisface con

L] oat pw<l
WM(O‘) - { ”THQM—Q a, p>1. (3-15)
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Luego, por el Teorema 2.4, si 27 € X, , se tiene que

2p+1
a [ pat, p<l T_{pa% p<l
Ty — || = 21— Tr, —Tz"|| = _
oo =2l = p et o, 31 ¥ =Tl = i, 055
(3.16)
Del anilisis precedente se sigue inmediatamente que M |r,(A\)| = O(a*) sélo para

w € (0,1] y en consecuencia concluimos que el método de regularizacién de Tikhonov-
Phillips tiene calificacion cldsica py = 1.

En virtud del Teorema 2.6 tenemos que, si &(6) es una REP “a-priori” que satisface
_2
a(0) ~ (%) **" para 6 — 0T, entonces el método de regularizaciéon de Tikhonov-
Phillips con tal REP es de orden 6ptimo en &, Vi < 1. En consecuencia, el mejor
orden de convergencia del error total que se puede garantizar se obtiene cuando p =1,
para el cual

|22 — '] = O(53) para § — 07, (3.17)

2

donde la REP a(6) es tal que a(8) ~ (g) *siat € X, 0 &(d) ~ 6% sial € A

A continuacién analizaremos algunos resultados reciprocos para el método de
Tikhonov-Phillips a la luz de los resultados de la Seccién 2.4. Para ello observar que,
como A|r,(A)| = /\’\Jr—aa > 2% = ¢ para \ € [a, ||T||2], se sigue que (2.53) se satisface
para j1 = g = 1, ¢ = 1y v = . En consecuencia, por el Teorema 2.12, el orden de
convergencia ||xa — xTH = O(a) s6lo se puede alcanzar si ' € X;. Por otro lado, como
(2.64) vale con ¢ = 1, se sigue de la Proposicién 2.16 que, para p < 1, el orden de

convergencia ||xa — xTH = O(a*) para a — 0T sélo puede valer si x' € o n x,.
<v<p

Con respecto al caso de datos con ruido, se puede probar que el orden en (3.17) sélo
puede ser alcanzado si #T € X;. Este es un caso particular de un resultado mas general
debido a Neubauer ([53]), el cual mencionamos brevemente al final de la Seccién 2.4.
En el siguiente teorema probaremos este resultado dentro del presente contexto de los
métodos de Tikhonov-Phillips para el caso particular de operadores compactos.

Teorema 3.3. Sean X', ) espacios de Hilbert, K € L(X,)) compacto, dim R(K) = oo,
y € D(KY), 2t = Ky, 25 = (K*K + ol) ' K*y° y &(8,y°) una REP arbitraria. Si

sup
y:||Qy—v®)||<s

‘xg((;’y(s) - xTH = 0(5§) para 6 — 01 (3.18)

entonces r¥ = 0.

Demostracién. (Por reduccién al absurdo). Sea (0,;Un,Un), ., €l sistema singular
asociado a K. Supongamos que xT # 0y que (3.18) se satisface. Como dimR(K) =

oo entonces J = N y hm 0o, = 0. Definamos 6, = o3, y°» = y + d,u, (de

modo que, ||y —y| = 5ol = 62), n = (B, 4™), Tay = (KK + anl) Ky
y 2¥r = (K*K + a,I)'K*y’. Probemos que si z' # 0 entonces el orden del
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error total, a través de la sucesién 6, asi definida, no puede ser o(6%/?) para n — co.
Entonces

on

Qn

5
— Za, T Ta,, — ol

= 1‘ n
= (KUK 40, K — )+, — !
(K*K + a, ) ' K*6puy + 2o, — zt
= 0non(K*K + and) oy 4 2o, — 2t (K *up = 0nvn)

T —ZL‘T

0pOn n i
= Up + Tq,, —
o2 +a, " T
64/3
= mvn +x, —2'  (pues o, = 6/3). (3.19)
n n

En consecuencia, para todo n € N se tiene que

L | 0,/ 2 gt 0,/ gt
et == = | e ) ool e, =t 4+ 2 G = Re (o, =o', v0)
n n

de donde

5o 1 2\ _4/3 112 2 i
wt e == et ) O e — oI+ e Re (e — 2 )

>0

y por lo tanto

~2/3 ot 1 L2, f
( ||£L‘ — H) T + & 0,02 Re (zq, —a',v,).  (3.20)

Por otro lado, como

(K*K + o, ) (z" —2lr) = K'Ka'+a,2" — (K*K + o, 1)zl
K*y+a, " — K*y°  (por Teorema 1.7 (iii) y (3.2))
K*(y — yén) + an xT»

se sigue que a,z’ = (K*K + a, ) (2" — 22) — K*(y — y°), y por lo tanto

an ot < IEK +and| || =g, |+ 1K ly — o™
(I + ) [J27, = 27| + 115 6

er (||, =<'l +6a)

ININ TN

donde ¢; = sup {|| K| + o, + || K|} < oo (pues a, — 0 cuando n — o). Como hemos
n

supuesto que z! # 0, dividiendo por |[zf]|§2* en la desigualdad anterior obtenemos

que Vn € N

0<a,d,”*< ”;” ( D2 o — o +5,1/3). (3.21)
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Como ||Q(y5" - y)|| < 1|l ||y5" — y|| = 0, (pues ||Q]| = 1) y por hipdétesis se tiene que
|28 — || = 0(62/) para n — oo, de (3.21) se sigue que

. . -2 . -2 &] . -2 S t
0 < liminf o, 6, % <limsupa,, 0, ° < lim ((5n3 onj‘ - || + O'n) =0,
e . o] nome .
y por lo tanto
_2
lim v, 6, % = 0. (3.22)

n—oo

Por tltimo, tomando limite en (3.20) para n — oo y utilizando (3.22) obtenemos que

3
lim sup Lz Re (za, — ot Un) < —1. (3.23)
n—=00 1+ oy 2
Por otro lado, como
Re (o, - 21.0.)] < | (2, — 21,0 < [0, = 2] ]| = e, — o]
| _ | .
se sigue que iy Re (2o, — zf,v,)| < P Tomando limite para
n — oo se tiene entonces que o
572/ R |
. _n . T . [07%% _
0< hgl_?;ip 1+ ;n 5;2/3 Re <$ocn T 7Un> < nh_{lc}o nl ta, 5;2/3 =0,

de donde la tltima igualdad se sigue de (3.22) y del hecho que por hipdtesis

—2/3

||xan — xT” = 0(6%/%) para n — oo. Por lo tanto, lim sup# Re (za, — zf,v,) =0

lo que contradice (3.23). Esta contradiccién proviene de suponer que ' # 0. Luego
T —

' =0. ]

Observar que el Teorema anterior nos dice que para problemas mal condicionados
el mejor orden de convergencia del error total que puede obtenerse con el método
de Tikhonov-Phillips es 0(5%) para 6 — 07, independientemente de la hipétesis de
regularidad que se impongan o sean conocidas sobre la solucién exacta zf. Como
mencionamos anteriormente, esto esta asociado al concepto de “saturacion” ([53], [44],

[34]). Asi, en este caso se dice que el método satura en 0(5%).

También es oportuno senalar que, en virtud del Teorema 2.20, la utilizacién del
método de Tikhonov-Phillips en forma conjunta con el Principio de Discrepancia resulta
en un método convergente para todo y € R(T') y de orden 6ptimo en X, Vu € (0, %],
siendo en tal caso O(v/d) el mejor orden posible, el cual se obtiene para y = % Mais
atn, en virtud de la Proposicion 2.22 este orden no puede ser mejorado excepto en
casos triviales.

Finalmente es oportuno senalar que para p € (3, 1], si bien el método de Tikhonov-
Phillips con la REP del Principio de Discrepancia no es de orden 6ptimo en X&), , para

ningin p, si lo es con cualquier REP “a-priori” &(d) que satisfaga a(9) ~ (ép)m

para 0 — 0.



Capitulo 4

Regularizacién con operadores
diferenciales

En el Capitulo 3 vimos que el método de regularizacién de Tikhonov-Phillips aplicado
al problema Tx = y es equivalente al problema de minimizar el funcional J,(z) =
Tz — y||* + o||z||”. Allf también vimos que el término ||z||%, el cual recibe el nombre
de penalizante o término de penalizacion, cumple dos objetivos fundamentales siendo
el primero de ellos el de introducir estabilidad. En este caso particular y como puede
deducirse de la ecuacién normal (3.2), esta estabilidad resulta en la imposicién de
condiciones minimas de “regularidad” sobre las soluciones aproximadas en el sentido
que independientemente de la regularidad de zf, se tiene que el minimizante z, del
funcional J, satisface z, € X1 (de alli el nombre de métodos de “regularizacién”). El
segundo objetivo que cumple el término de penalizacién es el de “seleccionar” la solu-
cién de cuadrados minimos (SCM) a la que convergerdn las soluciones aproximadas a
medida que el pardmetro de regularizacién « tiende a cero. Asi por ejemplo, para este
caso particular en que el penalizante es ||35||2 vimos que z, converge, para o — 0T,
a la SCM de minima norma. También mencionamos que en determinados problemas
esta seleccién de la SCM de minima norma puede no ser la més adecuada. Esto es
asi, por ejemplo, en ciertos problemas de procesamiento de senales y restauraciéon de
imdgenes en los cuales es deseable preservar las discontinuidades que pudieran existir
en la solucién exacta. Es razonable suponer entonces que puedan utilizarse otros pe-
nalizantes en lugar de ||z||* para introducir estabilidad pero aproximando una SCM
que posea otras propiedades. Este simple razonamiento a dado lugar en los tltimos 15
anos a los llamados métodos de Tikhonov-Phillips generalizados. Fn este capitulo nos
proponemos estudiar estos métodos desde el punto de vista de la teoria espectral para
el caso particular de penalizantes asociados a seminormas inducidas por operadores
diferenciales. Comenzaremos introduciendo el concepto de inversa generalizada “pon-
derada”, que serd de fundamental importancia para la construccién de un andamiaje
matemadtico adecuado para el estudio de éstos métodos.

4.1 Inversa generalizada ponderada

Comenzaremos recordando brevemente el problema general y algunos conceptos funda-
mentales que fueron introducidos en capitulos anteriores. Hasta aqui hemos trabajado

16)
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con la ecuacion lineal
Tx =y, (4.1)

donde T' € L(X,)Y), con X e ) espacios de Hilbert. En la Seccién 1.3 se introdujo la
inversa generalizada de Moore-Penrose de T, a la que denotamos con 7. Allf vimos
que la MSA (SCM de minima norma) de (4.1) existe sf y sélo si y € D(T7) y en tal
caso la misma esta dada por zf = TTy.

También vimos que el conjunto de las SCMs esta dado por S, = a7 + N(T) y
en consecuencia si N'(T) # {0} existen infinitas SCMs. Podrfamos estar interesados
en seleccionar o aproximar ya no la MSA sino la SCM que minimice por ejemplo la
seminorma ||Lz|, donde L es un cierto operador adecuadamente elegido. Observar
que la MSA z corresponde al caso particular en que L = I es el operador identidad.
Obviamente debemos acordar ciertas condiciones sobre L que garanticen existencia y
unicidad de tales SCM a la que de ahora en méds denotaremos con xTL El concepto de
inversa generalizada ponderada que introduciremos en esta seccién nos permitird una
caracterizacién funcional rigurosa de xTL ansloga a la caracterizacion ' = Ty para la
SCM de minima norma

En todo lo que sigue supondremos que Z es un espacio de Hilbert y
L : D(L) C X — Z un operador lineal cerrado, densamente definido y con rango
R(L) cerrado. Supondremos ademds que L satisface la siguiente condicién de com-
plementacién

(CO): 3~ > 0 tal que |Tz||* + || Zz|* > ~||z||*, Vz € D(L). (4.2)

Una condicion necesaria para la condiciéon de complementacién es claramente que
N(T)NN(L) = {0}. El siguiente lema muestra que bajo la condicién de que el nicleo
de L sea de dimension finita esta condicién se torna suficiente.

Lema 4.1. Si T y L son tales que dim N (L) < co y N(T) NN (L) = {0}, entonces
se satisface la condicion de complementacion (4.2).

Demostracién. Sea z € D(L), x # 0. Supongamos que

2 2
inf LA ULAE e ) 4 2} = o0,

2eD(L) B 2eD(L)
@ #0 llzll =1
Entonces existe {2y}, .y C D(L) con ||z,| = 1 tal que Tz, |* + || Lan|* "=° 0. En
consecuencia
Tz, "= 0y Lz, "= 0. (4.3)

Como dimN (L) < oo se tiene que N(L) es un subespacio cerrado de X. Asi,
D(L) =N(L)® (N(L)-ND(L)) y podemos representar a ,, de manera tinica como
Ty = Up + Un, Uy € N(L), v, € N(L)* N'D(L). Entonces

n—oo

Lz, = Lu, + Lv,, = Lv,, — 0.
=0

Sea L = L |nyropr) : N(L)* ND(L) — Z entonces claramente N(L) = {0}y

R(L) = R(L). Por lo tanto, existe L~' : R(L) — N(L)- N D(L). Como L es
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cerrado se tiene que L' también es cerrado (ver Teorema A.60). Ademas R(L) y
N(L)* ND(L) son espacios de Banach (por ser subespacios cerrados de espacios de
Banach). Como L' es cerrado, por el Teorema del Grafo Cerrado (Teorema A.61), se
sigue que L1 es acotado. Asi, de la continuidad de L~* y del hecho que Lv, "= 0 se
tiene que v, "— 0. Luego
Tv, "=~ 0, (4.4)
puesto que T' es acotado.
Por otro lado, como {u,} C N(L) es acotada (pues u, = Py()z, y {xn} acotada)
y dim V(L) < oo existen uy € N(L) y {un,} C {u,} tal que u,, =" up y por lo
tanto .
Ty, "= Tupy. (4.5)

Luego de (4.4) y (4.5) se tiene que Tx,, = Tu,, + Tv,, = Tuy. Pero de (4.3)

Ty, Uty y por lo tanto Tuy = 0. Asf, upr € N(T) N N(L) y puesto que
por hipétesis N(T) N N (L) = {0} se sigue que up = 0. Resumiendo tenemos que

Un, Iz uny =0y vy, g 0, y por lo tanto ||xnj||2 = ||unJH2 + anjHQ I 0 lo
2 2
cual es un absurdo pues HanH = 1. Asi, se tiene que inf o) Ll - v>0vy
zep(r) =l
z#£0
|Tz||” + || Lz||* > ~||z||* Vz € D(L), como se querfa probar. n

El siguiente resultado muestra que bajo las condiciones anteriores la restriccién de
T a N(L) define un operador de rango cerrado y por lo tanto (ver Proposicién 1.11)
su inversa generalizada de Moore-Penrose es acotada. Este resultado sera de vital
importancia en la definicién de inversa generalizada ponderada.

Lema 4.2. Sean X,)Y,Z espacios de Hilbert, T € L(X,Y), L : D(L) C X - Z
un operador lineal, cerrado, densamente definido, Ty = T ‘ N(L) Y Supongamos que se
satisface la condicion de complementacion (4.2). Entonces R(Ty) es cerrado.

Demostracién. Sean {y,} C R(Tp), {z.} € N (L) tales que y, = Toxn € yn n—o0 "
y € V. Entonces, para todos n, m € N se tiene que

1
[0 — $m”2 < 5 (”Txn - Txm”2 + || Lan — LmeQ) (por (4.2))

1
= ; | Toxn — Toxm”2 (pues =, € N(L))

1 2
= _”yn_ymH )
~

y puesto que la sucesién {y,} es convergente se sigue entonces que la sucesién {x,}
es de Cauchy en X. Como X es completo, existe © € X tal que z, "—_ 2. Como
r, € N(L) Vn y N (L) es cerrado se sigue que = € N(L). Ademsds, la continuidad de
T, implica que y, = Toz, — Thx. Puesto que también y, "= y se sigue que Tor = y
y por lo tanto y € R(7Tp). Luego R(Tp) es cerrado, como queriamos probar. n

Observar que por ser R(1p) cerrado entonces por la Proposicién 1.11 se sigue en-
tonces que Tj tiene inversa de Moore-Penrose TOT acotada. Més atn, HTOT H < 7_%. En
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efecto, de la condicién de complementacion (4.2) se tiene que N'(Ty) = N (T)NN(L) =
{0} y por lo tanto R(TJ) = N(Tp)* = N(L) (notar que “L” en este caso debe inter-
pretarse respecto del espacio N'(L) entendido como un espacio de Hilbert con el mismo
producto interno del espacio X). Para todo y € D(T}) con ||y| = 1 se tiene que

2 1 2 2
o < 2 (o] + Jeis]) - wor (42)vm cve iy e D2

2
|mordsl| (s Ty € V(L))

L= 2=

2
| QLo v

Lo
= vl
v

donde @ es la proyeccién ortogonal de Y sobre R(Tp) = R(Tp).

Prosiguiendo con la construcciéon del andamiaje matematico necesario para la cons-
truccion de la inversa generalizada ponderada, definimos a continuacién un nuevo pro-
ducto interno y la correspondiente norma inducida sobre el subespacio D(L):

(v,2), = (T2, TZ) + (Lz,Lz), =z, € D(L)

(4.6)
el = V{2, 2), = eD(L)

Notar que (-,-), es un producto interno en D(L) por ser una forma bilineal
simétrica y puesto que por la condicién de complementacién (4.2) se tiene que
|z)|? = ||T=||* + || Lz||* > ~]|z||* > 0 para = # 0. En consecuencia, |||, define
una norma en D(L). Mds atn, ||-||, es una norma més fuerte en D(L) que la norma
original de X, ||-||.

En lo que sigue serd necesario trabajar simultdneamente con ambos productos in-
ternos (i.e. (-,-) y (-,-),) y por consiguiente con ambas normas (i.e. ||| v [I‘|l,) ¥
topologias en D(L) (la topologia inducida por el producto interno original en X', (-, ),y
la x-topologfa inducida por el producto interno (-, -),). Por lo tanto, resulta conveniente
introducir notaciones apropiadas para las nociones de operador adjunto, complemento
ortogonal, etc. En este sentido la notaciéon que utilizaremos es la siguiente:

T7* : adjunto de T',

A+ . complemento ortogonal de A en X,

& : suma directa ortogonal en X,

T¢ . adjunto de T en D(L),

AL+ . complemento x-ortogonal de A en D(L),
@, : suma directa *-ortogonal en D(L).

El siguiente lema muestra que el espacio D(L) con el producto interno (-, -), es un
espacio de Hilbert y provee una caracterizacién de los complementos ortogonales, con
respecto a este nuevo producto interno, de los espacios N (L) y N(T) N D(L).
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Lema 4.3. Sean X,), Z espacios de Hilbert, T € L(X,)), L : D(L) C X — Z un
operador lineal densamente definido, cerrado, de rango R(L) cerrado, Ty =T ‘ NI Y
el producto interno (-,-), como en (4.6) y supongamos que se satisface la condicion de
complementacion (4.2). Entonces (D(L), (-,-),) es un espacio de Hilbert. Ademds, con

respecto al producto interno (-,-),, se tiene que

L=R(TTy)"NDL)={x D) / T*Tx L N(L)} (4.7)
es el complemento ortogonal de N'(L) en D(L) (i.e. £L=N(L)™) y

T ={zeD(L)/ (Lz,LE) =0 ¥z € N(T)ND(L)} (4.8)
es el complemento ortogonal de N(T) N D(L) en D(L) (i.e. T =(N(T)ND(L))™).

Demostracién. Probaremos primero que toda sucesiéon de Cauchy en D(L) es con-
vergente en la norma |[|-||,. Para ello, sea {z,} una sucesién de Cauchy en D(L) con
respecto a la norma |[|-||,. Entonces

|20 — T = |T 20 — Taml* + || L2y — Lap||> — 0 cuando n,m — oo

y por lo tanto ||Tx, — Txy| — 0 v ||Lz, — Lzy|| — 0 cuando n,m — oco. Es decir,
{Tz,} y {Lx,} son sucesiones de Cauchy en ) y Z, respectivamente y puesto que )
y Z son completos, existen y € )V y z € Z tales que

Tz, —vyy Lz, — z cuando n — oo. (4.9)

Dado que D(L) = N(L) &, N (L)', existen tnicos u, € N(L) y v,, € N(L)** tales
que z,, = up + v,. Probaremos que ambas sucesiones {u,} y {v,} son convergentes en
X. Para esto observar en primer lugar que puesto que R(L) es cerrado, D(LT) = Z,
L' es acotada y en consecuencia LiLz, "=° Lfz, esto es v, "= Liz = v (pues
L'L es la proyeccién ortogonal de D(L) sobre N (L)**). De aqui y puesto que T es
acotada se sigue ademds que Tv, "— Tv y como u, € N(L) se sigue entonces que
Toty = Ty = Tx, — T, "= y — Tv. Puesto que R(T}) es cerrado (Lema 4.2), TOT es
acotada y por lo tanto

U = T Touy, "=° TH (y — Tv) = u € R(TY) = N(Tp)* = N(L),

donde la primera igualdad se sigue del hecho que u,, € N(L) y TJ Ty es la proyecciéon
ortogonal sobre N (Tp)*+ = N(L).

Resumiendo hemos probado que
Uy "= u €N(L) v v, "= v e N(L).

Luego
Ty = Uy, + v, — u+v=2€DL). (4.10)

Necesitamos probar que la convergencia en (4.10) se verifica en la morma ||-||,. Para
n—oo n—oo .
ello observar que, puesto que z, — x, Lz, — 2z y L es cerrado, se tiene que

Lz = 2. (4.11)
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¢ n—oo .
Ademsds z,, — x y T es acotado se sigue entonces que

Tz, "= Tx =y, (4.12)
donde la igualdad se sigue de (4.9).
Finalmente
len —2ll; = | T2y — Tal* + || Law — La||”

2 N—00

= |Tzn—yll* + |Lan — 2* "=°0  (por (4.12) y (4.11)).

Asi, D(L) es completo con respecto a la x-topologia y en consecuencia (D(L), (-,-),) es
un espacio de Hilbert.

Probaremos ahora que £ (definido como en (4.7) ) es el complemento *-ortogonal
de N(L). Para ello, sea = € D(L). Entonces

r L, N(L) < (2,8), =0 VieN(L)

(Tz,T%) + <Lx\L£/> =0 VieN(L)

<~
=0
= (T"Tx,7)=0 VieN(L)
< T*Tz L N(L)
<— x €L,

y por lo tanto £ = N'(L)**.

Por dltimo probaremos que 7 (definido como en (4.8)) es el complemento
x-ortogonal de N'(T) N D(L). Para ello, sea x € D(L). Entonces

v L N(T)ND(L) <= (2,), =0 VzecN(T)nD(L)

— <Tml:£/> + (La, LT) = 0 VZ € N(T)ND(L)
s (L&, L3) =0 Vi e N(T)nD(L)

— z€e7T,

y por lo tanto T = (N(T) ND(L))**. Esto completa la demostracion del lema. n

Los operadores L : D(L) — Z y T|pyy : D(L) — Y considerados sobre el
espacio de Hilbert (D(L),(-,-),) tienen sus respectivas inversas generalizadas a las
que denotaremos con L} y Tz, respectivamente!. Estas inversas se conocen como
inversas generalizadas ponderadas de Moore-Penrose, pues se obtienen uti-
lizando el producto interno “ponderado” por L y T definido en (4.6). Es oportuno
senalar que LTT y Tz son diferentes de las inversas generalizadas de Moore-Penrose
(esténdar) LT y TT que resultan del producto interno original en X.

Lema 4.4. Sean T y L como en el Lema 4.3. Si R(T) no es cerrado entonces Tfi no
es acotado.

'Notar que L y T son operadores acotados con respecto a la norma ||-||, pues de (4.6) se sigue que
de=1tal que |Tz|| < |zl|, vy [|Laf| <z, Va e D(L).
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Demostracién. En primer lugar probaremos que R(T) = R(T|p,). Puesto que
R(T|py)) € R(T) se sigue que R(T|pyy) C R(T). Probemos ahora que
R(T) C R(T|pp,)- Para ello, sea y € R(T). Entonces, existe x € A’ tal que Tz = y.

Como D(L) denso en X, existe {z,} C D(L) tal que z, "— 2. De la continuidad
del operador T se sigue que Tz, "— Tz = y. Como {Tz,} C R(T|p(y,) se tiene

que y € R(T|p ). Entonces hemos probado que R(T) C R(T|p;,) y por lo tanto

R(T) C R(T|p(z))- Luego, si R(T'|p ;) es cerrado se sigue que R(T') es cerrado puesto

que R(T) = R(T|p)) = R(T|p)) € R(T) C R(T). En consecuencia, si R(T') no
es cerrado se tiene entonces que R(T|D( L)) no es cerrado y por la Proposicién 1.11 el

operador TLT no es acotado, como se queria probar. [

Observacién 4.5. Es claro que R(T') = R(T|p;,) implica que R(T)* = R(T|D(L))l.

El siguiente teorema relaciona las SCMs del problema
Trx =y, v€D(L), (4.13)

con la inversa generalizada ponderada TLT.

Teorema 4.6. Si y € D(T]) entonces xt = Tly es la SOM de (4.13) de minima
*-norma. Ademds, para cualquier otra SCM % de (4.13) se verifica que

HfoLH < ||L7] . (4.14)

Demostracién. Sea y € D(T}). Puesto que T} es la inversa generalizada de Moore-
Penrose del operador acotado T|D( r) considerado sobre el espacio de Hilbert

D(L),(-,-),), se sigue de la Seccién 1.1 que o = TTy es la MSA de (4.13), es de-
* L L
cir, es la SCM con minima *-norma.

Sea # # !} una SCM de (4.13). Entonces HszH < ||z]|, y denotando con @ a la

proyeccién ortogonal de ) sobre R(T'|p;,) se tiene que

2 2 2
1Qy|I* + HLJ:TLH = HTmEH + HLxTLH (por Teorema 1.7 pues x| es SCM)
2
T
= <k
*
"
<zl
= | T&|* +[|L7|*

1Qull> + | LZ||*  (por Teorema 1.7 pues Z es SCM),

y por lo tanto HLxEH < ||Lz||. u
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Observacién 4.7. Es claro porque la unicidad de la SCM caracterizada en el teorema
precedente requiere que los nicleos de 7'y L no puedan tener ningiin elemento en
comin excepto el origen. Observar que si N'(T'|p ) = N(T') NN (L) # {0} entonces
el conjunto de las SCMs de (4.13) estaria dado por

Sy =x"+N(T)NN(L),

donde x*es una SCM cualquiera. Luego para dos SCMs cualesquiera z; = x* + zq,
29 =a*+x9 con x1,x9 € N(T)NN(L) se tendria que ||Lz1|| = || L2z, y asf todas las
SCMs tendrian la misma || L-|| seminorma.

Sin pérdida de generalidad supondremos de ahora en méds que L es sobreyectivo, es
decir que Z = R(L) (si ese no fuera el caso, podemos reemplazar Z por R(L) puesto
que éste es cerrado). Observar ademds que si bien T} : D(T}) — D(L) no es acotado
(Lema 4.4) L}, : Z — D(L) si lo es pues R(L) es cerrado.

Observacién 4.8. Las siguientes propiedades sobre los operadores T}[ y L; se siguen
inmediatamente de la Definicién 1.8, de la Observacion 4.5 y del Lema 4.3:

D(T}) = R(T |pwy) @ R(T)+,  D(LL) =R(L) @ R(L)* = Z,
N(T]) = R(T)*, N(LL) = R(L)* = 2+ = {0},
R(TH =T, R(LL) = L.

El siguiente lema provee descomposiciones para los subespacios D(T}) y D(L).
Lema 4.9. Sean Dy = R(TLY), Dy = R(Ty) y Ds = R(T)*. Entonces

(i) D1, Dy y D3 son ortogonales dos a dos;
(i) D(T}) = Dy & Dy & Ds;
(iii) ¥ = Dy & Dy & Ds.

Ademds, en D(L) se tiene la descomposicion (oblicua respecto al producto interno
original en X)
D(L)=N(L) &, (LNT) &, (N(T)ND(L)). (4.15)

Demostracién. Probaremos primero que D(Tfi) = D1 ® Dy & D3. Puesto que

D(T)) = R(T|p)) & R(T)" es suficiente con probar que R(T |p)) = Dy & Ds.
D3

Veamos primero que R(T|p;)) = D1+ Da. Del Lema 4.3 se tiene que R(LL) =

L c D(L) y por lo tanto se tiene que D; = R(TLY) ¢ R(T |D(L)). De igual modo,

puesto que Ty =T |N(L) se tiene que Dy = R(Ty) C R(T |D(L) ). Luego

Dy + Dy C R(T |pwy)- (4.16)
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Por otro lado, sea y = Tz € R(T |p()). Dado que D(L) = N(L) &, N(L)H =
N(L) @, R(L}), existen , € N(L) y =, € R(L}) tales que 2 = 1 + 25 y por lo tanto
y=Tr=Txy+Trxy ="Tox; +Txy € Dy + D;. Luego

R(T |pzy) C D1+ Do, (4.17)

y por lo tanto de (4.16) y (4.17) se tiene que R(T |p(z)) = D1 + Do.
Probaremos ahora que D, 1 D,. Paraello, sean y; € Dy, yo € D,. Entonces existen
T € R(L )y 2 € N(L) tales que y; = Tx1 y yo = Txe = Toxe. En consecuencia

(y1,y2) = (T'w1, Toxs) = (x1, T"Toxs) = 0,

donde la tltima igualdad se sigue del hecho que z; € R(LL) = £ ¢ R(T*Ty)*. Por
lo tanto Dy L Dy y R(T ‘D(L)) = Dy & D5, como se querfa probar. Esto completa la
demostracion de (i) y (ii).

Para probar (iii) observar que

Yy = D(T))
= D& Dy & Dy (por (ii))
= D, ®Dy® Ds (pues Y es espacio de Hilbert y D; | D; Vi # )
= Dy @ Dy ® D3,

donde la ltima igualdad se sigue del hecho que D3 es obviamente cerrado y Dy también
lo es en virtud del Lema 4.2.

Resta probar (4.15). Para ello observar que

D(L) (L) ® ( )t (pues N(L) es cerrado)

(L) @ (por Lema 4.3)

(L) &, E ND(L) (pues L C D(L))

(L) &, LN [ T|D(L)) &, N(T ‘D(L))J—*]

(L) &, L0 [ (MI)ND(L)) &, (N(T)nD(L))"]
(L)
(L)
(L)

L) &, LN [ (N(T)ND(L)) &, T]  (por Lema 4.3)
L) & LON(T)ND(L) &, LNT
L)@, LNnT @&, N(T)ND(L) (pues N(T)ND(L) C L).

Esto completa la demostracién del lema. [

En la Figura 4.1 se esquematizan dos representaciones, la descomposicién
x-ortogonal de D(L) C X en términos de los subespacios N'(T |p()), N(T) y LNT

y la descomposicion ortogonal de D(Tz) C Y en términos de los subespecios Dy, Do y
Ds.
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D)X DT, Hecy

N(T) Ds
TlD(L)

)

NL)

LnT Dy

Figura 4.1: Descomposiciones ortogonales

En la Figura 4.1 los “ejes” que definen al plano horizontal en ambas representaciones
son mapeados el uno sobre el otro (a su correspondiente) de izquierda a derecha por
el operador T’ |D( ) v de derecha a izquierda por el operador Tg, mientras que los ejes
verticales representan los nticleos de tales operadores. Asi por ejemplo, la imagen del
subespacio N (L) en X por el operador T' |D(L) es el subespacio Dy en )Y y la imagen

del subespacio D; en Y por el operador Tz es el subespacio LN7 en X. En la siguiente
observaciéon mostraremos brevemente las correspondencias de estos mapeos.

Observacién 4.10.

1)

Puesto que Dy = R(T |x1)) = T(N(L)) se tiene que T |z mapea N (L) sobre
D,. Por otro lado, como T,-J[T | A(z) €s la proyeccién *-ortogonal de D(L) sobre
N(T|py)* =T y N(L) C T se tiene que T} (D,) = T} (T(N(L))) = N(L)
y en consecuencia Tz mapea D sobre N (L).

Observar que T =N(T |pr))t = N(L) & LN T (ver Lema 4.3 y (4.15)) y
también
T = R(T})
= T}(D1) @, T}(D2) (Lema 4.9: D(T}) = D1 ® Do @ D3 y Dy = N(T}))
= TI(Dy) @, N(L) (por Observ. 1) se tiene que T (Dy) = N'(L)).
En consecuencia se tiene que T} (D;) = £NT. Por otro lado, R(T o)) =
D; + Dy (ver demostracion del Lema 4.9) y como por 1) T |p(;) mapea N(L)
sobre Dy y D(L) = N(L) & LNT &, N (T |p(y), se sigue entonces que T |p()
mapea £ N7 sobre D;.

Finalmente, como D3 = R(T)* = R(T |pz))* (ver Observacion 4.5) es el micleo

del oprador T} se tiene que T} (Ds) = {0} y como N(T) N D(L) es el micleo del
operador T'|p(z) se tiene obviamente que T |p() (N(L) N D(L)) = {0}.
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El siguiente resultado que relaciona los adjuntos de los operadores 7' y L} serd
necesario en la préxima seccién.

Lema 4.11. Sean T' y L como en el Lema 4.3 y D1, Do, D3 como en el Lema 4.9.
Entonces

(i) Do+ D3 C N((LL)T),
(ii) R((LE)"T*) € D(LY).
Ademds, siy =11 +y23 €Y cony; € Dy, Y23 € Dy + D3 se tiene que
L*(LE)* Ty = Ty, (4.18)
Demostracién.

(i) Puesto que Dy = R(T)* = N(T*) ¢ N((LL)*T*) es suficiente con probar que
Dy C N'((LE)*T*). Para esto observar que

y€ Dy = Fxe N(L)tal quey=Toz (pues Dy = R(Tp))
— Jrc N(L) tal que Ty = T*Tyz € L*
—> (LL)'T*y =0 (pues Ty € L = R(LY)" = N((L})"))
— y e N((LL)yT™),
donde la segunda implicacién se sigue del hecho que R(T*Ty) C R(T*Ty)*+ c £+
(pues £ C R(T*Ty)* por (4.7)). Luego Dy C N'( (LL)*T*) como se queria probar.

Probaremos ahora (ii) y (4.18). Para ello sea y = y; + 323 € Y con y; € Dy,
Y23 € Do + D3. Entonces

(L) Ty = (LL)Try + (LL) Ty
= (LL)'T*y (pues por (i) y23 € N((LL)T)).  (4.19)

Recordemos que, en virtud del Lema 4.9 y (4.7), D(L) = N (L) ¢, L. Conside-
raremos ahora los siguientes dos casos:

CAso 1) Si z € L entonces

<Lx,(LTT)*T*y> - <Lx,(L})*T*y1> (por (4.19))
- <LTTLx,T*y1>
= (z,T"w), (4.20)

donde la dltima igualdad se sigue del hecho que LTTL es la proyeccion x-ortogonal
de D(L) sobre N(L)** =Ly z € L.
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CASO 2) Supongamos que z € N(L). Como y; € D; = R(TL) existe
{z,} € R(LL) = £ tal que Tz, "= g, y por lo tanto T*Tx, "=° T*y,.

Entonces
(x, T*y1) = <x, JLI&T*T%>
= nh—>nolo (x, T*Tx,)
= lim (T*Tow,z,)  (puesz € N(L)y To =T |nw) )

= 0 (pues {z,} C L C R(T*Ty)* por (4.7)).

Por otro lado, <L3z:7 (LTT)*T*y> =0 pues x € N (L) y por lo tanto

(Lo, (LY)'T'y) = (@, T"y) (= 0). (4.21)

De (4.20) y (4.21), y puesto que como vimos D(L) = N(L) &, L, concluimos que
<Lx, (L})*T*y> = (x,T*y;) Vo € D(L) de donde se siguen (ii) y (4.18). Esto completa
la demostracion del lema. |

4.2 Regularizacion con seminormas

Para aproximar la MSA xTL =T zy del problema Tz = y, x € D(L) podriamos utilizar
cualquiera de los métodos espectrales de regularizacién estudiados en los capitulos
anteriores, considerando el operador T'|p(z) sobre el espacio de Hilbert (D(L), (-,-),),

definiendo de este modo una familia de operadores de regularizacién para T} como
Ry = go(T*T)T*, donde g,, satisface las hipétesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1y,
recordemos, T* es el operador adjunto de T' : (D(L), {-,-),) — Y. Parael caso particular
del método de Tikhonov-Phillips esto fue estudiado en 1980 por Locker y Prenter ([40]).
Este enfoque tiene ciertas desventajas desde el punto de vista computacional, pues
requiere del célculo del operador adjunto T% = (T*T 4 L*L)"T* : ) — D(L) (ver
[40], Lema 4.1). Asi, toda instancia en la que sea necesario el célculo de T* requeriré la
solucién de una ecuacion lineal con el operador T*T 4 L*L, lo que usualmente resulta
computacionalmente costoso.

Un enfoque diferente fue introducido por Hanke en 1992 ([30]). Aunque con este
método se evita el calculo del operador T%, también se requiere de la solucién de
ecuaciones lineales pues deben calcularse los operadores L:} y (L;)* Sin embargo, es
importante mencionar que tales sistemas pueden resolverse de manera eficiente cuando
L es un operador diferencial (ver [18], Seccién 9.2).

En esta seccién nos proponemos analizar este segundo enfoque para la aproximacion
de xTL Con este propdsito comenzamos definiendo el siguiente operador

B=TL}. (4.22)

Notar que B : Z — ) es acotado ya que ambos operadores T': D(L) — )Yy L} 12—
D(L) lo son (este ultimo puesto que R(L) es cerrado). Como siempre, consideraremos

a D(L) como un espacio de Hilbert con el producto interno (-, -),.
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La siguiente proposicién, que serd muy 1til en demostraciones posteriores, se conoce
como “ley de orden inverso” para la inversa generalizada de un operador producto (ver
por ejemplo [17]).

Proposicién 4.12. SeanT y L como en el Lema 4.3. Entonces la inversa generalizada
de Moore-Penrose de B = TLTT esta dada por Bt = LTE.

Demostracién. Sean Dy, Dy y D3 como en el Lema 4.9. Entonces R(B) = R(TL}) =
D, y en consecuencia D(BY) = R(B)&R(B): = Dy@ D, = D(T}) (lailtima igualdad
se sigue del hecho que D,* = Dy & Ds, D(Tz) = D; & Dy & D3, ver demostracion del
Lema 4.9).

Probaremos que el operador LTE satisface junto con B las cuatro ecuaciones de
Moore-Penrose ( (1.15) - (1.18) ). Puesto que éstas caracterizan a BT se tendra entonces
que BY = LT}. En virtud de la Observacién 1.10 serd suficiente con probar que los
operadores B(LT}) y (LT})B son proyecciones ortogonales (més precisamente B(LT])
debe ser la restriccion a D(T1) de una proyeccién ortogonal). Consideremos primero
el operador B(LT}) : D(T}) — Y. Dado y € D(T}), en virtud del Lema 4.9 podemos
escribir y = y1 + y2 + y3 con y1 € D1, y2 € Do, y3 € D3 y por lo tanto

B(LT))y = BL(Tiy+ T}y + T}ys)

= ) S, (4.23)

donde S; = BLsz,-, 1 =1,2,3. A continuacién analizaremos por separado cada uno
de los tres términos en el lado derecho de (4.23).

St : En la Observacion 4.10 vimos que el operador T g mapea D, sobre LN 7T, i.e.
Tz(Dl) = LN 7. En consecuencia, como y; € Dy, szl € LN 7. Entonces

Sy = BLT}y, = TLL LT}y, =TTy = uy, (4.24)

donde la peniltima igualdad se sigue del hecho que LTTL es la proyeccién
x-ortogonal de D(L) sobre N (L) = Ly Tly, € LN T, y la dltima igual-
dad pues y; € Dy C R(T) y TT} es la restriccion a D(T}) de la proyeccién
ortogonal de Y sobre R(T |p(r)) = R(T) (ver demostracion del Lema 4.4).

Sy : En la Observacion 4.10 también vimos que el operador Tz mapea Dy sobre N'(L),
i.e. TI(Dy) = N'(L). En consecuencia, como 1, € D, se tiene que T}y, € N'(L)
y por lo tanto Lszg =0,y

Sy = BLT}y, = 0. (4.25)

S3 : Finalmente, vimos en la Observacién 4.10 que Dj3 es el nicleo del operador T]I.
En consecuencia, como y3 € Ds, se tiene que TLTyg = (0 y por lo tanto LTgyg =0,

y
Sy = BLT]ys = 0. (4.26)
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Asi, de (4.23), (4.24), (4.25) y (4.26), se sigue que BLT]y = 1 y en consecuencia
el operador B(LT}) es la restriccién a D(T)) de la proyeccién ortogonal de ) sobre
D, = R(B).

Consideremos ahora el operador (LTLT)B : Z — Z. Dado z € Z, como
Liz € N(L)* = L (ver Lema 4.3) y de (4.15) se tiene que N(L) = LNT @,
N(T)ND(L), existen 1 € LNT y x5 € N(T) N'D(L) tales que

LYz =z + z,. (4.27)
Entonces

(LT))Bz = (LTHTLL.~
— LT} (Txy+Txy) (por (4.27))
= LT]Txz, (pueszy e N(T))
Ly, (4.28)

donde la tltima igualdad se sigue del hecho que TLTT es proyeccion x-ortogonal de D(L)
sobre N ( Tlpzy )'* =7 (ver Lema 4.3) y 2, € LNT).
Por otro lado, se tiene que

z = LLYz (pues R(L) = Z y por lo tanto LL}, = TI)
= L(x;+x2) (por (4.27))
— ~~

€R(LlznT) GR(L|N(T)m>(L) )

Ademas, R(L|,~7) = R(L|;) (puesto que obviamente R(L|,~;) C R(L|;) y la otra
inclusion se sigue facilmente del hecho que 7 = (N(T)ND(L) ) = N(L)®, (LNT))
y
R(L 7)) L R(L | wirnpw))- (4.30)
Para probar (4.30) sean z; € R(L |znr) = R(L|7) y 22 € R(L |N(T)QD(L)). Entonces
existen x1 € T, x5 € N(T) N D(L) tales que 23 = Lxy y 22 = Lxo. Asi, por (4.8) se
tiene que (Lxy, Lxo) = 0y por lo tanto (z1, z2) = 0. De (4.28), (4.29) y (4.30) se sigue
entonces que el operador (LT})B es la proyeccion ortogonal de Z sobre R(L| rnr) =
R(L|7)-
Esto prueba entonces que efectivamente el operador LTE es la inversa generalizada
de Moore-Penrose de B, esto es Bl = LT]I. |

Observar que si L = [ es el operador identidad, entonces la inversa generalizada de
Moore-Penrose de B =T" es obviamente TIT =TT

A continuacién procederemos a construir una familia de operadores de regula-
rizacién para Tz en términos de los operadores L, Ty =T | NI Yy B= TL; definidos
precedentemente. Para ello necesitaremos previamente del siguiente lema.

Lema 4.13. Sean X)), Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3 tales que
satisfacen la condicion de complementacion (4.2). Entonces para y € D(T}), Tly es
la componente (proyeccion +-ortogonal) de T}y en N'(L).
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Demostracién. Observar en primer lugar que D(T}) = Dy @ Dy & Ds (Lema 4.9),
R(T]) = N(T|D(L))l* = T (ver Lema 4.3) y puesto que D(L) = N (L) @, (LNT) @,
N(T|py) (por (4.15)) se tiene entonces que
R(T}) = T}H(Dy @ Dy @ D3) = N(L) &, (LNT). (4.31)
Supongamos ahora que y € D(Tg). Entonces y = y1 +y2+y3 con y; € Dy, yo € Do,
ys € D3 y por lo tanto
Tly = Tiy +Tiy +Tlys
Tiy +Tlys  (pues ys € D3 = R(T)" = R(T|p)) " = N(T}))
= 2+ (4.32)
donde z; = Tly;, i = 1,2, &y € T)(Dy) = LNT y a5 € T%(Dg) = N(L) (ver
Observacién 4.10 2), 1) ). Probaremos ahora que efectivamente Ty = x2. En efecto
T2 = szz
— TITyTly  (pues TyT{ es la proyec. ortogonal de Y sobre R(Tp) = D)
=TTl Ty (oues Ty € RT) = N(L) € D(L))
= Ty, (4.33)
donde la 1ltima igualdad se sigue del hecho que Tfi T|D(L) es la proyeccion x-ortogonal
de D(L) sobre R(T}) y Tiy € N(L) € R(T}) (la inclusién se sigue de (4.31)). Esto
completa la demostracion del lema. [
Observacién 4.14. De (4.32) y (4.33) se sigue inmediatamente que para y € D(T])
Thy—Tly=2,€LNT, (4.34)
donde x; = PmTsz.

En forma andloga a lo hecho en la Seccién 2.1 para el caso L = I, dada una familia
de funciones {ga(\)},-0 L

que aproximen a y (adecuadamente elegida) procedemos a
definir la familia de operadores {R,},., como
R =T} + L} g.(B*B) B*. (4.35)

En lo que resta de esta seccién probaremos que esta familia {R,},., constituye una

regularizacion para Tz y analizaremos diversas propiedades de esta familia, como asf
también varios resultados de convergencia.

Observar que, para todo y € D(TLT) se tiene que
L} go(B*B) B'y € R(Lk.go(B*B) B*) C R(Ly) = N'(L)™
y puesto que R(T) = N(L), los términos en (4.35) constituyen una descomposicion

*-ortogonal.

El siguiente teorema (andlogo al Teorema 2.1), provee condiciones suficientes so-
bre la familia {g.},., que garantizan que la correspondiente familia de operadores
{Ra} o0, con R, definido como en (4.35), es una familia de operadores de regula-

rizacién para T]I.
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Teorema 4.15. Sean X,), Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3, Q la
proyeccion ortogonal de Y sobre R(T), B = TL;, {9a}aso una familia de funciones
definidas sobre |0, ||B||2] que satisface las hipdtesis (H1), (H2), (H3) del Teorema 2.1
y R como en (4.35). Entonces

(i) siy e D(T]) se tiene que

R,y — sz, LR,y — LTLTy, TR,y — Qy cuando o — 07;
(ii) siy ¢ D(T)) se tiene que lil%l+ ILR,y|| = oc.

Demostracién. Sea y € ). Entonces, ¢,(B*B)B*y € Z y por lo tanto

9o(B*B)B*y = LLY g.(B*B)B*y (pues LL}, = I ya que R(L) = Z)
LT}y + LLY g.(B*B)B*y  (pues Tiy € N(L))
LR,y (por definicién de R,). (4.36)

Para probar (i), sea y € D(T}) = D(B'). Del Teorema 2.1 (i) y puesto que
B e L(Z,)) se sigue que

go(B*B)B*y — B'y para a — 0. (4.37)

De (4.36), (4.37), y utilizando el Teorema del orden inverso (Teorema 4.12), se tiene
que
LR,y — LT!y para a — 0", (4.38)

lo cual prueba una de las convergencias en (i).

a—0t
A continuacién probaremos que TR,y - Qy. Para ello observar que

TR,y = TTly+TLY g.(B*B)B*y (por definicién de R,)
= TyTiy+ Bg.(B*B)B*y (pues Tyy € N(L), To =T |x(ry v B=TLY})
— TyTiy+ BLR.y (por (4.36)) (4.39)
— (ToT} + BBy para a — 07, (4.40)

donde la convergencia se sigue de (4.38) y la continuidad de B. Analizaremos ahora los
dos términos que surgen en (4.40). Para ello observar que como D(T}) = Dy & Dy @ Dy
(ver Lema 4.9), podemos representar a y como y = y; + y2 + y3 con y; € Dy, ys € Do,
y3 € D3. Luego, puesto que TOTOT es la proyeccion ortogonal de ) sobre R(Ty) = Do,
se tiene que TOTOT y = 2. Andlogamente, puesto que BB es la proyeccién ortogonal de
Y sobre R(B) = D, se tiene que BBty = y,. Luego, ToTiy + BBy = v, +y1 y de
(4.40) se sigue que

TR,y — y2 + 11 = Qy para a — 07, (4.41)

donde @ es la proyeccién ortogonal de ) sobre R(T') = D, ® Dy = Dy* (pues por el
Lema 4.9 Y = D; ® Dy ® D3 y Dy =R(T)*).
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A continuacién probaremos la iltima convergencia correspondiente al caso (i), es

—0

decir que R,y el sz. Para esto observar que como R,y € D(L) y sz €T CD(L),
se tiene que

2 1 2 2
HRay - Tng < - (HTRay - TTng + HLRay - LTng ) (por la CC (4.2))
1 2 T 2
< (I Ray = QoI + | LRy — LT}y (4.42)
— 0 paraa— 0" (por (4.41) y (4.38)),

donde la dltima desigualdad se sigue del hecho que TTE es la restriccién a D(Tz) de la
proyeccién ortogonal de Y sobre R(T |p(r)) = R(T) (ver demostracién del Lema 4.4),

es decir TT! = Q

D(T})"
La segunda parte del teorema se sigue inmediatamente del Teorema 2.1 (ii) puesto
quesiy ¢ D(T)) = D(B') entonces lirél+ |ILR,y|| = co. Esto completa la demostracion

del teorema. ]

Observaciéon 4.16. Notar que las soluciones regularizadas R,y, con R, como en
(4.35), pertenecen a 7 ND(L*L). En efecto, observar en primer lugar que Yy € )
se tiene que
Roy = Tiy + LY go(B*B)B*y € D(L).
— ~ “

EN(L) eR(LL)=L

(i) Probaremos que R,y € D(L*L). Para ello observar que

LR,y = g.(B*B)B*y (por (4.36))
= B'g.(BB")y (por (B.14)),
y por lo tanto LR,y € R(B*) = R((TLL)*) = R((L})*T*) ¢ D(L*), donde la

inclusion se sigue en virtud del Lema 4.11 (ii). Asi, LR,y € D(L*) y por lo tanto
Ray € D(L*L).

(ii) Veamos ahora que R,y € T = (N(T)ND(L))"*. Para ello, sea = € N(T) N
D(L). Entonces
(Roy,z), = (TR.y,Tx)+ (LR.y,Lz) (por (4.6))
= (LR.y,Lz) (puesz e N(T))
= (L"LR,y, )
= (L*B*j,x), para algin y € Y  (pues LR,y € R(B"))
= <L*(LTT)*T*Q, x> (por definicién de B)
(T"y1,z) (donde y; = P5 ¢ € Dy, por (4.18))
= <y17 T:L‘>
= 0 (pueszeN(T)),

y por lo tanto R,y € 7.
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Luego, de (i) y (i), Roy € T N D(L*L).

A la luz de la Observacién anterior resulta oportuno notar que las soluciones regula-
rizadas R,y tienen siempre mayor grado de regularidad que la solucién exacta xz Esto
es asi puesto que mientras mTL € D(L), para las soluciones regularizadas se tiene que

R,y € D(L*L). En el caso particular del método de Tikhonov-Phillips, en el que L = I,
esto ya fue observado al principio del Capitulo 4 puesto que z, € X 1= R ((T*T)%) =
R(T*) independientemente de la regularidad de 1.

También es oportuno observar que la convergencia de las soluciones regularizadas
en el Teorema 4.15 (i) es equivalente a la convergencia en la norma del grafo del
operador L, es decir convergencia en la norma ||-||, donde ||-||3 = [|-||* + ||L-]|%, la cual
es obviamente mds fuerte que convergencia en la norma original [|-|.

Observacién 4.17. En D(L) las normas ||-||; v ||]|, son equivalentes. En efecto, para
x € D(L) se tiene que

2 2 2
lzlly = Tz|” + [| Lz
2 2 2
< (T[] l=]|” + [ L=
2 2 2
< max {||T|]*,1} (||=|" + || Lz[]%)
2 2
= max {[|T]*, 1} [lz]|7, .
Por otro lado
2 2 2
|zl = l=z[|” + || L]

IN

1
S (ol + 2af) + 2ol (por1a CC (42)
1 1
N (— ; 1) | Lal?
Y Y

1
< (; i 1) (17| + | L)

1 2
= (1) el

En consecuencia, ||-||; v |||/, son equivalentes.

En virtud de esta equivalencia de normas se sigue entonces que Vy € D(Tz) las
a—07t

0.

soluciones regularizadas convergen en la norma ||-||, es decir HRay —Tly
*

En lo que resta de esta secciéon analizaremos la convergencia de las soluciones regu-
larizadas z, = R,y a sz tratando de determinar condiciones que aseguren un cierto
orden de convergencia en la norma original de X. Para este objetivo serd de funda-
mental importancia el siguiente resultado.
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Lema 4.18. Sean X, ), Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3, B = TL},
{9a}toso una familia de funciones definidas sobre [0, || B ||2] que satisface las hipdtesis
(H1), (H2), (H3) del Teorema 2.1 y R, como en (4.35). Entonces eziste una constante
¢ > 0 tal que para todo y € D(T}) se verifica

i < e 1]

Demostracién. Sea y € D(TD. Observar en primer lugar que

TRy —Qy = TRy —TTly (pues TT} = Qlpyy))
= TR.y - TTy — (TT}y — TTy)
= TRay—TTjy—T(Tly — Tjy) (pues T{y € N(L), To = T | vy )
= BLR.y—T(Tly—TJy) (por (4.39))
— BLR.y—TLLL(Tly—Tly) (%)
— BLR.y— BLT]y (pues B=TL} y Tly e N(L))
= B(LR.y — LT}y),

donde la quinta igualdad (x) se sigue del hecho que LTTL es la proyeccién *-ortogonal
de D(L) sobre N(L)** = L y Tly —Tly € LNT (por (4.34)). Luego,

ITRay = Qull < IBI | ERay — LTSy (4.43)

Por otro lado, en virtud de (4.42) se tiene que

2 1 2
R ey (e 7 VR 7 TR
Finalmente de (4.43) y (4.44) se sigue que

Y
%
dondec:£:<%(HBH2—k1)) > 0. -

Observaciéon 4.19. Del Lema precedente se sigue que, para y € D(Tfi) el orden de
convergencia de R,y a sz puede estimarse en términos del orden de convergencia de
LR,y a Lsz = B'y. Puesto que como vimos LR,y = g.(B*B)B*y, tal orden de con-
vergencia puede obtenerse utilizando los resultados del Capitulo 2 (con T' reemplazado
por B, ver Teorema 2.4), bajo ciertas hipétesis sobre la familia {g.},., y condiciones
fuente de la forma

B'y € X, = R((B*B)") (4.45)

para algin g > 0. Es importante senalar sin embargo que para p > 0 arbitrario,
la condicién fuente (4.45) no tiene una interpretacion general, independiente de los
operadores L y T, excepto en los casos particulares pu = % y u = 1, para los que se
tiene el siguiente resultado.
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Proposicién 4.20. Sean X,), Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3,
B =TL, yeD(T}). Entonces:

(i) Bty € R((B*B)z) si y sdlo si Ty € D(L*L) y L*LTiye R(T*).

(ii) Bty € R(B*B) siy sdlo si Tjy € D(L*L) y L*LT}y € R(T*T |pw))

Demostracién. Para probar (i) observemos en primer lugar que

(=

Bly e R(B*B)?) <+ BlyeR(B*) (por la Proposicién B.15)
— BfyeR((LL)T*) (pues B=TL)
— 3JweY:Bly=(L)yTw. (4.46)

) Sea By € R((B*B)?). Entonces por (4.46) existe w € Y tal que Bly =

LT}y = (LL)*T*w. Como R(( ) C D(L*) (ver Lema 4.11 (i) ) se tiene que
LTiy e D(L*) y por lo tanto T?y € D(L*L). Luego, L*L T}y = L*(LL)*T*w =
T*wy, donde la iltima igualdad se sigue de (4.18) con w; = Pp w. Por lo tanto,
L*LTly € R(T*).

(<) Supongamos ahora que T}y € D(L*L) y L*LT}y € R(T*). Entonces

(=

Bfy = LT}y (por Proposicién 4.12)
(LLY)*LT}y (pues LLL = I ya que R(L) = Z)
— (LY)*L*LT}y  (pues T}y € D(L*L))
= (L;)*T*w, para algin w € ) (pues (L*L)Tgy € R(TY)).

Ast, Bly tiene una representacién como en (4.46) y por lo tanto Bty € R((B*B)?).

Ahora demostraremos (ii).

) Supongamos que BTy € R(B*B). Entonces existe w € R(B) tal que Bly = B*w

Puesto que B = TLT se tiene que B* = (L})*T* y en virtud de la Proposicién
4.12 Bt = LT}. Por lo tanto

LT}y = (LYY T w. (4.47)

Por otro lado, como R((LL)*T*) ¢ D(L*) (ver Lema 4.11 (ii)) se sigue que
Lsz € D(L*) y por lo tanto sz € D(L*L). En consecuencia

L*'LTly = L*LL)y*T*w (por (4.47))
= Trw,

donde la tltima igualdad se sigue de (4.18) ya que w € R(B) = R(TL}) = D,
(ver Lema 4.9). Ademds, como Dy = R(TL}) ¢ R(T Ip1)) (ver Lema 4.9) se

tiene que w € R(T |D(L)) y por lo tanto L*L Tj—iy € R(T*T |D(L))
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(<) Supongamos ahora que T}y € D(L*L) y L*LT}y € R(T*T |p(z))- Entonces

By = LTly (por la Proposicién 4.12)
= (LLL)LTly  (pues LLL = I ya que R(L) = 2)
(LL)*L*LTly (pues Tjy € D(L*L))
= (LL)*'T"Tz, para algin z € D(L) (pues L'LT}y € R(T*T |pry) ).

Como z € D(L) = N(L) &, N(L)™ = N(L) &, R(L}), existen € N(L) y
z € Z tales que x = T + Lyz. Entonces

Bty = (LL)yT*Tz + (LL)y*T*TL}~
— (LL)*T*Tyi + (LL)*T*TLY.z  (pues & € N(L))
= (LhyT 7Lz
B*Bz (pues B =TL),

donde la pentltima igualdad se sigue del hecho que TyZ € R(Ty) = Dy y
Dy € N((LE)*T*) (ver Lema 4.11 (i) ). En consecuencia By € R(B*B).

Esto concluye la demostracién de la proposicion. [

Observar que en virtud de la proposicién anterior las hipétesis clédsicas de suavidad
Tiy € R(T*) y Tly € R(T*T), que corresponden al caso particular L = I, tienen
que ser remplazadas ahora por las correspondientes hipétesis para L*Lsz. Asi por

d2

ejemplo, si Q@ =1[0,1] y L = j—; con dominio H*(€2), entonces L* = 455 con dominio

D(L*) = H* () N Hy(Q) = {u e H*(Q) [ ulog = ' |ogg =0} .

Por lo tanto, a la luz de la Proposicién 4.20, en este caso particular, la condicién fuente
Bty € R(B*B) significa que Tj—iy € HYQ) y (;‘—;sz satisface la hipétesis de suavidad
“clasica” de pertenecer al R(T*T).

4.3 Tikhonov-Phillips generalizado

En esta seccién nos proponemos estudiar en detalle el caso particular de los métodos
espectrales de regularizacién utilizando operadores diferenciales para el caso en que
la familia de funciones {ga},-, es la asociada al método cldsico de Tikhonov-Phillips.
Esto es, analizaremos las soluciones regularizadas obtenidas con los operadores R,
definidos en (4.35), para el caso particular en que g,(\) = Fla

En primer lugar, al igual que en el caso clésico (L = I), probaremos que las solu-
ciones regularizadas obtenidas con esta eleccién de la familia de funciones {g,},., son

también soluciones de una “ecuacion normal reqularizada” (ver (3.2) ).

Proposicién 4.21. Sean XY, Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3
tales que satisfacen la condicion de complementacion (4.2), a > 0, go(\) = Flcw R,
como en (4.35), y € Y y xo, = Ryy. Entonces x, es solucion de la ecuacion normal
reqularizada
(I"T +aL*L)x, =Ty,
y por lo tanto
2o = (T*T +aL*L) ' Ty, (4.48)
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Demostracién. Sea y € ) y definamos
Lo = Ray =z} + L1 go(B*B)B*y,
donde z = Tly. Como z, € D(L*L) (Observacion 4.16) se tiene que
L*Lx, = L*La}+ L*LL} g.(B*B)B*y
= L*g,(B*B)B"y, (4.49)
donde la dltima igualdad se sigue del hecho que xg eN(L)y LL; =/Ipues R(L) = Z.
Por otro lado
T*Tz, = T*Tx}+T*T L} g.(B*B)B*y
= T*TyTly+ L*(LL)*T*T L. g.(B*B)B*y
T*TyTjy + L*B*B go(B*B)B*y  (pues B=TLL),  (4.50)
donde la segunda igualdad se sigue del hecho que xg eN(L), To=T | N Y por el
Lema 4.11 ya que TL} g,(B*B)B*y € D; = R(TL}).
Luego, de (4.49) y (4.50) se sigue que
(T*T + aL*LYz, = T*TyTiy+ L* (B*B + al) g.(B*B)B*y)
= Ty + L (B'B+al) (B'B+al) ' By (9.()) = 1)

= T*TyTly+ L*(LL)*T*y  (pues B = TL}). (4.51)

Ahora, puesto que y € ), en virtud del Lema 4.9, existen y; € Dy, Yo € Do, y3 € D3
tales que y = y1 + y2 + y3 y por lo tanto, TOTOT y = ya (pues TOTOT es la proyeccién
ortogonal de ) sobre D) y L*(LL)*T*y = T*y; (por el Lema 4.11). Reemplazando
en (4.51) se sigue entonces que

(T"T+al*L)z, = Trys+ Ty
= Ty + Ty +T*ys  (pues ys € D3 = R(T): = N(T™))
= T"y.
Finalmente, de la condicién de complementacion (4.2) se sigue inmediatamente que el
operador 11"+ aL*L es inversible y por lo tanto
to = (T"T 4+ aL*L) ' T*y.
como se queria probar. [

Ademis del resultado de la proposicién anterior existen otras analogias con el caso
clésico (L = I), en particular el siguiente resultado anédlogo al Teorema 3.1, mues-
tra que las soluciones regularizadas obtenidas con el método de Tikhonov-Phillips
generalizado (R, como en (4.35) y g () son también soluciones de un problema
de optimizacién sin restricciones.

_ 1
= %a)

Teorema 4.22. Sean X,), Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3 tales
que satisfacen la condicion de complementacion (4.2), « >0,y € Y y x4 definido como
en (4.48). Entonces x, es el unico elemento que minimiza el funcional de Tikhonov-
Phillips generalizado

Ja(x) = | Tz —y|I* + a||Lz|*, z € D(L). (4.52)
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Demostracién. Sea y € ). Probaremos que el funcional J, definido como en (4.52)
es estrictamente convexo, Fréchet diferenciable con respecto a la norma ||-||, en D(L)
y coercitivo.

(i)

(i)

Probaremos primero que J, es estrictamente convexo (ver Definicién A.98 (i) ):
sean x1, o € D(L) con 21 # o y 0 <t < 1. Entonces

tJo(z1) + (1 —t) Jo(xe) — Jo(tx1 + (1 — ) 29) =
= [Tz —y|* + tal|La||* + (1= t) [|Tws — y||* + (1 — t) || Lo |
—|IT (tar + (1 = t) @) =yl — @ || L(tar + (1 — ) x2)|”
= [Tz + tlyl|* — 2t Re (Tw1,y) + to || Las ||* + (1 — 1) || T ®
+(1 =) [yl = 2(1 = t) Re (Twa, y) + (1 — t) a || Laa||* — * || Tz ||*
—(1 = )2 ||Txs|]* = ||lyl|* = 2t (1 — t) Re (Txy, Txs) + 2t Re (Taxq, y)
+2(1 —t)Re (Txa,y) — at? ||Lay|)* — o (1 — £)? || La|)?
—2at (1 —t)Re(Lxy, Lxs)
t(L=t) [ Tas||* + ¢ (1= 0) | Ts||* + vt (1 = t) || Lava ||
+at(1—1t)||Lag|* — 2t (1 — t) (Re (Txy, Tas) + o Re (Lay, Lay))
t(1—1t) (|To1 — Tao|)* + || Lay — Lao?)

> t(1—t) min{1,a} (|T(x1 —z2)|* + || L(z1 — 2) )
> t(1—t)min{l,a} ~ |lz;—a||> (por la condicién CC (4.2))
S—— ~~ <~~~ ~—
>0 >0 >0 >0
> 0,

y por lo tanto .J, es estrictamente convexo.

Probaremos ahora que J, es Fréchet diferenciable sobre D(L) (ver Definicién
A.93). Para ello sean z, h € D(L). Entonces
Jo(z 4+ h) = Jo(z) =
= ||Tz+Th—y|* + al|L(z + h)|* = |Tz — y||* — a|| Lz
= |Tz —y|* + ||Th|* + 2Re (T — y, Th) + o || La|®
+a||Lh|* +2aRe (La, Lh) — | Tz — y||* — o || Lz|®
— 2Re(T"Tx —T*y + o L*La,h) + | Th|* + o | Lh||*. (4.53)
Observar que para x € D(L), y € Y y a > 0 fijos
ly(h) =2Re(T"Tx —T"y+ aL*Lzx,h)
define un funcional lineal y continuo sobre D(L). Ademds puesto que
ITh|)* + a||Lh|* < max {1,a} (|Th|* + | Lh|*) = max {1,a} ||h]? se tiene que
|Th||> + a||LR|]* = O(||R]|?) = o(||h|l,) para ||h], — 0. Se sigue entonces de
(4.53) que
Jo(x +h) = Jo(x) = L:(h) + o(|[1],) para [[h]|, — 0.

Luego J, es Fréchet diferenciable en © € D(L) Vx € D(L) y J.(z)h =, (h) =
2Re((T*T 4+ aL*L)x — T*y,h) Yh € D(L). En consecuencia, J, es Fréchet dife-
renciable en x € D(L).
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(iii) Puesto que «a es positivo la coercitividad (Definiciéon A.98 ii)) de J, se sigue
inmediatamente de la condicién de complementacién (4.2).

De (i), (ii) y (iii) se sigue, en virtud del Teorema A.99, que J, tiene un unico
minimizante global £ € D(L) y este satisface J/(Z)h = 0 Vh € D(L) o equiva-
lentemente 2Re ((T*T + aL*L)T — T*y,h) = 0 Yh € D(L), de donde se sigue que
(T*T + aL*L)Z — T*y = 0 y por lo tanto Z = (T*T + aL*L)"'T*y = xz,, como
querfamos probar. u

Es oportuno senalar aqui que puesto que la familia {ga},., con ga(\) = —L_ satis-

face las hipdtesis del Teorema 4.15, se sigue entonces que las soluciones regli\lglyfizadas
Z, obtenidas con el método de Tikhonov-Phillips generalizado convergen a T]Iy para
a — 0T para todo y € D(Tg). Desde el enfoque de la teoria de optimizacién que surge
del teorema precedente este método ha sido estudiado por primera vez en el ano 1980

por Locker y Prenter (ver [40]).



Capitulo 5

Regularizacién por variacion
acotada

En diversas aplicaciones, particularmente en procesamiento de senales, restauracion
de imdgenes e identificaciéon de pardmetros ([16] y [28]), un inconveniente que pre-
sentan todos los métodos tradicionales de regularizacién para problemas inversos mal
condicionados estudiados en los capitulos precedentes (tales como Tikhonov-Phillips,
Showalter, TSVD, etc.) radica en el hecho que ninguno de ellos permite soluciones
discontinuas o no regulares en general. Por esta razén en los casos en que la solucién
exacta posee discontinuidades o vértices, las soluciones regularizadas obtenidas con
tales métodos resultardn en aproximaciones pobres o de baja calidad, especialmente
cerca de puntos o regiones donde la solucion presenta tales pérdidas de regularidad.

En el Capitulo 3 observamos que el método clasico de Tikhonov-Phillips es am-
pliamente utilizado debido a la simplicidad de su formulacién como un problema de
optimizacién sin restricciones. También notamos que el penalizante ||z||* tiene dos
objetivos fundamentales: el de inducir estabilidad y el de “seleccionar” la solucién de
cuadrados minimos de minima norma (a la que convergen las soluciones aproximadas
a medida que el pardmetro de regularizacién « tiende a 0). Asimismo mencionamos
que en determinados problemas, en los que es preferible preservar las discontinuidades
que pudieran existir en la solucién exacta, las selecciones de la solucién de cuadrados
minimos de miima norma y/o de ||z||* como penalizante en el funcional de Tikhonov-
Phillips pueden no ser las mdas adecuadas. En estos casos podria resultar conveniente
el diseno de estrategias que introduzcan estabilidad sin “regularizar” mediante la uti-
lizacion de penalizantes que admitan soluciones discontinuas. La utilizaciéon de penal-
izantes basados en esta estrategia da lugar a los llamados “métodos de regularizacion de
Tikhonov-Phillips generalizados”, algunos de los cuales ya hemos estudiado en el capi-
tulo anterior para el caso particular en que el penalizante esta dado por seminormas del
tipo ||Laz:||27 asociadas a operadores diferenciales. En este caso vimos que el penalizante
“selecciona” la solucién de cuadrados minimos de minima || Lz|| seminorma.

En los ultimos 15 anos varios autores (ver por ejemplo, [1], [9], [10], [11] v [42])
han propuesto diversas generalizaciones del tradicional método de regularizacién de
Tikhonov-Phillips, basados en la estrategia de inducir estabilidad a través de la uti-
lizacién de diferentes penalizantes, dando lugar a una gran variedad de métodos con
penalizantes no suaves. En 1994 R. Acar y C. R. Vogel introdujeron ([1]) el método de

99
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reqularizacion por variacion acotada utilizando como penalizante la norma de variacién
acotada, ||-|| 51/, ¥ analizaron los problemas de existencia, unicidad y estabilidad de los
minimizantes del funcional

Jo(x) = || Tz — y”2 +a ||x||BV'

En este caso particular las soluciones aproximadas sélo estan forzadas a ser de variacion
acotada y no necesariamente deben ser suaves.

Si bien aun no existe una teoria general para penalizantes arbitrarios, en 2011
G. Mazzieri, R. Spies y K. Temperini ([45]) encontraron condiciones suficientes sobre
los penalizantes en los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados de la forma

Ja(z) = Tz —y|* + aW(z), z €D,

donde W (-) es un funcional penalizante arbitrario con dominio D C X y «a > 0, que
garantizan existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes.

Aunque ain resta mucho por investigar en esta direccién, algunos métodos de regu-
larizaciéon con funcionales penalizantes no diferenciables ya han sido empleados exi-
tosamente en una gran variedad de aplicaciones, especialmente en procesamiento y
reconstruccion de imdgenes satelitales y en Medicina (ver [16] y las referencias allf).

En este capitulo nos proponemos estudiar en detalle el problema de optimizacién
min {|| Tz — y||> + a W (z)}

para el caso particular en que X es un espacio de funciones y el penalizante W es la
norma o la seminorma de variacién acotada sobre dicho espacio. Como mencionamos
anteriormente, esta eleccién del penalizante origina el “método de regularizacion por
variacion acotada”, conocido también como “reqularizacion por variacion total”, ori-
ginalmente introducido por L. Rudin, S. Osher y E. Fatemi en 1992 ([59]) como una
técnica para procesamiento y restauracion de imagenes. Presentaremos primero un ade-
cuado andamiaje matemdtico que proveerd las bases para el estudio de dicho método
de regularizacién y luego procederemos al andlisis de existencia, unicidad y estabilidad
de los minimizantes del correspondiente funcional de Tikhonov-Phillips generalizado.
Para el anélisis de estabilidad consideraremos distintos problemas perturbados (e.g.
perturbaciones en el dato, perturbaciones en el operador 7', etc.). Finalmente abor-
daremos el estudio de la convergencia de las soluciones regularizadas obtenidas con
tales métodos.

5.1 Definiciones y resultados preliminares

Como mencionamos anteriormente el objetivo de este capitulo es estudiar en profun-
didad la teorfa matemaética de los métodos de regularizacién de tipo Tikhonov-Phillips

'El término “regularizacién” es, de algiin modo, inapropiado ya que pueden obtenerse minimizantes
discontinuos. Recordar que en el contexto de problemas inversos “regularizacién” significa “suavisar”.
Sin embargo, conservamos el uso de ese vocablo que en la jerga de los problemas inversos se utiliza
implicitamente como sinénimo de “estabilizacién”.
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que surgen al utilizar como penalizante la seminorma de variacién acotada o la norma
de variacion acotada. Para este propdsito serd necesario introducir previamente una
serie de conceptos y definiciones que serdan de fundamental importancia para el cumpli-
miento de ese objetivo y todos los desarrollos ulteriores. Esta es precisamente la finali-
dad de esta seccion en la que, si bien la mayorfa de los resultados son conocidos, hemos
incluido demostraciones propias y completas de algunos de los que consideramos més
trascendentes e importantes para los desarrollos posteriores. Para todos los resultados
cuyas demostraciones no hemos incluido, hemos senalado referencias apropiadas donde
las mismas pueden encontrarse.

A lo largo de todo este capitulo supondremos que €2 es un subconjunto abierto,
convexo y acotado de R, con d = 1,2 6 3, con frontera 02 de tipo Lipschitz con-
tinua?. Denotaremos con || a la medida de Lebesgue de Q y para x = (z1,...,24),
y = (y1,...,yq) € R? denotaremos con || y x -y a la norma euclidea y al producto

d d
interno en RY, respectivamente, esto es |x| = 2?2y x-y=> x;y;. Ademds para

A =1

d
a = (ag,ay,...,aq) € NI con Ny = NU {0}, se define |a] = > a;. Si la funcién
i=1
u:Q — R es |al veces continuamente diferenciable®, denotaremos como es usual con
o .
D a —2i2) _ Para q = (0,0,...,0) € N¢ se define D*u = u.

Ocl OC2 Ocd.
Oz~ 0zy°...0z

A continuacién recordaremos las definiciones de una serie de espacios funcionales
sobre €2 que utilizaremos con frecuencia en este capitulo. Sean £,/ e Ny 1 < p < o0
se definen los siguientes espacios de funciones

C'Q)=C(Q) ={u:Q— R/ ues continua},
CHQ) ={u:9Q — R / ues k veces continuamente diferenciable},

C>®(Q) = {u:Q — R / u es infinitamente diferenciable} = (| C"().
heN

Claramente C*®(Q) C --- C C*(Q) Cc C*1(Q) C --- C CQ) = C().
Co(2) ={u € C(Q) / sop(u) es compacto}?,
CE(Q) = {u € C*¥(2) / sop(u) es compacto} = C*(Q) N Co(N).
Cr(2) ={u € C>(Q) / sop(u) es compacto} = C*°(2) N Cy(2),
LP(Q) = {u:Q — R / u es medible Lebesgue, [, [u(z)” dz < oo},
L>(Q) = {u : 2 — R / u es Lebesgue medible, esssup |u(z)| < 00}5,

e

2Se dice que la frontera de un conjunto es de tipo Lipschitz si es la grafica de una funcién continua
de Lipschitz. Sean M y N espacios métricos, se dice que una funcién u : M — N es Lipschitz continua
si existe una constante ¢ > 0 tal que dist(u(z),u(y)) < cdist(z,y) Vz,y € M.

Notar que, si u es Lipschitz continua, entonces u es uniformemente continua; y por lo tanto, continua.

3Para k € N, se dice que una funcién u :  — R es k veces continuamente diferenciable si tiene
derivadas parciales continuas hasta de orden k.

4Se define el soporte de u : 2 — R, sop(u), como la clausura en €2 del conjunto {z € Q / u(z) # 0}.

°Se define el supremo esencial de u : Q — R, esssuplu(x)|, como esssup|u(z) =

S zEQ

inf{ce R/ [{z:u(z) > c}| =0} (en este ultimo, |-| representa la medida de Lebesgue).
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Wke(Q) = {ue LP(Q) / D*u e LP(Q) Va e N§ : |a] <k}, 1< p < oo,
Co(Q,RY) = {¥(z) = (vl(x) () J i€ Co() Vi=1,..., 0},

CH(Q,RY) = {d(x) ), ue(w) v € CRQ) Vi=1,... 0},

C>®(Q,RY) = {v(x) = (vl(x), o)) v e C®(Q) Vi=1,...,0}
= C"(QLRY),

CE(QR?) = {¥(z) = (n(z ve(z)) /v € CEQ) Vi=1,....(}

—mewaQW)
Co*(QR) = {0(x) = (vi(x), ..., ve(x)) [ v € CF*(Q) Vi
= C°(Q,RY) N Cy(Q, RY).

Il

—_
~
—

A continuacion recordaremos también las definiciones de las normas usuales sobre
los espacios LP(§2) y L*®(92):

il = ( [ |u<x>|pdx)l/p (1)

[[][ oo () = esssup |u(z)].
€N

Es bien sabido que con estas normas, los espacios LF(Q2) y L*°(€2) son espacios vecto-
riales normados y completos, es decir son espacios de Banach (ver por ejemplo [23],
Teoremas 6.6 y 6.8).

Puesto que Q2 es acotado se puede probar que para todo p, 1 < p < o0, existen
constantes ¢,, 0 < ¢, < 00, tales que

€1 ||U||L1(Q) <SG ||U||Lp(9) < Cp1 ||U||Lp+1(9) <SG ||u||L°°(Q)’

y por lo tanto
L*Q)C---Cc PP Q) Cc LP(Q) C---C LDQ).

Sobre el espacio de Sobolev W*P(€) la norma usual se define como

la|<k

> D%l ooy » p = oc.

|a|<k

P
. ( > 1D%ull7s ) , 1<p<oo,
[[wllyyn Q) —

En particular para k = p = 1 se tiene equivalentemente que
[[l[ypra Q) = ”u”Ll(Q) + ”quLl ) (5.2)

donde Vu = (5’—;‘17 ce g—;ﬁi) es el gradiente de u.
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Definicién 5.1. Para u € L'(2) se define la variacién total de u como

Jo(u) = sup/ﬂ(—u div ?) dz, (5.3)

veY

d
donde V = {7 = (v1,...,vq) € CHQRY) : [i(z)| <1 Vo e Q} y divi=3> 2% esla
i=1 "

divergencia de U. En este contexto V se conoce como el “conjunto de funciones de
prueba”.

Teorema 5.2. Sea Jy el funcional definido sobre L*(Q2) por (5.3). Siu € C1(Q)
entonces

Jo(u) :/ |Vu| de. (5.4)
Q
Demostracién. Sea u € C*(Q). Para ¢ € V se tiene que
/(—u divd)dr = /(Vu'ﬁ)dx—/ uv-ndS
Q Q B)
= /(Vu -U)dr  (pues U]sg = 0)
Q
< / |Vu - 9| dx
Q

< /|Vu| |U| dx
Q

< /|Vu| dr (pues |U(z)| <1), (5.5)
Q

donde 7 denota la normal unitaria exterior a d€). Tomando supremo sobre v € V' y
utilizando la definicién (5.3) se sigue entonces que

Jo(u) < / |Vu| dz.
Q

Vu(x .
|w€x;|7 si [Vu(z)] #0

0, si |[Vu(z)] =0
que |7,(z)] <1 V2 € Q y 7, € C(Q,RY) pues u € C1(Q). Ademds

/(Vu-ﬁ*)dx:/ |Vu| dz.
Q Q

Convolucionando ¥, con una funcién ¢ € C5°(€, R%) adecuadamente elegida se puede
obtener una funcién v € V N C°(Q, RY) para la cual el lado izquierdo de (5.5) sea
arbitrariamente cercano a [, [Vu| dr. Entonces tomando supremo sobre ¢ € V se
tiene que

Para la desigualdad opuesta, definiendo ¥, (z) = { se tiene

Jo(u) > / |Vu| dx.
Q

Luego Jy(u) = [, |Vu| dz, como se querfa probar. n
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Teorema 5.3. Sea Jy el funcional definido sobre L'(Q) por (5.3). Siu € WhH(Q)
entonces Jo(u) = [, |[Vul dz.

Demostracién. El resultado se sigue inmediatamente de la densidad de C'(£2) en
WhH(Q) y del Teorema 5.2. ]

Definicién 5.4. Una funcién u € L'(Q) se dice que es de variacion acotada en ) si
Jo(u) < oo. El espacio BV (§2) de las funciones de variacion acotada sobre § se define
como

BV(Q) ={ue L'(Q) / Jo(u) < o} . (5.6)
Se puede probar facilmente que el funcional ||-[| 5y definido sobre BV/(§2) como

lull gyay = lull 2 gy + Jo(u) (5.7)

es una norma en BV (), a la que nos referiremos de ahora en mas como la “norma
de variacion acotada”. Més atin (BV(Q), Il Il BV(Q)) es un espacio de Banach (ver por

ejemplo [24], Observaciéon 1.12, pdg. 9). Asimismo, es inmediato verificar que Jy es
una seminorma en BV (). Por esta razén nos referiremos a Jy como la “seminorma

de variacion acotada” o “seminorma de variacion total” o simplemente la “seminorma
BV 7.

Del Teorema 5.3 se sigue inmediatamente que WH1(Q) € BV(€2). Sin embargo esta
inclusion es estricta como lo prueba el siguiente simple ejemplo: sid =1, Q= (0,1) y
u = X(1) entonces claramente u ¢ W!(Q) pero u € L'(Q) y ademéds ||ul| gy (q) = 3y
por lo tanto u € BV (). Por otro lado, por definicién BV (2) C L*(€2). Probaremos
mds adelante que, mds ain, BV () C LP(Q) para 1 < p < -% (donde 74 = 400 si
d=1).

Como mencionamos anteriormente el objetivo principal de este capitulo es el es-
tudio de los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados que surgen de utilizar como
penalizantes la seminorma o la norma de variaciéon acotada. Es oportuno senalar aqui
que la implementacién numérica de la mayoria de los algoritmos para el cédlculo de
los minimizantes de tales funcionales suelen requerir del conocimiento y cémputo de
las derivadas de los mismos. En los casos en que el penalizante a utilizar sea Jy(u) o
la norma de variacién acotada ||ul| BV (o) Surge entonces el inconveniente de que Jy no
es derivable en el origen. Para salvar esta dificultad, consideraremos en su lugar un
penalizante suave que aproxime a Jy. Este penalizante surge de aproximar la norma

cuclidea |z| por \/|z|> + 8, donde B > 0. Para u suficientemente suave, por ejemplo
u € C'(R), definimos entonces

Fﬁ(u)i/ﬂy/|w|2+5 dz. (5.8)

Puesto que para cualquier 5 > 0 se tiene que 4/ |ac|2 + B es derivable V € R?, se sigue

inmediatamente que Fj es derivable Fréchet Vu € C'(Q2). Notar que para § = 1y
Q) C R? Fjs(u) representa el drea de la superficie del grafo de u, mientras que para
2 C R se reduce a la longitud de arco.
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Para z € R?, 3 > 0 se puede probar facilmente que

JePrs= sup {x-y+\/6<1—|y|2>}. (5.9)

y€R%:|y|<1

A la identidad (5.9) se la conoce como “representacion dual” del funcional \/|z|* + f.

Se puede probar que el supremo en (5.9) es en realidad un maximo y este se alcanza

para y = R (para més detalles ver Apéndice A, Seccién A.5).

Motivados por la definicién del funcional Jy(u) dada por (5.3) y su representacién
equivalente para v € C(Q) dada por (5.4), definimos una extensién a L'(Q) del fun-
cional Fj3 definido en (5.8) en la forma

Js(u) = sup / (—u dive+1/6 (1 — |17|2)) dr, (5.10)
gev Ja

para u € L'(Q), donde V es el conjunto de funciones de prueba de la Definicién 5.1.

Observar que Jz no es una seminorma para ningtin 3 > 0.

Para u € Wh'(Q), el siguiente teorema provee una representacién para Jg(u)
andloga a la proporcionada por el Teorema 5.3 para .Jy.

Teorema 5.5. Sea Jj el funcional definido por (5.10) sobre L'(Q2). Siu € WHH(Q)

entonces
Ja(u) = / \/ | Vul® + 8 da. (5.11)
Q

Demostracién. Puesto que C*(Q) es denso en WH1(Q), es suficiente con probar que
(5.11) vale para u € C*(€). Sea entonces u € C*(f2). Para 7 € V se tiene que

/Q<—u div17+\/ﬁ(1—|17|2)> do =
_ /Q(VU.U-FM)M—/&QuU.ﬁdS
= [(vurr Ba-1D) & ues o =0)
< /qup <Vu-7ﬂ+\/ﬁ(1—|vﬂ|2)) dx

wey

— /Qﬂ/|w|2+5dx (por (5.9)). (5.12)

Tomando supremo sobre v € V y utilizando la definicién de Js se sigue entonces que

Js(u) S/Q\/Wuf—i-ﬁdx. (5.13)

Vu

s tiene que |U,(z)| <1

Para la desigualdad opuesta, definiendo v, =

VreQy ¥ € C(QRY) pues u € CH(Q). Ademds, sin mayores dificultades se puede

probar que
V-, +1/8 (1 - A )dx——/\/ Vu2+6dx.
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Convolucionanado ¥, con una funcién ¢ € C°(Q2, R?) adecuadamente elegida se puede
obtener una funcién 7 € ¥V N C°(, RY) para la cual el lado izquierdo de (5.12) sea

arbitrariamente cercano a [, |Vu|2 + Bdz. Se sigue que

u) > /Q JIVul? + B dz. (5.14)

De (5.13) y (5.14) se tiene que Jg(u) = [, 1/ |Vu|? + 8 dz, como se querfa probar. m

Para un funcional definido en un espacio vectorial y con valores en los reales ex-
tendidos se define el dominio efectivo como el conjunto de elementos del espacio para
los cuales el valor del funcional es finito. Resulta claro entonces que para Jy definido
sobre L*(€) por (5.3), su dominio efectivo es el espacio BV (Q2). El siguiente resultado
nos permite afirmar que lo mismo es cierto para todos los funcionales Jg, 5 > 0, es
decir que todos los funcionales definidos sobre L'(€2) por (5.10) tienen también como
dominio efectivo el espacio BV (Q2), y ademds que Jy es el limite de Jg para 5 — 0.

Teorema 5.6. Sean Jy y Jg definidos sobre L*(Q2) por (5.3) y (5.10), respectivamente.
Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(i) Para todo B >0 y ue LYQ), Js(u) < 0o si y sdlo si Jo(u) < oo.
(ii) Para todo u € BV (),
lim Jg(u) = Jo(u). (5.15)

B—0+

Demostracién. Observar primero que para cualesquiera ¥ € V, 3> 0y u € L*(Q) se
tiene que

/Q(—u dive)de < /Q<—u divii+1/8(1 - |17|2)) da
< /Q (—u divd + \/B) dx  (pues |v(z)] < 1Vx e Q).

Tomando supremo sobre ¥ € V (en la cadena de desigualdades) y utilizando las defini-
ciones (5.3) y (5.10) se obtiene que

Jo(u) < Js(u) < Jo(u) + /519, (5.16)
de donde (i) y (ii) se siguen inmediatamente. n

Teorema 5.7. Para todo 3 > 0, el funcional Jz definido sobre L'(2) por (5.10) es
convexo sobre LP(Q2) para 1 < p < oo.

Demostracién. Sean 0 <t < 1 y wuy, up € LP(2) con p > 1. Entonces para todo
U € V se tiene que

/( (tur + (1 —t)ug) divii+4/5 (1 — 17|2)
0

= t/( ur divo + 14/ 1—|U )dm—i— l—t <—quivU+\/6(1—|U|2))dx
Q Q

< tJdg(ur) + (1 —1t) Js(uz).
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Tomando supremo sobre ' € V y utilizando la definicién (5.10) se obtiene que
Jg(t U + (1 — t) UQ) S tjg(ul) + (1 — t) JB(UQ),
lo cual prueba que Jz es convexo sobre LP(£). u

El siguiente ejemplo muestra que el funcional .Jz no es estrictamente convexo sobre
BV (9).

Ejemplo 5.8. Sean d = 1, Q = (0,1), us = Xjgp,] ¥ U2 = Xappp), donde
0<a; <b <ay <by <1. Entonces para todo v € V se tiene que

/Q (—u1 divo+4/8 (1 - |v|2)) dr =
— /Oal(—ul V') dx + /bl(—ul V') dx + /1(—U1 V') dx + /1 \/ B (1- |U|2) dx

ay 0

— wla) — v(by) +/O B (1= [oP) dz = Gy (v). (5.17)

Es claro que para funciones v : Q@ — R tales que |v(x)| < 1 Vz € §, el funcional G4 (v)
1, z=u
definido por (5.17) alcanza su méximo cuando v(z) = w*(x) = ¢ —1, z=1b;
0, en otro caso
No obstante w* ¢ V, se tiene que Ve > 0 Jv. € V tal que v (a;) = w*(a;) = 1,
ve(b1) = w*(by) = =1 y Gi(w*) — e < Gi(ve) (ver Figura 5.1). Se sigue entonces
inmediatamente que

sup G1(v) = Gy(w*) = 2+ /5. (5.18)

veY
Tomando supremo para v € V en (5.17) y utilizando (5.18) y la definicién (5.10) de Jg
se obtiene que Jz(u;) = 2 + /3. En forma andloga se prueba que Js(ug) = 2 + /3
y también que Jg (3(u1 + us)) = 2+ /B. Como {u1, us} es linealmente independiente
v Js (3(ur +u2)) = 3J5(w1) + 5J5(uz) se sigue entonces que Jz no es estrictamente
convexo.

Definicién 5.9. Sean X un espacio normado y M C X no vacio. Decimos que:

(i) El funcional J : M C X — R es semicontinuo inferiormente en u € M
si para toda sucesion {u,} C M tal que u, — u cuando n — oo se tiene que
J(u) < liminf J(uy,).

n—od

(ii) El funcional J : M C X — R es débilmente semicontinuo inferiormente
en u € M si para toda sucesion {u,} C M tal que u, — u cuando n — oo se
tiene que J(u) < liminf J(u,).

n—oo

(iii) FEl funcional J : M C X — R es (débilmente) semicontinuo inferiormente
en M si J es (débilmente) semicontinuo inferiormente en cada punto u € M.

Observacién 5.10. Es claro que si un funcional es débilmente semicontinuo inferior-
mente es semicontinuo inferiormente, pues cualquier sucesion fuertemente convergente
es débilmente convergente.
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v

€

=Y

Figura 5.1

Teorema 5.11. Para todo 3 > 0, el funcional Jg definido sobre L'(2) por (5.10) es
débilmente semicontinuo inferiormente sobre LP(2) para todo p € [1,00).

Demostracién. Sea {u,} C LP(Q2) tal que u, — u € LP($2). Entonces para todo 7 € V
se tiene que {u, divt} C LP(Q) (pues como ¥ € C}(2,R?), div¥ es uniformemente
acotada sobre Q) y u, divi - udivd. Luego por el Teorema de Representacién de
Riesz (ver [5], pag. 244) se sigue que

/ (—u dive + /8 (1 - |q7|2)) dr = lim (—un dive + /8 (1 - |q7|2)> dz. (5.19)
Q e Jao
Por otro lado, para todo n € N se tiene que
/ (—un divi+4/5 (1 — |17|2)> dx < sup / (—un divid + 4/ 5 (1 — |tU|2)> dx
Q wev Ja
= Jﬁ(un)v

y por lo tanto

liminf/ (—un divi+4/8 (1 — U2>dx§1imian Up,). 5.20
minf | \/ B (1 —[4]%) min 5(tn) (5.20)

De (5.19) y (5.20) tomando supremo sobre ¥ € V y utilizando la definicién (5.10) se
obtiene que
Jg(u) < liminf Jz(u,),

n—oo

como se queria probar. [

Proposicién 5.12. Sean X wun espacio normado, M C X no wacio y cerrado,
J : M — R un funcional. Entonces J es semicontinuo inferiormente sobre M si y
sdlo st el conjunto

M, ={ueM:Ju)<r} (5.21)

es cerrado para todo r € R.
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Demostracién. Para probar que la condicién es necesaria supongamos que J es
semicontinuo inferiormente sobre M y sean r € Ry {u,} C M, tales que u,, — u para
n — oo. Entonces u, € M y J(u,) <r Vn € N,y por lo tanto liminf J(u,) < r.

n—oo

Ademds, como M es cerrado y u, — u se tiene que u € M. Por otro lado, por
la semicontinuidad inferior de J se sigue que J(u) < liminf J(u,). Asi J(u) < r

y por lo tanto u € M,. Luego, M, es cerrado para todo r € R.

Para probar que la condicién es suficiente lo hacemos por reduccién al absurdo.
Supongamos entonces que M, es cerrado para todo r € R y que J no es semicontinuo
inferiormente sobre M. Entonces existen u € My {u,} C M tales que u,, — u para
n— ooy Ju) > lirILIi g)lf J(uy,). Entonces existen ro € R y una subsucesién {u,, }
de {u,} tales que J(u,,) < 1o < J(u) Vk. Asi, u,, € M,, Yk y puesto que M,,
es cerrado y u,, — u se sigue que u € M,,. Por lo tanto, J(u) < rp, lo cual es
una contradicciéon. Esta contradicciéon proviene de suponer que J no es semicontinuo
inferiormente sobre M. Luego J es semicontinuo inferiormente sobre M. ]

Proposicién 5.13. Sean X un espacio normado, M C X no vacio, J : M — R un
funcional, r € R y M, como en (5.21). Las siguientes afirmaciones son validas:

(i) St M y J son converos entonces M, es convezo.

(ii) Si M es cerrado y J es continuo entonces M, es cerrado.

Demostracion.

(i) Supongamos que M y J son convexos. Queremos probar que M, es convexo.
Para ello, sean uy,uy € M, y t € [0,1]. Entonces uy,us € M y puesto que M es
convexo se tiene que tu; + (1 —t) ug € M. Ademas

Jtu + (1 —t)uy) < tJ(uy)+ (1 —1t)J(uz) (pues J es convexo)
< tr+(1—t)r (pues up,us € M,)

= 7“7
y por lo tanto tu; 4+ (1 — t) uy € M,.. Luego, M, es convexo.

(ii) Supongamos M cerradoy J continuo. Queremos probar que M, es cerrado. Para
ello, sea {u,} C M, tal que u,, — u. Entonces Vn € N u, € M y J(u,) <.
Como M es cerrado se sigue que u € M. Por otro lado puesto que J es continuo
se tiene que J(u,) — J(u) y por lo tanto J(u) < r. En consecuencia u € M,.
Luego, M, es cerrado.

Esto completa la demostracién de la proposicion. [
El siguiente resultado serd una herramienta muy 1til en posteriores demostraciones.

Lema 5.14. Sean X un espacio real normado, M C X no vacio, cerrado y convexo y
J: M — R un funcional continuo y convexo. Entonces J es débilmente semicontinuo
inferiormente en M.
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Demostracién. Supongamos que J es continuo y convexo pero no es débilmente

semicontinuo inferiormente en M. Entonces existen v € M y {u,} C M tales que

u, — ucuandon — oo y J(u) > liminfJ(u,). Entonces existen r € Ry {u,, } C {u,}
n—oo

tales que
J(up,) <r < J(u) Vk, (5.22)

y por lo tanto u,, € M, Vk.

Puesto que J es continuo y convexo sobre M, de la Proposicién 5.13 se sigue que
M, es cerrado y convexo y por lo tanto M, es débilmente cerrado (ver [76], pag. 81).
Luego, puesto que u,, € M, Vk y u,, = u se sigue entonces que u € M, y por lo
tanto J(u) < r, lo cual contradice (5.22). Este absurdo proviene de suponer que .J no es
débilmente semicontinuo inferiormente sobre M. Luego J es débilmente semicontinuo
inferiormente sobre M. ]

A continuacién definiremos un tipo de convergencia méds fuerte que la convergencia
débil en BV (Q2) pero mds débil que la convergencia fuerte.

Definicién 5.15. Sean u, uy, us,... € BV(Q2). Diremos que u, converge a u en el

sentido de la convergencia intermedia, y lo denotaremos con u, — u, Si
up, — u en LYHQ) y Jo(u,) — Jo(u) para n — oo.

El siguiente resultado muestra que, efectivamente, la convergencia intermedia es
mds fuerte que la convergencia débil en la norma ||y ), pero mds débil que la
respectiva convergencia fuerte en dicha norma. Esto justifica el uso de la terminologia
“intermedia” para referirnos a este tipo de convergencia. El término “convergencia
intermedia” fue utilizado por primera vez por R. Temam en el ano 1983 ([66]) y también
es conocido como convergencia estricta.

Proposicién 5.16. Sean u, uy, us, ... € BV(QQ). Entonces valen las siguientes impli-
caciones para los tres tipos de convergencia en BV ():

s % w
Up — U - Up — U - Up — U.

Demostracién. Probaremos primero que la convergencia fuerte implica la conver-
gencia débil en BV (Q). Para ello, supongamos que u, — u en BV (). Entonces

lun —ullpy = llun—ullpgy + Jolun — u) "X* 0 y por lo tanto

n—oo

n—oo . .
[un —ull gy — 0y Jo(un—u) "= 0. Puesto que como vimos Jy es una seminorma

en BV (Q) se sigue entonces que |Jo(u,) — Jo(u)| < Jo(u, —u) "= 0, y por lo tanto
Jo(un) "= Jo(u). Asi, entonces u, — u en L'(Q) v Jo(u,) — Jo(u) para n — oo.

Luego u,, — u en BV ().

Probaremos ahora que la convergencia intermedia implica la convergencia débil en
BV (). Para ello, supongamos que u, — u en L*(Q) y Jo(u,) — Jo(u) para n — oo.

Como Jo(up) "= Jo(u) < oo se tiene que sup Jy(u,) < 0o y en consecuencia u, — u
neN
en BV (Q) (ver [4], Proposicién 10.1.1, pdg. 372). Esto completa la demostracién de

la proposicién. [
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El siguiente resultado muestra que toda funcién u € BV (€2) puede aproximarse, en

el sentido de la convergencia intermedia, por una sucesién de funciones de variaciéon
acotada en C*°(£2).

Lema 5.17. Sean u € BV(Q) y Jo el funcional definido sobre L'(Q2) por (5.3).

Entonces existe una sucesion {u,} C C=(Q) N BV(Q) tal que u, — u, es decir
u, —u en LNQ) y Jo(u,) — Jo(u) para n — oo.

Demostracién. Ver [24], Teorema 1.17, pdg. 14. n

FEl siguiente lema proporciona una importante igualdad que utilizaremos en demos-
traciones de resultados posteriores.

Lema 5.18. La siguiente igualdad se verifica C*(Q) N BV (2) = C>®(Q) N WLi(Q).

Demostracién. Puesto que como vimos Wh1(Q) C BV () se sigue inmediatamente
que
C®(Q) NWHHQ) C C*®(Q) N BV (Q). (5.23)

Probaremos ahora que C*®°(2) N BV(Q) c C>®(Q) N Wh(Q). Para ello, sea
u € C*(Q2) N BV (). Entonces

[ull ) + VUl oy = Nullprg) + /Q |Vu(z)| dz (por (5.1))
[ull 1) + Jo(w)  (por Teorema 5.2 pues u € cH(Q))
= |ullpyiy  (or (5.7))
< oo (puesu € BV(Q)),
luego u € WHH(Q) (por (5.2)) vy por lo tanto u € C°°(2) N WH(Q). Entonces
C*®(Q)N BV (Q) C C®(Q) NnWH(Q). (5.24)
De (5.23) y (5.24) se sigue entonces que C*(Q2) N BV () = C*°(Q) N WH(Q). ]

Enunciaremos a continuacién un resultado muy conocido debido a Sobolev que

afirma que el espacio W1(2) esta continua y densamente inmerso en el espacio LP(€2),
para ciertos valores de p.
Teorema 5.19. (INMERSION DE SOBOLEV) Para todo p € [l,ﬁ], el espacio de
Sobolev WHL(Q) estd continua y densamente inmerso en LP(Q), es decir
WhL(Q) — LP(Q). Mids precisamente, existe una constante C = C(Q,p,d) > 0 tal
que para todo u € Wh(Q),

”uHLP(Q) <C ||u||W1:1(Q) .

Demostracién. Ver por ejemplo [2], Teorema 5.4, pdg. 97 6 [4], Teorema 5.72, pag.
193. ]

El resultado de convergencia intermedia presentado en el Lema 5.17 permite ex-
tender el resultado de inmersién continua de W1(2) del teorema anterior al espacio
BV (), como lo muestra el siguiente teorema.
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Teorema 5.20. Para todo p € [1, ﬁ] , el espacio BV () esta continua y densamente

inmerso en LP(QY), es decir BV (Q2) — LP(QQ). Mads precisamente, existe una constante
C=C(Q,p,d) >0 tal que para todo u € BV (Q),

||U||Lp(g) <C ||u||BV(Q) .

Demostracién. Si p = 1, de (5.7) se tiene que existe C' = 1 tal que [[ul| ;1) <
[ull gy (q)- Supongamos entonces que p € (1, 7%] v sea u € BV(R). Por el Lema 5.17
existe una sucesion {u, } C C*(Q)NBV () tal que u,, — uen L'(Q) y Jo(u,) — Jo(u)
para n — oo. Luego existen constantes ¢y, cy > 0 tales que

||un||L1(Q) <ec o, Jo(un) <eca VneN. (5.25)

Probaremos a continuacién que la sucesién {u,} estd acotada en LP(2). En efecto,
puesto que en virtud del Lema 5.18 u,, € Wh1(Q) Vn € N se sigue que

[tnll ooy < Cllunllyprng — (pues WHH(Q) < LP(Q) por el Teorema 5.19)

= C <||un||L1(Q) + Jo(un)) (por el Teorema 5.3) (5.26)
< C(ep+c)  (por (5.25)).

Probaremos ahora que la sucesién {u,} posee una subsucesién débilmente convergente
en LP(Q) a u. En efecto, puesto que para 1 < p < oo, LP(2) es un espacio de
Banach reflexivo (Teorema de Eberlein-Shmulyan, [14], Teorema 3.6, pdg. 52) existen
{un,} C {us} y 0@ € LP(Q) tales que u,, — @ en LP(2). Como LF(Q) C L'(2) (pues
p > 1y Q es acotado) se tiene que (L)) € (LP(Q))" y por lo tanto & € LY(Q) y
Uy, — @ en L'(Q). Puesto que también u,, — u en L'({2) se sigue entonces que u = @
y en consecuencia u,, — u en LP(Q).

Finalmente

[ull oy < liminf Hunj (por semicont. débil inferior de [|-[|,q) )

HLP(Q)

j—o0
< liminf C (||unj s + Jo(unj)) (por (5.26))
= C (Il + Jow)  (pues wn, — wen LHRQ) ¥ Jo(un,) = Jou))
= C ||U||BV(Q)-

Esto completa la demostracién del teorema. [

Definicién 5.21. Sean u, uj, us,... € BV(Q) y p € [l,d;fl]. Diremos que

U, converge a u en el sentido de la p-convergencia intermedia, y lo denotaremos
P .
con Uy, = u, st u, — u en LP(Q) y Jo(u,) — Jo(u) para n — oo.

Obviamente la definicién anterior generaliza la convergencia intermedia dada en
la Definicién 5.15 para el caso p = 1. El proximo lema extiende el resultado de
convergencia intermedia del Lema 5.17 a p-convergencia intermedia.
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Lema 5.22. Sea u € BV(Q2). Entonces para todo p € [1,7%] eziste una sucesion
{u,} € C>®(Q) N BV(Q) tal que u, %> u.

Demostracién. Si p = 1 el presente lema se reduce al Lema 5.17. Supongamos
entonces que p € (17 ﬁ] y sea u € BV (). Por el Lema 5.17 existe una sucesién
{u,} € C®(Q) N BV(Q) tal que u, — u en L) y por lo tanto Jo(u,) — Jo(u).
Restaria probar que u, — u en LP(§2). Para ello, dado que las sucesiones {u, —u}y
{Jo(un)} son convergentes en L'(2) y R, respectivamente, existen constantes ¢y, c > 0
tales que

|| tn — u||L1(Q) <c , Jo(uy) <cy VneN. (5.27)

Por otro lado, puesto que {u, } C BV (Q2) — LP(2) (ver Teorema 5.20), se sigue que
{u,} C LP() y por la misma razén también u € BV ({2). Puesto que 1 < p < =%, por
la desigualdad de interpolacién para las normas LP (ver [22]|, Apéndice B, pdg. 623),
se tiene que

0 1-6
”un - UHLP(Q) S Hun - U”Ll(Q) Hun - u”Ldil(Q) ) (5'28)

donde 6 es tal que 11) = 0 + 2. Ahora para el segundo factor en el lado derecho de

d—1
(5.28) se tiene la siguiente estimacion:

||, — u||L%(Q) < Cllup —ullgygy (pues BV () — Lﬁ(Q) por Teorema 5.20)

= C (Jlun = ull sy + Jolun =) (por (5.7))
C (||un — tl| 1) + Jolun) + Jo(u)) (pues Jp es seminorma)
< Cl(e1+2c) (por (5.27) y puesto que Jo(u,) — Jo(u)) (5.29)

IN

Finalmente de (5.29) y (5.28) se obtiene que
lun = ull oy < {Cler+2e) 1 Jlun = ulfq)
— Oparan— oo (pues u, — uen L'(Q)),
como se querfa probar. ]

A continuacién enunciaremos un resultado de Kondrachov (originado en un lema de
Rellich) que asegura que el espacio de Sobolev W1H1(£2) esta compactamente inmerso
en LP(Q) para 1 < p < -%.

Teorema 5.23. (RELLICH-KONDRACHOV) Para todo p € [Ld%‘ll), el espacio de
Sobolev Wh1(Q) esta compactamente inmerso en LP(Q2), es decir WHH(Q) <s— LP(Q).
Mas precisamente

(i) Whi(Q) — L7(9).

(i) Toda sucesion {u,} acotada en Wh1(Q) es precompacta en LP(R2), es decir {u,}
contiene una subsucesion {unj} convergente en LP(2) a algin u € LP(€).
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Demostracién. Ver por ejemplo [2], Teorema 6.2, pdg. 144 6 [4], Teorema 5.4.2, pég.
179. |

En el siguiente resultado extenderemos el teorema de compacidad de Rellich-
Kondrachov del espacio W1(Q) al espacio BV (£2).

Teorema 5.24. Para todop € [1, ) el espacio BV (Q)) esta compactamente inmerso
en LP(QY), es decir BV () —— Lp( ). Mads precisamente

(i) BV(Q) < LP(9).

(ii) Toda sucesion {u,} BV -acotada es precompacta en LP(2), es decir {u,} contiene
una subsucesion {u,,} convergente en LP(Q) a algin u € LP(Q). Mds ain,
u e BV(Q).

Demostracién.  Puesto que en virtud del Teorema 5.20, BV () <— LP(Q)

Vp € [1,7%) sdlo debemos probar (ii). Para ello sea {u,} C BV(Q) una sucesién

BV-acotada. Por el Lema 5.22, para cada n € N, existe {v,in)} C C®(Q)NBV(Q) tal

(n) p — 0y ‘Jo(v,(c )) Jo(un)

i k—o0
que v, = — u, para k — 00, esto es 0.

—

(n) _
‘U’“ “n|l o)

Luego Vn € N 3k* = k*(n) tal que Hv,(cfzn) — <41

Definamos v,, = v](;fzn). Entonces

o < dy i) = ol
LP(Q)_ny O(Uk(n) 0(un)

||Un||W171(Q) = ||Un||L1(Q) + ||an||L1(Q)
||vn||L1(Q) + Jo(v,)  (por Teorema 5.2 pues v, € C*(2))

< lva— unHLl(Q) + ||U7‘L||L1(Q) + [Jo(vn) = Jo(ua)| + Jo(un)
< -t [tnll gy (o)
< (O < oo,

donde la ultima desigualdad se sigue del hecho que {u,} es BV-acotada, y por lo tanto
{u,} es acotada en W1(Q2). Del Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema 5.23) se
sigue entonces que existen u € LP(€2) y una subsucesion {v,, } de {v,} tales que v,, — u
en LP(Q2). Luego

[ UHLP(Q) [t = U“J’”LP(Q) + [|vn, — “HLP(Q)

< 2t o, —
= n;j LP(Q)
— 0 para j — oo,
y por lo tanto
Up; — u en LP(Q). (5.30)

En consecuencia, toda sucesién BV-acotada es precompacta en LP(2). Sélo resta
probar que u € BV (). Para esto observar que, puesto que LP(2) C L'(Q) se sigue
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que u € LY(€) y ademds de (5.30) y la semicontinuidad débil inferior de Jy sobre LP(£2)
(Teorema 5.11) se sigue que

Jo(u) < lijrgglf Jo(ug;) < lijrgglf H“na HBV(Q) <c¢; (pues {u,} es BV-acotada),

donde la tltima desigualdad se sigue de la BV-acotacion de {u,, }. Luego u € BV ().
Esto completa la demostracién del teorema. [

Si bien el resultado de compacidad del Teorema precedente no vale en general para
el caso extremo en que p = ﬁ7 para d > 2 se tiene que la correspondiente inmersién
es débilmente compacta como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 5.25. Para d > 2 la inmersion BV () — Lﬁ(Q) es débilmente compacta.
Mas precisamente

(i) BV(Q) — LT1(Q).

(ii) Toda sucesion {u,} BV -acotada es débilmente precompacta en L (), es decir
{un} contiene una subsucesion {uy,} débilmente convergente en L7 (Q) a algin
we LT (Q). Mds ain, v € BV ().

Demostracién. En virtud del Teorema 5.20 sélo debemos probar que se verifica (ii).

Para ello sea {u, } una sucesién BV-acotada. Puesto que BV (Q2) — = () (Teorema
5.20) existe una constante ¢, 0 < ¢ < oo, tal que ||Un||L d < c|lunl gy ¥ porlo

)
tanto {u, } estd acotada en = (). Puesto que L7 () es reflexivo (ver por ejemplo
[23], Corolario 6.16, pdg. 183), del Teorema de Eberlein-Shmulyan (ver [14], Teorema
3.6, pag. 52) se sigue que existen u € L71(Q) y {un, } subsucesion de {u,} tales que

U, 5w en LT(5). (5.31)

En consecuencia, toda sucesion BV -acotada es débilmente precompacta en Lﬁ(ﬂ)
Sélo resta probar que u € BV (2), lo cual se obtiene con un razonamiento analogo al
utilizado en la demostracién del Teorema 5.24. En efecto, puesto que = () C LY()
se sigue que u € L*() y ademds de (5.31) y la semicontinuidad débil inferior de Jy en
Ld;il(Q) (Teorema 5.11) se sigue que
Jo(u) < 1ijr2£§fjo(unj) < hjrgiogf e, ||BV(Q) <k,

donde la tltima desigualdad se sigue de la BV-acotacion de {u,, }. Luego u € BV ().
Esto completa la demostracion del teorema. [

Observacién 5.26. Sea B;(0) la bola unitaria con centro en el origen en R? y denote-
mos con wy y o4 al volumen de B;(0) y a la superficie de la esfera 0B;(0), respectiva-
mente. Es bien sabido (ver [23], Proposicién (2.53) y Corolario (2.56) ) que

Nl
Nl

2m
L (

NI
s S

F(¢+1)

)
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donde I es la funcién Gamma definida por I'() = ["2*~'e~* dx, V¢ > 0. De donde
se sigue facilmente que
Ogq = dwd. (532)

Para la bola de radio % y centro en el origen se sigue inmediatamente que su volumen

y la superficie de la esfera determinada por su frontera estan dadas por w, 1 = n~ 4wy

y 041 =n'"%ag,, respectivamente.
‘n

El siguiente ejemplo muestra que los resultados obtenidos en los Teoremas 5.24 y

5.25 son “p-6ptimos” en el sentido que no se obtiene convergencia fuerte para ningin

p > d;fl, ni convergencia débil para ningin p > d%‘ll cuando d > 2.

Ejemplo 5.27. Sea Q = {z € R*: |z| < 2} y definamos u, = n?"'x,,, donde x,, es la
caracteristica sobre la bola cerrada de radio % y centro en el origen de R?, es decir

1, szl <4,

Xa(7) = { 0, en otro caso. (5.33)

Probaremos que:
a) Para d > 2, la sucesion {u,} no es LP-acotada para ningin p > ﬁ;
b) la sucesién {u,} es BV-acotada,;

., . . ., _d_
¢) Vd > 1, lasucesion {u, } no contiene ninguna subsucesién convergente en L1 (€2);

d) si d > 2, la sucesién {u,} no contiene ninguna subsucesién débilmente conver-
. , d
gente en LP(Q) para ningtin p > -%.

e Para probar a) consideraremos dos casos segin p < oo 6 p = <.

Caso 1: Si1 < p < oo, entonces para todo n € N se tiene que

||un||LP(Q) = Hnd_l Xn”Lp(Q) = nd_l ”Xn”LP(Q)

= ntt (/ X dx)
Q

d—l(

S

Wy 1 )% (ver Observacién 5.26)

‘n

= ntt (n_dwd)%

d-1-4 1
= WP,

Caso 2: Si p = oo, entonces Vn € N se tiene obviamente que

_ld-1 _ i1
[wnll ooy = ”” XnHLoo(Q) =n
Luego
d—1-< 1/p .
_Jn rwy/, s11<p<oo, 5.34
lotall ooy { e B (5.34)

En consecuencia, para d > 2, la sucesién {u,} no es acotada en LP({2) para ningin
d
P> 53



5.1. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRELIMINARES 117

e Probaremos ahora b), es decir que la sucesién {u,} es BV-acotada. Para ello
observar que, para todo v € V se tiene que

/(—un divd)de = nd_1/ (—x, div?) dz
Q B

= pi! </ (Vx,, « V) dr — / (V1) dS)
B1(0) 9B (0)

_ _nd—l/ (T+7i) dS (pues Vg, o =0)
0B1 (0) B

pd=1 / @ |7 ds
0B1 (0)

nd—l/ s (pues |7 <1y [i] = 1)
aBl(O)

IN

IN

= n" " o,1  (ver Observacién 5.26)

donde 77 denota la normal unitaria exterior a 9. Tomando supremo sobre v € V
se obtiene que

Jo(uy) < 04. (5.35)

Entonces para todo n € N se tiene que

[tnllgrioy = lluallpig) + Jo(un)
< nltwg+og (por (5.34) y (5.35))
= (n'+d)wg (por (5.32))
< (1+d)wa.

En consecuencia, la sucesién {u,} es BV-acotada.

e Probaremos ahora c), es decir que la sucesién {u,} no contiene ninguna sub-
- s —d_ ‘ . .
sucesion convergente en La-1(2). Para ello serd suficiente probar que ninguna

subsucesiéon de {u,} es de Cauchy en Lﬁ(Q) Consideremos una subsucesion
arbitraria de {u,}, a la que por simplicidad seguiremos denotando con {u,}, y
los siguientes dos casos para d:

Caso 1: Sid =1 (en cuyo caso d%‘ll = 00) se sigue inmediatamente que Vn # m

”un - Um”LOO(Q) = ”Xn - Xm||L°°(Q) = 1’

y por lo tanto {u,} no es de Cauchy en L>(£2).
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Caso 2: Si d > 1, para todo n,m € N con m > n, se tiene que

o md—l Xm” B

_ d—1
Hun_umH —d_ = H?”L X 17 (@)

LT-1(Q) "

Y

(
> (1—(
> (1-(3)")w” vmzom,

donde la pentltima desigualdad (x) se sigue del hecho que (£)% = (£)4-1(2) <

(L)% (pues £ < 1). Entonces 1 >1— (£)?>1— (2)%! >0 y por lo tanto
a1 a1

(1—(2)) 7 > (1—(2)"1) 7 >1—(2)"" (pues ! < 1). En consecuencia,

., _d_ ,
la sucesién {u,} no es de Cauchy en L7-1(€)), como queriamos probar.
2

Finalmente para probar d), veamos que si d > 2 la sucesién {u,} no contiene

ninguna subsucesién débilmente convergente en LP(£)) para ningin p > ﬁ. Para

ello, sean {unj} una subsucesién arbitraria de {u,} y p > d;fl. Entonces

d—1-4 1

|, HLP(Q) = n; 7 wd/p (por (5.34))
— 00 para j — 00.

Como {uy, } no es acotada en LP(€2) no puede ser débilmente convergente en
dicho espacio (ver [5], Teorema 14.2).
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5.2 Existencia, unicidad y estabilidad de los méto-
dos BV

Habiendo presentado en la seccién anterior todas las definiciones y resultados preli-
minares, nos proponemos ahora el estudio de los problemas de existencia, unicidad y
estabilidad de los minimizantes de los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados
para los casos en los que el término penalizante es la seminorma o la norma de variacién
acotada. Para ello introduciremos previamente algunas definiciones y probaremos dos
resultados fundamentales sobre existencia, unicidad y estabilidad para funcionales ge-
nerales definidos sobre LP(£2), con valores en los reales extendidos, R = RU{+oc, —oc}.
Al igual que en la seccién anterior, en esta seccién €2 denotard un subconjunto abierto,
convexo y acotado en R%, con d = 1,2 6 3, con frontera Lipschitz continua y p € [1, ﬁ] .
Definicién 5.28. (BV-COERCITIVIDAD) Diremos que el funcional J : LP(Q) — R es
BV -coercitivo si para toda sucesion {u,} C BV (Q) tal que nll_}llc}o [unll gy () = +o0 se
tiene que lim J(u,) = 400.

n—oo

Observacién 5.29. Si J : LP(©2) — R es un funcional BV -coercitivo, entonces todos
los conjuntos de nivel inferior {u € LP(2) : J(u) < a}, a € R, son BV-acotados. En
efecto, supongamos que para un cierto a € R se tiene que {u € LP(Q2) : J(u) < a} noes
BV-acotado. Entonces existe {u,} C LP(€2) tal que J(u,) < a y [[un| gy "2 too.
Pero puesto que J es BV-coercitivo, se sigue entonces que J(uy) " 0, lo cual es
una contradiccion.

Teorema 5.30. (EXISTENCIA Y UNICIDAD) Sea J : LP(Q2) — R wun funcional
BV -coercitivo. Entonces cualesquiera de las dos condiciones siguientes es suficiente
para la existencia de un minimizante global de J sobre BV (1).

(Cl) Sil<p< d%‘ll y J semicontinuo inferiormente.

(C2) Sip=54,d>2 y J débilmente semicontinuo inferiormente.

En ambos casos, el minimizante es tinico si J es estrictamente convexo.

Demostracién. Sea {u,} C BV (Q2) tal que

n " inf = min . .
J(uy) — uejlgr‘l/(ﬂ)J(u) Jinin < 00 (5.36)

Como J es BV-coercitivo se sigue que |[uy|| gy ) # +00 y por lo tanto existe una

subsucesién a la que volveremos a denotar con {u,} tal que {u,} es BV- acotada. De
los Teoremas 5.24 y 5.25 se sigue entonces que:

(i) {un} es precompacta en LP(Q) si 1 < p < 7%

(ii) Sid > 2, {u,} es débilmente precompacta en L%(Q)
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En ambos casos, existe una subsucesién {u,,} de {u,} que converge en LP(Q2) a
algin @ € LP(§2) (la convergencia es débil si p = il) Miés atin, de los Teoremas 5.24
y 5.25 se sigue ademds que u € BV (2). Entonces

J(@) < liminfJ(u,,) (pues J es semicont. inferiormente (débilmente si p = 745))

Jj—oo

= lim J(un,)

j—>OO

= inf J(u) (por (5.36))

u€BV(Q)
< J(u) (por definicién de infimo, pues u € BV (2) ).

Luego, J(u) = eg%/f )J (u) y por lo tanto @ es un minimizante global de J sobre

BV (€2). Resta probar que si J es estrictamente convexo tal minimizante es unico.
Para ello, supongamos que existe @ € BV () tal que J(@) = Jmin con @ # @. Como J
es estrictamente convexo se sigue entonces que

1, 1 1 1
J <§(U+ U)) < 5 J(U) + 5 J(U) = 5 Jmin + 3 Jmm = Jimin,

lo cual es un absurdo. Luego si J es estrictamente convexo, @ es el inico minimizante
global de J sobre BV (2). u

Es oportuno volver a recordar que el objetivo fundamental del término de pena-
lizacién en los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados es el de inducir esta-
bilidad en el calculo de las correspondientes soluciones aproximadas. Por lo tanto es
necesario verificar que los penalizantes que se utilicen sean tales que se satisfaga tal
condicién. Con este objetivo en mente probaremos a continuacién un resultado de
estabilidad para funcionales generales sobre LP((2), el que sera luego de fundamental
importancia para el anédlisis de la estabilidad de los minimizantes de los funcionales de
Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV bajo diferentes pertur-
baciones. Previamente necesitaremos de las siguientes dos definiciones.

Definicién 5.31. (BV-COERCITIVIDAD) Sea {J,,} una sucesion de funcionales defini-

dos en LP(QY), con valores en R. Diremos que {J,} es BV-coercitiva si para toda

sucesion {u,} C BV (Q) tal que lim [lup|py () = +00 se tiene que lim J,(u,) = 4o00.
n—oo n—oo

Definicién 5.32. (BV-CONSISTENCIA) Sean J, Ji, Jo, ... funcionales definidos sobre
LP(Q2), con walores en R.  Diremos que {J,} es BYV-consistente para J si
Jo(u) — J(u) uniformemente sobre todo conjunto BV -acotado, es decir, si dados
c>0vy e>0, existe N = N(c,¢) tal que para todo n > N y para todo uw € BV (Q2) con
[ull gy ) < ¢ se tiene que |Ju(u) — J(u)| <e.

Teorema 5.33. (ESTABILIDAD) Sean p € [1, d%‘ll) y J, Ji, Jo, ... funcionales defini-
dos sobre LP(§2), con valores en R. Supongamos que J y cada uno de los funcionales J,
son BV -coercitivos, semicontinuos inferiormente y tienen inicos minimizantes globales
sobre BV (), © y u,, respectivamente. Supongamos ademds que la sucesion {J,} es
BV -coercitiva y BV -consistente para J. Entonces

up — @ en LP(Q) para n — oo. (5.37)
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Sid>2 yp= d;fl, reemplazando la hipdtesis de semicontinuidad inferior por la

de semicontinuidad inferior débil de J y los J,, se tiene que
Uy > U en L%(Q) para n — oo. (5.38)

Demostracién. La existencia de los minimizantes globales @ y wu, de J y J,, res-
pectivamente, sobre BV (2) se sigue del Teorema 5.30. Aqui estamos suponiendo
ademds que tales minimizantes son unicos (como vimos esto es asi por ejemplo en
el caso de funcionales estrictamente convexos). Puesto que @ y w, minimizan J y J,
sobre BV (), respectivamente, se tiene que para todo u € BV(Q) J(u) < J(u) y
In(ty) < Jp(u) ¥n € N, en particular

Tn(tn) < Jo(@0). (5.39)
Luego
limsup J,,(u,) < limsupJ,(@) (por (5.39))
o = Jr(Lg)OO (pues {J,} es BV-consistente para .J) (5.40)
< o0,

de donde se sigue que J,(u,) - +o0o. Como {J,} es BV-coercitiva se sigue que la

sucesion {u,} es BV-acotada. Supongamos ahora que (5.37) no se satisface (6 (5.38)

slp = d%). Entonces existe una subsucesién a la que volvemos a denotar con {u,}

1
tal que ninguna subsucesién de {u,} converge en LP(2) a u (débilmente si p = 7%).
Ahora, por el Teorema 5.24 (ii) (o Teorema 5.25 si p = =%, como {u, } es BV-acotada,
existe una subsucesion {u,, } que converge en LP({2) (débilmente si p = -%) a algin
u € BV (Q)), para el cual se debe verificar por lo tanto que @ # @. Entonces

J(u) < lilgn inf J(uy,,) (pues J es semicont. inferiormente (débilmente si p = 745))
< limsup J(uy,)
k—oc0
< limsup Jy, (up, ) + limsup ( J(up,, ) — Jn, (s, ) ) (por prop. del lim. superior)
k—o00 k—o00

~~
=0

= limsup J,, (u,,) (pues {J,} es BV-consistente para .J)

k—oo

< J@ (por (5.40)),

y por lo tanto 4 (# @) es también un minimizante global de J sobre BV (2), lo cual
contradice la unicidad del minimizante @ de J. Luego, vale (5.37) (6 (5.38) sip = 7%).
Esto completa la demostracién del teorema. [

A continuacién utilizaremos los Teoremas 5.30 y 5.33 para probar varios resultados
de existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes de funcionales de Tikhonov-
Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV .

En algunas ocasiones utilizaremos la siguiente identidad, la cual es vdlida en todo
espacio de Hilbert y cuya demostracién es inmediata:

yall? = lvell® = [lya — v2ll* + 2Re (g1 — yo,92) . Vyi, 42 € V. (5.41)
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Proposicién 5.34. Sean p € [l,d%‘ll], Y espacio de Hilbert, T : LP(2) — Y un

operador lineal, acotado e inyectivo, a >0,y €Y y J: LP(Q) — R definido por
J(u) = | Tu = y||* + allull gy q) (5.42)
Entonces J(u) tiene un tinico minimizante global sobre BV ().

Demostracién. Utilizaremos el Teorema 5.30, para lo cual serd necesario probar que
J es BV -coercitivo, semicontinuo inferiormente (débilmente si p = d%‘ll) y estrictamente
CONVEXO.

(i) La BV-coercitividad de J se sigue inmediatamente de la definicién de J y del
hecho que o > 0.

(ii) Veamos ahora que el funcional J es estrictamente convexo. Para ello mostraremos
que F(u) = ||Tu — y||* es estrictamente convexo. Sean uy, uy € LP(§2) con uy # s
y 0 <t < 1. Entonces

tF(u)+ (1—¢t)F(u) — F(tu; + (1 —t)ug) =
= T = yl* + (1= 0) [|Tuz — yl* = |7 (tur + (1 = 1) ue) — yl|”
= t(ITur = yl* = | Tus = y)I*) = (It (Tur = Tus) + Tus — y|* = | Tuz = y|*)
=t (||Tu1 — TU2||2 +2Re (Tuy — Tug, Tug — y))
— (It (Twy — Tuy)||” + 2 Re (t (Tuy — Tus), Tuy — y))  (por (5.41))
t || Tuy — Tuy||* — 2| Tuy — Tuy||”
t(1—t)||[Tuy — Tus|®* >0 (pues 0 <t <1, uy #uy y T inyectivo),
—_——

>0 >0

y por lo tanto F' es estrictamente convexo. Puesto que la norma ||-|| gy (o) €s
convexa (pues toda normalo es) y o > 0 se sigue entonces que J = F+a ||+ gy (o
es estrictamente convexo.

(iii) Puesto que J es convexo y continuo, del Lema 5.14 se sigue entonces que J es
débilmente semicontinuo inferiormente y por lo tanto semicontinuo inferiormente
(ver Observacién 5.10).

Del Teorema 5.30, se sigue entonces que el funcional J definido por (5.42) tiene un
tnico minimizante global sobre BV (2), como se queria probar. ]

Observacién 5.35. Notar que si bien la norma [[-[| gy (o) 10 es estrictamente convexa,
es la inyectividad de T la que hace que J sea estrictamente convexo y por lo tanto, que
su minimizante global sea tinico.

A continuacién presentaremos cinco resultados de estabilidad para los minimizantes
de los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV bajo
diferentes tipos de perturbaciones. El primer resultado de estabilidad que analizaremos
es bajo perturbaciones en el dato y. Este es sin duda el mds importante puesto que
el problema original T'x = y es mal condicionado, y por lo tanto z no depende en
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forma continua de y. Como ya mencionamos, el dato exacto y en general no se conoce
en forma exacta, y aunque se lo conociera, el tratamiento numérico-computacional
del problema origina inexorablemente errores debido a los procesos de discretizacién y
redondeo.

Proposicién 5.36. (PERTURBACIONES EN EL DATO y) Seanp € [1,7%], Y espacio
de Hilbert, T : LP(Q2) — Y un operador lineal, acotado e inyectivo, o > 0, y € Y,
yn =y +E, Vn €N, |I€,]] = 0 para n — oo, J como en (5.42) y para cadan € N, sea
Jn 2 LP(2) — R una perturbacion de J definida por

To(w) = [|Tw = yol* + o lull gy o - (5.43)
Sean u,u, € BV (Q) los inicos minimizantes globales de J y J,,, respectivamente, sobre
BV (Q). Entonces u, — u en LP() para n — oo (débilmente si p = 7).

Demostracién. Observar en primer lugar que la existencia de los minimizantes glo-
bales tnicos @ y u, de J y J,, respectivamente, sobre BV (2) esté garantizada por la
Proposicién 5.34. Utilizaremos el Teorema de estabilidad 5.33, para lo cual serd nece-
sario probar que J y cada uno de los J,, son BV -coercitivos, semicontinuos inferiormente
(débilmente si p = 54 y que la sucesién {J,,} es BV-coercitiva y BV -consistente para
J. De la demostracién de la Proposicién 5.34 también se sigue que J y cada uno de los
Jy, son en efecto BV -coercitivos y semicontinuos inferiormente (débilmente si p = ﬁ).
La BV-coercitividad de la sucesién {.J,} se sigue inmediatamente de la definicién de
Jn y del hecho que a@ > 0. Resta sélo probar entonces la BV -consistencia de {J,}.
Para ello sean v > 0 y B, la bola cerrada con centro en el origen y radio v en BV (2),

es decir B, = {u € BV(Q) / lull gy < 7}. Entonces para cualquier u € B, se tiene
que

[ Ja(w) = J()| = [T = gal® = [ITu—y[*|  (por (5.43) y (5.42))
[ Tu—y =& = Tu—yl| (puesy, =y +&,)
|I€, 17 +2Re (=€, Tu—y) | (por (5.41))

< €l +2 (€, Tu— )

< gl (Nl + 21T el oy + 2 1)

< &l (1€l +2C 1T ull @y +2 ) (por Teorema 5.20)

< J&l [ J&l+2 87 T+ 20l | (ues we By)
=~ =~ =~

—0 —0 <o <o <oco

= &, — 0 cuando n — oc.

Notar que ¢, es independiente de u € B,. Asf, J,(u) converge uniformemente a J(u)
para u en BV-acotados. En consecuencia la sucesién {J,} es BV-consistente para J,
como se queria probar. La proposicién se sigue finalmente del Teorema 5.33. [

Acontinuacién probaremos un resultado de estabilidad en el que el penalizante
[ull gy (o) en (5.42) es reemplazado por una perturbacion diferenciable del mismo (recor-
demos que |[ul| gy () = [[ull 11(q)+Jo(u) no es derivable pues Jp no lo es). Este resultado
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es importante puesto que nos permite aproximar el minimizante global del funcional
no derivable J dado en (5.42), en términos de los correspondientes minimizantes glo-
bales de ciertos funcionales diferenciables. La ventaja radica en el hecho que para
estos funcionales diferenciables, sus correspondientes minimizantes globales pueden, al
menos formalmente, obtenerse resolviendo la correspondiente ecuacion de optimalidad
de primer orden, esto es, igualando a cero sus derivadas de Fréchet.

Proposicién 5.37. (PERTURBACIONES DIFERENCIABLES DEL FUNCIONAL PENALI-
ZANTE) Sean p € [1, d;fl], Y espacio de Hilbert, T : LP(Q2) — Y un operador lineal,
acotado e inyectivo, a > 0,y € Y, J como en (5.42), {5,,} C R* tal que 8, — 0" para
n — oo, Jg  como en (5.10) y para cada n € N, sea J, : LP(2) — R una perturbacion
de J definida por

Ju(w) = 17w =yl + o (Il gy + 5, () (5.44)

Si U y u, denotan los unicos minimizantes globales de J y J,, respectivamente, sobre

BV (), entonces se tiene que u, — U en LP(Q) para n — oo (débilmente sip = 7%).

Demostracién. La existencia del minimizante global inico u de J sobre BV (2) esta
garantizada por la Proposicion 5.34. Para probar que J, tiene un tinico minimizante
global veremos que J,, satisface las hipétesis del Teorema 5.30. Que J,, es BV -coercitivo
se sigue inmediatamente del hecho que a > 0 y que

Jn(“)

Vv

o (lull oy + Jo, () (por (5.44))

> o (llull g + (@) (por (5.16))
= alullpye (por (5.7)).

Por otro lado, que J,, es débilmente semicontinuo inferiormente se sigue del hecho que
Jo(u) = F(u) + a (||u||L1(Q) +Js (u))7 donde F(u) = |[Tu — y||; observar aqui que
los tres funcionales F, ||| 1) v Js, son débilmente semicontinuos inferiormente sobre
LP(Q2). En efecto, F' lo es por la continuidad de 7"y la semicontinuidad inferior débil
de toda norma, Jg, lo es en virtud del Teorema 5.11 y ||-[| ;1 g o es puesto que, como
p > 1, convergencia débil en LP(£2) implica convergencia débil en L'(£2). Asf entonces
del Teorema 5.30 se sigue que J, tiene un minimizante global u,, sobre BV (§2) (recordar
que semicontinuidad inferior débil implica semicontinuidad inferior). Este minimizante
global es tnico puesto que J,, es estrictamente convexo, lo cual se sigue inmediatamente
de la convexidad de cada uno de los funcionales F, ||-|| 1) ¥ Js, (ver Teorema 5.7) y
de la inyectividad de 7' lo cual resulta en la convexidad estricta de F'.

Para la convergencia u, — @ en LP(2) utilizaremos el Teorema 5.33, para lo cual
s6lo resta probar que la sucesiéon {J,} es BV-coercitiva y BV-consistente para .J.
La BV-coercitividad de la sucesiéon {.J,} se sigue inmediatamente del hecho que si
{an} C BV(Q) es tal que ||| gy ) — +oo entonces Jn(in) > il gy q) — +oc-
Solo resta probar que {J,} es BV-consistente para J. Para ello, sean v > 0 y
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B, = {u € BV(Q) / lull gy < 7}. Entonces para cualquier u € B, se tiene que

[ aw) — J()| = | Ty, (u) — Jofw) | (por (5.44), (5.42) y (5.7))
— o (T = D)  (por (5.16))
a\@& (por (5.16))

—0 <oo

IN

— 0 cuandon — oo (pues 3, — 07),

y por lo tanto {J, } es BV -consistente para .J, como querfamos probar. La proposicién
se sigue finalmente del Teorema 5.33. |

Proposicién 5.38. (PERTURBACIONES EN EL PARAMETRO DE REGULARIZACION «)
Sean p € [1, d%'ll] , Y espacio de Hilbert, T : LP(2) — Y un operador lineal, acotado e
inyectivo, y € Y, {a,} CRT, ay, > apin >0 Vn € N, o, — a para n — oo, J como

en (5.42) y para cada n € N, sea J,, : LP(2) — R una perturbacion de J definida por

Ta(u) = [[Tu = ylI* + an |[ull gy - (5.45)
Sean 1, u, € BV (Q) los unicos minimizantes globales de J y J,, respectivamente,
sobre BV (Q). Entonces u, — u en LP() para n — oo (débilmente si p = 7%5).

Demostracién. Aqui también la existencia de los minimizantes globales tinicos @ y
up, de J y J,, respectivamente, sobre BV () estd garantizada por la Proposicién 5.34.
Emplearemos nuevamente el Teorema de estabilidad 5.33, para lo cual serd necesario
probar que J y cada uno de los J,, son BV -coercitivos y semicontinuos inferiormente
(débilmente si p = 54 y que la sucesién {J,,} es BV-coercitiva y BV -consistente para
J. De la demostracién de la Proposicion 5.34 se sigue que J y cada uno de los J,, son
BV -coercitivos y semicontinuos inferiormente (débilmente si p = ﬁ). Que la sucesién
{J,} es BV-coercitiva se sigue inmediatamente del hecho que a;, > 0y que para
{u,} C BV(Q) se tiene que

Jn(lin) 2 an ”anHBV(Q) (por (5.45))
2 Omin ||a7‘b||BV(Q) (pues O, Z amin)-

Para utilizar el Teorema 5.33, sélo resta probar la BV -consistencia de {.J,} para J.
Paraello, seany >0y B, = {u € BV(Q) / [lull gy < ’y}. Entonces para cualquier
u € B, se tiene que

(@) = @) | = [ [ull gy = @ lullpyie | (bor (5.45) ¥ (542))

= |a, —«af ||U||BV(Q)
< la,—aly (puesueB,)
0

— 0 cuandon — oo (pues a,, — a),

y por lo tanto {J,} es BV-consistente para .J, como se queria probar. Del Teorema

5.33 se sigue entonces que u, — % en LP(S2) para n — oo (débilmente sip = -%). =
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Proposicién 5.39. (PERTURBACIONES EN EL OPERADOR T') Seanp € [1,7%), Y

espacio de Hilbert, T : LP(Q) — Y un operador lineal, acotado e inyectivo, a > 0,
y €Y, {T,} € L(LP(N),)) tal que T,, — T uniformemente (i.e. ||T, —T| "= 0),
T, inyectivo VYn € N, J como en (5.42) y para cada n € N, sea J,, : LP(©2) — R una
perturbacion de J definida por

T(u) = | Tou = y|* + allull gyq) - (5.46)

Sean 1, u, € BV (Q) los unicos minimizantes globales de J y J,, respectivamente,
sobre BV (Q)). Entonces u, — @ en LP()) para n — oc.

Demostracién. La existencia de los minimizantes globales tinicos @ y u, de J y Jy,
respectivamente, sobre BV (£2) estd garantizada por la Proposicién 5.34 (pues Ty T,
son inyectivos). Utilizaremos una vez mds el Teorema 5.33, para lo cual serd necesario
probar que J y cada uno de los J,, son BV -coercitivos y semicontinuos inferiormente y
que la sucesién {J,,} es BV-coercitiva y BV -consistente para J. Por la demostracién
de la Proposicién 5.34 también tenemos que J y cada uno de los J,, son BV -coercitivos
y semicontinuos inferiormente. La BV-coercitividad de {.J,,} se sigue inmediatamente
de la definicién de J,, y del hecho que a > 0. Resta probar la BV -consistencia de {.J,,}

para J. Para ello, sean v >0 y B, = {u e BV(Q)/ ||u||BV(Q) < 7}. Entonces para

cualquier u € B, se tiene que |[ul| ;) < C'[|ul| gy (g (ver Teorema 5.24) y

(@)= J@)| = [T -yl = ITu—yl?|  (por (546) y (5.42))
| | T — Tul||” + 2Re (Thu — Tu, Tu — y) | (por (5.41))

< |NThu — Tul)* + 2 (Thu — Tu, Tu — y)|

< T =TI Nlull7oiy + 2 170 = Tl 12l oo (IITII [l o) + IIyII)

< T =TI |7 =TI C*¥+2Cr(ITN Cy+yll) | (uwe B,
—_——\ Y—— S~ ~ 4

—0 —0 <o <o <00

= ¢, — 0 para n — oo,

donde ¢,, es independiente de v € B,. Asi J,(u) — J(u) uniformemente para u en B,
En consecuencia, la sucesion {.J,} es BV -consistente para .J, como se queria probar.
La proposicién se sigue del Teorema 5.33. [

Finalizamos la seccién analizando el dltimo de los resultados de estabilidad bajo las
cuatro perturbaciones anteriores de manera conjunta.

Proposicién 5.40. (PERTURBACIONES SIMULTANEAS EN EL DATO ¥y, EN EL FUN-
CIONAL PENALIZANTE, EN EL PARAMETRO DE REGULARIZACION @ Y EN EL OPERA-
DOR T) Sean p € [1, d%'ll), Y espacio de Hilbert, T : LP(Q2) — Y un operador lineal,
acotado e inyectivo, « > 0, y € YV, J como en (5.42), {T,,} C L(LP(),Y) tal que
T, — T uniformemente, T, inyectivo Yn € N, y, =y +&, Vn € N, ||, — 0
para n — oo, {a,} C Rftal que oy > apin > 0 Vn € N, a,, — « para n — oo,
{6,} CR* tal que B, — 0% paran — oo, Jz como en (5.10) y para cada n € N, sea
Jn o LP(Q2) — R una perturbacion de J definida por

Jn(w) = T = gall* + an ([l a0y + T, () (5.47)
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Sean u, u, € BV(Q) los tnicos minimizantes globales de J y J,, respectivamente,
sobre BV (). Entonces u, — @ en LP(Q) paran — co.

Demostracién. La demostracion de esta proposicion se sigue esencialmente ensam-
blando las demostraciones de las cuatro proposiciones anteriores. Aqui también la
existencia del minimizante global unico @ de J sobre BV (2) esta garantizada por la
Proposicién 5.34 (pues T' es inyectivo). La existencia del minimizante global unico u,
de J,, sobre BV (Q2) se demuestra de igual manera que en la Proposicién 5.37 con el
funcional F reemplazado por F,(u) = ||Thu — yn||*; por esta razén la omitimos. De
igual modo, de la demostracién de la Proposicién 5.37 también se sigue que cada fun-
cional J,, es semicontinuo inferiormente, BV-coercitivo y estrictamente convexo (pues
T, es inyectivo). Para probar la convergencia de w, a @ en LP(Q2), utilizaremos el
Teorema 5.33, para lo cual sélo resta probar que la sucesién {J,} es BV -coercitiva y
BV -consistente para J. La BV-coercitividad de la sucesién {.J,,} se sigue inmediata-
mente del hecho que si {u,} C BV (Q) es tal que ||u,|| py () — +00 entonces

Jalun) = an (Il sy + Jp, (wn)) (por (547))
> apin (lunlloy + Joltn))  (pues ap > g y por (5.16))

Qimin ”Un”]gv(g) — 400 (pues ampmn > 0).

S6lo resta probar que {.J,,} es BV -consistente para J. Para ello notar en primer lugar
que, como T,, — T en L(LP(2),)), existe k < oo tal que ||7,]| < k. Sean ahora v > 0

y B, = {u € BV(Q) / |ullpyq) < ’y}. Entonces para cualquier u € B, se tiene que
[ull oy < C l[ull gy (ver Teorema 5.24) y
[ Ju(u) = J(u) | =
= | 1T =yl + e (g + T, () = [T =yl = @l g |
= 1T =y = &l + 1wl 3y — @ el vy = 1T = 91 + @ T, (w)
= | IITou—yl* = 2Re (Tyu — . &) + €] — [ Tu — gl
+(an = ) full gy + (I3, (W) = Jo(w))|
= || Twu — Tul]® + 2Re (Tyu — Tu, Tu — y) — 2Re (Tyu — y,&,) + ||€, ]
+ (= ) [ull gy @) + an (T, (w) = Jo(w))| (por (5.41))

< T = Tull? + 2| (Tow = T, Tu = ) | + 1€, + 2| (T — 9, €,) |

+ @ = al [ullpy ) + an (J3,(0) = Jo(w))  (por (5.16))
< T =TI el ey + 21T = Tl ell ey (N0 el oy + )

€l (1Eall + 2 1Tl 1wl oy + 2l ) + 1 = |l gy @y + @v/Br 19
<

T.-T| || |
v v
—0 —0 <o <o <oo

&

T, —T|C*y+2C~(IT|| Cv+llyll)
e N N -~ ~
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+€, Al +2EC~y+2 +la,—a|Cy + ay, n |§2
€1l { 11€nll 1+2 10yl |+ | O VB, |9

—0 —0 <o <oo —0 <o —a 0

= &, — 0 paran — oo,

donde ¢,, es independiente de v € B,. Asi J,(u) — J(u) uniformemente para u en B,.
En consecuencia, la sucesién {J,} es BV-consistente para J, como se queria probar.
Finalmente del Teorema 5.33 se sigue entonces que u,, — % en LP(§2) paran — co. W

5.3 Penalizacion con la seminorma BV

En la seccién anterior probamos resultados de existencia, unicidad y estabilidad de los
minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados de la forma
(5.42), en los cuales el penalizante estd dado por la norma ||| 5;» = ||| ;1 +J0(+). Resulta
interesante preguntarnos si, a los efectos de inducir estabilidad, no serfa suficiente con
utilizar como penalizante solamente la seminorma de variacién acotada, es decir el
funcional Jy. Esta pregunta nos lleva a considerar el funcional J : L?(Q)) — R definido
por

J(u) = ||Tu — y||* + a Jo(u). (5.48)

Surgen inmediatamente todas las cuestiones relacionadas con los problemas de existen-
cia, unicidad y, obviamente, estabilidad de los minimizantes globales del funcional J.
Como vimos en las secciones anteriores, una condicién necesaria para la existencia de
minimizantes globales del funcional .J sobre B V(€2) es que el mismo sea BV'-coercitivo.
Observamos inmediatamente que la omision de [|ul| ;1o en el penalizante de J puede
originar la ausencia de esta propiedad. En efecto, tal es el caso, por ejemplo si el opera-
dor T anula funciones constantes puesto que para tales funciones u se tiene obviamente
que Jo(u) = 0. Serd necesario entonces imponer condiciones adicionales al operador
T para preservar la propiedad de BV -coercitividad del funcional J (precisamente este
serd el primer resultado de esta seccién, Lema 5.41).

Por otro lado, de la misma forma que en el caso de la utilizacién de la norma
|||l 5, como penalizante (.J definido como en (5.42) ), desde el punto de vista numérico-
computacional surge ademds el inconveniente de que el funcional J no es derivable
puesto que, como vimos, Jy no lo es. En este sentido abordaremos entonces el pro-
blema de analizar la existencia, unicidad y estabilidad de minimizantes globales de los
funcionales que resultan de reemplazar el penalizante Jy en (5.48) por perturbaciones
diferenciables del mismo. Es decir, analizaremos funcionales de la forma J : LP(2) — R
definidos por

J(u) = || Tu —y||* + a Js(u), (5.49)

donde Js es la aproximacién a Jy definida en (5.10). Se puede verificar que para
B >0, Jz(u) es diferenciable Gateaux con respecto a u (Definicién A.95). No obstante
ello, es oportuno senalar que si bien para cualquier § > 0, J es diferenciable en u, el
andlisis necesario para probar la existencia de minimizantes globales de (5.49) resulta
considerablemente m&s engorroso que el que fue necesario en la seccién anterior cuando
se utiliz6 la norma ||-|| 5, como penalizante.
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Como mencionamos previamente, para obtener resultados sobre la existencia de
minimizantes globales de (5.49) sobre BV (£2) serd necesario requerir la BV -coercitividad
de J para lo cual es necesario imponer ciertas condiciones sobre 7. En efecto, notar
por ejemplo que si T anula funciones constantes entonces el funcional J no puede
ser BV -coercitivo (por ejemplo si u, = nyq, entonces |u,|| — +ooy J(u,) =

1 Tun =yl + a [y \/IVual* + 8 = [lylI* + av/B|Q] < 0o pues Tu, =0 y Vu, = 0).

El siguiente lema provee una condicién suficiente para garantizar la BV -coercitividad
del funcional J definido en (5.49).

Lema 5.41. Sean p € [ , 55 1} Y espacio de Hilbert, T : LP()) — Y operador lineal y
acotado, y € Y, J como en (5.49) y supongamos que T no anula funciones constantes
(no nulas), es decir

Txq # 0. (5.50)
Entonces J es BV -coercitivo.

Demostracién. Para probar la BV -coercitividad de J es suficiente con probar que el
funcional J definido en (5.48) (correspondiente al caso 3 = 0) es BV -coercitivo puesto
que, por la desigualdad (5.16), Jz(u) > Jo(u) Yu € BV (2), V5 > 0. Para ello observar
primero que todo u € BV (2) tiene una descomposicién de la forma

u="v+w, (5.51)
donde
w=UXq ; /de:() (5.52)
Q

siendo p = ﬁ fQ udz el valor medio o promedio de u sobre ). Notar que pu < oo pues
ueBV(Q)C L' (Q)y [qvdr = [,(u—w)de = [judr—p [, xqdr = [udr—p Q] =
0. Escribiremos simplemente v =u — p en lugar de v =u — p xq-

Probaremos en primer lugar que
11
[0l Loy < 17 (0]l Loy - (5.53)
donde ¢ = . Para ello consideraremos los siguientes dos casos para q:
1) Sig < o0, esto es d > 2, se tiene que

lolle = / o) da = / o(@)l” xq dz

< |||v|p||L%(Q) ||XQ||Lq_g_P(Q) (por Desigualdad de Holder)

4 9—p

= ([ ety d) (f x:)
_ (/ |v(x)|qu>q (/de) q

1-2
= [ollZaq 19

1.1
y por lo tanto ||v||L,,(Q) < |Qfr e ||U||Lq(ﬂ)'
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2) Siq=o0 (i.e. d=1) se tiene que

[l = / o(@)? de

< /esssup|v(x)|pdx
Q

€N

= ol / d
L (Q) 0

= ||U||poo(g) €2,

1_1
y por lo tanto ||v||Lp(Q) < Q7 ||U||Lq(g) (pues ¢ = 00).

Por otro lado, en virtud de la desigualdad de Poincaré-Wirtinger para funciones en
BV () (ver por ejemplo: [46], Teorema 5.2 y [4], Lema 10.3.2) se tiene que existe una
constante C' = C'(€2,d) > 0 tal que

lu = pll Loy < C Jo(uw). (5.54)
Puesto que v = u — p, de (5.53) y (5.54) se sigue entonces que
0]l Loy < C Jo(u), (5.55)
donde Cy = Cy(p) = |Q|%_% C > 0. Asf entonces

”uHBV(Q) = ||u||L1(Q)+J0(U)
o+ wls0) +Jo(u)  (por (351))

< Awllpre + lwllpr ) + Jo(w)
< wllpag) + (C1(1) +1) Jo(u)  (por (5.55) con p = 1)
(D) +1 -
<l + = (), (5.50)

A

donde la ultima desigualdad se sigue del hecho que a > 0y J(u) > a Jy(u) por (5.48).
Finalmente para de probar la BV -coercitividad de J trataremos de encontrar una cota
superior para ||wl|,.q) en términos de J(u). Para ello observar en primer lugar que,
puesto que 7' no anula funciones constantes, existe Cy > 0 tal que

Tx
Il = I Goxs)ll = 173l = 5252l el 0] = Callully. 657

donde Cy = Xl > 0 (por (5.50)) v [[wll 10y = Jo lxa(@)| dz = u] [, de = |p] |€2].
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Por otro lado,

Jw) = |Tu—yl*+ado(u) (por (5.48))
= |T(w+w) —y|* +ado(u) (por (5.51))
= ||Tv—y+ Tw||2 + a Jo(u)

> (7o =yl — | Twl)’ +a Jo(u)

= 7o —yll* + ITw|* = 2| Tv = yll [ Tw] +a Jo(u)

> |[Tw| (ITw] =270 = yl) + o o(w)

> [Tl (ITwll - 2| Toll = 2 [lyl) + a Jo(w)

> [Tull (ITwl = 2T [oll ey = 2 yl) +a Jo(w)

— Callwll @ (Ca ol @y = 2T 0l oy — 21wl) + o) (por (5.57))
> Callullysa (C2 ol =2 (11 Co(p) Jo(w) + ly) +a Jofw), — (5.58)

donde la tltima desigualdad se sigue de (5.55). Analicemos los siguientes dos casos:
Caso 1) Si Co|lwllpiq) — 2T Ci(p) Jo(uw) + [[yll) > 1, entonces

J(u) Cy [[wll 1) + e Jo(w) — (por (5.58))

Cy ||w||L1(Q)7

AVARAY

y por lo tanto
1

w110y < oA J(u). (5.59)
Con (5.59) en (5.56) se obtiene que
1 . Ci(1)+1 .
vy < o 00+ 2w
(1 Ci(p)+1) -
= (CQ +— J(u). (5.60)

Caso2) Si Cyl||wllig) —2(|T]] Ci(p) Jo(u) + ||ly|]) < 1, entonces
@

1
lwll ) < 52(1+2||T|| Ci(p) Jo(u) + 2yl

< & (12T S iw ezl ). o

Con (5.61) en (5.56) se tiene ahora que

1 1 Ci(1)+1
lull vy < G (1 +2|TN Culp) - J(w) +2 IIyII) + = J(w)
L2l 1 (2071 G0

Co a Ch +Ci(1) + 1) J(u). (5.62)
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En ambos casos, de (5.60) y (5.62) se sigue inmediatamente que J es BV -coercitivo,
como se queria probar. u

Observacién 5.42. Resulta oportuno senalar la similitud de la condicién que requiere
el Lema 5.41 con la condicién de complementacién (4.2) que debimos imponer para el
caso de penalizantes dados por seminormas asociadas a operadores diferenciales. En
efecto, notar que para el caso particular 8 = 0 la condicién (5.50) puede interpretarse
también como la condicion N (T') NN (Jy) = {0}, puesto que obviamente N(Jp) estd
constituido por las funciones constantes sobre (2.

Fl siguiente resultado provee una condicién suficiente que garantiza la existencia de
minimizantes globales del funcional J sobre BV (£2).

Teorema 5.43. Sean p € [ , 55 1] B >0, Y espacio de Hilbert, T : LP(2) — Y opera-
dor lineal y acotado, Jz como en (5.10) y J como en (5.49). Si T no anula funciones
constantes (i.e. si T satisface (5.50)) entonces el funcional J tiene un minimizante
global sobre BV (£2).

St T es inyectivo tal minimizante global es unico.

Demostracién. Se sigue inmediatamente del Lema 5.41 y del Teorema 5.30. Notar
que el funcional J definido en (5.49) es débilmente semicontinuo inferiormente puesto

que F(u) = ||Tu—y||* 1o es (en virtud de la continuidad de T y la semicontinuidad
inferior débil de toda norma) y el funcional Jz también lo es (ver Teorema 5.11 y
Observacién 5.10). u

Es oportuno mencionar aqui que la condicién (5.50) no es suficiente para garantizar
la unicidad de los minimizantes globales de J, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.44. Sea T : L'(—2,2) — R? definido por

(Tu], = /_ Cuwdr [T, = /1 () d.

2

Sea y = [y1, ZJQ]t =[-1, l]t € R2. Definamos

J(u) = ||Tu — yllge + Js(u Z [Tu]; — ) + Ja(w).

Se puede probar que para § > 0 el funcional J tiene un tnico minimizante global dado
por
-1 si -2<zx<-1
u*(x) = r si —1<zx<1 |
1 si 1<xr<?2
mientras que para el caso § = 0 cualquier funcién u tal que u(x) = u*(z) para todo
)

r € (=2,-1) U (1,2) y u(r) monétona creciente para x € (—1,1) constituye un
minimizante global para J.
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Finalizamos esta seccién analizando un resultado de estabilidad para los mini-
mizantes globales del funcional J definido como en (5.49), bajo perturbaciones si-
multdneas en el operador 7"y en el dato y.

Teorema 5.45. Sean p € [l,d;fl), Y espacio de Hilbert, T : LP(Q2) — Y operador

lineal y acotado, {T,,} C L(LP(),Y) tal que T,, — T para n — oo,
I Taxall =27 >0 VneN, (5.63)

a>0,yeV, At CY, yp=y+¢, VneEN, ||€,]| — 0 paran — oo, § >0, Jz como
en (5.10), J como en (5.49) y para cadan € N, sea J,, : LP(2) — R una perturbacion
de J definida por

Jn(u) = | Tou — ynl)* + a Js(u). (5.64)

Supongamos ademds que U y u, son los unicos minimizantes globales de J y J,, res-
pectivamente, sobre BV (Q2). Entonces u, — @ en LP(S)) para n — oo.

Demostracién. Utilizaremos el Teorema 5.33 para lo cual serd necesario probar que
los funcionales J y J, (con n =1,2,3...) son BV-coercitivos, semicontinuos inferior-
mente y que la sucesién {.J,} es BV-coercitiva y BV-consistente para J. Que J, es
BV-coercitivo se sigue inmediatamente del Lema 5.41 puesto que en virtud de (5.63),
T,, no anula funciones constantes. De igual modo puesto que

1Txal = ‘
= lim [|T,xql
n—»oo\ﬁ,_/

>

> v>0 (por (5.63)),

lim TnXQH (pues T,, = T)

se obtiene que también .J es BV -coercitivo.

Por otro lado, que J,, es débilmente semicontinuo inferiormente se sigue del hecho
que J,(u) = Fy(u) + 8 Js(u), donde F,(u) = ||Tou —yu|*, v Fn y Js son débilmente
semicontinuos inferiormente sobre LP(£2). En efecto, F), lo es por la continuidad de T,
y la semicontinuidad inferior débil de toda norma y Jz lo es en virtud del Teorema
5.11. Que J es débilmente semicontinuo inferiormente se sigue de la demostracién del
Teorema 5.43.

A continuacién probaremos que la sucesién {.J,} es BV-coercitiva: sea entonces
{a,} C BV(Q) tal que [[in| gy(q) — +0o0 y escribamos @, = v, + w, como en (5.51) y
(5.52). Puesto que ||Toxall =7 >0y w, = i, xXq, con p, = ﬁ Jq U dz, se tiene que

Y ~
[ Twwnll = [T (i x) | = lal | Taxall 2 7 [1al = [ 1 192 = F |wnll 11 gy »
donde ¥ = & > 0y [lwnllpaq) = Jo ltn Xa(@)| dz = |1, [ dz = |11,,| [©2]. Por lo tanto

| Tawnll = 7 |lwnll 1) > 0

Sean M > 0 una cota superior para ||T|| y cada ||T,|| y m > 0 una cota su-
perior para |ly|| y cada ||ly,||. Entonces, siguiendo los mismos pasos utilizados en la
demostracién del Lema 5.41 para probar (5.58) se obtiene ahora que

In(Un) 27 ”wnHLl(Q) (ﬁ ”wnHLl(Q) —2(M Cy(p) Jo(tn) + m)) +aJo(in)  (5.65)
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y de aqui (analizando los dos casos andlogos a los de la demostracién del Lema 5.41)
se obtiene la BV-coercitividad de {.J,,}.

Resta probar que {J,} es BV-consistente para J. Para ello, sean 7 > 0 y
B, = {u € BV(Q) / [[ull gy < 7'}. Entonces para cualquier © € B, se tiene que

[ull oy < Cllull gy gy (ver Teorema 5.24) y
| Ju(u) = J(u) | =
= | ITou = yal* = ITu = y)* | (por (5.64) y (5.49))
1 Tww =y = &7 = 1Tu =yl | (pues yo =y +¢,)
= [ Twu—Tu—¢&,|* —2Re(Thou—Tu—§&,, Tu—y)|  (por (5.41))
= ||Tou — Tu|* = 2Re (Tu — T, &,) + [|€,]17 — 2Re (Thou — Tu — &, Tu —y) |
< T =TI oy + 2170 = Tl el oy €011 + N1€1°

2 (I = Tl all oy + 1all) (KT el oy + 1)

< _ _ 2,2 2,2
< JTnv 7| JTnv TP +2C0r+2|T| 22 +20 7 |yl
-0 -0 <oo <oo <oo <o© <o o0

= &, — 0 paran — oo,

donde ¢, es independiente de u € B;. Asi J,(u) — J(u) uniformemente para u en B;.
En consecuencia, la sucesion {.J,} es BV -consistente para .J, como se queria probar.
Finalmente la convergencia de u,, a 4 en LP(2) se sigue del Teorema 5.33. |

5.4 Convergencia de los minimizantes globales

En esta tltima seccién abordaremos finalmente el estudio de la convergencia de las solu-
ciones regularizadas obtenidas con los métodos de regularizaciéon por variacién acotada.
Al igual que en las secciones anteriores {2 denotard un subconjunto abierto, convexo
y acotado en R?, con d = 1,2 6 3, con frontera Lipschitz continua y p € [1,7%].
Supondremos el caso de un “problema exacto” de la forma

Tu =y, (5.66)

con solucién unica u., € BV (§2). Ademds, consideraremos una sucesién de “problemas

perturbados”

con soluciones aproximadas u, (no necesariamente tinicas) que se obtienen minimizando
sobre BV (2) los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes igual
a la norma BV, es decir

Tn(1) = | T = yll* + i [[ull gy - (5.68)
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El siguiente teorema provee condiciones suficientes que garantizan la convergencia
de u,, a Uegy.
Teorema 5.46. Sean p € [1, ﬁ] , Y espacio de Hilbert, T : LP()) — Y operador lineal
y acotado, {T,,} C L(LP(Q),Y) tal que T, "= T en L(LP(Q), ), y €V, Uex € BV ()
la dnica solucion del problema (5.66), {y,} C Y tal que y, "y, {an} CRT tal que

. 2
an =0y ”T"u;—y"” permanece acotado. Para cadan € N, sea J, : LP(2) — R

como en (5.68) con ‘minimizante global us, (no necesariamente 1inico) en BV ().
(i) Sipe [1,7%) entonces uy — Uex en LP(Q) paran — oco.
(ii) Sip= 7% entonces u, — U, en = (Q) para n — oo.

Demostracién. Por hipétesis, existe M > 0 tal que

| Tottes — yul* < M o, Vn e N. (5.69)

Por otro lado,

| Tn — Z/nHQ < Julun)  (por (5.68))
< Jp(ter)  (pues u, minimiza J,)
= N Tuter = nll* + O [[tiecl| o) (por (5.68))
< n M ex ) .
< (M Juerllpiy)  (por (5:69))
—0t 2(:0
— Oparan — oo (pues a,, — 07 y u, € BV(2))
y por lo tanto
| Tt — Y| "= 0. (5.70)
Ademas,
In(un)
lunll gy < - (por (5.68) ya que «,, > 0)
Jn(ueaz)

(pues u,, minimiza .J,,)
Qn

| Totex — ynl|”
T A, + l[ueall gy (Por (5.68))

< Ml gy (por (5.69))
= M <oo (pues u, € BV(Q))

y en consecuencia, {u,} es BV-acotada.

Queremos probar que u, — e, en LP(2) si 1 < p < d;fl (débilmente si p = 75).

—_

Supongamos por el absurdo que esto no es asi. Entonces existe una subsucesion {unj}
. ., 1. - d

de {u,} tal que ninguna subsucesion de {u,, } converge a u., (débilmente si p = 7%4).

Sin embargo, como esta subsucesién {un]} es BV-acotada, en virtud del Teorema 5.24
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(Teorema 5.25 si p = £%), contiene una subsucesién convergente en LP({2) a algtin

@ € BV (Q) (débilmente si p = -%). Volvemos a llamar con {u,, } a esta subsucesion.
Obviamente se debe verificar 4 # Ue;.

Observar ahora que, para todo v € Y se tiene que

(Ta—yv)| < [T(a—up,) o)+ [((T = Ty un;, v)| + [Ty tn; = Yy )|
+ (Y, — v, 0)] - (5.71)

A continuaciéon probaremos que cada uno de los cuatro términos en el lado derecho
de (5.71) tienden a cero para j — oo. Para el primer y segundo término se tiene,
respectivamente, que:

(T(i—un,),v)| <

AT ]

<oo -0 <oo

— 0 para j — oo (pues uy,, % 4, débilmente si p = L) (5.72)

(T =T )] < [T = T | o s L,

—0 <00 <oo

— 0 para j — oo (pues {u,} es LP-acotada). (5.73)
Finalmente, para el tercer y cuarto término se tiene, respectivamente, que:

‘<Tnjunj—ynj,v>‘ = \”T”junj_y”j” gl

g S~
—0 <00
— 0 para j — oo (por (5.70)) (5.74)

[y =900 < [y —wl| 0]
%

— 0 paraj — oo (pues y, — y). (5.75)

Asi, por (5.72), (5.73), (5.74) y (5.75), los cuatro términos del lado derecho de (5.71)

tienden a cero para j — oo, de donde se sigue que (T't —y,v) =0 Yv € ) y por

lo tanto T'u = y, lo cual contradice la unicidad de la solucién u., de (5.66). Esta

contradiccién proviene de haber supuesto que la sucesién {u,} no converge a u, en
d

LP(2). Luego, u, — e, en LP(Q) si 1 < p < -4 (débilmente si p = -%), como se

queria probar. [

Nos preguntamos ahora si, a los efectos de obtener el resultado de convergencia
del teorema anterior, no serfa suficiente con utilizar como penalizante la seminorma

de variacién acotada, es decir el funcional .Jy. Esta pregunta nos lleva a considerar el
funcional J,, ¢ : LP(2) — R definido por

Jn,O(u) = ”Tnu - ynH2 + a, JO(U) (576)
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Nuevamente, desde el punto de vista numérico-computacional tenemos el inconveniente
que el funcional J, o no es diferenciable pues, como ya mencionamos, el funcional Jy
no lo es. Por otro lado, la omisién de ||ul|. o) en el penalizante de J,o podria, en
principio, originar, como también se menciono en la seccién anterior, la ausencia de la
propiedad de BV -coercitividad de .J,, o (recordar que esta propiedad es necesaria para
la existencia de minimizantes globales). En este sentido abordaremos entonces el pro-
blema de analizar la convergencia de los minimizantes globales de los funcionales que
resultan de reemplazar el penalizante .J; por perturbaciones diferenciables del mismo.
Es decir, consideraremos el siguiente funcional definido sobre LP(f2), con valores sobre
R:

Jup(0) = [T — > + an T w), (5.77)

donde 8 > 0y Jj es la aproximacién diferenciable a .Jy definida en (5.10). Con este fun-
cional J, 3 asi definido podemos obtener entonces el mismo resultado de convergencia
dado en el teorema anterior, como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 5.47. Sean p € [Ld%'ll], Y espacio de Hilbert, T : LP(Q2) — Y operador

lineal y acotado, {T,,} C L(LP(),Y) tal queT,, — T en L(LP(Q), V), |Tuxal =7 >0
Vn e N, y €Y, ue, € BV(Q) la unica solucion del problema Tu =y, {y,} C Y tal

n—o0 n—00 _ 2
que Yy, — vy, {an} C R* tal que o, — 0T Y W Tnttea—ynll” permanece acotado, f > 0,

Jz como en (5.10) y para cada n € N, sea J, 3 :QIZLP(Q) — R como en (5.77) con
minimizante global u,, (no necesariamente inico) en BV ().

(i) Sipe [1, ﬁ) entonces U, — Ue; en LP()) para n — oo.

.. . w _d_
(i) Sip= 7% entonces u, — Uy en L7 () para n — oo.

Demostracién. Por hipétesis, existe M > 0 tal que

Tn ex — Yn 2 =
ITotier =9l -y e (5.78)

Qn

Siguiendo los mismos pasos utilizados en la demostracién del teorema anterior para
probar (5.70), se tiene ahora que

Tt = gl < Jus(wa)  (por (5.77))
< Jup(ter)  (pues u, minimiza J, 5)
= ||Thtex — yn||2 + ay, J3(Uey)  (por (5.77))
< | Tttes = gl + an (Jo(uea) +V/B1OI)  (por (5.16))
< an (M + Joue) +1/B19])  (por (5.78))
~ S——
—0+ <oo
— 0 paran — oo (pues a, — 07 y u,, € BV(Q)) (5.79)

n—oo

y por lo tanto || T,u, — yn|| — O.

En lo que sigue nos remitiremos en distintas ocasiones a las demostraciones del
Lema 5.41 y del Teorema 5.45. Al igual que en el teorema anterior, probaremos en
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primer lugar que {u,} es BV- acotada. Para ello, como u, € BV(), escribiendo
Uy, = Uy + w, donde w, = p,xq y fQ v, dxr = 0, y siguiendo los mismos pasos
utilizados en la demostracién del Lema 5.41 para la obtenién de (5.56), se tiene ahora
que

lunllpy@) = llunllpi) + Jolun)
= |lon + wn”Ll(Q) + Jo(un)

< Nwallpagy + lwall ) + Jo(un)
Ci(1)+1
< wall gy + % Jno(un)  (por (5.76))
Ci(1)+1
< wall gy + = Jus(ua)  (vor (5.16)),  (5.80)

n

donde C1(1) > 0. Por otro lado, siguiendo ahora los mismos pasos utilizados en la
demostracién del Teorema 5.45 (puesto que los pasos son idénticos no los incluimos),
las actuales hip6tesis también implican (5.65), entonces se tiene que

Inp(un) > Jno(u,) (por (5.16))
> wallaoy (7 1nll s ey — 2 (M Ca(p) Jo(wn) +m) ) + (), (5.81)
donde ¥ = |Q| m, M, C1(p) son constantes positivas. A continuacién analizaremos los
siguientes dos casos, andlogos a los de la demostracién del Lema 5.41 (observar que 5

cumple la funcién de la constante C5 en esa demostracién y recordar que M y m son
cotas superior e inferior, respectivamente, para ||T'|| y ||75]|):

Caso 1) Si 7 [|wnll11q) — 2 (M Ci(p) Jo(un) +m) > 1 entonces

Jnﬁ(un) > 7 ||wn||L1(Q) + a, JO(Un) (por (581) )
= Fllwnllf1q)

y por lo tanto

1
[wnll 1) < 5 .3 (tn)- (5.82)
Con (5.82) en (5.80) se obtiene que
1 Ci(1)+1
lonlloviey < (34 L) usin)
1
< (5 + Cl ) Jng(Uer)  (pues u, minimiza J, 3)
1 O
= (§+ i ) T tter — yn|| + ay, Jg(uez)) (por (5.77))
. G . 01 > a, M+ Js um)) (por (5.78))
Qn
= (w1 (4 ) +VEIR)  (por (516)

< M; < oo (pues {a,} es acotada y u., € BV(Q)). (5.83)
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2) Si ||lwnll i) — 2 (M Ci(p) Jo(us) +m) < 1 entonces

il < = (1420 Co(p) o) +2m)
< % (1 +2 M Cy(p) ain no(un) + Qm) (por (5.76))
< %(1+2M01(p)ai n,ﬁ(un)wm) (por (5.16) ). (5.84)

n

Con (5.84) en (5.80) se obtiene que

1+2m 2 M Ci(p) 1
ooy < S+ (PR ) 41) sl
1
< Mp+ My — (I Twttex — yull* + an J5(uez)) (por (5.77))
< My+ My (M n Jﬁ(uez)) (por (5.78))

< My + Ms (M 4 Jo(ues) + /B |Q|) (por (5.16))
= My <oo (puesue € BV(Q)), (5.85)

donde K, = # y Ky = mfcl(m + C1(1) + 1 son constantes positivas.

En ambos casos, de (5.83) y (5.85) se sigue que la sucesién {u,} es BV-acotada,
como se querfa probar.

Finalmente, la demostracién de la convergencia de u, a ue, en LP(2) (débilmente

sip= ﬁ) es idéntica a la correspondiente demostracién del Teorema 5.46, pues en
ella no interviene el funcional J, 3. Por este motivo no la incluimos. Esto concluye la

demostraciéon del teorema. ]

Finalizamos este capitulo presentando dos conjeturas relacionadas con la convergen-
cia de los minimizantes de funcionales de Tikhonov-Phillips con penalizantes de tipo
BV. Tales conjeturas surgen, como veremos, de modo muy natural a partir del andli-
sis de los resultados conocidos para los métodos con penalizantes cldsicos. Senalamos
que estas conjeturas constituyen problemas abiertos sobre los cuales nos proponemos
trabajar en el futuro.

En el Capitulo 3 (Teorema 3.1) vimos que el método cldsico de regularizacién de
Tikhonov-Phillips aplicado al problema Tx = y es equivalente al problema de mini-
mizar el funcional de Tikhonov-Phillips de la forma

TP (@) = | Te =yl +az|*, € X.

. . . 2 ...
Ademds vimos que, en este caso particular donde el penalizante es ||z||”, el minimizante
global del funcional JI* (i.e la solucién regularizada z,) converge, para a — 07, a la
solucién de cuadrados minimos de minima norma zf. Es decir, probamos que

a—07t

To 5 2l =Ty
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Por otro lado, en el Capitulo 4 estudiamos los métodos de Tikhonov-Phillips
generalizados con penalizantes asociados a seminormas inducidas por operadores dife-
renciales. Allf vimos (Teorema 4.15) que en el caso particular donde el penalizante es
||Laz:||27 donde L es un operador diferencial, entonces bajo ciertas hipétesis generales,
el minimizante global z,, del funcional de Tikhonov-Phillips generalizado
Ji(x) = | Te - y|I* + || Le|*, = € D(L)

[e%

converge, para @« — 07, a la solucién de cuadrados minimos de minima ||Lz|| semi-
norma. Es decir, probamos que
Zq ot xz = T]Iy.

Para el caso de penalizantes de tipo BV hemos probado sendos resultados de con-
vergencia en los dos tltimos teoremas de este capitulo bajo la hipotesis de que el
problema Tu = y, donde T € L(BV (2),)), tiene una solucién exacta u., € BV ().
Implicitamente hemos requerido que el dato exacto y € R(T') y que el operador T sea
inyectivo, en cuyo caso, obviamente, la solucién exacta u., coincide con la solucién de
cuadrados minimos de minima BV norma. Denotemos ahora con J2" a los funcionales
de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV, es decir

JBV(u) = ||Tu —y|* + a Wgy(u), ue BV(Q), (5.86)

donde Wgy (u) = [lull gy gy 6 Wrv(u) = Jo(u) 6 Wy (u) = Js(u). En los dos teore-
mas mencionados probamos que los minimizantes globales u}” de los funcionales J 2V
convergen, para a — 07, a la solucién exacta u.,. Es decir, probamos que
a—0t
ulV T
En ambos casos las hipotesis de inyectividad de T y de alcanzabilidad del dato y
(i.e. y € R(T)) fueron fundamentales para obtener esos resultados.

A la luz del andlisis precedente surgen entonces de manera natural los siguientes
interrogantes y conjeturas:

1) Si T no es inyectivo y/o y ¢ R(T), jes posible determinar condiciones sobre el
operador 1" que garanticen que el problema T'u = y tenga soluciones de cuadrados
minimos sobre BV (2)? En tal caso, jes posible caracterizar al conjunto de las
soluciones de cuadrados minimos?

2) Existen minimizantes globales de (5.86) sobre BV (£2) cuando 7" no es inyectivo?
Al respecto observar que el Teorema 5.34 requiere de la inyectividad de T' mientras
que el Teorema 5.43, para el caso de penalizantes Jz(u), requiere que 7" no anule
funciones constantes.

3) En el caso que el funcional (5.86) tenga un minimizante global u" y el problema
Tu = y tenga soluciones de cuadrados minimos, jconverge uZV, para a — 07,
a alguna de tales soluciones de cuadrados minimos? En caso afirmativo ja cual
solucién de cuadrados minimos converge? ;Es posible caracterizarla? A la luz de
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. . 2 2
los resultados obtenidos para el caso de penalizantes de la forma ||z||” y ||Lz||
es razonable conjeturar que, en caso que u)’ converja lo hard a la solucién de

cuadrados minimos u* que minimice el valor del penalizante W (u).

Senalamos que hasta el presente no se conocen respuestas a ninguno de los interro-
gantes y conjeturas que acabamos de plantear.
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Capitulo 6

Aplicaciones a restauracion de
imagenes

Si bien los resultados principales de esta tesis son eminentemente tedricos, consideramos
importante la inclusién de este tltimo capitulo cuyo objetivo fundamental es el de
mostrar a través de ejemplos concretos el funcionamiento de los métodos estudiados
en los capitulos precedentes. Senalamos, no obstante, que la inclusién de este capitulo
persigue fundamentalmente un objetivo de completitud, seguramente parcial, y de
ningin modo pretende exhibir un andlisis exhaustivo de la utilizacién de los métodos
de regularizacién en problemas concretos.

6.1 Problemas inversos en restauracién de imagenes

El modelo matemético mds usual para el proceso de degradacién de una imagen estd
dado a través de la siguiente ecuacién integral de Fredholm de primera clase:

/0 / E(o,y.d ) £ (o) da' dyf = gla.p). (6.1)

En esta ecuaciéon f (z,y) denota la intensidad del color de la imagen original en el
punto (z,y) (para imdgenes monocromaticas f (x,y) es un escalar mientras que para
imégenes en colores es un vector de dimensién 3 que contiene en cada componente
las intensidades en, por ejemplo, las escalas rojo, verde y azul (RGB) ). Andlogamente
g (x,y) denota la intensidad del color de la imagen degradada. La funcién k (z,y, 2, ¢/)
se conoce como nicleo de dispersion puntual (“point spread function” o simplemente
PSF). Denotando con Q = [0,1] x [0,1], X =Y = L*(Q) y K : X — Y al operador
definido a través de la integral en (6.1), esto es,

K f] (2, y) = / / k(o y,d ) £ (o) da' dy, (6.2)

el modelo para el proceso de degradacién de imdgenes se puede escribir simplemente
€omo

Kf=gy, (6.3)
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y el problema de restauracién de imagenes consiste esencialmente en aproximar f cono-
cidos el niicleo de dispersion puntual y la imagen degradada g o una versiéon contami-
nada con ruido de la misma.

En todos los casos de interés préactico, se tiene que la funcién de dispersiéon puntual
k € L?*(2 x ) y muy a menudo es un nicleo de tipo convolucién o espacialmente
invariante, esto es, k es de la forma k (x,y,2',y') = h(x — 2’,y — /), donde h € L?(Q).
Es bien sabido que, bajo estas hipétesis, el operador K definido en (6.2) es compacto y
ademads, excepto en el caso de niicleos degenerados, de rango no cerrado de dimensién
infinita (para el caso de micleos espacialmente invariantes se dice que h es un nicleo

degenerado si h (x,y) se puede escribir en la forma h (x,y) = > pi(x) ¢;:(y), es decir h
i=1

es combinacion lineal finita de productos de funciones de x por funciones de y). Por lo
tanto, en estos casos, la ecuacién (6.3) es mal condicionada.

A continuacién presentaremos tres ejemplos en los cuales una imagen original,

degradada con un nicleo de dispersion puntual de tipo gausiano de la forma
_(90—90')2+(y—y')2 .
k(x,y,z',y) = ﬁ e 202 , es restaurada utilizando algunos de los métodos

estudiados en este trabajo de tesis.

Ejemplo 6.1. Para este ejemplo se utilizé la imagen de la Figura 6.1 para construir
la imagen en escalas de grises que se muestra en la Figura 6.2 (a), la que constituye la
imagen original f(x,y). El tamano de esta imagen es de 940x 940 pixeles. Es oportuno
senalar aqui, que en un problema concreto esta imagen es desconocida. En la Figura
6.2 (b) se muestra la imagen degradada con o = 20 que es el dato de nuestro problema
inverso. Las Figuras 6.3 (a), (b), (¢) y (d) muestran las restauraciones obtenidas con los
métodos de Tikhonov-Phillips (TP), Descomposicién en Valores Singulares Truncada
(TSVD), Showalter y Variacion Acotada con penalizante .Jy, respectivamente. FEn
todos los casos se utiliz6 o = 1073. Observamos que las restauraciones obtenidas
con los métodos tradicionales (TP, TSVD, Showalter) son relativamente aceptables en
regiones en las cuales la imagen original es significativamente regular, pero en todos los
casos los bordes asociados a regiones en las cuales la intensidad de la imagen original
presenta gradientes marcados, aparecen suavizados o difundidos. Sin embargo, en la
Figura 6.3 (d) se observa como el método de variacién acotada detecta y preserva
claramente tales bordes, no obstante, la restauracién es de menor calidad en regiones
en las cuales la imagen original es regular o el gradiente de intensidad es pequeno.
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Figura 6.1: Imagen utilizada para construir el dato exacto del Ejemplo 6.1.

(a) (b)

Figura 6.2: Imdgenes para el Ejemplo 6.1: Imagen original en escala de grises (a),
imagen degradada (dato del problema inverso) (b).
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* .

(c) (d)

Figura 6.3: Imédgenes restauradas para el Ejemplo 6.1 con: Método de Tikhonov-
Phillips (a), Descomposicién en Valores Singulares Truncada (b), Método de Showalter
(c) y Método de Variacién Acotada con penalizante Jo (d).
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Ejemplo 6.2. En la Figura 6.4 (a) se muestra la imagen original para este ejemplo,
de tamano 455x455 pixeles. En la Figura 6.4 (b) se muestra la imagen degradada
con ¢ = 10. En las Figuras 6.5 (a), (b), (c¢) y (d) se muestran las restauraciones
obtenidas con los mismos cuatro métodos del Ejemplo 6.1. En todos los casos se utilizo
a = 1073. Nuevamente se observan las ventajas del Método de Variacién Acotada (con
penalizante Jy) en lo que respecta a deteccién de bordes.

LA REALIDAD ES
SIMPLEMENTE
UNA ILUSION,

AUNQUE MUY
PERSISTENTE.

ALBERT EINSTEN

(a) (b)

Figura 6.4: Imédgenes para el Ejemplo 6.2: Imagen original (a), imagen degradada (dato
del problema inverso) (b).
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(d)

Figura 6.5: Imdgenes restauradas para el Ejemplo 6.2 con: Método de Tikhonov-
Phillips (a), Descomposicién en Valores Singulares Truncada (b), Método de Showalter
(c) y Método de Variacién Acotada con penalizante Jo (d).
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Ejemplo 6.3. En la Figura 6.6 se muestra una imagen del telescopio espacial Hubble
en la que aparece como fondo el horizonte terrestre. Esta imagen fue utilizada para
obtener la imagen original en escala de grises que se muestra en la Figura 6.7 (a), de
tamano 1500x 1500 pixeles. En la Figura 6.7 (b) se muestra la imagen degradada con
turbulencia atmosférica (o = 20), la cual constituye el dato para el problema inverso
de este ejemplo. En las Figuras 6.8 (a), (b), (¢) y (d) se presentan las restauraciones
obtenidas con los mismos métodos de los ejemplos anteriores. En todos los casos se
utilizé a = 1072, Una vez méds observamos como el Método de Variacién Acotada (con
penalizante .Jy) funciona mejor en la deteccién de bordes en regiones de intensidad con
gradiente alto pero peor que los métodos clédsicos en otras regiones.

Hubble Against Earth’s Horizon
Image Credit: NASA, 1997

Figura 6.6: Imagen utilizada para construir el dato exacto del Ejemplo 6.3.
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Figura 6.7: Imdgenes para el Ejemplo 6.3: Imagen original en escala de grises (a),
imagen degradada (dato del problema inverso) (b).



6.1. PROBLEMAS INVERSOS EN RESTAURACION DE IMAGENES 151

(c) (d)

Figura 6.8: Imdgenes restauradas para el Ejemplo 6.3 con: Método de Tikhonov-
Phillips (a), Descomposicién en Valores Singulares Truncada (b), Método de Showalter
(¢) y Método de Variacién Acotada con penalizante Jo (d).
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Como mencionamos al principio de este capitulo, el objetivo principal de los ejem-
plos presentados en este capitulo fue el de mostrar brevemente a través de problemas
concretos, en este caso en el drea de restauracion de imégenes, las potenciales aplica-
ciones y utilidad de los métodos de regularizaciéon estudiados y, en particular de los
métodos de penalizacion por variacién acotada que se estudiaron en el Capitulo 5.



Capitulo 7

Conclusiones, aportes y trabajos
futuros

7.1 Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un estudio general sobre la teorfa matematica de
los métodos espectrales de regularizacién y de penalizaciéon por variacién total para
problemas inversos mal condicionados.

En el Capitulo 1 (“Preliminares”) se estudiaron en primer lugar la naturaleza y
caracterfsticas de los problemas inversos y los postulados de Hadamard de buen condi-
cionamiento (Seccién 1.1). Se presentaron varios ejemplos de problemas inversos con
el objeto de senalar y motivar la importancia practica del estudio de los mismos. En
segundo lugar se desarroll6 en forma breve un marco adecuado para el estudio de las
ecuaciones mal condicionadas con operadores lineales definidos en espacios de Hilbert
de dimensién infinita. Esto abarcé el estudio de la inversa generalizada de Moore-
Penrose, su relaciéon con las soluciones de cuadrados minimos, su descomposiciéon es-
pectral en valores singulares para el caso de operadores compactos y el Criterio de
Picard. En la Seccién 1.2 se introdujeron los conceptos y elementos principales de
la teorfa matemaética de regularizacion de problemas inversos lineales mal condiciona-
dos. Entre ellos se incluyeron los conceptos de regularizacion, solucién regularizada,
familia de operadores de regularizacién, pardmetro de regularizacién, regla de elec-
cién de pardmetro, método de regularizacion convergente y su relaciéon con la inversa
generalizada de Moore-Penrose. Se presentaron algunos resultados sobre convergencia
para métodos de regularizacién en espacios de Hilbert. Posteriormente se procedié a
abordar el estudio de érdenes de convergencia para métodos de regularizaciéon conver-
gentes. Con este fin se introdujeron tres tipos de errores: error de regularizacién, error
asociado al ruido y error total. Se estudiaron 6rdenes de optimalidad y su relacién con
conjuntos fuente definidos en términos de potencias fraccionarias de operadores y con
supuestos de regularidad sobre las soluciones exactas. Se introdujeron los conceptos de
método de regularizacién éptimo y de 6rden 6ptimo y se dieron condiciones suficientes
para convergencia y convergencia de érden éptimo.

En el Capitulo 2 se estudiaron en detalle los métodos espectrales de regularizacion.
En la Seccién 2.1 se desarroll6 un andamiaje matemético adecuado para la construccion
de tales métodos que estuvo basada en la Teoria Espectral para operadores lineales y
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autoadjuntos en espacios de Hilbert y en el Cdlculo Funcional (Apéndice B). Se dieron
condiciones suficientes para la convergencia de un método espectral de regularizacion
y se proporcionaron dos estimaciones: una para la velocidad de convergencia del error
asociado al ruido y la otra para el error de regularizacion, las que permitieron obtener
estimaciones para el error total. FEn la Seccién 2.2 se abordo el estudio de reglas de elec-
cién de pardametros “a-prior:” que resultan en métodos espectrales de regularizacién de
orden éptimo. Finalmente se presentaron dos ejemplos cldsicos de métodos espectrales
de regularizacién: el Método de Showalter y Descomposicién en Valores Singulares
Truncada, para los cuales se obtuvieron estimaciones del error asociado al ruido y
del error total, y se construyeron reglas de eleccién de pardmetros “a-priori” que re-
sultan en métodos espectrales de regularizacién de orden 6ptimo. En la Seccién 2.3
se introdujeron los conceptos de calificacién y saturaciéon para métodos espectrales de
regularizacién, comentdndose brevemente sobre el estado del arte sobre estos temas. Se
observé que los métodos de Showalter y Descomposicién en Valores Singulares Trun-
cada no tienen calificacién cldsica y no saturan. En la Seccién 2.4 se presentaron
algunos resultados reciprocos (para regularizacién con dato exacto) derivados de la
teorfa de saturacién de métodos espectrales de regularizacién, en los que se dedujeron
condiciones de regularidad de la solucién exacta a partir del conocimiento de cierto
orden de convergencia para el error de regularizacién. En la Seccién 2.5 se estudiaron
las reglas de eleccién de pardametros “a-posteriori”, en particular la dada a través del
Principio de Discrepancia de Morozov. Asimismo se estudiaron propiedades de conver-
gencia y optimalidad de métodos espectrales de regularizacién en los cuales la regla de
eleccién de parametros es la dada por el Principio de Discrepancia de Morozov. En la
Seccién 2.6 se presenté una breve descripcién de dos reglas de elecciéon de pardmetro
heurfsticas: Validacién Cruzada Generalizada y el Método de la Curva L.

En el Capitulo 3 se introdujo el método cldsico de regularizacién de Tikhonov-
Phillips. En primer lugar se presenté el método como un caso particular de un método
espectral de regularizaciéon y a continuacion se procedié a mostrar que el mismo posee
una formulacién equivalente como un problema de optimizacién sin restricciones (més
precisamente se demostré que las soluciones regularizadas obtenidas con dicho método
minimizan el funcional de Tikhonov-Phillips). Para tales métodos se encontraron condi-
ciones suficientes sobre reglas de eleccién de pardmetro “a-priori” que garantizan la
convergencia a cero del error total. Finalmente se analizaron algunos resultados de
convergencia, optimalidad y resultados reciprocos para este método particular y se
demostré que el mismo tiene calificacion cldsica de orden iy = 1.

La inclusién de los Capitulos 1 a 3 de esta tesis tuvo dos objetivos principales. El
primero de ellos fue tratar de reflejar el estado del arte sobre el tratamiento matemético
de los problemas inversos mal condicionados, de los métodos de regularizacién en ge-
neral y en particular de los métodos espectrales de regularizacién. El segundo objetivo
fue introducir un andamiaje matematico adecuado para el tratamiento de los problemas
y temas que se abordaron en los capitulos siguientes. Si bien el estudio formal de
todas las herramientas matemadticas necesarias e imprescindibles para un tratamiento
adecuado de estos problemas es bastante moderna, es oportuno senalar que la mayoria
de los resultados contenidos en estos tres capitulos no son nuevos. Sin embargo, las
demostraciones y desarrollos alli incluidos (como asi también en el resto de este trabajo)
Son propios.
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7.2 Aportes

En el Capitulo 3 se presenté una formulacién equivalente del cldsico método espectral
de regularizacién de Tikhonov-Phillips como un problema de optimizacién sin restric-
ciones. Alli se prob6 que las soluciones regularizadas con este método minimizan el
funcional de Tikhonov-Phillips con penalizante ||z||>. El analisis allf efectuado fue de
fundamental importancia pues, como se vio, constituyo las bases para los métodos de
Tikhonov-Phillips generalizados con diferentes tipos de penalizantes, los cuales fueron
estudiados en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 4 se introdujeron los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados
para el caso particular de penalizantes asociados a seminormas inducidas por ope-
radores diferenciales. En la Seccién 4.1 se construyé un andamiaje matematico apropia-
do para el estudio y construccién de la inversa generalizada ponderada y se mostré su
relacién con la solucién de cuadrados minimos que minimiza la seminorma inducida
por el correspondiente operador diferencial L. En la Seccién 4.2 se procedié a apro-
ximar la solucién de cuadrados minimos de minima ||L-|| seminorma, con un enfoque
diferente al utilizado para los métodos espectrales de regularizacién estudiados en los
capitulos anteriores. Con este fin se demostré la “ley de orden inverso” para la in-
versa generalizada de un operador producto, se construyé una familia de operadores
de regularizacién para la inversa generalizada ponderada y se presentaron condiciones
suficientes para que tal familia sea una regularizacién para la inversa generalizada pon-
derada (i.e. condiciones que garantizan la convergencia de las soluciones regularizadas
a la solucién exacta). Posteriormente se hallaron condiciones que aseguran un cierto
orden de convergencia de las soluciones regularizadas, en términos de conjuntos fuente.
En la Seccién 4.3 se estudié en detalle el método de Tikhonov-Phillips para estos tipos
de penalizantes. En primer lugar se probé que las soluciones regularizadas con dicho
método son soluciones de una “ecuacion normal regularizada” y en segundo lugar que
ellas también son soluciones de un problema de optimizacién sin restricciones, andlogo
al obtenido en el Capitulo 3 en el caso particular en que L = I es el operador identi-
dad (mds precisamente se demostré que minimizan el funcional de Tikhonov-Phillips
generalizado).

En el Capitulo 5 se estudiaron en profundidad los métodos de Tikhonov-Phillips
generalizados en espacios de funciones, para el caso particular en que el penalizante es
la norma o la seminorma de variacién acotada. En la Seccién 5.1 se introdujeron los
conceptos, definiciones y resultados preliminares, con el fin de proveer un andamiaje
matematico adecuado para los desarrollos ulteriores de este capitulo. En particular se
definié una aproximacién diferenciable para la seminorma de variacién acotada ( (5.10)
y Teorema 5.6) y se probé que la misma es convexa (Teorema 5.7) y débilmente semi-
continua inferiormente (Teorema 5.11). Se introdujo el concepto de convergencia in-
termedia (Definicién 5.15) y se probé que este tipo de convergencia es més fuerte que
la convergencia débil pero mds débil que la convergencia fuerte en BV (€2) (Proposi-
cién 5.16). FEste nuevo concepto nos permitié aproximar una funcién de variacién
acotada por una sucesién de funciones de variacién acotada infinitamente diferencia-
bles (Lema 5.17) y extender un Teorema de Inmersién de Sobolev (Teorema 5.19) del
espacio WH(Q) al espacio BV () (Teorema 5.20). A continuacién se introdujo el
concepto de p-convergencia intermedia (Definicién 5.21) y se probé un resultado de
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aproximacién de funciones de variacién acotada por funciones infinitamente diferen-
ciables de variacién acotada en el sentido de esta p-convergencia intermedia (Lema
5.22). También se extendié el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov (Teo-
rema 5.23) del espacio Wh1(Q2) al espacio BV (€2) mediante el cual se probé que el
espacio BV (Q2) estd compactamente inmerso en LP(Q2) (Teorema 5.24). También se
probé que cuando la dimensién d del espacio es mayor o igual que dos, BV (£2) estd
débilmente compactamente inmerso en LP(2) (Teorema 5.25). Todos estos resultados
fueron de fundamental importancia para la derivacién de los teoremas de existencia,
unicidad y estabilidad para los métodos BV que se presentaron en la Seccién 5.2. En
particular, en la Seccién 5.2, en primer lugar se introdujo el concepto de BV~ coerci-
tividad para un funcional y para una sucesién de funcionales, y se probaron resultados
de existencia, unicidad (Teorema 5.30) y estabilidad (Teorema 5.33) para funcionales
generales definidos sobre LP(2). En segundo lugar se probaron resultados de exis-
tencia y unicidad (Proposicién 5.34) de los minimizantes globales de funcionales de
Tikhonov-Phillips generalizados con penalizante igual a la norma BV. También se
probaron varios resultados de estabilidad para los minimizantes globales de tales fun-
cionales (Proposiciones 5.36, 5.37, 5.38, 5.39 y 5.40) bajo perturbaciones en el dato, en
el parametro de regularizacion, en el funcional penalizante y en el operador, de manera
separada y simultdnea. En la Seccién 5.3 se probaron resultados de existencia, uni-
cidad y estabilidad de los minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips
generalizados donde el penalizante es la seminorma BV, es decir el funcional Jy. En
primer lugar, se probé una condicién suficiente para garantizar la BV -coercitividad
del funcional de Tikhonov-Phillips generalizado, con penalizante dado por una pertur-
bacién diferenciable de la seminorma BV (Lema 5.41). En segundo lugar, se obtuvo
una condicién suficiente que garantiza la existencia de minimizantes globales para tales
funcionales (Teorema 5.43). Por tltimo, se analiz6 un resultado de estabilidad para los
minimizantes globales del funcional antes mencionado, bajo perturbaciones simultédneas
en el operador y en el dato (Teorema 5.45). Finalmente, en la Seccién 5.4 se estudié
la convergencia de las soluciones regularizadas obtenidas con los métodos de regulari-
zacion por variacién acotada. Se probaron condiciones suficientes que garantizan la
convergencia de los minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips generali-
zados a la solucion exacta del problema, para el caso en que el penalizante es la norma
BV o perturbaciones diferenciables de la seminorma BV (Teoremas 5.46 y 5.47).

Finalmente en el Capitulo 6 se presentaron varias aplicaciones de los métodos
estudiados en el presente trabajo a problemas de restauracién de imégenes.

7.3 Trabajos futuros

A partir de este trabajo de tesis surgen de manera directa o indirecta diversas lineas
de trabajo, especialmente algunas relacionadas con la profundizacién del estudio de
ciertos conceptos, diversos problemas abiertos y conjeturas, muchos de los cuales fueron
mencionados oportunamente a lo largo de este trabajo. En este sentido mencionamos
a continuacién algunas de estas lineas que son de particular interés y sobre las cuales
continuaremos investigando en el futuro:

e Estudio, derivaciéon e implementacién computacional de reglas de eleccion de
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pardmetro para métodos de regularizacion.

e Profundizacién de los conceptos de calificacién y saturacién para métodos espec-
trales de regularizacion.

e Estudio de los niveles de calificacién (6ptimo, débil y fuerte) para métodos es-
pectrales de regularizacion.

e Estudio del concepto de saturacién global para métodos espectrales de regu-
larizacion.

e Estudio del método de Showalter utilizando la Teorfa de Semigrupos.

e Obtencién de condiciones sobre el operador T' que garanticen que el problema
Tu =y, donde T': BV (2) — Y no es inyectivo y/o y ¢ R(T), tenga soluciones
de cuadrados minimos sobre BV (€2). En tal caso, caracterizar al conjunto de
soluciones de cuadrados mfnimos'. Notar que es imposible definir la inversa
generalizada de Moore-Penrose para T, dado que el espacio de Banach BV ()
no es de Hilbert.

e Estudio del problema de existencia de minimizantes globales de funcionales de
Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV sobre BV (£2), cuan-
do el operador T": BV (£2) — Y no es inyectivo.

e En el caso que en que el funcional de Tikhonov-Phillips generalizado con pe-
nalizantes de tipo BV tenga un minimizante global u!” y el problema Tu = y
tenga soluciones de cuadrados minimos, analizar la convergencia de u), para
a — 07, a alguna de tales soluciones de cuadrados minimos. En caso afirmativo,
caracterizar la solucién de cuadrados minimos limite.

CONJETURA: si u) converge, para a — 07, lo hard a la solucién de cuadrados
minimos u* que minimice el valor del penalizante W (u).

e Estudio de los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados para penalizantes ar-
bitrarios. Obtencién de condiciones que garanticen existencia, unicidad y esta-
bilidad de los minimizantes globales de funcionales de la forma

TV (u) = (| Tu—y||* + aW(u), ueDW),

donde D(W) es el dominio del funcional W. Anélisis de resultados de estabilidad
para los minimizantes globales del funcional J', bajo diferentes perturbaciones.

e Estudio de los métodos de regularizacion iterativos.

'Recordar que para X, ) espacios de Hilbert, T € £(X,)) el conjunto de soluciones de cuadrados
minimos de Tz = y, que notamos Sy, es no vacio si y sélo si y € D(TT) = R(T) & R(T)*, en cuyo
caso Sy =zt + N (T).
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Apéndice A

Resultados basicos de Analisis
Funcional

En éste apéndice se proporcionard la fundamentacion tedrica de la tesis. La mayor parte
del contenido es andlisis funcional bésico, pero muy importante no sélo en este trabajo
sino cuando se trate con problemas inversos mal condicionados en general, y puede
encontrarse en cualquier libro sobre este tema. No se incluirdn las demostraciones de
los teoremas y de las propiedades (ver por ejemplo: G. Bachman y L. Narici [5], J.
Conway [12], W. Rudin [58] y J. Weidmann [76], para las demostraciones e informacién
adicional). A su vez, gran parte de la notacién empleada en la tesis también serd
introducida aqui.

A.1 Espacios normados

Uno de los objetivos de esta seccién es proporcionarle continuamente estructura a
un espacio vectorial hasta que tenga todas las propiedades necesarias para nuestro
posterior uso.

A.1.1 Teoria general

Comenzaremos recordando previamente algunas definiciones bdsicas, en el convenci-
miento que el lector seguramente estd familiarizado con la mayorfa de ellas.

Definicién A.1. (ESPACIO VECTORIAL)

Un espacio vectorial V sobre un campo k (R o C) es un conjunto no vacio ¥V con
un mapeo de ¥V XV en V tal que (z,y) — x + y, llamado suma, y un mapeo de k x V
en V tal que (o, x) — ax, llamado producto por escalar. Estos mapeos satisfacen las
siguientes condiciones para todo x,y,z € V y para todo o, [ € k:

(i) 2+y=y+x (propiedad conmutativa);
(i) (r+y)+2z=ax+ (y+2) (propiedad asociativa);

(iii) Ewiste un dnico elemento 0 € V tal que x + 0 = x (existencia del elemento
neutro);

159



160 APENDICE A. RESULTADOS BASICOS DE ANALISIS FUNCIONAL

(iv) Para cada x € V, existe un tnico elemento ' € V tal que x + 2’ =0 (existencia
de un inverso);

(v) a(Br) = (apf);
Vi) (a+p)x=ax+ Lz;
(vil) a(z+y)=azx+ay;

(viii) 12 =z, donde 1 es el elemento unidad del campo k.

Un espacio vectorial se denota con la cuaterna (V,+,k,-). Otros términos usados
son espacio vectorial lineal o espacio lineal. A los elementos del espacio vectorial se los
llama vectores y a los elementos del campo escalares.

Diremos que (V,+,R,-) es un espacio vectorial real, y que (V,+,C, ) es un espacio
vectorial complejo.

Definicién A.2. (SUBESPACIO VECTORIAL)
Sean V' es un espacio vectorial sobre k y S un subconjunto no vacio de V. Diremos
que S es un subespacio vectorial deV si

Vo, €k, Ve,yeS: ax+pyeS.

(Es decir, S es cerrado bajo la suma y el producto por escalar; y asi también es,
bajo las mismas operaciones, un espacio vectorial sobre k).

Definicién A.3. (CoNJUNTO CONVEXO)
Sea V un espacio vectorial sobre k. Un conjunto C' C V es convexo si

Ve,ye C,Va e [0,1]: az+(1—a)yeC.
Obviamente que todo subespacio de V es un conjunto convexo.

Definicién A.4. (COMBINACIGN LINEAL)
Una combinacion lineal de vectores x1, x, . .., x, de un espacio vectorial ¥V (sobre
n
k) es una expresion de la forma > a;x; = a1x1 + s + ... + a, Ty, donde los

=1
coeficientes oy, g, . .., o, € k.

Definicién A.5. (SUBESPACIO GENERADO)

Sea M un subconjunto no vacio del espacio vectorial V. El subespacio generado
por M, denotado por span M, es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los
vectores de M, es decir

1=1

spanMi{Zaixi/nEN, o ek N xeM Vizl,...,n}.
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Obviamente que éste es un subespacio vectorial de V), y se puede demostrar que es

el menor (con respecto a la inclusién de conjuntos) subespacio vectorial que contiene
a M.

Notar que una combinacién lineal siempre es una suma finita, lo cual significa que,
atin cuando pueda haber un niimero infinito de vectores en M, nunca expresaremos un
vector como una suma infinita. Sumas infinitas no tienen significado a menos que la
nocion de “Ifmite de una sucesién” se haya introducido, de algin modo, en el espacio.

Definicién A.6. (DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL)

(i) Sean V espacio vectorial sobre k y M = {x1,xs,...,2,} C V. Diremos que M
es linealmente dependiente si existen aq, o, ..., a, € k no todos nulos tales

n
que Y a;x; = 0. En caso contrario, M es linealmente independiente.
i=1

(ii) Sean V espacio vectorial sobre k y M un subconjunto cualquiera de V. Dire-
mos que M es linealmente independiente si todo subconjunto finito de M es
linealmente independiente. En caso contrario, M es linealmente dependiente.

Definicién A.7. (DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL)

St el espacio vectorial V esta generado por un conjunto finito M de n vectores
linealmente independiente, diremos que V tiene dimension finita n. Si no existe
un conjunto finito de vectores tal que V = span M, decimos que V tiene dimension
infinita.

Si V es un espacio vectorial, A, B C V no vacios y x € V), usaremos en la tesis los
siguientes conjuntos:

A+B = {a+b/acAbe B},
r+A = {z+a/acA}.

Definicién A.8. (SUMA DIRECTA)

Sean V espacio vectorial y W1, Wy subespacios de V tales que W1 N Wy = {0}.
Entonces W1 + Wy es una suma directa, y la notaremos Wi + Ws, si cada elemento
de W1+ W5 tiene una representacion unica de la forma wy +wy con wy € Wi, wy € Wi.

Definicién A.9. (NORMA)
Sea V un espacio vectorial sobre k. Una morma sobre V es un mapeo

IV = [0,00),
que satisface las siquientes condiciones para todo x,y € V y para todo o € k:
(i) [|z]| >0 y (||z]| =0 <= 2 =0) (definida positiva);
(ii) |lazx| = |a| ||z|| (homogeneidad positiva);

(iii) ||z +y| < |||l + ||yl (desigualdad triangular).
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Diremos que = € V es un vector unitario si ||z| = 1.

La siguiente propiedad se deduce facilmente de (iii) y vale para todo x,y € V:
o |||zl = |lyll | < ||z —y|| (segunda desigualdad triangular).

En toda la tesis y para distinciones mds precisas, ocasionalmente las normas serdn
denotadas con subindices diferentes para distinguirlas entre ellas, por ejemplo ||-|| 4,

F-llys -loos -1l e a0y et

Definicién A.10. (SEMINORMA)
Sea V un espacio vectorial sobre k. Una seminorma sobreV es un mapeo

p:V —|0,00),
que satisface las siquientes condiciones para todo x,y € V y para todo o € k:

(1) plz+y) < plz)+ply);
(i) p(az) = |a| p(x).

De la definicién se sigue que p(x) > 0 y p(0) = 0. Sin embargo, no se puede
asegurar que p(x) = 0 implica x = 0.

Definicién A.11. (ESpACIO NORMADO)

Un espacio mormado es un espacio vectorial X (sobre k) con una norma |||
definida sobre él, que se denota (X, |-||). Si el significado es claro en el contexto,
simplemente diremos que X es un espacio normado.

Si (X, ||]]) es un espacio normado y S es un subespacio vectorial de X', entonces la
restriccién de ||-|| a S, ||-||g : S — [0, 00), es una norma sobre S. Asi, S se transforma
de manera natural en un espacio normado, (S, ||-||5)-

A.1.2 Nociones topolégicas

Todo espacio normado X induce una topologia dada por la norma, es decir, podemos
definir conjuntos abiertos, cerrados y compactos; sucesiones convergentes; funciones
continuas; etc.

Denotaremos en tales espacios a la bola con centro en z € A y radio de longitud

r > 0 como
B(z)={ye X/ |lz—yll<r} (A.1)

y con B,.(z) a la clausura de ella, es decir
By(x) ={ye &/ lz—yl <r}. (A.2)

Definicién A.12. (CONJUNTO ACOTADO, ABIERTO, CERRADO)
Sean X un espacio normado sobre k y M C X. Diremos que:

(i) M es acotado si existe r > 0 tal que M C B,(x).
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(ii) M es abierto si para todo v € M existe € > 0 tal que B.(x) C M.

(ili) M es cerrado si el complemento, X \ M, es abierto.

Definicién A.13. (SUCESION ACOTADA, CONVERGENTE, DE CAUCHY)
Sean X un espacio normado sobre k y una sucesion {xy}, . C X. Diremos que:

(i) {zn} ey €s acotada si existe ¢ > 0 tal que ||z,|| < ¢ para todo n € N.

(i) {@n},cn €s convergente si existe v € X tal que lim ||z, — || = 0. El limite de
n—oo

la sucesion se indica x = lim x, o escribimos x, — x para n — oo.

n—oo

(iii) {zp},en €s de Cauchy si para todo € > 0 existe N € N tal que ||z, — x| < €
para todo n,m > N.

Definicién A.14. (CLAUSURA DE UN CONJUNTO; CONJUNTO COMPACTO, DENSO
Y RELATIVAMENTE COMPACTO)
Sean X un espacio normado sobrek y M, N C X.

(i) El interior de M, denotado por M°, se define como

MY={x e M /3e>0 con B(v,e)C M}.
(ii) La clausura de M, denotado por M, se define como

Mﬁ{meX/El{xn}neNCMconx= lim xn}

n—oo

Es decir, es el conjunto de todos los puntos limites de sucesiones en M. Se puede
probar que M es el menor subconjunto (con respecto a la inclusion) cerrado de
X que contiene a M.

Esto nos permite dar la siguiente definicion alternativa de conjunto acotado:

(iii) M es acotado sisup {||z| / x € M} < cc.

(iv) M es compacto si toda sucesion en M contiene una subsucesion que converge a
un elemento de M.

(v) M es denso en X si M = X. Es decir,

VeeX A Ve>0 JayeM:|lz—zy|<e

(vi) M es relativamente compacto si M es compacto.

(vii) M es demnso en N si N C M.

En general, las propiedades topoldgicas dependen de la norma en X. Sin embargo,
para espacios de dimensién finita, estas propiedades son independientes de la norma.
Esto puede observarse del siguiente teorema:
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Definicién A.15. (NORMAS EQUIVALENTES)

Sean X un espacio normado sobrek y |||, |||, dos normas definidas en él. Dire-
mos que ||-||; v ||-||, son normas equivalentes si existen constantes co > c¢1 > 0 tales
que

allally < llzll, < zllall, Vo e .

Teorema A.16. ([5]) Sean X un espacio normado sobre k de dimension finita, ||-||,y
|||, dos normas definidas en €él. Entonces, ambas normas son equivalentes. En otras
palabras, toda bola con respecto a la norma ||-||; contiene una bola con respecto a la
norma ||-||, y viceversa. Por ello, ambas normas inducen la misma topologia.

Reuniremos propiedades adicionales en el siguiente teorema:

Teorema A.17. ([5]) Sean X un espacio normado sobrek y M C X. Entonces valen
las siguientes afirmaciones:

(i) M es cerrado si y sdlo si M = M. Alternativamente, M es cerrado si y sélo si
toda sucesion convergente en M tiene su punto limite en M.

(ii) M es abierto si y sélo si M° = M.

(iii) M es cerrado y M =M.

(iv) Si M es convexo entonces M también es convexo.

(v) Si M es un subespacio de X entonces M también es un subespacio de X.
(vi) En espacios vectoriales de dimension finita, todo subespacio es cerrado.

(vii) Todo conjunto compacto es cerrado y acotado.
En espacios de dimension finita, el reciproco de (vii) también es verdadero:

(viii) Teorema de Bolzano-Weierstrass: En un espacio normado de dimension
finita, todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

Definicién A.18. (ESPACIO SEPARABLE)
Un espacio normado X es separable si contiene un subconjunto denso y numerable.

Una propiedad crucial del conjunto de los niimeros reales es su completitud, pues
toda sucesién de Cauchy en R es convergente. Desafortunadamente, esto no es cierto
para espacios normados en general. En andlisis funcional es una hipétesis necesaria
para muchos resultados.

Definicién A.19. (Espacio COMPLETO, ESPACIO DE BANACH)

(i) Un espacio normado X es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente
en X.

(ii) Un espacio de Banach es un espacio normado completo.
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A.1.3 Espacios de Hilbert

Teoria General

Un espacio de Banach generaliza la nocién de R™ como un espacio vectorial con una
funcién longitud, pero para generalizar la ttil propiedad geométrica de ortogonalidad
necesitamos una estructura extra.

Continuaremos ahora aplicando estructura a un espacio vectorial introduciendo
productos internos. Este permitird, entre otras cosas, definir cuando dos vectores son
ortogonales.

Definicién A.20. (PRODUCTO INTERNO)
Sea V un espacio vectorial sobre k. Un producto interno sobre V es un mapeo

(,):VxV—=k
con las siguientes propiedades, vdlidas para todo x,y,z € V y para todo « € k:
(i) (z+y,2) = (z,2) + (Y, 2);

(i) (aw,y) = a (z,y);

(i) (z,y) = (y,x);
(iv) (z,z) >0 y ({(x,2) =0 < = =0).

Si el espacio vectorial es real, el mapeo (-, ) es una funcién con valores reales que
satisface las propiedades (i) - (iv), excepto que (iii) debe ser escrita sin la barra de
conjugado sobre (y, x). Notar que, aunque el espacio vectorial sea complejo, (z, x) € R
por la propiedad (iii).

Aligual que para las normas, ocasionalmente los productos internos seréan denotados
con subindices diferentes para distinguirlos entre si.

Las siguientes propiedades se derivan facilmente de (i) - (iii) y valen para todo
x,y,z €V y para todo a € k:

a) (z,y+2) = (z,y) + (2,2);

b) (z,ay) =a (z,y) (donde la barra sobre « es omitida si el espacio vectorial es
real).

Definicién A.21. (EspACIO CON PRODUCTO INTERNO)
Un espacio con producto interno o un espacio pre-Hilbert es un espacio
vectorial ¥V (sobre k) con un producto interno definido sobre él, que se denota (V, (-, -)).

Usando el producto interno, podemos transformar un espacio con producto interno
en un espacio normado, (X, (-, -)), definiendo la norma inducida como

2]l = V/(z,z), VoeX

la cual estd bien definida; es una norma para cualquier espacio vectorial X'. Es decir,
satisface (i) - (iv) de la Definicién A.20 y todas las propiedades, definiciones y teoremas
que involucran una norma. Ademds, satisface las siguientes propiedades para todo
x,y € X:



166 APENDICE A. RESULTADOS BASICOS DE ANALISIS FUNCIONAL

a) [(x,y)] <|lz| |ly]| (Desigualdad de Cauchy - Schwarz);

b) ||z £y|* = ||lz||* + |lyl|* £2 Re (z,y) (Férmula del Binomio);

o) llz+yll> +llz—yl*=2 (|=I* + |ly]|*) (Ley del Paralelogramo);
d) (z,2) =0 Vz € X, entonces z = 0.

Definicién A.22. (VECTORES ORTOGONALES)
Sea X un espacio con producto interno. Diremos que x,y € X son vectores
ortogonales, que denotamos x Ly, si (x,y) = 0.

Note que, por las propiedades del producto interno, x L y es equivalente a y L x;
también que, x 1 0 para todo z € X.
Cuando los vectores son ortogonales, la Féormula del Binomio se reduce al enunciado

generalizado del siguiente teorema

Teorema A.23. (TEOREMA DE PITAGORAS)
Sea X un espacio con producto interno. Entonces

2 2 2
vly = llz+yl” =zl +lyl”

El reciproco del teorema también vale.

La nocién de ortogonalidad puede ser extendida a subconjuntos en la siguiente
forma:

Definicién A.24. (CONJUNTO ORTOGONAL, ORTONORMAL; CONJUNTOS ORTO-
GONALES; COMPLEMENTO ORTOGONAL)
Sean X un espacio con producto interno y M, N C X no vacios. Diremos que:

(i) M es un conjunto ortogonal si (x,y) = 0 para todo x,y € M con z # y. Si
ademdas, (x,x) = 1 para todo x € M, M es un conjunto ortonormal. En otras
palabras, un conjunto es ortonormal si sus vectores son unitarios mutuamente
ortogonales.

(i) M y N son ortogonales, en simbolos M 1. N, si (z,y) =0 para todos x € M,
y e N.

(iii) El complemento ortogonal de M, denotado por M+, se define como
M-={reX / (x,y)=0 Vye M }.

Es decir, es el conjunto de vectores que son ortogonales a todos los elementos
de M. Si un elemento x € M*, esto es (x,y) =0 Yy € M, diremos que x es
ortogonal a M 1y lo notaremos x L M.

Propiedades adicionales se reunen en el siguiente teorema:

Teorema A.25. ([76]) Sean X un espacio con producto interno y M, N C X no
vacios:
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i) {0} =& y X+ = {0}, es decir, 0 es el iinico elemento ortogonal a todo elemento
del espacio X.

i) M+ es un subespacio vectorial cerrado de X, y vale que M C (ML)L.
ii) Si M C N entonces N* C M*.

Definicién A.26. Sea X un espacio con producto interno y sean V y W dos subespa-
cios de X con'V L W (entonces tenemos que V N W ={0}). En este caso, la suma
directa V + W se llama suma directa ortogonal y la notamos V & W.

El motivo principal de algunas de las definiciones dadas hasta aqui ha sido procurar
definir un espacio de Hilbert, cuya estructura es relevante en ésta tesis:

Definicién A.27. (EspAcio DE HILBERT)
Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno que es completo, como
un espacio normado bajo la norma inducida.

Teorema A.28. ([76]) Sean X un espacio de Hilbert y C C X un conjunto convezo,
cerrado y no vacio. Entonces, para cada v € X existe un unico v € C' tal que

| —zell = nf {|lz —yl| /yeC}.

Si el conjunto convexo en el teorema anterior es un subespacio cerrado de X,
tenemos el siguiente teorema:

Teorema A.29. ([12]) Sean X espacio de Hilbert, ¥V un subespacio cerrado de X y
x € V. Sixy es el dnico elemento en V tal que ||z — zy|| = inf {||lx —y|| / y € V},
entonces x — xy € V. Reciprocamente, si vy € V es tal que v — xy € V*, entonces

l = ayl| = inf {{lz =yl /y €V}

Sistemas ortonormales

Aqui, X’ siempre serd un espacio de Hilbert separable (sobre k =R o C).

Definicién A.30. (SISTEMA ORTONORMAL - COMPLETO)

Una familia numerable A = {¢,},cx C X es un sistema ortonormal si
(D D) = Onm para todo n,m € N (donde 9y, denota la delta de Kronecker, es decir:
Onn = 1 paran € N y 8, = 0 para n # m). Ademds, A es un sistema ortonormal
maximal o completo (en X) si no existe otro sistema ortonormal B tal que A & B.

Se puede mostrar, usando el Lema de Zorn, que todo espacio de Hilbert separable
posee un sistema ortonormal maximal ([76]).

El siguiente teorema proporciona un resultado de convergencia en espacios de
Hilbert.

Teorema A.31. ([5], [65]) (TEOREMA DE RIESZ-FISCHER)
Sean X un espacio de Hilbert sobrek y A = {¢,},cny C X un sistema ortonormal.
Entonces, si a,, € k para todo n € N se tiene que:
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(i) Yoo, ay @, converge siy solo si {d,},cn € Lo (i€, Doy |an|2 < 00).
(i) 8i >0, and, =, entonces ay = (z,8,) y |lz]* =02, |an|*.

Teorema A.32. ([5], [65]) Sean X' un espacio de Hilbert y A = {¢,},cn € X un
sistema ortonormal. Entonces:

(1) Todo subconjunto finito de A es linealmente independiente.

(ii) Si A es finito, es decir A = {¢,}._,, entonces para cada x € X existen tnicos

n=1’
escalares o, = (x,¢,), conn =1,... N tales que
N
T — Zanqﬁn <|lx—y|| Vy € spanA.
n=1

(i) Para cada x € X, se tiene que

oo

> [, ¢ < Izl (DESIGUALDAD DE BESSEL)
n=1

y la serie converge en X .
(iv) A es completo si y sdlo si span A= X.

Definicién A.33. (BASE ORTONORMAL)
Una base ortonormal en un espacio de Hilbert separable X es un sistema ortonor-
mal {¢, },en que es mazimal. Entonces todo x € X tiene una expansion de Fourier

(generalizada) de la forma

= (2,0,) bu

n=1
donde la convergencia se entiende en la norma de X.

Los coeficientes (x, ¢,,) se llaman coficientes de Fourier de x con respecto a ¢,,.
Ademds, para todo x,y € X se tiene que

(@,y) =D (2, 84) (U, D)

En particular, para x =y tenemos la siguiente identidad

o0
l2l* =" [, ¢, (IDENTIDAD DE PARSEVAL)
n=1
Observemos que la igualdad en la expansiéon de Fourier significa que

— 0 para N — oo.

N
L= Z <$, ¢n> ¢n
n=1
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A.2 Operadores lineales sobre espacios normados

A.2.1 Nociones basicas

Cuando V y W son conjuntos, el simbolo f : V — W significa que f es un operador o
mapeode Ven W. SiACV y B CW, laimagen de A, denotada por f(A), y la ima-
gen inversa o preimagen de B, denotada por f~!(B), estan definidas respectivamente
por

fA) = {f(x) [z e A},
f7UB) = {zeV/ f(x) € B},

Estamos interesados en operadores T que mapean el conjunto D(T") del espacio V
en el espacio W, ambos espacios vectoriales sobre k, que notaremos

T:D(T)CV—W,

donde D(T) = {veV /T(v) e W} se lama dominio de T. Cuando escribimos
T :V — W se sobreentendera que D(T) = V.

En particular, cuando W = k, el operador T': D(T') C V — k se dice funcional
sobre k, y en general se suele denotar con J.

Recordemos las siguientes definiciones bésicas para operadores:
Definicién A.34. Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre k.
(i) SiT:D(T)CV—W y ack, entonces el operador aT estd definido por
DaT)=D(T) y (aT)(z)=aT(x) Ve DT).

(i) SiS:DIS)CV—-=W yT:D(T)CV—W, entonces el operador S+ T estd

definido por
DS+T)=DS)NDT) y (S+T)(z)=8x)+T(x) YxeDS+T).

(i) SiT:DIT)CV—->W y S:D(S) CW — Z, entonces el operador ST estd

definido por
DST)={xeD(T) | T(x) e D(S)} y (ST)(x)=S5(T(x)) Vx € D(ST).
(iv) Si S:DS)CV—->W yT:DT)CV — W, entonces T extiende a S o

T es una extension de S (o bien S es una restriccion de T ), y lo denotamos

D(S) C D(T) y S(z)=T(z) Yz € D(S).

Definicién A.35. (NUCLEO, RANGO Y GRAFO DE UN OPERADOR)
Sean V y W espacios vectoriales sobrek y T : D(T) CV — W un operador. Los
siguientes conjuntos estan naturalmente relacionados a T', y por consiguiente a V y a

W:
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(i) N(T) = {v e D(T) / T(v) =0}, llamado miicleo de T.
(i) R(T) = {weW /Jve D) A T(w) =w)}, llamado rango de T.
(iii) Gr(T) = {(v,Tv) / ve D(T)} CV x W, llamado grafo de T.
Notar que: N(T) = T~ ({0}) v R(T) = T(D(T)) = {T(v) / v e D(T)}.

Definicién A.36. (OPERADOR INVERSIBLE)
Sean V y W espacios vectoriales sobre k. Un operador T : D(T) C V — W es
tnversible si existe un operador S : D(S) =R(T) CW — V tal que

(ST)(u) = w, ueDT),
(TS)(v) = v, veR(T),

en tal caso S se dice inverso de T y se denota S =T~ 1.

Definicién A.37. (OPERADOR LINEAL)
Sean V y W espacios vectoriales sobre k. Diremos que T : D(T) CV — W es un
operador lineal si, para todo u,v € D(T) y para todo o € k se tiene que:

(1) T(u+v)=Tu+Tv,
(i) T(au) = aTu.

Se sigue inmediatamente de la definiciéon que, si oy € k y v; € D(T) con

1=1,2,...,n, entonces
n n
T E ;0 | = E Q; TUZ'
i=1 i=1

Cuando el operador T es lineal, se suele usar la notacién sin paréntesis, y por lo tanto
mds sencilla, para expresar por ejemplo el transformado del elemento u € D(T'), esto
es Tu en lugar de T'(u). Notar que, si T" es lineal, el conjunto D(T") es un subespacio
de V.

Definicién A.38. (FUNCIONAL LINEAL)

Sea V espacio vectorial sobre k. Un funcional lineal J es un operador lineal del
espacio vectorial D(J) C V en el campo escalar k, es decir J : D(J) C V — k, donde
k=R stV esreal yk =C si V es complejo.

Proposicién A.39. Sean V y W espacios vectoriales sobre k y T : D(T) CV — W
un operador lineal. Entonces:

(1) N(T) es un subespacio de D(T) (y por consiguiente de V).
(i) R(T) es un subespacio de W .
(iii) Gr(T') es un subespacio de V x W.

Teorema A.40. Sean V y W espacios vectoriales sobrek y T : D(T) CV — W un
operador lineal. Las siguientes propiedades valen:
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(i) T es inversible (sobre su rango) si y sélo si T es inyectivo (esto es: Te =0 =
x =0, vale decir, N(T') = {0}).

(i) Si T es inversible entonces T~ : R(T) C W — V es lineal e inversible.

En lo que resta de la seccién consideraremos que X e ) son, al menos, espacios
normados (sobre k = R o C). Usualmente serén espacios de Banach o de Hilbert.

Diremos que, el operador 7' : D(T) C X — Y es o estd densamente definido si

D(T) es denso en X, esto es si D(T) = X.

Definicién A.41. (OPERADOR CONTINUO)
Sean X,Y espacios normados y T : D(T) C X — Y un operador (no necesaria-
mente lineal). Diremos que:

(i) T es continuo en xy € D(T) si
Ve>030>0:YoeD(T) |z —molly <0 = [|T(x) —T(w0)lly <e.
Equivalentemente, T es continuo en zy € D(T) si

V{zn},en C D(T) : 2, "= xg se tiene que T(x,) "= T (o).

(ii) T es continuo en D(T) si T es continuo en todos los puntos x € D(T).

Definicién A.42. (FUNCIONAL SEMICONTINUO INFERIORMENTE)
Sean X espacio normado y J : D(J) C X — k un funcional (no necesariamente
lineal). Diremos que J es semicontinuo inferiormente en xo € D(J) si

Ve>030>0:VeeD(J) |z—zo|ly, <d = J(z)— J(x0) <e.
Equivalentemente, J es semicontinuo inferiormente en xy € D(J) si

J(xo) < liminf J(z).

T—x0

Definicién A.43. (OPERADOR ACOTADO, NORMA DE UN OPERADOR LINEAL)
Sean X, espacios normados y T : D(T) C X — Y un operador lineal. Diremos
que:

(i) T es acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que ||T'z||,, < c||z|, Yz € D(T).

(i1) Si T es acotado se define la norma de T, que denotamos |T||, como

: [ T|
IT|| = sup Y
zen(r) ||l x
x#0
Una definicion equivalente es, |T|| = sup ||Tzl,,.

zeD(T)
lzll=1
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Notar que ||T|| es la menor de las constantes ¢ > 0 en (i). Ambas definiciones
satisfacen las condiciones para una norma (ver Definicién A.9). Una consecuencia
inmediata de la definicién anterior es que

[Tzl < |7 Nlzll » V2 e D(T)

resultado que usaremos frecuentemente.

Para operadores lineales la continuidad y la acotacién son conceptos equivalentes:

Teorema A.44. ([76]) Sean X,Y espacios normados y T : D(T) C X — Y un
operador lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es acotado,
(ii) T es continuo en x =0,

(iii) T es continuo.

Teorema A.45. ([76]) (EXTENSION POR CONTINUIDAD)
Sean X espacio normado, ) espacio de Banach y T : D(T) C X — Y un operador

acotado. Entonces existe una tnica extension acotada de T, S : D(S) C X — Y, (es
decir, Sx = Tz para todo x € D(T)) tal que D(S) =D(T) y ||S]| = |IT]]-

Definicién A.46. Sean X,) espacios normados. El conjunto de todos los operadores
lineales acotados de X en ), cuyo dominio es X, se denota por L(X,)Y). Esto es

LX,Y)={T:X =Y /T es lineal y acotado} .
En el caso X =), se denota a L(X,X) simplemente por L(X).
Notar que, por la Definicién A.37, el conjunto £(X,)) es un espacio vectorial.

Proposicién A.47. ([76]) Sean X, espacios normados. FEl espacio L(X,)) es un
espacio normado, con la norma del operador dada en la Definicion A.43.

Si es necesario distinguir entre varias normas, escribiremos la norma del operador
como ||~||z:(x,y)‘

El operador I : D(I) = X — X definido por [ = x Vx € X obviamente pertenece
a L(X) ysetiene que |I||=1,IT =T1=T paratodoT € L(X).

Teorema A.48. ([76]) Sean X,Y, Z espacios normados. Las siguientes propiedades
valen:

(i) Si T € L(X,)Y), S € LV, 2) entonces ST € L(X,Z) y se satisface que
ST < ISIHITY;

(i) SiT,S € L(X) y a €k entonces T+ S, aT , TS € LX) (esto es, L(X) es
un dlgebra).
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Teorema A.49. ([76]) Sean X, espacios normados. SiT € L(X,Y) entonces N (T)
es un subespacio cerrado de X .

En el caso especial en que ) = k denotaremos al espacio L£(X,k) por X', este
recibe el nombre de espacio dual de X'. A sus elementos los notaremos por /¢, es decir
(e X' estal que £ : X — k es un funcional lineal y acotado. Andlogamente, el espacio
(X") = X" se llama bidual de X. La inmersién natural J : X — X' definida por

(Jx)(0) =L(z), z€ X, Le X/,
es lineal, acotada, inyectiva y satisface ||Jz| v, = ||z] y, V@ € X.

Definicién A.50. (ESPACIO REFLEXIVO)
Sea X espacio normado. El espacio X se dice reflexivo si la inmersion natural
J: X — X" es sobreyectiva.

Es posible introducir diferentes nociones de convergencia en el espacio L(X,)).
La natural, basada en la norma en L£(X,)), se llama convergencia uniforme y es
una propiedad muy fuerte. Ademds tenemos dos nuevos conceptos “mads débiles” de
convergencia: convergencia fuerte y convergencia débil.

Definicién A.51. (CONVERGENCIA UNIFORME, FUERTE Y DEBIL DE OPERADORES)
Sean X e Y espacios normados y {1}, .y C L(X,Y). Diremos que:

(i) {T.} converge uniformemente o T € L(X,)), y lo notamos T,, — T, si

¥e>0 AINEN: Va2 N [T —Tlyny) <e

(ii) {T,} converge fuertemente a T € L(X,Y), y lo notamos T,, = T, si para todo
reX T,x"=°Tz, ie. si

VeeX yVe>0 INeN: [Tz —Tx|), <e

(iii) {7T},} converge débilmente a T € L(X,Y), y lo notamos T, ~ T, si para todo
reX Ty =>Tx,ie si

Vee X : ((T,x)"=°0Tz) Vee)'
donde Y’ es el espacio dual de ).

Notar que, para {T,.},.y C L(X,Y) y T € L(X,Y) vale que [T,z — Tz, <
1T = Tl pxy) lzllx » V2 € X. En consecuencia,

CONVERGENCIA CONVERGENCIA CONVERGENCIA
UNIFORME FUERTE DEBIL
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Teorema A.52. ([5]) (PRINCIPIO DE LA ACOTACION UNIFORME - TEOREMA DE
BANACH-STEINHAUS)

Sean X espacio de Banach, Y espacio normado, I un conjunto de indices y
{To}oer © L(X,Y) una familia de operadores lineales acotados. Si la familia
{Tox}t,e; C Y es acotada para cada x € X (esto es, Vo € X I M, > 0, indepen-
diente de o, tal que |Tox| < M, Va € I), entonces la familia {||T.|},c; C R es
uniformemente acotada en o (esto es, IM > 0 tal que || T,]| < M VYo € I).

La introduccién del espacio X'’ conduce a un nuevo concepto de convergencia de
una sucesion en X.

Definicién A.53. (CONVERGENCIA DEBIL, SUCESION DEBIL DE CAUCHY EN ESPA-
CI0S NORMADOS)
Sean X espacio normado y {x,},.y C X . Diremos que:

(i) {zn},cn converge débilmente a x € X, y lo denotamos x, 5oz, s
((z,) "= U(x) para todo £ € X'.

(ii) {xn},cn es de Cauchy débil si {{(z,)} es una sucesion de Cauchy en k para
todo £ € X'.

Se puede probar que, si existe el limite débil de una sucesion, es tnico ([5]). Notar
que, convergencia (fuerte) implica convergencia débil puesto que todo funcional lineal
y acotado es continuo. Lo reciproco no es cierto, es decir convergencia débil no implica
convergencia fuerte ([5]). En espacios de dimensién finita, convergencia débil y fuerte
son equivalentes ([5]).

Teorema A.54. ([14]) (TEOREMA DE EBERLEIN-SHMULYAN)
Un espacio de Banach X es reflexivo si y sdlo si toda sucesion acotada en X contiene
una subsucesion débilmente convergente.

Definicién A.55. (OPERADOR COMPACTO)

Sean XY espacios normados y K : X — Y operador lineal. Diremos que K es
compacto si mapea conjuntos acotados de X en conjuntos relativamente compactos de
Y (o0 sea, VS C X acotado, K(S) C Y es relativamente compacto).

Equivalentemente, para toda sucesion acotada {x,},.y C X, la sucesion { Kz, }
tiene una subsucesion convergente en ).

neN

Los operadores compactos tienen propiedades muy similares a las que poseen los
operadores arbitrarios sobre espacios de dimensién finita.

Teorema A.56. ([58], [5], [65]) Sean X,Y espacios normados y T : X — Y un
operador lineal. Entonces las siguientes afirmaciones valen:

(i) St T es compacto entonces T es continuo (i.e. T € L(X,))).
(i) SiT e L(X,)Y) y dimR(T) < oo entonces T es compacto.

(iii) St dim X < oo entonces T' es compacto.
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(iv) El operador identidad I, sobre el espacio de Banach X, es compacto si y solo si
dim X < oc.

(v) SiT € L(X,)Y) es compacto y R(T) es cerrado, entonces dim R(T) < oo.

Teorema A.57. ([5]) Sean X,), Z espacios normados. Las siguientes afirmaciones
valen:

(i) Si Ky y Ky son operadores compactos de X en') y a € k, entonces K1+ Ko y
a K1 son compactos.

(il) Si Ky € L(X,))Y), Ky € LV, Z) y Ky o Ky es compacto, entonces KoK es
compacto.

(i) SiT e L(X,Y) y K : X — X es compacto, entonces KT y T K son compactos.

(iv) Sean X espacios normado, Y espacio de Banach y {K,},.y C L(X,Y) una
sucesion de operadores compactos. Sea K € L(X,)Y) tal que K, converge uni-
formemente a K (en la norma del operador), es decir :

1K — K| = sup || Kpz — Kzl| "=70.
rzeX

llzll=1

Entonces K es compacto.

El teorema anterior permite mostrar que el conjunto de todos los operadores com-
pactos de X’ en ) es un subespacio cerrado de L(X,)).

Teorema A.58. ([5]) Sea X espacio normado de dimension infinita. Si K € L(X)
es compacto, entonces o bien K1, si existe, no es acotado (i.e. K=' ¢ L(X)) o es
posible que K~ sea acotado pero no puede estar definido sobre todo X .

Definicién A.59. (OPERADOR CERRADO)
Sean X, espacios normados y T : D(T) C X — Y un operador lineal. Diremos
que T' es cerrado si su grafo, Gr(T), es un subespacio cerrado de X x ).
Equivalentemente,

nn_)oo e D(T
T es cerrado si ¥V {xn},cn C D(T): <{ Tpn — T . { x (T) ) .

Tz, "= y Tr =1y
Teorema A.60. ([5]) Sean X,Y espacios normados yT : D(T) C X — Y un operador
lineal cerrado. Entonces si existe T, también es un operador lineal cerrado.

Teorema A.61. ([12]) (TEOREMA DEL GRAFO CERRADO)
Sean X',) espacios de Banach yT : X — Y operador lineal cerrado, entonces T es
acotado.

Teorema A.62. ([5]) Sean X,Y espacios normados y T : X — Y operador lineal,
entonces existe T™! y es acotado sobre el rango de T, T(X), si y solo si existe k > 0
tal que k |||, < [|T|ly, para todo x € X
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A.2.2 Operadores lineales sobre espacios de Hilbert

Todas las definiciones y teoremas dados para operadores lineales entre espacios norma-
dos son vdlidos para operadores lineales entre espacios de Hilbert, ya que un espacio
de Hilbert es un especial espacio normado. Sin embargo, debido a la estructura adi-
cional por el producto interno, podemos deducir propiedades extras de operadores entre
espacios de Hilbert que exploten dicha estructura.

El siguiente resultado provee una caracterizaciéon para el espacio dual de un espacio
de Hilbert.

Teorema A.63. ([76], [12]) (TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ)
Sea X espacio de Hilbert, entonces todo x € X induce un funcional lineal acotado
sobre X, que denotamos (,., definido por

l(y) = (y,z), VyedX.

Ademds, para todo £ € X', existe un unico x, € X tal que

(y) =y, ze), Wyedi

1l = supl 8l —
D el

Como consecuencia de este teorema tenemos la siguiente definicion:

Definicién A.64. (CONVERGENCIA DEBIL, SUCESION DEBIL DE CAUCHY EN ESPA-
€108 DE HILBERT)
Sean X un espacio de Hilbert y una sucesion {x,}, .y C X. Diremos que:

(i) {zn},cn converge débilmente a © € X, y lo denotamos x, 5oz, s
lim (z, — x,y) =0 para todo y € X. Es decir, (z,,y) "— (x,y) VYyc X.

n—oo

(ii) {@n},en €s de Cauchy débil si para todo y € X la sucesion {(xn,y)} es de
Cauchy en k.

Se puede probar que toda sucesién débilmente convergente es una sucesién de
Cauchy débil ([76]).

Teorema A.65. ([76]) Sea X un espacio de Hilbert.
(i) Si {zn},exy C X es tal que x, = x, entonces ||z|| < liminf ||z,].
(ii) Toda sucesion de Cauchy débil en X es acotada.

(iii) Si{xn},cn €s una sucesion de Cauchy débil en X, entonces existe v € X tal que

Ty — .

Teorema A.66. ([76]) Sea X' un espacio de Hilbert. Entonces toda sucesion acotada
en X contiene una subsucesion que converge débilmente.
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Del Teorema A.63 también se deduce el siguiente resultado.
Teorema A.67. ([5]) Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Otra consecuencia del Teorema A.63 es la existencia de un unico operador adjunto
para cada operador lineal acotado entre espacios de Hilbert.

Definicién A.68. (OPERADOR ADJUNTO DE UN OPERADOR ACOTADO, OPERA-
DOR AUTOADJUNTO)

Sean X,Y son espacios de Hilbert y T € L(X,)). Entonces existe un tinico opera-
dor T* € L(Y, X) que satisface

<T1‘,y>3} = <x7T*y>X Vi € X? VZJ € y

Este operador T* se llama el operador adjunto de T'. Para X =Y, el operador T
se llama autoadjunto si T* =T

Teorema A.69. ([12]) Sean X,Y, Z espacios de Hilbert sobre k. Sean T € L(X,))),
R, S € LY, 2) yaek. Las siguientes afirmaciones valen:

(i) I* =1, siendo I el operador identidad;
(i) (aT) =aT*;

(i) {7 = 11715
(R4 8)" =R+ 5%
(v) (ST)* =T"5";
(Vi) T°T € L(X), TT* € L) y | T*T|| = |TT*|| = | T|*;

(vii) T*T y T'T*son autoadjuntos;

)
)
)
(iv)
)
) T
) T
(viii) (T7)" =

Teorema A.70. ([12]) Sean X,Y espacios de Hilbert y T € L(X,Y). Las siguientes
tqualdades valen:

R(T)*+ = N(T%);
T) N(T*)J‘,'

Teorema A.71. Sea T € L(X), con X espacio de Hilbert.
T es autoadjunto si y solo si (T'x,z) € R, Vo € X.

Definicién A.72. (OPERADOR NO NEGATIVO, P0oSITIVO, COERCITIVO)
Sean X espacio de Hilbert yT € L(X) autoadjunto. Entonces
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(i) T es no negativo, y lo denotamos T'> 0, si (Tx,z) >0, Vo € X.
(ii) T es positivo, y lo denotamos T > 0, si (Tx,x) >0, Y € X con x # 0.

(iii) T es coercitivo si existe € > 0 tal que (Tx,z) > €||z||*, Vo € X.

Ademss, si T1,T, € L(X) son autoadjuntos, entonces escribimos 77 > T, para
T, —T5 > 0.

Definicién A.73. (RAa1z CUADRADA DE UN OPERADOR)
Sea T € L(X) no negativo. Un operador S es raiz cuadrada de T si S es
autoadjunto y S? = T. Ademds, si S > 0 denotamos esta relacion escribiendo S = Ts.

Teorema A.74. ([58]) Sean X espacio de Hilbert y T € L(X) no negativo. Entonces
T tiene una tnica raiz cuadrada no negativa T? tal que (T2)2 =T (i.e. T2T2z = T

= ||T||% Ademds, si T es positivo, entonces T

para todo © € X') y vale que HT%
también es positivo.

Observar que si T' € L(X,))) es compacto, con X' e ) espacios de Hilbert, entonces
T*T € L(X) es compacto, autoadjunto y no negativo. En consecuencia, tiene una tinica
rafz cuadrada no negativa, que denotamos (T*T)%, que es compacto y autoadjunto.
Andlogamente para el operador T'T* € L()).

Una de las clases mds importantes de operadores no negativos es la de las proyec-
ciones ortogonales.

Definicién A.75. (OPERADOR PROYECCION ORTOGONAL)
Sean X espacio de Hilbert y P € L(X). Diremos que:

(i) P es una proyeccion en X si P? = P (i.e. si P es idempotente).

(ii) P es una proyeccién ortogonal si P> =P y P* = P.

Notar que si P es una proyeccién, con P # 0, entonces ||P|| = 1. Asi, || Pz|| < ||z
Ve e X.

Teorema A.76. ([76]) Sean X espacio de Hilbert y P € L(X). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) P es una proyeccion ortogonal;

)
(ii) I — P es una proyeccion ortogonal;
(iii) P es idempotente y R(P) = N(P)*;
)

(iv) P es idempotente y autoadjunto.

Ademds, R(P) =N — P) y N(P)=R(I — P).
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Teorema A.77. ([76]) (TEOREMA DE LA PROYECCION ORTOGONAL)
Sean X espacio de Hilbert yV C X un subespacio cerrado. Entonces V = (V1)+L.
Todo x € X posee una unica descomposicion de la forma x = xy + xy1, donde xy € V

y xypr € V1 (0 sea, X =V @ V*). El elemento xy se llama la proyeccién ortogonal
de x sobre V.

El operador P : X — V definido por Px = xy se llama la proyeccion ortogonal
de X sobreV y satisface las siguientes propiedades:

(i) Pr=x Yz €V (ie P*=P);

(ii) ||z — Pz|| < ||z —v|| Yv €V (i.e. Pz esla mejor aproximacion de x € X en el
subespacio cerrado V);

(iii) M(P) =Vt y R(P) =V, de modo que X = R(P) ® N(P).

En la tesis también necesitamos el adjunto de un operador lineal no acotado.
Generalicemos entonces la Definiciéon A.68 al caso de tales operadores.

Definicién A.78. (OPERADOR ADJUNTO DE UN OPERADOR LINEAL NO ACOTADO)

Sean X, espacios de Hilbert y T : D(T) C X — Y un operador lineal densamente
definido. Entonces el operador adjunto de T, que denotamos T* : D(T*) C Y — X,
se define como

D(IT*)={yeY /Iy € X tal que (Tx,y)y = (z,y"), Ve D(T)}

Ty =y* Yy € D(T")

El operador T™ asi definido es lineal. Para X =Y, el operador T se dice autoadjunto
st T*="1T.

Teorema A.79. ([76]) Sean X,Y espacios de Hilbert y T : D(T) C X — )Y un
operador lineal densamente definido. Entonces:

(1) SiT* también es densamente definido, entonces (T*)* es una extension de T';
(i) M(T*) =R(T)*
(iii) T es acotado si y solo si T* € L(Y,X);
(iv) Si T es acotado, entonces |T|| = ||T%||;
)

(v) Si T es acotado, entonces (T*)* es la extension continua de T' a todo el espacio
X. En particular, para T € L(X,)) se tiene que (T*)* =T.

(vi) Si T es inyectivo y R(T) es denso en ), entonces T* también es inyectivo y se
tiene que (T*)™t = (T1)*.

Teorema A.80. ([5]) Sean X,Y espacios de Hilbert, T : D(T) C X — Y y
S :D(S) C X — Y operadores lineales densamente definidos. Entonces:
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D(T*) sia#0

(i) (aT)* =aT* para todo o € k, D((aT)*) = { ¥ G0

(ii) Si T extiende a S, entonces S* extiende a T*;

(i) St T 4+ S estd densamente definido, entonces (T + S)* extiende a T* + S*
(i.e. DI*+S*)CD(T+9)) y(T+S) =T*+S5S*enD(T*+ S%));

(iv) Si S € L(X,)), entonces (T + S)* =T*+ S* con D(T + S) = D(T™).

Teorema A.81. Sean X, Y y Z espacios de Hilbert y T : D(T) C X — ),
S :D(S) C Y — Z operadores lineales densamente definidos. Entonces:

(i) Si ST estd densamente definido, entonces (ST)* extiende a T*S*
(i.e. D(T*S*) C D((ST)*) y (ST)* =T*S* en D(T*S*));

(i1) Si S € LY, Z), entonces (ST)* =T*S*.

Definicién A.82. Sean X espacio de Hilbert y J : D(J) C X — k un funcional (no
necesariamente lineal). Diremos que J es débilmente semicontinuo inferiormente
enx € D(J) si

J(x) < liminf J(z,) siempre que x, — .

n—oo

A.3 Teoria espectral para operadores lineales

A.3.1 Teoria espectral general

En lo que sigue, X' es un espacio normado sobre k (R 6 C) y T : D(T) C X — X un
operador lineal. El estudio de los A € k para los cuales A\I — T es inversible y de las
propiedades de (\I —T)™" : R(\[ = T) C X — X, siempre que este operador exista,
constituye lo que se llama la teorfa espectral de T

Definicién A.83. (AUTOVALOR, AUTOVECTOR, AUTOESPACIO)

Sea X espacio normado sobrek y T : D(T) C X — X operador lineal. Diremos
que X € k es un autovalor de T si existe x € D(T'), x # 0 tal que Tx = A\x. Es decir,
M — T no es inyectivo (N (AN —T) # {0}) y por lo tanto no inversible. El elemento
x e NN -T), x # 0, se llama autovector de T que corresponde al autovalor \.
FEl subespacio N (A — T) se llama autoespacio que corresponde a A, la dimension de

NN —T) es la multiplicidad del autovalor \.

Definicién A.84. (CONJUNTO RESOLVENTE, ESPECTRO)
Sea X espacio normado sobre k y T : D(T) C X — X operador lineal.

(i) El conjunto resolvente de T, denotado por p(T), se define como

p(T)={ ek /3 (M- T)™' es acotado y densamente definido} .
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(ii) El conjunto espectro de T, denotado por o(T), se define como el complemento
enk de p(T), es decir

o(T) = K\ p(T)
= {Ae€k/ M —T no tiene inverso acotado densamente definido} .

Notar que, o(T") es la unién de los siguientes tres conjuntos disjuntos denotados por
op(T), 0.(T) y 0.(T), respectivamente, donde:
o 0,(T)={Nek/ M —T no es inversible}

0,(T) es el espectro puntual de 7. Obviamente, es el conjunto de los autova-
lores de T'. Aqui R(AI — T') puede ser denso o no.

e 0.(T)={r€k /3 (\I-T)"" es densamente definido pero no acotado}

0.(T) es el espectro continuo de 7.

e, (T)={Xek /3 (N - T)~" y no es densamente definido }

0.(T) es el espectro residual de T, aqui el operador (Al — T)_1 puede ser
acotado o no.

Asi, o(T) = o0p(T) U0 (T)Uo,(T).

Teorema A.85. ([65]) Sea X espacio normado sobrek yT : D(T) C X — X operador
lineal. El conjunto resolvente p(T') es abierto, y en consecuencia el espectro o(T') es
cerrado.

Teorema A.86. ([5]) Sean T : X — X operador lineal (definido sobre todo X) y X
espacio normado de dimension finita. Entonces o,.(T) =0 y o.(T) = 0.

Teorema A.87. ([5]) Sean T : D(T) C X — X operador autoadjunto y X espacio de
Hilbert. Entonces el espectro de T es real, esto es o(T) C R. Mds ain, si T € L(X)
tenemos adicionalmente que:

(i) o(T) C [m, M], donde m = inf (Txz,x) y M = sup (Tz, z)
Iﬁiﬁ({’) z€D(T)
=l= lef=1

(i1)) m, M € o(T)
(i) ||| = max {|m], [M]}

(iv) IT|| = ro(T), donde r,(T) = sup |\ es el radio espectral de T y representa el
Xeo(T)
radio exacto de la menor bola que contiene el espectro de T.
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A.3.2 Teoria espectral para operadores compactos en espacios
de Hilbert

De la seccién anterior es claro que las propiedades espectrales de operadores definidos
sobre espacios de dimension infinita son m&s complicadas que para operadores definidos
sobre espacios de dimensién finita. Sin embargo, operadores compactos tienen un
espectro simple!. Reunimos los resultados mds importantes en el siguiente teorema:

Teorema A.88. ([5], [76]) Sean K € L(X) operador compacto, con K # 0, y X
espacio de Banach sobre k. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(i) El espectro o(K) consiste de autovalores y posiblemente el 0.

(ii) Si X tiene dimension infinita entonces 0 € o(K) (0 puede estar en cualquier
parte del espectro).

(i) K tiene a lo mds un nimero infinito numerable de autovalores con X = 0 como
el inico posible punto de acumulacion.

(iv) Sik = C, entonces K tiene al menos un autovalor®.
Ademds, el autoespacio de cada autovalor no nulo tiene dimension finita.
Notar que:

1. Si A # 0 entonces A € p(K) 6 A € 0,(K).

2. SiA=0¢€ o(K) pero 0 ¢ 0,(K), esto es N(K) = {0}, entonces 0 es el tinico
elemento de 0,.(K) 6 de o.(K).

3. SiA=0¢€0,(K)ydimX = oo, esto es si N(K) # {0}, 0 es autovalor de K y
el correspondiente autoespacio tiene dimensién infinita.

Consideremos el caso de operadores compactos y autoadjuntos. Tales operadores
tienen algunas propiedades similares a aquellas de una matriz simétrica en Algebra
Lineal.

Teorema A.89. ([76]) (TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES COMPACTOS
AUTOADJUNTOS)

Sea K € L(X) operador compacto y autoadjunto sobre un espacio de Hilbert X.
Entonces existe un sistema ortonormal {v,}, ., C X, que consiste de autovectores de
K. 5i X tiene dimension infinita, los correspondientes autovalores, no nulos y repetidos
de acuerdo a sus multiplicidades, )\, son reales y pueden ser ordenados en una sucesion
no creciente (en magnitud)

A = [Ae] =+ >0

1Como ya se menciond, los operadores compactos tienen propiedades similares a los operadores
definidos sobre espacios de dimensién finita.
20,(K) podria ser vacio si k = R.
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donde A\, — 0 cuando n — oo. Todo x € X posee una expansion de Fourier generali-
zada de la forma
T =x0+z<x,vn>vn, zg € N(K)
neJ
y en este caso
Kz = Z)\n (x,vp) Uy
neJ
Si dimR(K) = N tenemos que J = {1,2,...,N} y si imR(K) = oo tenemos que
J=N.

Aunque la demostracién ha sido omitida, algunos aspectos de ella son importantes
de mencionar:

1. Para cada autovalor \; (sin repetirlos), j € J, elegimos una base ortonormal
que corresponda al autoespacio N (K — \;I). Sabemos que, para cada autovalor
no nulo existe una cantidad finita de autovectores linealmente independientes; es
decir, los autoespacios N (K —\;I) tienen dimension finita. Ademds, autovectores
que correspondan a autovalores diferentes son ortogonales (a pares) y linealmente
independientes. De modo que, por ser dim N (K — \;I) = m; (la multiplicidad
del autovalor J;), podemos asignar a cada A, # 0 (repetidos de acuerdo a sus
multiplicidades) un autovector .

2. Si K es inyectivo, es decir N (K) = {0}, el conjunto {v,}, ., forma un sistema

ortonormal completo en X , en cuyo caso

sz(m,vn> Up

neJ

neJ

3. El conjunto {v,}, ., forma un sistema ortonormal completo en R(K) = R(K*),
entonces podemos escribir

R(K) = @ N(K — \u)

neJ

RE = @ NE-ND)
0#Nj€0p(K)

(diferentes)

de modo que tenemos la suma directa ortogonal

X = N(K) o R(K).

El teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos tiene una extension
a operadores compactos no autoadjuntos K : X — ). Los valores singulares serdn una
muy util herramienta al tratar con estos operadores. Ellos se basan en el hecho que
el operador K*K € L(X) es compacto, autoadjunto y no negativo para todo operador
compacto K.
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Notar que todo autovalor A € k del operador K*K es no negativo ya que, si = es
un autovector asociado a él, K*Kx = Ax implica que

Ml = A (o, 2) = (K" Kz, ) = (Kz, Kz) = | Kz > 0
es decir A > 0 pues ||z|| > 0.
Definicién A.90. (VALORES SINGULARES)
Sean X e Y espacios de Hilbert y K € L(X,)) operador compacto. Llamaremos
valores singulares de K a las raices cuadradas (no negativas) de los autovalores A\,

del operador K*K € L(X), o sea 0, = /A, conn € J.
Aqui nuevamente, J C N puede ser finito o J = N.

Teorema A.91. ([76]) (TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES COMPACTOS NO
AUTOADJUNTOS - EXPANSION EN VALORES SINGULARES)

Sean X' e )Y espacios de Hilbert y K € L(X,Y) operador compacto. Sea {0y}, .,
la sucesion de valores singulares no nulos de K (repetidos de acuerdo a sus multiplici-
dades) ordenados en forma no creciente

01> 092> --->0.

Entonces existen sistemas ortonormales completos {vp},c; C X y {un},c;, C Y tales
que

Kv, = o,u,, Vne€lJ, (A.3)

K*u, = o,v,, VnelJ. (A.4)

El sistema (03 Un, Un),c; S€ llama un sistema singular asociado a K. Todo v € X
posee la descomposicion en valores singulares

$:$0+Z<x,vn>vna l‘OEN(K)
neJ

y tal que

Kz = Zan (x, Up) Up

neJ
Andlogamente, todo y € Y posee la descomposicion en valores singulares

y=y0+z<yaun>un7 Yo EN(K*)
neJ

y tal que
K*y = Zan (Y, Up) Uy

neJ
Observacién A.92.

1) Si K € L(X,)) es compacto, entonces K* € L(), X) es compacto. En este caso,
Si (On; Un, Un),c; €8 un sistema singular asociado a K, entonces (0y,; Un, Up),,c; €5
un sistema singular asociado a K*.

2) Si K € L(X,Y) es compacto y autoadjunto y (An;v,),c; es el autosistema aso-
ciado a K, entonces ()\i; Un, un) es un sistema singular asociado tanto a K*K
como a K K*.

neJ
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A.4 La derivada de Fréchet

En esta seccion, recordaremos algunos de los resultados méas importantes de cédlculo
diferencial para mapeos no lineales sobre espacios normados.

Definicién A.93. (DERIVADA DE FRECHET)

Sean X e ) espacios normados sobre k y T : X — Y un mapeo (posiblemente no
lineal). Diremos que:

T es diferenciable Fréchet en v € X si existe un operador T'(z) € L(X,)),
llamado la derivada de Frechet de T en x, tal que

[T (z +h) = T(x) = T'(@)hlly _

0.
h—0 12 2

Definicién A.94. (GRADIENTE)
Sean X espacio de Hilbert y J : X — R diferenciable Fréchet en x € X. FEntonces
existe VJ(x) € X, llamado gradiente de J en x, tal que

J'(@)h = (VJ(z),h)  VheX.

Proposicién A.95. (DERIVADA DIRECCIONAL-DERIVADA DE GATEAUX) Sean X
espacio de Hilbert y J : X — R diferenciable Fréchet en x € X. FEntonces para todo
h € X, el mapeo de R en R definido por t — J(x +th) es diferenciable ent =0 con

d
%J(x +th) . =(VJ(x),h). (A.5)

Observacién A.96. El lado izquierdo de (A.5) se llama la derivada direccional o
derivada de Gateaux de J en x, en la direccién de h. Esta es a menudo denotada por

0 J(x, h).

Una de las aplicaciones mdas importantes de la derivada es la determinacién de los
minimos de funcionales. Los siguientes teoremas proveen condiciones necesarias de
primer orden para tales minimos.

Teorema A.97. Sean X espacio de Hilbert y J : X — R diferenciable Fréchet. Si J
tiene un minimo en x € X, entonces VJ(x) = 0.

Definicién A.98. (FunciONAL CONVEXO, COERCITIVO)
Sean X espacio de Hilbert y J : X — R. Diremos que:

(1) J es un funcional convexo si
Jtz+(1-t)y) <tJ(x)+(1—-1t)J(y) Ve,yeX AN 0<t<Ll.
J es estrictamente convexo si la desigualdad anterior es estricta siempre que

TFY;

(ii) J es coercitivo si | lﬁm J(z) =00 (i.e. J(x,,) — 00 cuando ||z,|| — o).

Teorema A.99. Sea X espacio de Hilbert y J : X — R funcional convexo, diferencia-
ble Fréchet, y C' C X un conjunto convexo y cerrado. Entonces, J tiene un minimo en
x € C siy sdlo si

(VJ(z),h—x) >0 VheC

Ademds, si J es estrictamente convexo y coercitivo, J tiene un unico minimo.
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A.5 Representacién dual de un funcional convexo

Sea ¢ un funcional convexo definido sobre un conjunto convexo C' C R%. Para nuestro
propésito consideraremos d =1, 2 0 3y p(z) = |z| la norma euclideana de z € C.

Definicién A.100. El conjunto conjugado C* se define por
Ccr = {y cR? /supz -y — o(x)] < oo}
xeC

y el correspondiente funcional conjugado de ¢ es

©*(y) =sup{z -y —p(z)} (A.6)

zeC

Este funcional, que también se conoce como el transformado de Fenchel de ¢, tiene al
conjunto conjugado C* como su dominio.

Se puede probar (ver [43, Proposicién 1, pag. 196]) que el conjunto conjugado C*
y el funcional conjugado ¢* son, respectivamente, un conjunto convexo y un funcional
CONvexo.

Los correspondientes conjugados segundos se definen de una manera obvia por:
C* = (C*)" 5y ¢ =(¢")"

En nuestro dado espacio de Hilbert de dimensién finita, se puede probar (ver [43,
Proposicién 2, pag. 198]) que C** = C' y ¢** = . En cosecuencia, de (A.6) obtenemos
la representacion dual

p(r) = sup {z -y — ¢*(z)} (A7)

yeC*

Ahora derivamos la representacién dual de la norma euclideana, ¢(z) = |z|, sobre
R?.Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

z-y— o] < (lyl —1) || (A.8)

con igualdad si y so6lo si y = cz, para algin ¢ € R. Si |y| > 1, se puede hacer (A.8)
arbitrariamente grande tomando y = cx y haciendo crecer c. Si |y| < 1, entonces (A.8)
es cero o negativo, y su maximo valor de cero es alcanzado en x = 0. En consecuencia,

0, [yl <1

sup{z-y— |z|} =
me{gd{ Y ||} {_|_007 ly| > 1

Asi, el conjunto conjugado es la bola unitaria
C*={y€Rd/ |y|§1}

y el funcional conjugado ¢*(z) = 0 para cada y € C*. La representacién dual (A.7) da
entonces

[z = sup {z-y} (A.9)

yER:|y|<1
El siguiente ejemplo da la representacion dual de una aproximacion convexa para la

norma euclideana. Consideremos el funcional convexo @g(z) = 4/ 2> + 3 con > 0,
definido sobre C' = R4,
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Se puede probar que

sup{x-y—soﬁe(x)}:{ —\B=ll). lyl=<1

zcRd +oo, |yl >1
En consecuencia, el conjunto conjugado es
Cr={yeR'/ |y <1}

y el funcional conjugado es

ph(r) = —/B (1 =1y

De modo que, con su segundo conjugado, la representacién dual da

Vg + 6= sup {x-y+\/6(1—|y|2)} (A.10)

y€eR:|y|<1

A.6 Los simbolos de Landau

Los simbolos O(g) (usualmente llamado O grande) y o(g) (usualmente llamado o pe-
quenio) son conocidos como simbolos de Landau y se definen como sigue:

Definicién A.101. (NOTACION “O GRANDE”, “O PEQUENA”)
(i) Notacion O grande: Escribimos
f=0(g) parax — xg
siempre que exista una constante C' > 0 tal que

|f(@)| < Clg(z)]
para todo x suficientemente cercano a xg.
(ii) Notacion o pequena: Escribimos
f=o(g9) para x — xg

siempre que
@,
a—ao|g(z)]

Observacién A.102. Las expresiones “O(g)” y “o(g)” no estan definidas por si mis-
mas. Deben estar siempre acompanadas por un limite, por ejemplo “para xr — x¢”,
aunque este limite estd a menudo implicito.
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Apéndice B
Teoria espectral y calculo funcional

Para la construccion y el andlisis de los métodos continuos de regularizacion, para
problemas inversos mal condicionados, es indispensable el concepto de “funcion de un
operador autoadjunto”. Por este motivo, presentaremos en este anexo la definicién
y algunas propiedades de tales funciones de operadores. El estudio de funciones de
operadores se hace en el contexto de cdlculo funcional.

No se incluirdn las demostraciones de algunas proposiciones, dado que dichos re-
sultados no son el objetivo central de la tesis. En ciertas demostraciones se evitara
demasiados detalles, aunque se mantendra el rigor mateméatico. Para las demostra-
ciones de las mismas e informacién adicional de los puntos descriptos en este apéndice
referirse a [15] y [5].

B.1 Familia espectral - resolucién de la identidad

El espectro de un operador lineal A no contiene toda la informacién que caracteriza
al operador. Esto lleva a introducir el concepto de “familia espectral para A”, la cual
(como veremos) si caracteriza completamente al operador A.

En todo lo que sigue, el espacio X serd un espacio de Hilbert.
Definicién B.1. (FAMILIA ESPECTRAL) Una familia { E\}, g de proyecciones orto-

gonales en X es una familia espectral o una resolucion de la identidad si satisface
las siguientes condiciones:

(l) VA, n e R, E)\E‘u = Emin{)\,,u};
(i) E.0o =0, E oo =1 (donde E_ox = /\lim Eyz, E x = /\lim Exx Ve X);

——+00

(lll) Ve R, E)\_O = E)\ (donde E)\_OJJ = li%l+E)\_€$ Vo e X)

Sean { £\ }, guna familia espectral y £ : R — £(&X) una funcién tal que E()\) = Ej.
Por la condicién (ii) de la Definicién B.1 la funcién FE es fuertemente continua por la
izquierda.

Definicién B.2. Sean {Ex},.g una familia espectral y E : R — L(X) tal que
E(X\) = E\. Diremos que:

189
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(i) A € R es un punto de constancia de E (o simplemente de E)) si
de>0:E\,.— E\.=0.
En caso contrario, A es un punto de crecimiento de E.
(ii) A € R es un punto de salto de E (o simplemente de E)) si
Eyio— Ex #0.

En caso contrario, X es un punto de continuidad de F.

La siguiente proposicién nos permite definir una integral con respecto a una familia
espectral arbitraria.

Proposicién B.3. Sean {E)\}, x una familia espectral, f : R — R una funcion con-
tinua y v € X. Entonces, para todo a,b € R tal que a < b, existe el limite en X de la
suma de Riemann

Z f(S‘Z) (EAZ - EAi—l)x

cuando max IAi = Aici] = 0, donde —c0 < a =X < A\ < -+ <\, = b < 400,
<i<n

5\2- € (Ai—1, Ai], y se denota a este limite por

/ " HO\) dBy. (B.1)

Demostracién. Ver Dautray y Lions ([15], Proposicién 2 del §3). n

Se ha introducido la representacién integral (B.1) pues, como se vera més adelante,
ella generaliza a operadores autoadjuntos arbitrarios.

A continuacién definiremos la integral impropia, si existe, de manera usual a partir
de representacién integral (B.1).

Definicién B.4. Sean {E\}, g una familia espectral, f : R — R una funcion continua
y x € X. La integral impropia fj;o fN) dE\z se define como el limite en X, si eziste,
de fff()\)dE,\x cuando a — —o0 1y b — +o0.

Lema B.5. Sea {E)\}, z una familia de proyecciones ortogonales en X . Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) V)\, JIAS R: E)\Eu = Emin{)\,u};
(i) Vee X , VA peR:A<pu, (Exe,z) < (E,x, ).
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Demostracioén.
(i) = (ii) Supongamos que vale (i). Sean z € X y A < u. Entonces
(Exe,z) = |Exz|® (pues Ej es proyec. ortogonal)
IExEux|*  (por (i) pues A < p)
< @2 ||EM:10||2 (pues E) es proyec. ortogonal)
= <E;£L‘,{L’> (pues E, es proyec. ortogonal)
y por lo tanto (Exx,z) < (E,z,z). En consecuencia, vale (ii).

(i) = (i) Supongamos que vale (ii). Sean A, u € R, sin pérdida de generalidad
consideremos A <y . Sea x € X, entonces

0 < (B~ BaEal = 1EA(I - By)al”
= (Ex(I—-E,))x,(I — E,)z) (pues Ej es proyec. ortogonal)
< (E.(I-E)z,(I —E,)z) (por (ii) pues A < pu)
= ||E.(I - E,z|* (pues E, es proyec. ortogonal)

|(E. — Eﬁ)x”2 =0 (pues E, es idempotente)

y por lo tanto [|(E\ — EyE,)z|| = 0. Como z es arbitrario, se tiene que E)\E, =
E)\ = Enin{r - El caso A > p se concluye del anterior pues E,Ey = E,,, entonces
se tiene que

Eninpy = Ey=E), = (ELE\)" = ESE, = E)\E,,
pues E,, E\ son operadores autoadjuntos. En consecuencia vale (i).

Esto concluye la demostracién del lema. ]

Asi, para cada z € X, la funcién
A (Byz,z) = || Bz

) : . 2 .o ’

es mondtona creciente, acotada superiormente por ||z||” e inferiormente por 0. Adem4s,

por la condicién (iii) de la Definicién B.1, es continua por la izquierda. En consecuencia,
. 2

define una medida completa sobre R que denotaremos d || E\x||”.

La siguiente proposicién nos provee una condicién necesaria y suficiente para garan-
. . . . . . “+o0 , . .
tizar la existencia de la integral impropia [~ f(\) dE\z, en términos de una integral
—0o0

de Riemann-Stieljes con respecto a la medida d || Eyz|”.

Proposicién B.6. Sean {E\}, x una familia espectral, f : R — R una funcion con-
tinua y © € X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) eiste [7°° f(\) dEx,
(i) [ PN d]Exe]® < oo
Demostracién. Ver Dautray y Lions ([15], Teorema 1 del §3). n

Asi, la integral impropia existe en X’ si y sélo si la integral de Riemann-Stieljes
existe y luego se prueba que tal integral puede usarse para representar puntualmente
a un dado operador.
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B.2 Funciones de operadores autoadjuntos

La siguiente proposicién nos asegura la existencia de una tnica familia espectral que
permitird representar a un operador autoadjunto A : D(A) C X — X, y también a
funciones de A, por medio de integrales.

Proposicién B.7. Sea A : D(A) C X — X un operador autoadjunto. Entonces existe
una unica familia espectral {Ex}, g tal que

+oo
D(A4) = {x €X: / A d||Eyz|? < oo}

“+oo
Az = / ANdEy\x, x € D(A).

Simbdlicamente escribimos .
A= / ANdE), (B.2)

o0

y llamamos a (B.2) la representacion o descomposicion espectral de A y, por
consiguiente, a {Ex},cg la familia espectral asociada a A.

Demostracién. Salvo la unicidad de la representacién, se probara la proposicién para
el caso particular del operador autoadjunto A = K*K, con K € L(X,)) compacto y
X, Y espacios de Hilbert. Para mds detalles sobre la demostracién referirse a Bachman
y Narici ([5], Teorema 29.6 del Capitulo 29) o Dautray y Lions ([15], Corolario 5 del
§3).

Sea entonces (0y,; Un, Uy),,c, Un sistema singular para K. Puesto que (02;v,),,.; s
un autosistema para el operador compacto autoadjunto K* K, se tiene que

KKz = Zai (x, v,) Up.

neJ
Para A €e R y x € X definamos
> (@, vn) vp, siA<0
- neJ:oZ <
E)\ZE B Z <[E, UTL> Up + PIL‘, siA> 07 (BB)

neJ:oZ <\

siendo P la proyeccién ortogonal sobre N'(K) = N(K*K) = R(K*K)*. El operador
E)\ puede escribirse de manera més simple como

Eyx = Z (x,vp) vp (+ Px,si A >0),
neJ:oZ <A

adicionamos el término entre paréntesis cuando A > 0.

Obviamente que para todo A € R, debido a la linealidad de P y del producto interno
(respecto de la primera variable), el operador E) es lineal.

Probaremos que {E\}, g es una familia espectral:
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Sean r € X y A < u. Entonces

(E\xz,z) = < Z (T, v,) Uy (+Px)73:> (por (B.3))

neJ:oZ <A

= Y lmv)]’ (+(Pz,x))  (por prop. del (-,-) )

neJ:o2 <A

= Z [(z,v,)* (+]Px||?)  (pues P es proyec. ortog.)

neJ:oZ <A

< > lmw)l® (+11Pal*)  (pues A < p)

neJ:o2<u

= (B, x).

Como x, A, p son arbitrarios se tiene que (Eyz,z) < (E,x,z), Vo € Xy
VA, i € R con A < p. Del Lema B.5 se sigue que

E)\Eu = Emin{)\,p} V)\“U/ € R.

En consecuencia, F) satisface la condicién (i) de la Definiciéon B.1. De aqui se
concluye ademds que, para todo A € R, E) es idempotente (pues, para = \ se
tiene que E} = E,). Por otro lado, para z,y € X se tiene que

(Exz,y) = < Z (x,v,) Uy (+Px),y> (por (B.3))

neJ:oZ <\

— Z (z,v) (U, y) (+ (Px,9))  (por prop. del (-,-))

neJ:oZ <\

B <x > (o) ”">(+ (z, Py)) (prop. del (-,-))

neJ:oZ <A

= <$ > (wvn) v (+Py)>

neJ:oZ <A

= (7, E\y)

y por lo tanto E) es autoadjunto. Asi, por la Definicién A.75 y para todo A € R,
se tiene que E) es una proyeccién ortogonal sobre su rango

R(E)) =span{v, /n € J, 02 <A} (+N(K'K), si A >0).

Para A < 0 tenemos que o2 >0 > \ Vn € J, demodo que {v, / n € J, 02 < \} =
(. Por lo tanto, Ey = 0 para todo A < 0. En consecuencia, E_,, = 0. Para A > o2
se tiene que 0 < 02 < 02 < )\ Vn € J, de modo que {v, /n€ J, o2 <)} =

{vn} ey AsL, {vn},c; genera R(K*K) = N(K*K)* siendo R(E)) = R(K*K) +
N(K*K) = X y se tiene que

Eyx = Z <x,vn>vn+P9€:Z(x,vnﬂzn—l—Pm:x,

neJ:o2 <\ neJ
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pues r = > (x,v,) vn + To, To € N(K*K) y P proyeccién sobre N(K*K).
neJ
Entonces, E\ = I para todo A > o3. Luego, E, o = I. En consecuencia, E\

satisface la condicion (ii) de la Definicién B.1.

¢) Por tltimo probemos que, para todo A € R, E\_ o = E\. Es decir, que la apli-

cacién F : A — FE), es fuertemente continua por la izquierda. Sea A € R, usando

la completitud de X', mostraremos primero que existe F\_oxr = lirn+ E\_.x para
e—0

todo v € X. Sea {ji,},cy una sucesiéon mondtona no decreciente que converge

a A por la izquierda. Como pu, crece hacia A, se sigue de (i) que la sucesién
{<Eunaz,x>}n ey ©8 monotona no decreciente y estd acotada superiormente por

(E\x,z), para todo x € X. Por lo tanto, existe nhrrolo <Eunx,x> y, en consecuen-

cia, dicha sucesién es de Cauchy en R. En virtud de ésto y como (para n > m)
|E,.,x — Eum$”2 = ((E., — E,, )v,z) (pues E, — E, proyec. ortog.)
= (B, x,2)— (B, x ) (por prop. del () ),

se tiene que . }7111300 HEunx — Eumx” = 0. Esto es, la sucesién {Eunx}neN es una

sucesién de Cauchy en X'. De la completitud de X, se sigue entonces la existencia
del limite E_ozr. Ahora queremos mostrar que E)_o = E,. Supongamos A > 0
y elijamos € > 0 de modo que A\ — ¢ > 0. Definamos entonces

E)\—e = Z <'7Un> Un+P
neJ:o2 <A—e

Puesto que 0 es el dnico punto de acumulacién de o,(K*K), debe existir algin
e >0 tal que (A —¢e,\) No,(K*K) = 0. Para tal ¢,

Ex = Z <'> Un> vp + P = Ej.

neJ:oZ <A

Obviamente que si A > 0%, E\_. = E\ = [. De modo, E) satisface la condicién
(iii) de la Definicién B.1 para A > 0. En forma sencilla se demuestra para A < 0,
pues A\ —e < 0 para todo € > 0, y asit £\ = E)\_. =0.

De a), b) y c) se sigue que {E)\},.r es una familia espectral asociada al operador
K*'K.

En lo que sigue probaremos que la funcién F : A\ — FE), es constante a trozos y
tiene saltos en A = o2 (y en A = 0 si y sélo si N(K) # {0}) de “altura”

S =) (5 on) v,
neJ:oZ =\

En efecto, la funcién E es constante en los intervalos (—oo,0] y (03, 00) pues Ey\ = 0
para A <0 y E) =1 para X\ > o}. Supongamos entonces jo € J tal que 05, # 03 y
consideremos A € (03, 0% ]. Puesto que

E, = Z (-, 0n) v+ P = Z <.7vn>vn+P:EU?0

neJ:oZ <A nEJ:U’%<0’?O
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se tiene que la funcién F) es constante en el intervalo (0]2-0 1 0?0]. Veamos ahora que

tiene saltos en A = UJZO. Sabemos que para A ¢ 0,(K*K), con A # 0, debe existir
e > 0 tal que [\, A\+¢)No,(K*K) = (. Entonces E ;. — E\ = 0, lo cual implica
Eyio— Ey = 0. Ahora, si A € 0,(K*K) y A # 0 (es decir, si A = g% con jo € J),

Jo
elijamos € > 0 tal que [\, A +¢) No,(K*K) = {A\}. En consecuencia,

E/\-l-a(') - E)\() = Z <'7 Un> Un

neJ:oZ=X\

de modo que
S\() = Expo() = Ex() = ) (un)om
neJ:oZ =X\

es el valor del salto de la funcion E en A = o2.

N (K) # {0} pues en este caso Ey,. — Ey = P #0.

Si recordamos que la integral con respecto a una funcién de peso constante por
tramos, se define como la suma sobre todos los valores de la funcién del integrando
donde la funcién de peso tiene saltos, multiplicada por el valor del salto, entonces

En A = 0 tiene salto si y sélo si

o0
podemos escribir a K*Kz = Y02 (z,v,) v, como
n=1

K'Ke= 3 XSy=3 N (B —By) e
= =

AjEop(K*K)

donde A\ > Ay > --- > 0 son los autovalores de K*K con multiplicidades my, ms,- - -,
respectivamente. O bien, como la siguiente integral de Riemann-Stieljes

+oo
KKz :/ AdE\x,

o0

la cual se ajusta dentro del concepto tedrico general de medida de una integral y serd
meramente una notacion para operadores compactos. Notar que, los limites de inte-
gracion podrfan ser 0 y |K|* + ¢ para cualquier ¢ > 0 puesto que
o(K*K) C [0,]|K 1>+ e]; y para enfatizar esto podemos usar la siguiente notacion

| K |12+ +00
o en lugar de [~ n

Las familias espectrales asociadas a operadores autoadjuntos arbitrarios (posible-
mente no acotados) no tienen aquellas propiedades simples que poseen los operadores
autoajuntos compactos. FEsto se debe a que el espectro de esos operadores es maés
complicado que el espectro de los operadores autoajuntos compactos.

En virtud de la Proposicién B.7 es posible definir ahora funciones de un operador
autoadjunto. Nos limitaremos al siguiente conjunto de funciones

Mo = {f : R — R medibles respecto a la medida d |Exz|?, Vo € X}

Notar que las funciones continuas por tramos pertenecen a M.
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Definicién B.8. Sea A: D(A) C X — X un operador autoadjunto con familia espec-
tral { Ex},cg- Entonces, para f € My, el operador f(A) esta definido por

—+00

f(A)z = fAN) dExz, x € D(f(A)), (B-4)

donde e
D(f(A)) = {ZL‘ cEX: fQ()\)alHEAxH2 < oo} .
Simbdlicamente escribamos
“+oo

f(A) = f(A) dEy.

—00

Observacién B.9. Notar que el operador f(A) definido en (B.4) es formalmente lineal
puesto que FE, es lineal y el proceso limite también lo es. La linealidad del operador
f(A) se prueba como consecuencia inmediata del hecho que D(f(A)) es un subespacio
de X. En efecto:

(i) Sean z,y € D(f(A)), entonces [7 fP(N) d||Exe|* < ooy [17 PN d || Exyl® <

oo

co. Por la ley del Paralelogramo (ver Apéndice A, Definicién A.21, Propiedad
adicional ¢) ) y el hecho que F) es lineal se tiene que

2 2 2 2
IEx(z + )" = 2 Exell” + 2 ExylI” = | Ex(z = )7

de modo que

+00 +oo oo
FAN || BEx(z +y)|> <2 AN d || BExa|*+2 P2 d||Exy)? < cc.

Asi, x +y € D(f(A)) y se tiene que f(A)(z+vy) = f(A)x + f(A)y.
(ii) Sean o €e k'y x € D(f(A)), entonces f_+°o F2(\) d||Exz|* < co. Entonces

o0

|Ex(az)||” = |laExz||®>  (pues Ej es lineal)
= o*|Exz|®  (por prop. de |-|),

de modo que

+00 +o0
P2V d || Ex(ax)|* = o? PN | Bzl < co.

Asi, ar € D(f(A)) y se tiene que f(A)(ax) = af(A)x.
En consecuencia, de (i) y (ii), el operador f(A) es lineal.

Proposicién B.10. Sean A : D(A) C X — X un operador autoadjunto con fa-
milia espectral {E\}, g, [ € Mo y f(A) definido por (B.4). Entonces, para todo
x € D(f(A)) y para todo y € X se tiene que

+oo

(f(A)z,y) = fA) d{Exz,y) . (B.5)
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Demostracién. Ver Dautray y Lions ([15], Proposicién 4 del §3), Akhiezer y Glazman
(3], Volumen II, Teorema pédg 69-71). [ ]

Proposicién B.11. Sean A : D(A) C X — X un operador autoadjunto con familia
espectral {Ex} \cr ¥ f,9 € My. Las siguientes afirmaciones valen:

(1) Para todo A € R, f(A) conmuta con E) sobre D(f(A)).
(ii) Siz e D(f(A)), y € D(g(A)) entonces

+oo

(f(A)z, g(A)y) = fA) g(N) d(Exz,y) .

(iii) Stz € D(f(A)) entonces f(A)x € D(g(A)) si y sdlo si x € D((g.f)(A)) (donde
(g-f)Y(A) = g(N).f(N) ). En tal caso

9(A) f(A)z = (9.f)(A)z.
(iv) Si D(f(A)) es denso en X, entonces f(A) es autoadjunto.

(v) Si f #0 c.t.p con respecto a la medida d||Exz||* para todo x € D(f(A)), entonces
existe (f(A))™" y se tiene que

= (7).

Demostracién. (i) En lo que sigue utilizaremos d, en lugar de d, para remarcar
la variable de diferenciacién. Sea A € R, probaremos que E)f(A)x = f(A)E\x
Vo € D(f(A)). Para ello, sean € D(f(A)), y € X. Entonces

(Exf(A)z,y) = (f(A)zx, E\y) (pues E) es autoadjunto)

“+oo

= f(u) dy By, Exy)  (por (B.5))
+o00

= f(n)d, (ExE,x,y) (pues E, es autoadjunto)
+o0

= f(n)d, (E,Exx,y) (pues E,, E\ conmutan por ser proyec.)

= (f(A)Exz,y) (por (B.5)),

donde la tltima igualdad se sigue del hecho que E x € D(f(A)) pues

+oo

2 2 oo 2 2112
POVIEEBDI = [ F0)d| B
+

= 2N d||Exz]|*  (pues E, es proyec.)

< oo (puesz € D(f(A))).
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Como y € X es arbitrario se tiene que

Exf(A)x = f(A)Exz, Vo € D(f(A)).

(ii) En lo que sigue utilizaremos dy y d, en lugar de d, para remarcar la variable
de diferenciacién. Sean = € D(f(A)), y € D(g(A)). Entonces

+o00
(f(A)z,g(A)y) = fA) d{Exz,g(A)y)  (por (B.5))

+o00
= fA) da{(z, Exg(A)y)  (pues E) es autoadjunto)

—+00

= fN) drx(Exg(A)y,x)  (por Def. A.20 (iii) )

= [ NGB (o ()

+o00 +o00
- [ i / o(0) dy (BB, 7) (%)

oo

“+oo +oo
= f(A) da / g(p) dy(E E\y, x)  (pues g es real)

o0

“+00 A
- F(N) da / 0 4, Bz (pues E,Ex = Ewinpry)

oo 0
= | fW e d(Bry, )
= _+OO fA) g(A)dy(z, Exy)  (por prop. del (-, -))

= fA) g(A)dy(Exz,y)  (pues E) es autoadjunto),

donde la igualdad (x) se sigue de (B.5) ya que E\y € D(g(A)) pues

+o0 +o0
/_ PO BB = / GO d || By

e}

+oo
— / g2()\) d ||E,\y||2 (pues E) es proyec.)

—0o0

< oo (pues y € D(g(A))).

Queda probado entonces (ii).
En particular, si g = f, y = z se tiene que

+oo
IFA = (A fA) = [ POV (B
= [T Pl (B.6)
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Més anin, si f = 1 se tiene que ||z||* = fj;od | By,
(iii) En lo que sigue utilizaremos dy y d, en lugar de d, para remarcar la variable
de diferenciacién. Sea = € D(f(A)). Entonces

/_ OOQQ(A) dy || Exf (A)z|l” :/ OOQQ(A) Ay | f(A)Bxz|®  (por (i)

o —0o0

+o0o
= g*(\) dr (f(A)Exz, f(A)E\x)
+o0o +oo
= g*(A) dx fA(p) dy (B, Exe, Exx)  (por (ii))
_ [ 7>(\) dy o f2( )d, |E Exz|®  (pues E, es proyec.)

d,\/ ) du | Eu|?  (BuEx = Eninpau)
g*(N) 2N dy || Exa)?

(9-F)*(N) da || Bxe.

/_ T PO B (Al < oo / (0.1 d | Bz < oo.

o0

Entonces, bajo la hipétesis general z € D(f(A)), las dos condiciones f(A)x € D(g(A))
y © € D((g9.f)(A)) son equivalentes. Ademsds, si x € D((g.f)(A)), y € X se tiene que

+o00
(9(A) f(A)a.y) = / g d(Ef(A)z.y)  (por (B5))
A)Exz,y)  (por (i)

A) dx f() wABuBhey) (%)

8

A)dy (Exz,y)

oo

A) dy (Exz,y)

[ o
[ o
— / b ) dy / f(u)dy (Euz,y)  (pues B, E\ = Eningyuy)
[ o
[

oo

= (g (A)z,y)  (por (B.5)).

donde la igualdad (x) se sigue de (B.5) ya que Exx € D(f(A)) pues x € D(f(A)).
Como y € X es arbitrario, se sigue que

9(A) f(A)x = (g.f)(A)z, Yz € D(f(A)).
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(iv) Sea f € M, funcién acotada en casi todo punto con respecto a la medida
d||Exz||® Vo € X. Entonces f es integrable con respecto a d||Exz||> Vo € X, y se
tiene que f_Jr;o 2N d||Exz|)® < oo. Asi, D(f(A)) = X. En consecuencia, para todos
r,ye X

+o00
fAzy) = | JAd(Exrzy)  (por (BS) pues v € X =D(f(4)))
— +OO fA)d(z,E\y) (pues E) es autoadjunto)

—00

_ _+Oo FN) d(Exy,z)  (por Def. A.20 (iii) )

= _+0<> FN) d{(E\y,z) (pues f es real)

= (f(A)y.z) (por (B.5) pues y € X = D(f(A4)))

— (z,f(A)y) (por Def. A.20 (iii)). (B.7)

Luego, f(A) es autoadjunto.

Supongamos ahora que f € M no es acotada y que D(f(A)) denso en X (en otro
caso, no esta definido el adjunto del operador f(A)). Sea y € D((f(A))*) entonces
existe y* € X tal que

(f(A)z,y) = (x,y"), Vo e D(f(A)). (B.8)

Debemos probar que y € D(f(A)) yv que y* = f(A)y. Para ello, denotemos por
e, ={teR/ |f(t)] <n}y definamos

o= {30 e

Obviamente que para todo n, f, es acotada y D(f,(A)) = X. Entonces, por el caso
anterior, para todo z € X se tiene que

(fn(A)z,y) = (2, fu(A)y) - (B.9)

Sea ., la funcién caracteristica sobre e,, de modo que x, € M, (por ser continua por
tramos) y es acotada. Entonces el operador x, (A) esta definido sobre D(x, (A)) = .
Ademsds, x,, es un operador proyeccién. En efecto, para cualquier z € X se tiene que

(e, (D)2 = xo (Ao, (A)z =2 (A)z  (por (iii))
+o0 +0o0
= /_ Xgn()\)dEAz:/ Xen()\)dE,\z

o0 —00

= Xen(A)z.
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Definamos entonces x = x, (A)z y probemos que dicho elemento esta en D(f(A)):

—+00

2 2 oo 2 2
POdBa® = [ ] B, (A)]

400
= A\ d ||X6n(A)E,\z||2 (Xe, conmuta con Ej por (i) )

“+o0o “+o0
~ [ rwa, / (1) d, | B Exe?

)
+o0 A

A / C ) D NE (BB = Euingos)

+oo

= FA) X, (V) d || Bxz?

_ [ F2A) d||Eaz||” < oo (fn acotada, z € X = D(fn(A))).

Luego, x € D(f(A)). Asi, tenemos que:

(Xe,(A)z,5") = (f(Ax.,(A)zy) (por (B.8))
= ((fxe,)(A)zy)  (por (iii))
= {(fu(A)z,y) (por definicién de f,)
= (& fu(A)y)  (por (B.9))

y en consecuencia, como X, (A) es proyeccién la igualdad anterior puede escribirse
como

<Z7 Xen (A)y*> = <Z7 fn(A)y> °
Puesto que z es arbitrario, se sigue que x, (A)y* = f.(A)y. Por lo tanto

12 (A)yll = || xe, (A)y*

< |ly*l (pues x,,(A) es proyec.)

+oo
LBy < ly Il (B.10)

Tomando limite en (B.10) para n — oo y por el Teorema de la Convergencia Dominada
(pues | ful < |f| v fu— f) se tiene que

“+o0o
P A Exyl® < [ly*))* < oo.

Luego, y € D(f(A)). Resta probar que y* = f(A)y. Entonces, si y € D(f(A)) se
puede demostrar en forma andloga a lo efectuado para probar la igualdad (B.7) que

(f(A)z,y) = (z, [(A)y), Yo e D(f(A)). (B.11)

De (B.8) y (B.11) se sigue que y* = f(A)y, como querfamos probar. Luego, f(A) es
autoadjunto.
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(v) Sabemos que
(fA) = (f(Ar=0= 2=0)
+oo 9
= ( i PN d||BExz||* =0 = x:0>

Esta tltima condicién se satisface si y sélo si el conjunto {\ € R: f(\) =0} tiene
medida nula para cada medida d || Exz|*, con z € X. Como esta condicion se satisface
por hipdétesis, es evidente de (iii) que la funcién % define el operador (f(A))™" como

(f(A)) " = (%) (A). Esto concluye la demostracién de la proposicién. n

Proposicién B.12. Sean X espacio de Hilbert y A : D(A) C X — X un operador au-
toadjunto con familia espectral {Ex}, g y espectro o(A). Entonces valen las siguientes
propiedades:

(1) Ao € 0(A) siy sdlo si Exy—e # Exy+e para todo € > 0.
(i) Ao € 0,(A) si y solo si Eyy # Eyj40 = lir%E,\0+€,' el correspondiente espacio
e—

propio estd dado por

Ve = R(Exg+0 = Exg) = (Exgro — Exo) X

Demostracién. Usaremos en repetidas ocasiones la siguiente representacion
“+oo
(A= XoD)z||* = / (A —Xo)2d||Exz||> Yz € D(A). (B.12)

—00

(i) Probaremos la condicién necesaria por el contrareciproco. Supongamos que g es
tal que existe € > 0 con E),_ = E), ., es decir Ay es un punto de constancia. Entonces
para © € D(A) la funcién A\ — (E\z,z) es constante en el intervalo (Ao — €, \g + ¢€)
por ser no decreciente, de modo que

d||Exz|> =0si |A—Xo| <e (B.13)

En consecuencia

I(A = doD)al* = /| QAP dlEe? (por (B12)y (B13)

> 62/ d||Exz|
[A=Xo|>€

+oo
_ 62/ d|[Exe|?  (por (B.13))

o
= &||*,

de donde se sigue que |[(A — XoI)z|| > €l|z||. Es decir, existe (A — X\gI)™' € L(X) y
por lo tanto A\g ¢ o(A) (ver Apéndice A, Definicién A.84 (ii) ).
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Reciprocamente, razonando por reduccién al absurdo, supongamos que Ao ¢ o(A)

y que Ey,_. # E\,+c Ve > 0. Entonces existe (A—\oI)~! y es acotado, lo cual significa

que A — )¢l tiene inversa continua. En consecuencia existe una constante o > 0 tal
que

(A= XoD)z|| > «||z]| Yz € D(A). (B.14)

Elijamos ahora € tal que 0 < € < a. Puesto que E), . — E),_ # 0, existe y € X tal
que (Exy+e — Exo—e)y # 0. Definiendo

T = (E)\o-l-e - Eho—e)y 7é 0 (B15)

se obtiene inmediatamente que ||Exz||* = (Ex(Exgie — Frg—c)y, @) es igual a cero si
A < Ao — € y es independiente de A si A > A\g + €. Para |A — \g| < € se tiene que

IExz]* = [IEx(Exgre — Ero-)yll’
= |(Bx— Ex—)yll>  (pues ExE, = Eninpr )
= ((Ex— Ex—o)y,y) (por ser E) — E\,_, proyec. ortog.)
= (Exy,y) — (Exe-ey:y)  (por prop. del (-,-) )
= [IEyll® = | Ero—-cyll*-

En consecuencia

0, si A= o] > e

. . B.16
ANEwl?,  si A= | < (B-16)

4| Exall® = {

Ademids = € D(A) puesto que

+o0
[ Bl = [ XdiBel o (B16)
— |)\—)\0|S€

oo

< (oto? / d )| Eny?
[A—Xo|<e
“+oo

= ()\0+€)2/_ d||E,\x||2 (por (B.16))

e}

= (Ao+0?z|* < .

De modo que, aplicando la desigualdad al elemento z definido en (B.15), se obtiene
que

o’llz]* < (A= XoD)z|*  (por (B.14))

- /| LR alBl por (816))

< & / 4 Exyl?
[A—Xo|<e

+oo
- 62/ d||Exz|*  (por (B.16))

o0
2
= &zl
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Como x # 0 se tiene que a < €, lo cual es una clara contradiccién por la manera en
que € ha sido elegido.

(ii) Sean Ay un valor propio del operador A y z un vector propio asociado a él.
Entonces

2 oo 2
0 = (A—doD)e|? = / (A=) d||Batl”  (por (B.12))

—00

> / (A= Ao) d || Bz
[A=Xo|>€

> ¢ / d||Exz|* >0 Ye>0
|)\—)\0|Z€

y por lo tanto fl/\_/\o|>€d||EAx||2 = 0 Ve > 0. En consecuencia, para todo € > 0,

f_’\go_ed | Exe||? + ;;ioed | Exz||* = 0 implica que

Ao—€
2 2 2
/ N Exell? = | Bxycz|l? - [|E—c]l? = 0

o0

+oo 2 2 2
/ 0 Extll? = | Esctt|[2 — || Erg ool = 0,
Ao+e

de donde se deduce inmediatamente que

{ | Erg—ct]|* = | E—ooz||° =0 Ve >0 (pues E_s = 0)

. B.17
|Esetll? = | Ex|* = 2> Ve>0  (pues Ew = 1) (B.17)

Puesto que la funcién A — ||Exz||® es continua por la izquierda y las normas en un
espacio de Hilbert son continuas, tomando limite en (B.17) para ¢ — 0 se obtiene que

{ ||E>\0_0:L‘||2 = ||EA0$||2 =0 '

B.18
| Ensoc? = |l (B.18)

Por otro lado, como x = E, 1oz + (I — E\,40)x, por el Teorema de Pitdgoras (pues
Eyor0 L I — E).0) se tiene que

2 2 2
[2]™ = [[Exoro || + |(1 = Exgro)|

y por (B.18) se sigue que ||(I — Ey,40)z|| = 0. Asi, { Broror =
E,\Ox =0

(Exg+0— Ex,)r =2 #0. Porlo tanto Ey,10 # Ey, ¥ © € R(E,+0— E),)- Se concluye
entonces que

y en consecuencia

N(A - )\0[) C R(E)\O.;-O - E)\O). (Blg)

Reciprocamente, supongamos ahora que A es tal que E), # E), 0. Entonces existe
y € X tal que
r = (E)\U-H) - EAU)y 7é 0. (B2O)

Por otro lado, la funcién ||Exz||® = (Ex(Ex40 — Ex )y, ) es igual a cero si A < Ag
(pues E\E, = min{,\jﬂ}) y es independiente de A si A > )g. En consecuencia,
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d||Exz||* = 0 para A # A ya que ||Exz|? es continuamente constante en todos los
puntos excepto para A = X\g. Entonces x € D(A) pues fj;o A d||Exe]? = 0 < 0.
Aplicando la representacién (B.12) al elemento x # 0, definido por (B.20), se obtiene
que |[(A — XoI)z|| = 0 y en consecuencia Az = A\gz. Por lo tanto )y es un valor propio
de A y esto implica que x € N(A — \gI). Se concluye entonces que

R(E)\O_,_O — E)\O) C N(A — )\0[) (B21)
De (B.19) y (B.21) se tiene que vale (ii). |

A continuacién enunciaremos algunas propiedades simples de funciones de ope-
radores autoadjuntos, las cuales son una consecuencia inmediata de la representacién
integral de esos operadores y serdn muy importantes en las demostraciones de algunos
resultados que se presentan en el Capitulo 2.

a) Si A:D(A) C X — X es un operador autoadjunto estrictamente positivo (i.e.
existe una constante a > 0 tal que (Az,z) > a|z||* V& € D(A)), con familia
espectral {E\},  entonces A tiene la representacién integral

“+oo
A :/ AdE),
ie., £y = 0 para A < a. En consecuencia, para toda funcién f € M, se tiene
que
+oo
f(A)z = fN) dE\z, x € D(f(A)).

[e%

Luego, es suficiente con que la funcién f esté definida en el intervalo [, o).

b) Si A: D(A) C X — X es un operador autoadjunto tal que existe una constante
B3>0 con (Az,z) < B ||z|* Va € D(A), con familia espectral {E\},cg entonces
A tiene la representacién integral

B
A=/ \dEs,

ie., £y = I para A\ > . En consecuencia, para toda funcién f € M, se tiene
que

B
fAz = [ fOVdBa. w e D(f(A)
Luego, es suficiente con que la funcién f esté definida en el intervalo (—oo, ).

c) SiA:D(A) C X - X es un operador autoadjunto tal que

_ (Az,x) . (Az, x)
inf ——=a, sup
zeD(A)a#0 (X, T) weD(A)a0 (T, T)

i67

con familia espectral {E)}, g entonces A tiene la representacion integrales

B
A=/ AdE,
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ie, £y =0para A < a y E, =1 para A > . En consecuencia, para toda
funcién f € My se tiene que

B8
f(A) = / F(NdExr, @ € D(f(A)).

Luego, es suficiente con que la funcion f esté definida en el intervalo [«, ().

Consideraremos ahora el siguiente caso particular, que es de especial interes en
la tesis. Sean T € L(X,))y A=T*T € L(X) con la familia espectral {E)}, g

tal que
T T
inf IBT g g TR gy

r€D(A)z£0 ||| zeD(A)arto ||
Entonces para toda funcién f € My y = € D(f(A)) se tiene que
+00 I+ I+

f(A)zx = fN)dE\z = / fN) dE\z = liné f(\) dEyz.
—o0 0 v Jo

Luego la funcién f puede ser restringida al intervalo [0, ||T 1* + e| para algin
e > 0.
Proposicién B.13. (DESIGUALDAD DE INTERPOLACION)
Sean X,Y espacios de Hilbert y T € L(X,)). Entonces, para todo s > r > 0, se
tiene que

r
s

T D)l < (T T)all* flz) . (B.22)

Demostracién. Sea {FE)},y la familia espectral asociada al operador autoadjunto
T*T € L(X) y sean s > r > 0. Entonces

+oo
(T T ||* = / NPT Exel®  (por (B.6))
Entonces, usando la Desigualdad de Holder' conp = 2, ¢ = ==, f(\) = My g(N\) =1,

se obtiene que

+Oo S—17
Tyl < (/ <A2’">?d||EAx||2)

+oo 5 s
( / d||EAx||)
oo 2 2 : 2\ 5F
_ (/ wnmn) (ll2]?)

= (Ii( *T)Sx||2)§(||$||2)1_g (por (B.6))
= (T Tys

N\ 2 e\ 2
) (a5

de donde se sigue inmediatamente (B.22). n

@[3

'DESIGUALDAD DE HOLDER (para integrales): sean 1 < p,q < oo tales que ]lJ + é = 1 entonces

[ 1#0a1ax < ( / If(A)IpdAY ( / Ig()\)|qd)\)%.



B.2. FUNCIONES DE OPERADORES AUTOADJUNTOS 207

Proposicién B.14. Sean XY espacios de Hilbert, T € L(X,Y) y f una funcion
continua por tramos en el intervalo |0, ||T||2] Entonces

(@) TfTT)=f(TT)T;
(i) T*f(TT*) = f(T*T)T*.
Demostracién. Probaremos sélo (i) para el caso particular de f continua. En efecto,

N .
si p(A) = > a; N es un polinomio, es natural definir
=0

p(A) = a; A, VA€ L(X).

=0

N .
En consecuencia, p(T*T) = > a;(T*T)’. Asi, para todo z € X, se tiene que
7=0

N N
Tp(T*T)z = TY aj(T°TVz=>» a;T(T"T)x
Jj=0 Jj=0
N
= > a;(TT*Y T =p(TT*) Ta.
7=0

Luego, T p(T*T) = p(T'T*)T.
Sea ahora f € C ([0,]|T]]%]), por el Teorema de Aproximacién de Weierstrass sabe-

N .
mos que existe una sucesiéon de polinomios {p,},cy, con pa(A) = > agn) N tal que
j=0

If = pall, — 0 para n — oo, donde ||f —pull, = sup  {(F(A) —pa(N)’}. Sea
xefo, 7]

{E\},cr la familia espectral asociada a T*T":

If(T*T)a = pu(T*T)a|* = /_+OO(J""(A)—pn(A))Zdllell2

[ee)

< s (U0 -0 [ " || B

xe[o,|7)]

= |If = pulls ||$||2 — (0 para n — oo.

Ast, p(T*T)x "=° f(I*T)x, Yo € X. En forma aniloga se prueba que
pu(TTH)y "= f(TT*)y, Yy € Y. En consecuencia, para todo 2 € X se tiene que

THIT*'T)x = TJi_r}gopn(T*T)x
= ,}1_{20 Tp,(T*T)x  (pues T es continuo)
= limp,(TT")Tx
= f(I'T")Tx.
Luego, T f(T*T) = f(T'T*)T, como se queria probar. |
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Proposicién B.15. Sean X'|) espacios de Hilbert y'T € L(X,)Y). Entonces
R(T*) =R ((T*T)%) .

Demostracién. Sean {E\}, p v {Fi},cg las familias espectrales asociadas a los ope-
radores autoadjuntos 7T € L(X) y TT* € L()), respectivamente. Definamos para

p>0
el g Lk Az
) = XN =1 3 420

Notar que f, € M. Entonces

o0 1 5 o0 ) 5
|saierr = [ povainr

— |,(TT)Te|? (por (B.6))

= ||T £,(T*T)z||*  (por Proposicién B.14 (i))

= (T f,(T"T)a,T f,(T"T)z)

oI T)a, T f,(T"T)a)

— (,(T"T)a, (T"T)? (T*T)? f,(T*T)z )

= ()} T T)ar, (T°T)* f,(T°T)e)

= |yt e

_ / CALO Bl (por (B.6))

oo
+001

= ~—d||Exz|?.
[ 5Bl

Tomando limite para p — 0 se tiene que
teoq 9 oo 9
SdIETa)? = [ Td|Bal?. (B.23)
o A o A

Probaremos ahora que R(T*) =R ((T*T)%). Entonces

xr € R(T) JyeY:z=T"y
JyeY:Te=TTy N zc N(T)*
Trx e R(TT*) N x e N(T)*

Tz eD(TT") A zeN(T)*

400 1

/0 S dIBTal <00 Az e N(T) (por (B.23))
+o00 1 N N

/ Sl < oo A v e N(T)

0

€D ((T'Tlyrp) ) A zeNT)*

[ R

rER ((T*T)%) ,

como se queria probar. [
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