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Resumen

En esta tesis se aborda el estudio de los métodos espectrales de regularización y de
penalización por variación total para problemas inversos mal condicionados.

El campo de los problemas inversos ha sido en las últimas cuatros décadas una
de las áreas de mayor crecimiento dentro de la Matemática. Este crecimiento ha sido
consecuencia del avance de la teoría matemática, del surgimiento de importantes aplica-
ciones provenientes de otras ciencias y de la industria y del desarrollo de computadoras
cada vez más potentes.
En términos generales, un problema inverso consiste en la estimación de ciertas can-

tidades a partir de mediciones indirectas de las mismas. Este proceso de estimación es
a menudo mal condicionado en el sentido que la presencia de ruido en los datos puede
ocasionar errores muy grandes en las aproximaciones. En tales casos, los métodos
numéricos tradicionales se vuelven inestables, haciéndose necesario la implementación
de técnicas matemáticas conocidas como “métodos de regularización”, los cuales per-
miten aproximar las soluciones del problema manteniendo estabilidad.

La organización de la tesis es la siguiente:

• Capítulo 1: Presentación de los postulados de Hadamard y estudio de la natu-
raleza de los problemas inversos. Ejemplos motivadores. Introducción a las ecua-
ciones lineales mal condicionadas en espacios de dimensión infinita: la inversa
generalizada de Moore-Penrose, soluciones de cuadrados mínimos, descomposi-
ción espectral de operadores compactos. Regularización de problemas inversos
lineales mal condicionados. Construcción de operadores de regularización y reglas
de elección de parámetro. Análisis del orden de optimalidad.

• Capítulo 2: Estudio de los métodos espectrales de regularización basados en la
Teoría Espectral para operadores lineales y autoadjuntos en espacios de Hilbert.
Estudio de reglas de elección de parámetro “a-priori” para métodos de orden
óptimo. Métodos de Showalter y Descomposición en Valores Singulares Truncada.
Estudio de los conceptos de Calificación y Saturación. Análisis de resultados
recíprocos. El Principio de Discrepancia de Morozov. Introducción a reglas de
elección de parámetro heurísticas: Validación Cruzada Generalizada y Método
de la Curva L.

• Capítulo 3: Estudio del método espectral de regularización de Tikhonov-Phillips.
Formulación equivalente como un problema de optimización sin restricciones.

• Capítulo 4: Estudio de los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados con
penalizantes asociados a seminormas inducidas por operadores diferenciales. La

ix



x RESUMEN

inversa generalizada ponderada. Construcción de familias de operadores de re-
gularización para la inversa ponderada. Estudio del método de Tikhonov-Phillips
con estos penalizantes.

• Capítulo 5: Estudio de los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados en espa-
cios de funciones, con penalizantes dados por la norma o seminorma BV . Estudio
de existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes globales de los fun-
cionales de Tikhonov-Phillips con tales penalizantes. Obtención de condiciones
que garantizan la existencia de minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-
Phillips generalizados con penalizantes dados por una perturbación diferenciable
de la seminorma BV . Estudio de convergencia de las soluciones regularizadas
obtenidas con los métodos BV .

• Capítulo 6: Aplicaciones a problemas de restauración de imágenes.

• Capítulo 7: Conclusiones, Aportes y Trabajos Futuros.

• Apéndice A: Principales resultados del Análisis Funcional.

• Apéndice B: Introducción a la Teoría Espectral y al Cálculo Funcional.



Introducción

En las últimas cuatro décadas, el campo de los problemas inversos ha sido sin lugar a
dudas una de las áreas de mayor y más rápido crecimiento dentro de la Matemática.
Una de las principales causas de este crecimiento es la gran variedad de aplicaciones
provenientes de otras ciencias y de la industria.
Desde un punto de vista general se dice que “dos problemas son inversos uno del otro

si la formulación de uno involucra al otro” (J. F. Keller, 1983, [36]). En general se llama
“problema directo” a aquel que ha sido estudiado primero o es más simple, mientras
que el “problema inverso” es el menos estudiado o el menos simple. Sin embargo,
desde el punto de vista matemático, en la mayoría de los casos, hay una distinción muy
clara entre el problema directo y el problema inverso. Esta distinción natural la provee
la noción de “mal condicionamiento”. El concepto de “buen condicionamiento” fue
introducido por el matemático francés J. Hadamard ([29]) en un trabajo publicado en
1923. Allí se define un problema como “bien condicionado” (“well-posed”) como aquel
que tiene solución única, la cual depende de manera continua de los datos. Si alguna de
estas propiedades no se satisface el problema se dice “mal condicionado” (“ill-posed”).
Desde el punto de vista práctico, el problema más serio se produce cuando la solución
de un problema no depende de manera continua de los datos. En tales casos, la aproxi-
mación de las soluciones mediante las técnicas numéricas tradicionales resultan en
métodos inestables, y en consecuencia, no apropiados. Una solución (aunque parcial) a
este problema la dan los llamados “métodos de regularización” para problemas inversos
mal condicionados. Estos consisten en herramientas matemáticas que permiten extraer
la mayor cantidad de información posible sobre la solución del problema, sin perder
estabilidad. Por esto, se dice que el “arte” de aplicar métodos de regularización consiste
siempre en encontrar un compromiso adecuado entre precisión y estabilidad.

Hay una gran variedad de problemas de la vida real que originan problemas in-
versos y en su gran mayoría estos resultan, en efecto, mal condicionados. Para tales
problemas se hace entonces necesario e imprescindible la implementación de métodos
de regularización. Entre tales problemas mencionamos a modo de ejemplo: tomografía
computada ([52]), problemas de fluorescencia ([39]), reología ([35]), superconductivi-
dad ([13]), problemas de potenciales inversos en Geofísica ([20], [47]), procesamiento
de señales e imágenes ([38]), conducción del calor ([7], [8], [19], [21], [50]), etc.

Si bien los primeros métodos de regularización aparecieron a comienzos de la década
de 1960 con los trabajos de A. N. Tikhonov ([63], [64]) y D. L. Phillips ([55]), fue T.
Seidman quién en 1980 ([61]), alertó sobre el peligro y las posibles graves consecuen-
cias de la utilización arbitraria del tradicional “método de mínimos cuadrados” para
aproximar las soluciones de problemas inversos mal condicionados. Desde entonces, la
teoría matemática asociada al estudio de estos problemas ha crecido y se ha solidificado
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enormemente, en muchos casos empujada por la necesidad de contar con herramientas
adecuadas para la solución de problemas concretos (ver [18]). No obstante ello, siguen
apareciendo constantemente nuevas aplicaciones y las herramientas matemáticas siguen
perfeccionándose para afrontar los nuevos desafíos que estas aplicaciones requieren.

En un contexto bastante general, un problema inverso puede formularse de la si-
guiente manera: determinar x en la ecuación

Tx = y,

donde T es un operador lineal entre espacios normados X e Y, y ∈ Y es el dato.
La descomposición espectral de la inversa generalizada de Moore-Penrose de T , T †

(fuertemente vinculada a las soluciones de cuadrados mínimos), y la Teoría Espectral
de Operadores en Espacios de Hilbert, proveen un sólido andamiaje en el cual se apoya
gran parte de la teoría matemática sobre métodos clásicos de regularización para pro-
blemas inversos mal condicionados. Los métodos clásicos de Tikhonov-Phillips (TP)
y el método de Descomposición en Valores Singulares Truncada (TSVD) son ejemplos
de métodos espectrales de regularización. Los métodos clásicos inducen estabilidad
imponiendo, de diferentes modos, condiciones de regularidad (suavidad) sobre las solu-
ciones aproximadas. De allí que estos métodos se denominen “de regularización”. En
algunos casos (como sucede a menudo en procesamiento de imágenes satelitales y en
Medicina ([16]), y en ciertos problemas de identificación de parámetros ([28]) ), el uso
de los métodos clásicos de regularización puede tener consecuencias no deseadas, tales
como difusión de bordes y “sobreregularización”. Esto es así precisamente porque tales
métodos no admiten soluciones discontinuas. Esta dificultad puede resolverse, por
ejemplo, induciendo estabilidad a través del requerimiento de que las soluciones sean
de variación acotada en lugar de suaves. Esta estrategia fue introducida por primera
vez por Rudin en 1992 ([59]) y dio origen a una gran variedad de métodos de Tikhonov-
Phillips generalizados con funcionales penalizantes no suaves. Si bien aún resta mucho
por investigar en esta dirección, algunos métodos de regularización con funcionales pe-
nalizantes no diferenciables ya han sido aplicados exitosamente en los últimos años en
una gran variedad de aplicaciones, especialmente en procesamiento y reconstrucción de
imágenes en Medicina e imágenes satelitales (ver [16] y las referencias allí).

Este trabajo de tesis consiste de un estudio exhaustivo de los métodos de regula-
rización espectrales y de penalización por variación total para problemas inversos mal
condicionados. La tesis consta de siete capítulos y dos apéndices, que contienen un
número de secciones, organizados de la siguiente manera:

En el Capítulo 1 se presentan en primer lugar los postulados de Hadamard de
“buen condicionamiento” y se estudian la naturaleza y características de los problemas
inversos a través de cuatro ejemplos motivadores (tomografía computada, prospección
Geológica, problemas de dispersión inversa e identificación de parámetros), los cuales
muestran la importancia que reviste el tratamiento matemático de la teoría general
que los comprende. En segundo lugar procedemos a desarrollar brevemente un marco
adecuado para el estudio de las ecuaciones mal condicionadas con operadores lineales
definidos en espacios de Hilbert de dimensión infinita. Esto abarca el estudio de la
inversa generalizada de Moore-Penrose, su relación con las soluciones de cuadrados
mínimos, su descomposición espectral en valores singulares para el caso de operadores
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compactos y el Criterio de Picard (Sección 1.1). En la Sección 1.2 se introducen los
conceptos y elementos principales de la teoría matemática de regularización para pro-
blemas inversos lineales mal condicionados. Se definen los conceptos de regularización,
solución regularizada, familia de operadores de regularización, parámetro de regulari-
zación, regla de elección de parámetro, método de regularización convergente y se
muestra la relación de las soluciones de cuadrados mínimos con la inversa generalizada
de Moore-Penrose. Posteriormente se presentan algunos resultados de convergencia
para métodos de regularización y se aborda el estudio de órdenes de convergencia.
Para ello, se definen el error de regularización, el error asociado al ruido y el error
total. Además, se estudian órdenes de optimalidad y su relación con conjuntos fuente.
Asimismo se introducen los conceptos de método de regularización óptimo y de orden
óptimo y se dan condiciones suficientes para convergencia y convergencia de orden
óptimo.

En el Capítulo 2 se estudian en detalle los métodos espectrales de regularización. En
la Sección 2.1 se desarrolla un andamiaje matemático apropiado para la construcción
de tales métodos. Este andamiaje se basa en la Teoría Espectral para operadores
lineales y autoadjuntos en espacios de Hilbert y en el Cálculo Funcional (Apéndice B).
Se muestran condiciones suficientes para la convergencia de un método espectral y se
obtienen estimaciones para el error de regularización, el error asociado al ruido y el error
total. En la Sección 2.2 se estudian algunas reglas de elección de parámetro “a-priori”
que resultan en métodos de orden óptimo. Se presentan dos métodos espectrales de
regularización tradicionales: el método de Showalter y el de Descomposición en Valores
Singulares Truncada. En la Sección 2.3 se introducen los conceptos de calificación y
saturación para métodos espectrales de regularización, se presenta el estado del arte
sobre estos temas y se prueba que los métodos de Showalter y Descomposición en
Valores Singulares Truncada no tienen calificación clásica y no saturan. En la Sección
2.4 se presentan resultados recíprocos (para regularización con dato exacto) que se
derivan de la teoría de saturación de métodos espectrales de regularización y se deducen
condiciones de regularidad de la solución exacta a partir del conocimiento de un cierto
orden de convergencia para el error de regularización. En la Sección 2.5 se estudia la
regla de elección de parámetro “a-posteriori” definida por el Principio de Discrepancia
de Morozov. Asimismo, se estudian propiedades de convergencia y optimalidad de
métodos espectrales de regularización en los cuales la regla de elección de parámetro
es la dada por el Principio de Discrepancia. Finalmente, en la Sección 2.6 se presenta
una breve introducción a las reglas de elección de parámetro heurísticas y se describen
dos de ellas: Validación Cruzada Generalizada y el Método de la Curva L.

En el Capítulo 3 se introduce el método clásico de regularización de Tikhonov-
Phillips. En primer lugar se presenta el método como un caso particular de un método
espectral de regularización y posteriormente se demuestra que el mismo posee también
una formulación equivalente como un problema de optimización sin restricciones. A
continuación se encuentran condiciones suficientes sobre reglas de elección de parámetro
“a-priori” que garantizan la convergencia a cero del error total. Por último se anali-
zan, para este método clásico, resultados de convergencia, optimalidad y resultados
recíprocos, y se prueba que el mismo posee calificación clásica de orden µ0 = 1.

En el Capítulo 4 se introducen los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados
con penalizantes asociados a seminormas inducidas por operadores diferenciales. En la
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Sección 4.1 se construye un andamiaje matemático adecuado para el estudio y construc-
ción de la inversa generalizada ponderada y se muestra su relación con la solución
de cuadrados mínimos que minimiza la seminorma inducida por el correspondiente
operador diferencial L. En la Sección 4.2 se aproxima la solución de cuadrados mínimos
de mínima ‖L·‖ seminorma, con un enfoque diferente al utilizado para los métodos
espectrales de regularización estudiados en los capítulos anteriores. Se demuestra la “ley
de orden inverso” para la inversa generalizada de un operador producto, se construye
una familia de operadores de regularización para la inversa generalizada ponderada y
se obtienen condiciones suficientes para que tal familia sea una regularización para la
inversa generalizada ponderada. Posteriormente se hallan condiciones que aseguran un
cierto orden de convergencia de las soluciones regularizadas, bajo la hipótesis que la
solución exacta pertenezca a ciertos conjuntos fuente. Finalmente en la Sección 4.3 se
estudia el método de Tikhonov-Phillips para estos tipos de penalizantes. Se prueba
en primer lugar que las soluciones regularizadas con dicho método son soluciones de
una “ecuación normal regularizada” y luego que ellas también son soluciones de un
problema de optimización sin restricciones.

En el Capítulo 5 se estudian en profundidad los métodos de Tikhonov-Phillips ge-
neralizados en espacios de funciones sobre un conjunto Ω ⊂ Rd, d = 1, 2 ó 3, para
el caso en que el penalizante es la norma o la seminorma de variación acotada. En
la Sección 5.1 se introduce un andamiaje matemático necesario, que incluye diversos
conceptos, definiciones y resultados preliminares, con el fin de abordar adecuadamente
los desarrollos ulteriores de este capítulo. En particular se define una aproximación di-
ferenciable para la seminorma de variación acotada ( (5.10) y Teorema 5.6) y se prueba
que la misma es convexa (Teorema 5.7) y débilmente semicontinua inferiormente (Teo-
rema 5.11). Se introduce el concepto de convergencia intermedia (Definición 5.15) y se
prueba que este tipo de convergencia es más fuerte que la convergencia débil pero más
débil que la convergencia fuerte en BV (Ω) (Proposición 5.16). Este nuevo concepto
permite aproximar una función de variación acotada por una sucesión de funciones in-
finitamente diferenciables de variación acotada (Lema 5.17) y extender un teorema de
inmersión de Sobolev (Teorema 5.19) del espacio W 1,1(Ω) al espacio BV (Ω) (Teorema
5.20). A continuación se introduce el concepto de p-convergencia intermedia (Defini-
ción 5.21) y se prueba un resultado de aproximación de funciones de variación acotada
por funciones infinitamente diferenciables de variación acotada en el sentido de esta
p-convergencia intermedia (Lema 5.22). También se extiende el teorema de compaci-
dad de Rellich-Kondrachov (Teorema 5.23) del espacio W 1,1(Ω) al espacio BV (Ω) lo
cual nos permite probar que el espacio BV (Ω) está compactamente inmerso en Lp(Ω)
para p ∈

[
1, d

d−1

)
(Teorema 5.24). También se prueba que cuando el conjunto Ω

tiene dimensión d ≥ 2, el espacio BV (Ω) está débilmente compactamente inmerso en
L

d
d−1 (Ω) (Teorema 5.25). Todos estos resultados son de fundamental importancia para
la derivación de los teoremas de existencia, unicidad y estabilidad para los métodos
de Tikhonov-Phillips con penalizantes de tipo BV que se presentan y estudian en la
Sección 5.2. En particular, en la Sección 5.2, se introduce en primer lugar el concepto
de BV - coercitividad para un funcional y para una sucesión de funcionales y se prueban
resultados de existencia, unicidad (Teorema 5.30) y estabilidad (Teorema 5.33) para
funcionales generales definidos sobre Lp(Ω). En segundo lugar se prueban resultados
de existencia y unicidad (Proposición 5.34) de los minimizantes globales de funcionales
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de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes dados por la norma BV . También
se prueban varios resultados de estabilidad para los minimizantes globales de tales fun-
cionales (Proposiciones 5.36, 5.37, 5.38, 5.39 y 5.40) bajo perturbaciones en el dato, en
el parámetro de regularización, en el funcional penalizante y en el operador, de manera
separada y simultánea. En la Sección 5.3 se prueban resultados de existencia, unicidad
y estabilidad donde el penalizante es la seminorma BV . En primer lugar, se prueba
una condición suficiente que garantiza la BV -coercitividad del funcional de Tikhonov-
Phillips generalizado, con penalizante dado por una perturbación diferenciable de la
seminorma BV (Lema 5.41). En segundo lugar se obtiene una condición suficiente
que garantiza la existencia de minimizantes globales para tales funcionales (Teorema
5.43). Por último, se analiza un resultado de estabilidad para los minimizantes glo-
bales del funcional antes mencionado, bajo perturbaciones simultáneas en el operador
y en el dato (Teorema 5.45). Finalmente, en la Sección 5.4 se estudia la convergen-
cia de las soluciones regularizadas obtenidas con los métodos de regularización por
variación acotada. Se prueban condiciones suficientes que garantizan la convergencia
de los minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados a la
solución exacta del problema, para el caso en que el penalizante es la norma BV o una
perturbación diferenciable de la seminorma BV (Teoremas 5.46 y 5.47).

Si bien no es un objetivo central de esta tesis abordar aplicaciones concretas, en el
Capítulo 6 se presentan algunas aplicaciones de los métodos estudiados en el presente
trabajo a problemas de restauración de imágenes, con el objetivo de ilustrar el alcance
y la potencialidad de los métodos estudiados.

En el capítulo 7 se presentan las conclusiones finales, los aportes o resultados más
importantes y una lista de problemas abiertos y trabajos que pretendemos abordar en
el futuro.

Para facilitar la lectura y a los efectos de completitud, al final de la tesis se in-
cluyen dos apéndices que contienen la mayoría de los conceptos y resultados básicos del
Análisis Funcional (Apéndice A) y de la Teoría Espectral y Cálculo Funcional (Apéndice
B).
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Capítulo 1

Preliminares

El propósito de este capítulo es introducir los conceptos principales y resultados básicos
sobre problemas inversos mal condicionados y de teoría de regularización, como así
también la notación empleada a lo largo de esta tesis. Para motivar el estudio de
los métodos de regularización, consideraremos algunos ejemplos típicos de problemas
inversos. También presentaremos algunos de los resultados más importantes de órdenes
de convergencia de métodos de regularización.

1.1 Problemas inversos

Los problemas inversos surgen en muchas áreas de la Ciencia y la Tecnológia. El tér-
mino inverso se utiliza para indicar que el problema tiene un correspondiente problema
directo. J. F. Keller cita en [36] la siguiente definición muy general de problema inverso,
que a menudo se encuentra en la literatura:

“dos problemas son inversos uno del otro si la formulación de cada uno de
ellos requiere del conocimiento parcial o total del otro”.

En muchos casos, por razones históricas, el problema que ha sido estudiado en
detalle antes (o el más simple) es llamado el problema directo, mientras que el otro es
el problema inverso.

Es bien conocido que muchos sistemas físicos se describen empleando modelos
matemáticos, que surgen a partir de las leyes físicas que los rigen. Usualmente, lla-
mamos problema directo a aquel en el cual dada una entrada y el modelo, la salida1

puede ser calculada. Esto se ilustra de manera soscinta en la Figura 1.1. Sin embargo,
la situación cambia cuando la salida está dada y la entrada o el modelo son desconoci-
dos2. Este es un problema inverso. Los problemas inversos tratan la determinación de
las causas para un efecto observado o deseado.

1Por ejemplo, la predicción de un estado físico o la evolución de un sistema que depende de ciertos
parámetros.

2Por ejemplo, la identificación de parámetros de mediciones u observaciones de estados físicos.

1
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Figura 1.1: Sistema Entrada/Salida regido por un Modelo

No obstante, desde el punto de vista matemático hay una diferencia fundamental en-
tre los problemas directo e inverso. Esta diferencia radica en el hecho que, usualmente,
todos los problemas inversos son mal condicionados pues no satisfacen los postulados
de Hadamard de “buen condicionamiento”, mientras que el correspondiente problema
directo es bien condicionado.

Según J. Hadamard (ver [29]), un problema matemático es (o está) bien condi-
cionado si satisface las siguientes condiciones o postulados:

(PH1) Para todo dato admisible, existe una solución del problema (E�������).

(PH2) Para todo dato admisible, la solución es única (U�����).

(PH3) La solución depende de manera continua de los datos (D��������� C��-
��	�).

Los problemas para los cuales al menos una de éstas tres condiciones no se satisface
se dicen mal condicionados.

Si bien esta no es una definición matemáticamente rigurosa, en cada problema par-
ticular se hace precisa especificando el concepto de solución, que datos son considerados
admisibles y que topología se usa para definir la continuidad.

Si el problema es “mal condicionado”, la violación del postulado (PH1), en general,
no es de gran preocupación ya que la existencia de soluciones se puede forzar rela-
jando de algún modo la definición de las mismas (e.g., el caso de soluciones débiles en
Ecuaciones Diferenciales Parciales).

Algo más seria es la violación del postulado (PH2). No obstante, cuando el problema
tiene varias soluciones, la unicidad puede lograrse incorporando al modelo información
adicional que permita decidir cual de ellas es la correcta o bien para reveer la completi-
tud del modelo. En el caso de problemas inversos, la unicidad es relevante sólo cuando
lo que se busca es la causa para un efecto observado. En cambio, si lo que se busca es
la causa para un efecto deseado, la falta de unicidad hasta puede ser una ventaja pues
nos permitirá elegir aquella solución que satisfaga ciertos criterios adicionales.

El problema más serio lo constituye la violación del postulado (PH3). Cuando no
hay dependencia continua de los datos, si se desea aproximar la solución del problema
por métodos numéricos tradicionales como es usual en la práctica, es de esperar que
tales métodos se vuelvan inestables y, por lo tanto, no apropiados. Se debe restaurar
estabilidad de algún modo. Una solución (parcial) a este problema la dan los llamados
métodos de regularización para problemas inversos mal condicionados. Éstos consisten
en herramientas matemáticas que permiten extraer la mayor cantidad de información
posible sobre la solución del problema sin perder estabilidad.
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Para ilustrar mejor estos conceptos lo haremos mediante un ejemplo concreto, que
involucra una ecuación integral de Fredholm de primera clase.

M������́�
Muchos problemas inversos lineales de importancia práctica en Física, Ingeniería

y en otras ciencias aplicadas, conducen en su formulación matemática a una ecuación
integral de Fredholm de primera clase de la forma

∫

Ω

k(s, t)x(t) dt = y(s), ∀s ∈ Ω, (1.1)

donde Ω ⊂ Rn es compacto, x, y ∈ L2(Ω) y el núcleo de la ecuación integral, k, es tal
que k ∈ L2(Ω× Ω) o es débilmente singular3.

El correspondiente problema directo se formula como sigue:

PD) Dados k(s, t) y x(t), encontrar y(s). (Obviamente, la solución de éste problema
se obtiene simplemente calculando o aproximando la integral en (1.1)).

Aquí pueden presentarse tres tipos diferentes de problemas inversos, dependiendo
de la información conocida:

PI1) Dados y(s) y k(s, t), encontrar x(t).

PI2) Dados y(s), encontrar k(s, t) y x(t).

PI3) Dados y(s) y x(t), encontrar k(s, t).

(En los tres problemas inversos, la información fuera de la integral se usa para
determinar la información de la o las funciones dentro de la integral).

En lo que sigue el núcleo k se supondrá conocido, ya que sólo trabajaremos en
esta tesis con problemas inversos cuyo modelo es conocido. Es decir, consideraremos
el problema inverso PI1) donde la incógnita es x, llamada “función solución”, y el
elemento conocido es y, llamado “función dato”, por ejemplo algún dato medido, quizás
con algún grado de error.

Sea K : L2(Ω) → L2(Ω) el operador definido por (Kx)(s)
.
=
∫

Ω
k(s, t)x(t) dt.

Resulta conveniente estudiar la ecuación (1.1) en la forma abstracta y más simple

Kx = y (1.2)

pues las ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase juegan un rol importante
en el estudio de diversos problemas inversos. Es claro que K es un operador lineal y
debido a un resultado clásico de análisis funcional ([76], Ejercicio 6.2 (b), pág. 135)
es además compacto. La mayor dificultad asociada con la solución de ecuaciones que
involucran un operador compacto surge del hecho que ellas son mal condicionadas pues
el operador no es inyectivo o el inverso es discontinuo. En efecto, si K es compacto,
inyectivo y está definido sobre un espacio normado de dimensión infinita entonces K−1

no es acotado ([5], Corolario del Teorema 17.6, pág. 291). En tal caso la ecuación (1.2)
tiene solución dada por x = K−1y pero no depende de manera continua del dato y. En
consecuencia, el problema inverso es mal condicionado. La discontinuidad de K−1 es

3Se dice que k(·, ·) es débilmente singular si k es continuo sobre {(s, t) ∈ Ω×Ω / s �= t} y ∃ c > 0,
ε > 0 : |k(s, t)| ≤ c |s− t|ε−n ∀s, t ∈ Ω, s �= t.
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razón para tener especial cuidado en el tratamiento numérico del problema pues todos
los métodos tradicionales se vuelven inestables (pequeñas perturbaciones en y pueden
conducir a grandes perturbaciones de x) y, en consecuencia, inapropiados.

Aún en el caso que K no es inyectivo el problema sigue siendo mal condicionado
como veremos más adelante, pues la inversa generalizada de Moore-Penrose del ope-
rador K no es acotada.

Es usual en la práctica que el dato y se mida con instrumentos de presición finita y
por lo tanto, es afectado por los errores de medición. En consecuencia, no se lo conoce en
forma exacta. Por otro lado, aunque fuese conocido en forma exacta, las computadoras
sólo tienen presición de punto flotante finita y la discretización del problema introduce
inevitablemente errores. Entonces cuando resolvemos (1.2), los errores de medición y
la discretización pueden resultar en una solución x que difiera significativamente de
la verdadera solución exacta (desconocida). Resulta imprescindible antes de resolver
un problema inverso mal condicionado proceder a restaurar la estabilidad del mismo.
Las herranientas matemáticas que permiten resolver estos problemas son los llamados
métodos de regularización. Estos procedimientos permiten recuperar la mayor cantidad
posible de información sobre la solución del problema sin perder establilidad. En
cualquier caso siempre hay pérdida de información. En la Sección 1.2 presentaremos la
teoría general de métodos de regularización para problemas inversos mal condicionados.

Con el objeto de motivar las herramientas matemáticas que daremos más adelante
presentamos a continuación cuatro ejemplos clásicos de problemas inversos existentes
en la vida real y con importantes aplicaciones en diversas áreas científicas y de la
industria.

1.1.1 Ejemplos de problemas inversos

El campo de los problemas inversos ha experimentado un rápido progreso, especial-
mente en las últimas cuatro décadas. Este crecimiento se debió en gran parte al avance
de la teoría matemática de los problemas inversos, al desarrollo de nuevos métodos
de regularización y al surgimiento de importantes aplicaciones, como por ejemplo la
utilización de imagen en Medicina que surge con el advenimiento de la Tomografía
Computada. Otra de las razones fue el desarrollo de computadoras cada vez más po-
tentes y rápidas, que hacen posible o facilitan los cálculos numéricos. Es oportuno
señalar que además del diagnóstico por imágenes en Medicina, muchas otras áreas de
la ciencia y la tecnología han sido profundamente transformadas por la introducción de
los principios de la tomografía computada (e.g., ensayos no destructivos de materiales,
imágenes sísmicas en Geofísica, etc.).

El primero de los ejemplos de problemas inversos que vamos a discutir es el más
simple matemáticamente lo que permite un conocimiento más detallado del mismo. Los
otros ejemplos se introducen especialmente con el objetivo de motivar aún más la im-
portancia práctica de los problemas inversos y, debido a sus formulaciones matemáticas
algo más complejas, no presentaremos un análisis detallado de ellos en este trabajo.

Ejemplo 1.1. T���&���́� C���	����: I������́� �� R���́�
Debido principalmente a sus importantes aplicaciones en Medicina y en ensayo no

destructivo de materiales, un problema inverso que ha sido ampliamente estudiado es
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la inversión de la transformada de Radón de una función f : D(f) ⊂ R2 → R. Este
problema se origina debido al descubrimiento de la Tomografía Computada (TC).

La transformada de Radón de f se define como

(Rf)(s, w)
.
=

∫

R

f(sw + tw⊥) dt, s ∈ R+, w ∈ R2 : ‖w‖ = 1 (1.3)

donde w⊥ denota un vector unitario ortogonal a w.

En TC, f representa una función de densidad que varía espacialmente en un dominio
compacto D ⊂ R2, el cual representa una sección transversal del cuerpo humano (e.g.
del cerebro) o de álgun material para ensayo no destructivo. El aparato de TC emite
un haz muy fino de rayos X, de conocida intensidad, que se dirige hacia D. Este haz
incide sobre el objeto (el cuerpo humano o el material) que se estudia y parte de la
radiación del haz lo atraviesa. La radiación que no ha sido absorbida por el objeto sale
del mismo con una intensidad atenuada y es recogida por los detectores.

El problema inverso4 consiste en recuperar la densidad f a partir de mediciones de
las intensidades de rayos X en un plano que contiene a D. Estos rayos viajan a lo largo
de líneas rectas las que pueden parametrizarse a través de su distancia al origen s y su
correspondiente vector normal unitario w ∈ R2 (ver Figura 1.2). Dados s, w la ecuación
de la recta correspondiente es por lo tanto sw + tw⊥, t ∈ R. La hipótesis básica del
modelo es que el decaimiento de la intensidad de un haz de rayos X es proporcional
a la intensidad I, a la densidad f y a la distancia ∆t recorrida por el mismo. En
consecuencia, se tiene que

∆I(sw + tw⊥) = −γ I(sw + tw⊥) f(sw + tw⊥)∆t,

donde γ > 0 es una constante conocida. Dividiendo por ∆t y haciendo tender ∆t a
cero obtenemos la siguiente ecuación diferencial ordinaria para la intensidad I

dI(sw + tw⊥)

dt
= −γ I(sw + tw⊥) f(sw + tw⊥).

Integrando desde t = 0 (la posición donde se ubica el aparato emisor de rayos X) hasta
t = L (la posición donde se ubica el aparato detector) obtenemos

ln I(sw + Lw⊥)− ln I(sw) = −γ
∫ L

0

f(sw + tw⊥) dt.

Denotemos por I0(s, w) e IL(s, w) a las intensidades medidas en el emisor y en el de-
tector, respectivamente. Se supone que tanto el emisor como el detector están situados
fuera de D y que para todos s, w la función f es de soporte compacto en (0, L) y ex-
tendida a cero para t /∈ (0, L). Bajo estos supuestos el modelo matemático resultante
que relaciona las intensidades I0 e IL es

ln I0(s, w)− ln IL(s, w)

γ
=

∫

R

f(sw + tw⊥) dt. (1.4)

4El correspondiente problema directo consiste en calcular la transformada de Radon Rf cuando
f es conocida.
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Observar que la ecuación (1.4) puede escribirse en términos de la transformada de
Radón (1.3) en la forma

(Rf)(s, w) =
1

γ
ln
I0(s, w)

IL(s, w)
, s > 0, w ∈ R2 : ‖w‖ = 1. (1.5)

Entonces el problema inverso en TC consiste en recuperar la función f en (1.5) a
partir de mediciones de I0 e IL, es decir es un problema que consiste en invertir la
transformada de Radón (1.3).

Figura 1.2: Tomografía Computada

Un caso muy particular en ensayo no destructivo de material es cuando D es un
círculo de radio ρ centrado en el origen y f es radialmente simétrica con respecto a su
centro. En este caso, es suficiente emplear una sóla dirección w, por ejemplo w0 = (0, 1),
es decir elegir rayos horizontales parametrizados por s(0, 1)+ t(1, 0) = (t, s), t ∈ R, ya
que otras direcciones no aportan información adicional (ver Figura 1.3). Además, como
hemos supuesto que la densidad f es radialmente simétrica, esta se puede expresar en
función de la distancia al origen, r =

√
s2 + t2, como

f(sw + tw⊥) = F (r), 0 < s ≤ ρ, w ∈ R2 : ‖w‖ = 1,

para r > 0, donde F (r) denota el valor constante de la densidad sobre la circunferencia
|(s, t)| = r, que ahora debe ser reconstruida. Entonces, para s > 0, la transformada de
Radón de f es

(Rf)(s, w0) = 2

∫ ∞

0

F (
√
s2 + t2) dt,

donde el factor 2 se debe a la simetría. Asumiendo que F es de soporte compacto en
(0, ρ), es decir F (r) = 0 para r /∈ (0, ρ), y haciendo el cambio de variable t =

√
r2 − s2

se obtiene que

(Rf)(s, w0) = 2

∫ ρ

s

rF (r)√
r2 − s2

dr, 0 < s ≤ ρ.
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Figura 1.3: Ensayo no destructivo de material, con densidad radialmente simétrica

Denotando con g(s) = 1
γ

ln I0(s,w0)
IL(s,w0)

, la ecuación (1.5) puede escribirse en la forma

∫ ρ

s

rF (r)√
r2 − s2

dr =
g(s)

2
, 0 < s ≤ ρ, (1.6)

que es una ecuación integral de Abel. Es posible hallar una fórmula explícita de in-
versión para la ecuación integral de Abel cuando g(ρ) = 0 (notar que es razonable
suponer I0(ρ, w0) = IL(ρ,w0) con lo cual g(ρ) = 0), es decir el rayo es tangente. Bajo
este supuesto se puede probar que (ver [18], Sección 1.2)

F (r) = −1

π

∫ ρ

r

g′(s)√
s2 − r2

ds.

Observemos que, en esta fórmula de inversión aparece la derivada g′, es decir, es
necesario derivar los datos para poder reconstruir la función F . Es conocido que
la derivación es un problema mal condicionado (ver [18], Sección 1.1). Aunque en
este caso parecería que la derivación puede compensarse por la integración. Se puede
demostrar que por la singularidad del núcleo, la inversión de la ecuación integral de
Abel es en efecto mal condicionada (ver [18], Sección 1.2).

Para el caso general de la transformada de Radón (1.3), también existe una fórmula
explícita de inversión, más compleja, que también involucra diferenciación de los datos.

Ejemplo 1.2. P��������́� G����́&�� (“G����&��� P��������&”)
Los problemas de prospección geológica consisten en la determinación de la lo-

calización, forma, constitución y/o algún parámetro (e.g., densidad, la conductividad
térmica, etc.) de anomalías en el interior de la Tierra, a partir de mediciones en su
superficie. Por ejemplo, supongamos que un cierto material magnético se localiza en
cierta región subterránea. Un modelo matemático sería el que describe la concen-
tración del magnetismo en cada posición en la superficie, en función de los valores de
tales variables en la región subterránea determinada. El problema inverso consiste en
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determinar, a partir del modelo y de las mediciones magnéticas de superficie, cuál es
la forma de la región subterránea y/o la distribución del magnetismo en la misma.

Ejemplo 1.3. P�������� �� D������́� I������ (“ I������ S�������& P��-
����”)
Los problemas de dispersión inversa son problemas en los que se trata de recu-

perar información de un objeto desconocido o inaccesible (e.g., la forma y/o ciertas
propiedades de un cuerpo, de una inhomogeneidad en un material, de un potencial,
etc.), a partir de mediciones de ondas dispersadas a traves de tal objeto. Las ondas
usualmente pueden ser acústicas y electromagnéticas y los correspondientes proble-
mas tienen modelos matemáticos dados por la ecuación de la onda, la ecuación de
Helmholtz, la ecuación de Schrödinger, las ecuaciones de Maxwell entre otras.
Problemas de éste tipo aparecen por ejemplo en exploración de minerales y petróleo,

exploración sísmica y electromagnética en Geofísica y en problemas de ensayos no
destructivos de materiales.

Ejemplo 1.4. I���������́� �� P���́������
Los problemas de identificación de parámetros son aquellos en los cuales se tratan

de reconstruir o aproximar ciertos parámetros de un modelo (e.g., coeficientes descono-
cidos en ecuaciones diferenciales parciales) a partir de mediciones indirectas de las
soluciones en todo el dominio o sólo en una parte del mismo o de su frontera. En
general, en problemas descriptos por ecuaciones diferenciales parciales no se pueden
disponer de mediciones de las variables en todo su dominio (e.g., en aplicaciones en
Medicina y en ensayo no destructivo de material). Más aún, en ciertos casos es posible
disponer de mediciones en una parte de la frontera (e.g., en problemas de distribu-
ción de calor para una barra empotrada donde se colacan detectores en ciertos puntos
del extremo libre de la misma y se quiere determinar la temperatura en una parte
inaccesible de la pared).
Los problemas de Tomografía de Impedancia pueden ser considerados como pro-

blemas de identificación de parámetros con mediciones en la frontera. Consisten en
aplicar diferentes voltages eléctricos en la frontera de un objeto y medir las corrientes
eléctricas que se generan. El problema inverso consiste en reconstruir, a partir de
tales mediciones, la distribución de la conductividad eléctrica. Esta distribución puede
luego utilizarse para obtener información importante sobre la composición material del
objeto.

Los cuatro ejemplos que acabamos de presentar brevemente muestran la importan-
cia que reviste el tratamiento matemático de los problemas inversos puesto que los
mismos surgen en una gran variedad de problemas concretos en diversas áreas de la
Ciencia y la Tecnología. Dichos ejemplos resultan en problemas inversos mal condi-
cionados para los cuales los métodos numéricos tradicionales se vuelven inestables,
haciéndose necesario e imprescindible la implementación de métodos de regularización.

Por último, es oportuno mencionar aquí que existe una gran variedad de problemas
aplicados que se originan en otras áreas y que conducen a problemas inversos mal
condicionados. Entre ellos mencionamos: problemas de fluorescencia ([39]), reología
([35]), superconductividad ([13]), problemas de potenciales inversos en Geofísica ([20],
[47]), procesamiento de señales e imágenes ([38]), etc.
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1.1.2 Ecuaciones mal condicionadas con operadores lineales

En lo que sigue, consideraremos problemas inversos lineales en el marco de ecuaciones
de la forma

Tx = y, (1.7)

donde T : X → Y es un operador lineal, acotado y X e Y son espacios de Hilbert.
En virtud de los postulados de Hadamard podemos introducir la siguiente definición.

Definición 1.5. Se dice que la ecuación (1.7) es bien condicionada (“well-posed”)
si satisface las siguientes condiciones:

(i) E�������: Para cada y ∈ Y existe (al menos) un x0 ∈ X tal que Tx0 = y
(i.e., R(T ) = Y).

(ii) U�����: Para cada y ∈ Y existe a lo sumo un x0 ∈ X tal que Tx0 = y
(i.e., N (T ) = {0}).

(iii) D��������� C����	�: La solución x depende de manera continua de y
(i.e., si T es biyectivo, T−1 : Y → X es continuo).

En caso contrario, se dice que la ecuación (1.7) es mal condicionada (“ill-
posed”).

Por el Teorema de la Proyección (ver Teorema A.77), Y puede escribirse como
Y = R(T ) ⊕ R(T )⊥. Así, todo elemento y ∈ Y se escribe como y = yR̄ + yR⊥ con
yR̄ ∈ R(T ), yR⊥ ∈ R(T )⊥. Si yR̄ /∈ R(T ) o yR⊥ �= 0 entonces la ecuación (1.7) no tiene
solución pues en tal caso y /∈ R(T ). Por lo tanto, si R(T ) �= Y la ecuación (1.7) es
mal condicionada pues no satisface la condición de existencia de la Definición 1.5. En
general, suponer que el operador T es biyectivo es una gran limitación del problema
ya que:

1) Si R(T ) �= Y, aunque no exista solución, podemos estar interesados en hallar
“soluciones generalizadas” que resuelvan “aproximadamente” (1.7). En este caso
parece razonable, por ejemplo, buscar x tal que Tx tenga distancia mínima a y
(soluciones de cuadrados mínimos).

2) Si N (T ) �= {0}, aunque la solución no sea única, podemos estar interesados en
una solución particular de (1.7) que satisfaga ciertas condiciones adicionales. Por
ejemplo, que tenga norma mínima.

La disgresión anterior nos conduce naturalmente a introducir una generalización de
la noción de inversa de T para el caso en que T no es inyectivo. Esta generalización
se conoce como la inversa generalizada de Moore-Penrose la que, como veremos más
adelante, es de fundamental importancia en el tratamiento y desarrollo matemático
de los problemas inversos mal condicionados. Esta importancia radica principalmente
en dos hechos fundamentales que son, en primer lugar, la estrecha relación existente
entre la inversa generalizada de Moore-Penrose y las soluciones de cuadrados mínimos
y, en segundo lugar, el hecho que muchos métodos de regularización (entre los que
se encuentran todos los métodos más conocidos y usuales) se derivan a partir de la
descomposición espectral de esa inversa generalizada.
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1.1.3 Soluciones generalizadas: la inversa generalizada de

Moore-Penrose

Definición 1.6. Sean X ,Y espacios normados, T ∈ L(X ,Y), y ∈ Y. Diremos que:

(i) x̄ ∈ X es una solución de cuadrados mínimos (SCM) de Tx = y si

‖T x̄− y‖ = inf {‖Tz − y‖ / z ∈ X} , (1.8)

(ii) x̄ ∈ X es una mejor solución aproximada (MSA) de Tx = y si x̄ es una
SCM de Tx = y de mínima norma, es decir tal que

‖x̄‖ = inf {‖z‖ / z ∈ Sy} , (1.9)

donde Sy = {z ∈ X / z es SCM de Tx = y}.

Como veremos más adelante, la condición (1.9) introduce unicidad. Sin embargo,
en algunos casos puede no resultar apropiado inducir unicidad imponiendo que la SCM
tenga mínima norma. En estos casos suele reemplazarse la condición (1.9) por la
condición de que x̄minimice la norma ‖Lx‖, donde L es un cierto operador (usualmente
es un operador diferencial). Abordaremos este caso en la Sección 4.1.

A continuación enunciamos un número de resultados relacionados con las SCMs5

y con la inversa generalizada de Moore-Penrose que utilizaremos en demostraciones
posteriores. Debido a que estos resultados son bastantes conocidos y se encuentran
en la mayoría de los libros que tratan dicho tema, no incluimos las correspondientes
demostraciones. En estos casos indicamos las referencias donde pueden hallarse los
resultados y sus demostraciones. Sin embargo, en algunos casos, dada la importancia
del tema se detallará parte de la demostración.

Señalamos además que en todo lo que sigue X e Y son espacios de Hilbert pero
cabe destacar que muchos de los resultados valen para espacios normados.

Teorema 1.7. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), Q : Y → R(T ) la proyec-
ción ortogonal de Y sobre R(T ), y ∈ Y. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) x̄ es una SCM de Tx = y,

(ii) T x̄ = Qy,

(iii) T ∗T x̄ = T ∗y, donde T ∗ es el operador adjunto de T .

Demostración. Ver [18], Teorema 2.5 y Teorema 2.6.

La ecuación
T ∗Tx = T ∗y (1.10)

se conoce como ecuación normal asociada a Tx = y.

5SCMs es el plural de SCM.
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Por el Teorema 1.7 (ii), el conjunto de las SCMs de (1.7) puede entonces escribirse
como Sy = {z ∈ X / Tz = Qy}.
Es oportuno señalar aquí que no siempre existen las SCMs de Tx = y para ciertos

valores de y, puesto que el R(T ) no necesariamente es cerrado y el ínfimo en (1.8)
puede no ser alcanzado. Así por ejemplo, si y ∈ Y es tal que Qy /∈ R(T ), en cuyo caso
Qy ∈ R(T ), se tiene que Sy = ∅. El mayor subconjunto U de Y, con respecto a la
inclusión, para el cual y ∈ U implica Qy ∈ R(T ) es R(T )⊕R(T )⊥. Para y = yR+yR⊥

con yR ∈ R(T ) e yR⊥ ∈ R(T )⊥, se tiene que Qy = yR y en consecuencia Sy �= ∅. Se
sigue entonces que, una SCM de (1.7) existe si y sólo si y ∈ R(T )⊕R(T )⊥. O sea

Sy �= ∅ ⇐⇒ y ∈ R(T )⊕R(T )⊥. (1.11)

Más aún, en virtud del Teorema 1.7 (ii) para y ∈ R(T ) ⊕ R(T )⊥, Sy = T−1 ({Qy})
es un conjunto convexo6, cerrado7 y no vacío. En consecuencia (ver Teorema A.28),
contiene un único elemento de mínima norma al que notaremos con x†. Claramente (ver
Definición 1.6 (ii) ), x† es la MSA de (1.7). A continuación probaremos que x† ∈ N (T )⊥.
En efecto, X = N (T ) ⊕ N (T )⊥, puesto que N (T ) es un subespacio cerrado de X
por ser T un operador lineal y acotado (ver Teorema A.49). Resulta que, x† tiene
representación única dada por x† = xN + xN⊥ con xN ∈ N (T ), xN⊥ ∈ N (T )⊥. Luego,
Tx† = TxN⊥ = Qy (pues R(T ) = N (T )⊥) implica xN⊥ ∈ Sy. Por otro lado, por el
Teorema de Pitágoras (ver Teorema A.23),

∥
∥x†
∥
∥
2
= ‖xN‖2+‖xN⊥‖2. Luego, si xN �= 0

entonces
∥
∥x†
∥
∥ > ‖xN⊥‖ lo cual es un absurdo pues x† es el elemento en Sy de mínima

norma. Luego, xN = 0 y en consecuencia x† = xN⊥ ∈ N (T )⊥, como queríamos probar.

Finalmente, es sencillo probar que, para y ∈ R(T )⊕R(T )⊥, el conjunto de SCMs
de (1.7) esta dado por Sy = x† +N (T ).

A continuación procedemos a introducir la definición de inversa generalizada de
Moore-Penrose de T , y su relación con las SCMs y la MSA de (1.7).

Definición 1.8. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), T̃
.
= T |N (T )⊥: N (T )⊥ →

R(T ) la restricción de T al N (T )⊥. La inversa generalizada de Moore-Penrose
de T , que denotaremos como T †, se define como la única extensión lineal de T̃−1 al
subespacio denso de Y

D(T †) = R(T )⊕R(T )⊥ (1.12)

que verifica
N (T †) = R(T )⊥. (1.13)

Es claro que T † esta bien definido pues T̃ es biyectivo (N (T̃ ) = N (T )∩N (T )⊥ = {0}
y R(T̃ ) = R(T )), y en consecuencia existe T̃−1. Por otro lado, puesto que todo
y ∈ D(T †) puede escribirse en forma única como y = yR + yR⊥, con yR ∈ R(T ),
yR⊥ ∈ R(T )⊥, en virtud de (1.13) y de la linealidad de T † se sigue que

T †y = T̃−1yR = T̃−1Qy. (1.14)

La identidad (1.14) puede utilizarse para definir la inversa generalizada de Moore-
Penrose de T en términos de los operadores T̃ y Q.

6En efecto, ∀z1, z2 ∈ Sy y 0 ≤ a ≤ 1 : T (a z1 + (1− a) z2) = a T (z1) + (1 − a) T (z2) =
a Qy + (1− a) Qy = Qy, de modo que a z1 + (1− a) z2 ∈ Sy.

7Por ser T continuo: la imagen inversa del conjunto {Qy} cerrado en Y , es cerrado en X .
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Observación 1.9. Es claro que:

1) Si R(T ) no es cerrado T †y no esta definido para todo y ∈ Y pues D(T †) � Y.
Obviamente que si N (T ) = {0}, T † = T−1 pues en tal caso T = T̃ .

2) Para definir la inversa generalizada de Moore-Penrose de T no es necesaria la
acotación de T , pero si su linealidad.

Observación 1.10. Se puede probar que:

1) R(T †) = N (T )⊥.

2) El operador T † satisface las siguientes cuatro condiciones conocidas como ecua-
ciones de Moore-Penrose

TT †T = T (1.15)

T †TT † = T † (1.16)

T †T = I − P (1.17)

TT † = Q
∣
∣D(T †) (1.18)

siendo P : X → N (T ) y Q : Y → R(T ) las proyecciones ortogonales de X sobre
N (T ) y de Y sobre R(T ), respectivamente.

3) Las ecuaciones (1.17) y (1.18) implican (1.15) y (1.16). Cualquier operador que
satisface (1.15) o (1.16) se dice un inverso interior o inverso exterior de T ,
respectivamente.

4) Las ecuaciones de Moore-Penrose caracterizan unívocamente a T †, esto es, T † es
el único operador que satisface las cuatro ecuaciones (1.15) - (1.18). Si T̂ es un
operador lineal tal que T̂ T y T T̂ son proyecciones ortogonales, entonces T̂ = T †.
Por ello, es suficiente asumir para la caracterización de T † que T †T y TT † son
proyecciones ortogonales.

Probemos ahora que el operador T † mapea y ∈ D(T †) en la MSA x† de (1.7). En
efecto, si y ∈ D(T †), vimos que x† ∈ N (T )⊥. Se sigue entonces que

x† = (I − P )x† (pues I − P es la proyección ortogonal sobre N (T )⊥)

= T †Tx† (por (1.17) )

= T †Qy (por Teorema 1.7 (ii) )

= T †TT †y (por (1.18) )

= T †y (por (1.16) ).

Así, T †y = x† como queríamos probar. En consecuencia, por (1.11), se tiene que

y ∈ D(T †) ⇐⇒ T †y es SCM de Tx = y. (1.19)

En la siguiente proposición se presentan dos propiedades muy importantes de la
inversa generalizada de Moore-Penrose.
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Proposición 1.11. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y). Entonces:

(i) El grafo, Gr(T †), de la inversa generalizada de Moore-Penrose T † es cerrado.

(ii) El operador T † es acotado si y sólo si R(T ) es cerrado.

Demostración. Ver [18], Proposición 2.4.

De la Proposición 1.11 se sigue entonces que la MSA depende de manera continua
del dato y si y sólo si R(T ) es cerrado. Si R(T ) no es cerrado, entonces el problema
(1.7) es mal condicionado ya que la dependencia de la MSA x† con respecto al dato y
no es continua.

En lo que sigue veremos porque el operador T ∗T tiene un rol importante en la
búsqueda de SCMs.

Observemos ahora que, puesto que x† = T †y es la SCM de mínima norma de (1.7),
del Teorema 1.7 se sigue entonces que x† es solución de la ecuación normal (1.10) y en
consecuencia T ∗Tx† = T ∗y. Luego, si T ∗T es inversible se sigue que

x† = (T ∗T )−1T ∗y. (1.20)

En el caso general (T ∗T no necesariamente inversible), dado que x† es también la SCM
de la ecuación normal T ∗Tx = T ∗y se tiene que

x† = (T ∗T )†T ∗y. (1.21)

Las identidades (1.20) y (1.21) serán de vital importancia en desarrollos ulteriores, en
particular en la construcción y análisis de métodos continuos de regularización que
desarrollaremos en el siguiente capítulo. De aquí la importancia del operador T ∗T .

1.1.4 Operadores compactos: descomposición espectral y cri-

terio de Picard

En esta subsección nos proponemos profundizar el estudio del caso particular de la
ecuación (1.7) en el que T es compacto.
Como se mencionó anteriormente muchos problemas inversos resultan en una for-

mulación del tipo (1.7) y en el que el operador es efectivamente compacto.
Con el objeto de enfatizar la compacidad del operador denotaremos al mismo con

K en lugar de T .

Para operadores compactos sobre espacios normados tenemos el siguiente resultado
clásico del análisis funcional (ver Teorema A.17 (vi) y Teorema A.56 (v) ).

Proposición 1.12. Sean X ,Y espacios normados y K ∈ L(X ,Y) compacto. Entonces,
dimR(K) <∞ si y sólo si R(K) es cerrado.

El siguiente teorema prueba que toda ecuación de la forma

Kx = y (1.22)

con K compacto es, salvo en casos excepcionales, mal condicionada.
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Teorema 1.13. Sean X ,Y espacios de Hilbert de dimensión infinita y K ∈ L(X ,Y)
compacto tal que dimR(K) =∞. Entonces, K† es discontinuo.

Demostración. Se sigue inmediatamente de las Proposiciones 1.11 y 1.12.

Es oportuno observar que si Y es de dimensión infinita la ecuación (1.22) es siem-
pre mal condicionada. En efecto, si dimR(K) = ∞ se viola el tercer postulado de
Hadamard (pues K† es discontinuo) mientras que si dimR(K) <∞ se viola el primero
(pues R(K) � Y).
A continuación presentamos una breve introducción a la descomposición espectral

de operadores compactos, la que será de fundamental importancia más adelante espe-
cialmente para la construcción de los llamados métodos espectrales de regularización.

Consideremos X espacio normado y K ∈ L(X ) compacto y autoadjunto. Entonces
(ver Teorema A.89), existen J ⊂ N y un autosistema (λn; vn)n∈J para K, que con-
siste de todos los autovalores no nulos λn (ordenados en forma decreciente) de K y
los correspondientes autovectores vn los cuales forman un sistema ortonormal com-
pleto en R(K) = N (K)⊥. El operador K (y por consiguiente K∗) tiene la siguiente
representación

Kx =
∑

n∈J
λn 〈x, vn〉 vn, x ∈ X , (1.23)

llamada, a menudo, expansión en autovalores, representación espectral o diago-
nalización deK. Si dimR(K) = N se tiene que J = {1, 2, . . . , N}. Si dimR(K) =∞
tenemos J = N.

La representación (1.23) nos permite resolver la ecuación (1.22) para cualquier
y ∈ R(K). Se sigue inmediatamente de (1.22) y (1.23) que la ecuación Kx = y tiene
solución si y sólo si y ∈ R(K) y en tal caso la solución general es de la forma

x = x0 +
∑

n∈J
λ−1
n 〈y, vn〉 vn, x0 ∈ N (K).

En efecto, y ∈ X tiene una representación dada por

y = y0 +
∑

n∈J
〈y, vn〉 vn, y0 ∈ N (K). (1.24)

En consecuencia, (por (1.23) y (1.24)), se tiene que

Kx = y =⇒
∑

n∈J
λn 〈x, vn〉 vn = y0 +

∑

n∈J
〈y, vn〉 vn, y0 ∈ N (K)

=⇒
∑

n∈J
( 〈y, vn〉 − λn 〈x, vn〉 ) vn + y0 = 0, y0 ∈ N (K)

=⇒
{

y0 = 0

∀n ∈ J, 〈y, vn〉 = λn 〈x, vn〉

=⇒
{

y ∈ N (K)⊥ = R(K) (por (1.24) )

∀n ∈ J, 〈x, vn〉 = λ−1
n 〈y, vn〉 .

(1.25)
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Todo x ∈ X tiene una representación dada por

x = x0 +
∑

n∈J
〈x, vn〉 vn, x0 ∈ N (K) arbitrario

= x0 +
∑

n∈J
λ−1
n 〈y, vn〉 vn, x0 ∈ N (K) (por (1.25) ).

Por lo tanto, todas las soluciones de Kx = y son de la forma x = x0+
∑

n∈J
λ−1
n 〈y, vn〉 vn

con x0 ∈ N (K), como queríamos probar.

A continuación analizaremos brevemente la descomposición espectral para el caso
de operadores compactos de un espacio normado X en un espacio normado Y. Sea
K ∈ L(X ,Y) compacto. Entonces (ver Teorema A.91), existen J ⊂ N y un sis-
tema singular (σn; vn, un)n∈J para K, donde (σ2

n; vn)n∈J y (σ2
n;un)n∈J son los autosis-

temas correspondientes a los operadores compactos y autoadjuntos K∗K ∈ L(X ) y
KK∗ ∈ L(Y), respectivamente, siendo los valores singulares σn las raices cuadradas
positivas de los autovalores σ2

n de dichos operadores. Los operadores K
∗K y KK∗

tienen las siguientes representaciones

K∗Kx =
∑

n∈J
σ2
n 〈x, vn〉 vn, x ∈ X , (1.26)

KK∗y =
∑

n∈J
σ2
n 〈y, un〉 un, y ∈ Y, (1.27)

y también valen las siguientes expresiones

Kx =
∑

n∈J
σn 〈x, vn〉un, x ∈ X , (1.28)

K∗y =
∑

n∈J
σn 〈y, un〉 vn, y ∈ Y, (1.29)

conocidas como expansiones en valores singulares de K y K∗, respectivamente. Si
dimR(K) = N entonces se tiene que J = {1, 2, . . . , N} y si dimR(K) = ∞ tenemos
J = N y además lim

n→∞
σn = 0.

Como veremos en el siguiente teorema, la descomposición espectral de operadores
compactos nos brinda un criterio para la existencia de la MSA de (1.22) y además nos
provee una representación espectral para K†.

Teorema 1.14. Sean X ,Y espacios normados, K ∈ L(X ,Y) un operador compacto
con sistema singular (σn; vn, un)n∈J , y ∈ Y. Entonces:

(i)

y ∈ D(K†)⇐⇒
∑

n∈J

1

σ2
n

|〈y, un〉|2 <∞. (C����� �� P����)

(ii) Para y ∈ D(K†),

K†y =
∑

n∈J

1

σn
〈y, un〉 vn. (1.30)
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Demostración. Claramente

y ∈ D(K†) ⇐⇒ K†y es SCM de Kx = y (por (1.19) )

⇐⇒ K†y es SCM de la ecuación normal K∗Kx = K∗y (por Teor 1.7).

Se sigue entonces de (1.26) y (1.29) que

y ∈ D(K†) ⇐⇒ K†y ∈ X y
∑

n∈J
σ2
n

〈
K†y, vn

〉
vn =

∑

n∈J
σn 〈y, un〉 vn

⇐⇒
{〈
K†y, vn

〉}

n∈J ∈ ℓ
2 y

∑

n∈J
σ2
n

(〈
K†y, vn

〉
− σ−1

n 〈y, un〉
)
vn = 0

⇐⇒
{〈
K†y, vn

〉}

n∈J ∈ ℓ
2 y

〈
K†y, vn

〉
= σ−1

n 〈y, un〉 vn ∀n ∈ J
⇐⇒

{
σ−1
n 〈y, un〉

}

n∈J ∈ ℓ
2 y

〈
K†y, vn

〉
= σ−1

n 〈y, un〉 vn ∀n ∈ J

Finalmente, para y ∈ D(K†), K†y =
∑

n∈J

〈
K†y, vn

〉
vn =

∑

n∈J
σ−1
n 〈y, un〉 vn.

Observar que el Criterio de Picard nos dice que para que la ecuación (1.22) posea
SCMs no solamente es necesario que los coeficientes de Fourier 〈y, un〉 de y decaigan
a cero sino que además deben hacerlo más rápido que los correspondientes valores
singulares σn del operador K. Por otro lado, el análisis de (1.30) pone de manifiesto
la forma en que posibles errores en y afectan a K†y. En efecto, componentes de error
que corresponden a valores singulares σn grandes son inofensivos, mientras que los
que corresponden a valores singulares σn pequeños son peligrosos, pues los mismos
son amplificados por el factor σ−1

n . Si dimR(K) < ∞ estos factores de amplificación
estan acotados (pues sólo hay un número finito de ellos) aunque la cota pueda ser muy
grande. Sin embargo, si dimR(K) =∞, el factor σ−1

n crece sin cota (pues lim
n→∞

σn = 0).

De modo que, errores en y pueden ser arbitrariamente amplificados.

Resulta evidente que la inestabilidad en (1.30) se vuelve más severa cuanto más
rápido decaen a cero los valores singulares. Esta observación permite cuantificar el
grado de mal condicionamiento del problema (1.22). Así, se dice que el problema
es débilmente mal condicionado si σn = O(n−α) para algún α > 0. De otro modo se
dice que el problema es severamente mal condicionado (e.g., si σn = O(e−n)). Así
por ejemplo, si se desea obtener una aproximación razonable de la MSA y σn = O(e−n)
puesto que en este caso los factores de amplificación son en, si existen errores en la de-
terminación de y (como sucede siempre en la práctica) sólo podremos considerar unas
pocas componentes de Fourier 〈y, un〉 del dato y y descartar las correspondientes a
valores singulares pequeños, es decir, las correspondientes a altas frecuencias. Los
problemas de tomografías computadas (Ejemplo 1.1) son problemas débilmente mal
condicionados. Para la ecuación integral de Abel (1.6), que modela el caso radial-
mente simétrico, σn = O(n− 1

2 ) y vale (aproximadamente) este orden, en general para
tomografías computadas en dos dimensiones.
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1.2 Regularización de problemas mal condiciona-

dos

En ésta sección presentaremos las definiciones, conceptos y elementos principales de
la teoría matemática de regularización de problemas inversos lineales mal condiciona-
dos. Definiremos una variedad de conceptos fundamentales para diversos desarrollos
ulteriores que nos proponemos abordar. Entre estos conceptos introduciremos los de
solución regularizada, familia de operadores de regularización, parámetro de regulari-
zación, regla de elección de parámetro, método de regularización, órdenes de optimali-
dad, métodos de regularización óptimo y de orden óptimo, etc.

Siguiendo la filosofía de la sección anterior no incluimos las demostraciones de los
resultados, debido a que éstos son conocidos y se encuentran en la mayoria de los libros,
pero si indicamos las referencias donde pueden hallarse las mismas.

En términos bastantes generales, regularizar un problema mal condicionado sig-
nifica aproximarlo por una familia paramétrica de problemas “cercanos” bien condi-
cionados, cuyas soluciones aproximen en algún sentido la solución exacta del problema.
Esta noción de regularización, que por supuesto dependerá del concepto de solución
exacta que se considere, nos proverá una manera de arrivar en forma estable a una
solución aproximada. Así mismo, estudiaremos en detalle métodos para construir ex-
plícitamente tales problemas “cercanos” y tales soluciones aproximadas y analizaremos
diversas cuestiones relacionadas con la convergencia y órdenes de convergencia de tales
aproximaciones.

1.2.1 Teoría general de regularización

Sean X ,Y espacios de Hilbert y T ∈ L(X ,Y). Supongamos que queremos aproximar
la MSA de (1.7), es decir, x† = T †y para un cierto y dado.

Como se mencionó anteriormente, en problemas concretos, y (es el dato) y su de-
terminación están casi siempre afectados por ruido y/o errores de medición. Por tal
motivo resulta de gran interés el estudio del problema

Tx = yδ,
∥
∥yδ − y

∥
∥ ≤ δ. (1.31)

En éste contexto nos referiremos a yδ como dato perturbado o dato con ruido y a δ como
el nivel de ruido. Es oportuno señalar aquí que aunque el dato exacto y fuese conocido
en forma exacta (lo cual raramente ocurre en la práctica), el tratamiento numérico-
computacional del problema origina inexorablemente errores debido a los procesos de
discretización y redondeo.

Como ya vimos, si el problema (1.7) es mal condicionado el operador T † no es
acotado. Por lo tanto, la MSA de (1.31), x†δ

.
= T †yδ, no necesariamente existe (existe

sólo si yδ ∈ D(T †) ) y, si existe, no necesariamente T †yδ será una buena aproximación de
T †y, pues T † no es continuo. Una vez más observamos claramente que la no acotación
de T †genera problemas de estabilidad en la aproximación y el tratamiento numérico
de los problemas (1.7) y (1.31). Es precisamente esta falta de estabilidad la que pone
de manifiesto la necesidad de contar con herramientas matemáticas que permitan el
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tratamiento adecuado (estable) de tales problemas. Estas herramientas matemáticas
se denominan métodos de regularización.

La idea básica para el desarrollo de los métodos de regularización consiste en con-
siderar la ecuación (1.7) para todo y ∈ D(T †), y no para un sólo dato específico y.
De este modo, en lugar del problema individual (1.7) consideraremos la colección de
problemas

{
Tx = y, y ∈ D(T †)

}
. Podríamos decir entonces que lo que haremos será

proceder a regularizar el operador T †.

Regularizar el operador T † consiste esencialmente en aproximar el mismo por una
familia paramétrica {Rα} adecuadamente elegida de operadores continuos. Nos referire-
mos a α como el parámetro de regularización y pediremos que Rα aproxime a T †, en
un sentido que formalizaremos más adelante, para α → 0+. Con “adecuadamente
elegida” queremos decir que pediremos que los operadores Rα sean tales que el pro-
blema x = Rαy sea bien condicionado para todo α y que definiendo xδα

.
= Rαy

δ, a las
que llamaremos soluciones regularizadas, se tenga que xδα → x† para α→ 0+ y δ → 0+,
de algún modo apropiado. Como veremos más adelante, para que esto último suceda,
el parámetro de regularización α deberá elegirse en función del nivel del ruido δ y del
dato perturbado yδ.

A continuación procederemos a formalizar rigurosamente todas las ideas y conceptos
arriba mencionados.

Definición 1.15. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), I ⊂ R+ un conjunto de
índices8 y para cada α ∈ I sea Rα : Y → X un operador continuo (no necesariamente
lineal). Diremos que {Rα}α∈I es una familia de operadores de regularización
(FOR) para T † o simplemente una regularización para T † si, para todo y ∈ D(T †),
existe una función α̂ : R+×Y → I llamada regla de elección de parámetros (REP)
tal que

lim
δ→0+

sup
yδ∈Y

‖yδ−y‖≤δ

α̂(δ, yδ) = 0 (1.32)

y
lim
δ→0+

sup
yδ∈Y

‖yδ−y‖≤δ

∥
∥Rα̂(δ,yδ)y

δ − T †y
∥
∥ = 0. (1.33)

Para un dado y ∈ D(T †), diremos que el par
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es un método de

regularización convergente (MRC) para Tx = y si se verifican (1.32) y (1.33).

Para simplificar la presentación anterior notaremos con Bδ(y) y Bδ(y) a la bola
abierta con radio δ y centro en y (ver (A.1) ) y a la clausura de ella (ver (A.2) ),
respectivamente. Con estas notaciones (1.32) y (1.33) se expresan, respectivamente,
como

lim
δ→0+

sup
yδ∈Bδ(y)

α̂(δ, yδ) = 0 y lim
δ→0+

sup
yδ∈Bδ(y)

∥
∥Rα̂(δ,yδ)y

δ − T †y
∥
∥ = 0.

8El conjunto de índices I debe incluir al menos una sucesión αn → 0+.
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Observación 1.16. De la Definición 1.15 se sigue que:

1) Puesto que para cada α ∈ I, Rα es continuo sobre todo Y, se tiene que xδα
.
= Rαy

δ

es una aproximación estable de x† .
= T †y (aún cuando yδ /∈ D(T †) ).

2) La condición (1.33) utiliza el concepto de peor error posible, esto es:

sup
yδ∈Bδ(y)

∥
∥Rα̂(δ,yδ)y

δ − T †y
∥
∥

Por lo tanto, si
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es un MRC se tiene que las soluciones regula-

rizadas xδα̂
.
= Rα̂(δ,yδ)y

δ convergen a T †y para δ → 0+.

3) Los operadores Rα no necesariamente son lineales. Si Rα es lineal para todo
α ∈ I diremos que la familia {Rα}α∈I es una regularización lineal para T †

y que el correspondiente MRC
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es un método de regularización

lineal convergente (MRLC).

4) Para cada y ∈ D(T †), la REP α̂ depende en general del nivel de ruido δ y del
dato perturbado yδ. Puesto que yδ es una perturbación de y la regla α̂ depende
de un modo implícito de y. Como en general y es desconocido tal dependencia
de y sólo puede existir a través de algún conocimiento “a-priori” de tipo cuali-
tativo sobre ciertas propiedades del dato desconocido y o equivalentemente de la
correspondiente MSA x† (i.e., ciertas propiedades de regularidad de las mismas).

Usualmente se tiene que el conjunto de índices I es de la forma I = (0, α0) para
algún α0 tal que 0 < α0 ≤ ∞; tal es el caso para la mayoría de los MRCs9 que
estudiaremos en los Capítulos 2 y 3. Sin embargo, en algunos casos es posible que
I sea un conjunto discreto; tal es el caso por ejemplo de los llamados métodos de
regularización convergentes iterativos como el Método de Landweber y el Método del
Gradiente Conjugado. Señalamos sin embargo que estos últimos no serán estudiados
en esta tesis.

En relación a las REPs10 distinguiremos entre dos tipos según estas dependan o no
explícitamente de yδ. Así diremos que α̂ es una regla de elección de parámetro
“a-priori” si α̂ = α̂(δ) depende sólamente del nivel de ruido δ. En otro caso nos
referiremos a α̂ como una regla de elección de parámetro “a-posteriori”. Esta
terminología tiene su origen en el hecho que en el caso de REPs “a-priori”, el parámetro
de regularización α puede elegirse o determinarse antes (“a-priori”) de que se disponga
de la observación yδ. En cambio, en el caso de REPs “a-posteriori” el parámetro de
regularización α sólo puede determinarse después (“a-posteriori”) de contar con el
valor concreto de yδ. Un caso típico de REPs “a-posteriori” es la definida a través del
Principio de Discrepancia de Morozov, que presentaremos en el siguiente capítulo.

En algunos casos puede suceder que el nivel de ruido δ y que una cota para el
mismo sean desconocidos o poco confiables. En estos casos puede resultar necesario
considerar reglas alternativas que no dependan de δ. Tal es el caso de las llamadas

9MRCs es el plural de MRC.
10REPs es el plural de REP.
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reglas heurísticas. Sin embargo, es importante señalar que para problemas inversos
mal condicionados tales REPs no pueden nunca formar parte de un MRC, en el sentido
de la Definición 1.15. En este aspecto es oportuno mencionar el siguiente trascendental
resultado debido a Bakushinskii ([6]).

Teorema 1.17. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {Rα}α∈I una regula-
rización para T † tal que, para cada y ∈ D(T †), existe una REP α̂ que sólo depende de
yδ (y no de δ) y el par

(
{Rα}α∈I , α̂

)
es un MRC para Tx = y. Entonces T † es acotado.

Demostración. Ver [6] y [18, Teorema 3.3].

Como vimos (Teorema 1.11) si R(T ) no es cerrado entonces T † no es acotado y por
lo tanto el teorema anterior implica que ningún MRC para (1.7) puede estar compuesto
por una REP que no dependa explícitamente del nivel de ruido δ. Por supuesto, esto de
ningún modo significa que tales reglas no puedan comportarse bien para niveles de ruido
finito, resultando en aproximaciones razonables de x†. El resultado de Bakushinskii
(Teorema 1.17) sólo implica que con tales REPs α̂ no puede obtenerse convergencia de
xδα̂ a x

† para δ → 0+, para todo y ∈ D(T †) y en consecuencia debe tenerse especial
cuidado con la utilización de tales REPs, las cuales, no obstante, no serán tratadas en
esta tesis.

Las preguntas que inmediatamente surgen son:

1) ¿Cómo construimos FORs11 {Rα}α∈I y REPs α̂ de modo que formen parte de
MRCs?

2) ¿Existe algún MRC
(
{Rα}α∈I , α̂

)
óptimo (en algún sentido)? En tal caso, ¿cómo

se lo encuentra y/o construye?

En lo que resta de esta subsección daremos respuesta a la primera pregunta, es
decir, abordaremos los problemas de construcción de FORs y REPs, mientras que
intentaremos responder a la segunda pregunta en la siguiente subsección. El siguiente
resultado permite afirmar que se pueden construir FORs mediante aproximaciones
puntuales de la inversa generalizada de Moore-Penrose.

Proposición 1.18. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {Rα}α∈I una familia
de operadores continuos (no necesariamente lineales). Si, para todo y ∈ D(T †)

Rαy → T †y cuando α→ 0+ (1.34)

entonces {Rα}α∈I es una regularización para T †. En este caso, para cada y ∈ D(T †),
existe una REP “a-priori” α̂ tal que

(
{Rα}α∈I , α̂

)
es un MRC para Tx = y.

Demostración. Ver [18], Proposición 3.4.

Es oportuno señalar que también vale el recíproco de la Proposición 1.18, como
veremos a continuación.

11FORs es el plural de FOR.
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Observación 1.19. Si
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es un MRC entonces, para todo y ∈ D(T †), se

sigue de (1.33) (con y en lugar de yδ) que lim
δ→0+

Rα̂(δ,y)y = T †y. Si α̂ es continua respecto

de δ se tiene que
lim
σ→0+

Rσy = T †y (1.35)

de lo contrario, (1.35) vale para σ ∈ R(α̂).

En consecuencia, las regularizaciones para T † son siempre (en el sentido de la obser-
vación anterior) aproximaciones puntuales de la inversa generalizada de Moore-Penrose
de T .

A continuación probaremos que, bajo ciertos supuestos sobre la familia {Rα}α∈I , si
T † no es acotado, entonces la convergencia en (1.34) no puede ser en la norma de los
operadores. También veremos que si T † no es acotado, entonces la familia {Rα}α∈I no
puede ser uniformemente acotada con respecto a α.

Proposición 1.20. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), R(T ) no cerrado y
{Rα}α∈I ⊂ L(Y,X ).

(i) Si {Rα}α∈I es uniformemente acotada con respecto a α entonces Rα � T † cuando
α→ 0+ en la norma de L(Y,X ).

(ii) Si Rαy → T †y cuando α → 0+ para todo y ∈ D(T †) entonces {Rα}α∈I no es
uniformemente acotada con respecto a α.

Demostración.

(i) Supongamos que
∥
∥Rα − T †∥∥ α→0+→ 0 en la norma de L(Y,X ). Entonces existe

ᾱ ∈ I tal que
∥
∥Rᾱ − T †∥∥ ≤ 1. Como por hipótesis {Rα}α∈I es uniformemente

acotada con respecto a α, existe c > 0 (independiente de α) tal que ‖Rα‖ ≤ c
∀α ∈ I. Así, para todo y ∈ D(T †) se tiene que

∥
∥T †y

∥
∥ ≤

∥
∥Rᾱy − T †y

∥
∥+ ‖Rᾱy‖ (por la Desigualdad Triangular)

≤ (1 + ‖Rᾱ‖) ‖y‖
≤ (1 + c) ‖y‖ ,

y por lo tanto T † es acotado contradiciendo la hipótesis que R(T ) no es cerrado
(Proposición 1.11).

(ii) Supongamos que {Rα}α∈I es uniformemente acotada con respecto a α y que
Rαy → T †y cuando α → 0+ para todo y ∈ D(T †). Por ser {Rα}α∈I uniforme-
mente acotada con respecto a α, existe c > 0 (independiente de α) tal que
‖Rα‖ ≤ c ∀α ∈ I. Así, para todo y ∈ D(T †) se tiene que

∥
∥T †y

∥
∥ =

∥
∥
∥
∥

lim
α→0+

Rαy

∥
∥
∥
∥

= lim sup
α→0+

‖Rαy‖ (pues ‖·‖ es continua)

≤
(

lim sup
α→0+

‖Rα‖
)

‖y‖ (pues Rα es acotado)

≤ c ‖y‖ (pues c es la cota uniforme de {Rα}α∈I )
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y por lo tanto T † es acotado contradiciendo nuevamente la hipótesis que R(T )
no es cerrado.

Queda así demostrada la proposición.

Notar que si {Rα}α∈I no es uniformemente acotada con respecto a α, entonces por
el Principio de Acotación Uniforme (Teorema A.52), existe ȳ ∈ Y tal que

‖Rαȳ‖ → ∞ cuando α→ 0+. (1.36)

Observar que, puesto que Rαy → T †y cuando α → 0+ para todo y ∈ D(T †) y T †

no esta definido en Y \ D(T †), no es de esperar que Rα permanezca acotado en dicho
conjunto cuando α→ 0+. En efecto, el siguiente resultado afirma que (1.36) es cierto
para y ∈ Y \ D(T †).

Proposición 1.21. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {Rα}α∈I una regu-
larización lineal para T †, y ∈ Y.

(i) Si y ∈ D(T †) entonces

Rαy → T †y cuando α→ 0+. (1.37)

(ii) Si y /∈ D(T †) y
sup
α∈I
‖TRα‖ <∞ (1.38)

entonces
‖Rαy‖ → +∞ cuando α→ 0+. (1.39)

Los límites en (1.37) y (1.39) deben entenderse en el sentido de la Observación
1.19.

Demostración. Ver [18], Proposición 3.6.

A continuación enunciaremos una propiedad importante de las REPs “a-priori”.
Para ello observar ahora que, en virtud de la Proposición 1.18, si {Rα}α∈I ⊂ L(Y,X )
satisface (1.34) entonces, para cada y ∈ D(T †), existe una REP “a-priori” α̂ tal que
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es un MRLC para Tx = y, y por lo tanto, para el llamado error de

regularización, se tiene que
∥
∥Rα̂(δ)y − T †y

∥
∥ α→0+→ 0. Para el error total, que es aquel que

surge de comparar la solución regularizada Rα̂(δ)y
δ y la MSA T †y, i.e.

∥
∥Rα̂(δ)y

δ − T †y
∥
∥,

se tiene la siguiente estimación para todo yδ ∈ Y con
∥
∥y − yδ

∥
∥ ≤ δ:

∥
∥Rα̂(δ)y

δ − T †y
∥
∥ ≤

∥
∥Rα̂(δ)y − T †y

∥
∥+

∥
∥Rα̂(δ)y

δ −Rα̂(δ)y
∥
∥

≤
∥
∥Rα̂(δ)y − T †y

∥
∥+ δ

∥
∥Rα̂(δ)

∥
∥ . (1.40)

Por lo tanto, cuando el nivel de ruido tiende a cero (i.e., δ → 0+), el error total tiende
a cero cuando ambos términos en (1.40) tienden a cero. La siguiente proposición
caracteriza las REPs “a-priori” para las cuales el error total tiende a cero en el sentido
que esto sucede si y sólo si ambos términos en (1.40) tienden a cero.
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Proposición 1.22. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y {Rα}α∈I una regu-
larización lineal para T †. Para cada y ∈ D(T †), sea α̂ : R+ → R+ una REP “a-priori”.
Entonces

(
{Rα}α∈I , α̂

)
es un MRLC si y sólo si

lim
δ→0+

α̂(δ) = 0 y lim
δ→0+

δ
∥
∥Rα̂(δ)

∥
∥ = 0.

Demostración. Ver [18], Proposición 3.7.

En la siguiente subsección daremos respuesta al segundo interrogante que nos
planteamos anteriormente, esto es, abordaremos el problema de la optimalidad de un
método de regularización.

1.2.2 Orden de optimalidad

Ya mencionamos que para hallar una solución aproximada estable del problema (1.7),
cuando sólo se disponen de datos con ruido yδ ∈ Y con

∥
∥yδ − y

∥
∥ ≤ δ, debe utilizarse

algún método de regularización con el fin de obtener soluciones estables, xδα = Rαy
δ,

con la propiedad que xδα → x†
.
= T †y cuando el nivel de ruido δ → 0+. En conse-

cuencia, es importante estudiar el orden de convergencia del método de regularización
(
{Rα}α∈I , α̂

)
, es decir, con que velocidad

∥
∥
∥xδα̂(δ,yδ) − x†

∥
∥
∥→ 0 cuando δ → 0+, (1.41)

siendo xδα̂(δ,yδ)
.
= Rα̂(δ,yδ)y

δ, y también con que velocidad

∥
∥xα − x†

∥
∥→ 0 cuando α→ 0+, (1.42)

siendo xα
.
= Rαy, pues una estrategia de regularización se basa en el dato desconocido

y.

A continuación definiremos tres tipos de errores.

Definición 1.23. Dado el MRC
(
{Rα}α∈I , α̂

)
y xα̂(δ,yδ), x

δ
α̂(δ,yδ)

como se definieron
previamente. Llamaremos error de regularización o error de aproximación a
∥
∥xα̂(δ,yδ) − x†

∥
∥. Llamaremos error asociado al ruido a

∥
∥
∥xδα̂(δ,yδ) − xα̂(δ,yδ)

∥
∥
∥. Final-

mente, llamaremos error total a
∥
∥
∥xδα̂(δ,yδ) − x†

∥
∥
∥.

Observar que el error de aproximación es el error debido a la regularización, mientras
que el error asociado al ruido es debido a la propagación de error en los datos, mientras
que el error total tiene ambas contribuciones, y por lo tanto, está generado por la
regularización y por el ruido.

Observar además que el orden de convergencia en (1.41) depende de la REP α̂
mientras que el orden en (1.42) sólo depende de la familia {Rα}α∈I y del dato exacto
y. Sin embargo, ambos órdenes estan relacionados puesto que

∥
∥
∥xδα̂(δ,yδ) − x†

∥
∥
∥ ≤

∥
∥xα̂(δ,yδ) − x†

∥
∥+

∥
∥
∥xδα̂(δ,yδ) − xα̂(δ,yδ)

∥
∥
∥ , (1.43)
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lo que en términos de las definiciones recientemente introducidas asegura que el error
total esta acotado por la suma del error de regularización y del error asociado al ruido.

Luego, para todo y ∈ D(T †), podemos escribir la siguiente estimación para el error
total ∥

∥
∥xδα̂(δ,yδ) − x†

∥
∥
∥ ≤

∥
∥Rα̂(δ,yδ) − T †∥∥ ‖y‖+

∥
∥Rα̂(δ,yδ)

∥
∥ δ,

de donde, en virtud de la Proposición (1.22), se sigue que si α̂ fuese una REP “a-priori”

y Rα
α→0+→ T † en la norma de los operadores podría obtenerse una tasa de convergencia

uniforme para el error total para y en todo acotado contenido en D(T †). Sin embargo,
puesto que T † no es acotado (i.e., R(T ) no es cerrado), en virtud de la Proposición

(1.20) no es posible que Rα
α→0+→ T † en la norma de los operadores. En consecuencia

no es posible obtener una tasa de convergencia uniforme sobre compactos de D(T †).
Aunque este razonamiento es válido sólamente cuando α̂ es una REP “a-priori” lo
mismo vale para REPs arbitrarias como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 1.24. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), R(T ) no cerrado,
{Rα}α∈I una FOR para T † con Rα(0) = 0, α̂ = α̂(δ, yδ) una REP. Entonces no puede
haber una función f : R+ → R+ con lim

δ→0+
f(δ) = 0 tal que, para todo y ∈ D(T †) con

‖y‖ ≤ 1 y para todo δ > 0, verifique que

∥
∥Rα̂(δ,yδ)y

δ − T †y
∥
∥ ≤ lim

δ→0+
f(δ).

Demostración. Ver [18], Proposición 3.11.

En virtud de la composición del error total en términos del error de regularización y
del error debido al ruido (ver (1.43) ) y del análisis precedente se sigue que el parámetro
de regularización debe elegirse de manera apropiada para equilibrar ambos errores
manteniendo el error total tan pequeño como sea posible. Para un nivel de ruido δ fijo,
el error de regularización tiende a cero a medida que el parámetro de regularización
α tiende a cero mientras que el error debido al ruido se incrementa indefinidamente.
Por otro lado, para α fijo, si bien el error debido al ruido tiende a cero a medida que
δ tiende a cero, no pasa lo mismo con el error de regularización. Por consiguiente, es
posible concebir para cada y ∈ D(T †) y para cada nivel del ruido δ fijos la existencia
de un parámetro de regularización óptimo, αop (ver Figura 1.4) que minimice el error
total. Sin embargo, tal parámetro de regularización óptimo casi nunca puede calcularse
explícitamente pues en general depende de la información no disponible sobre el dato
exacto y, o equivalentemente sobre la solución exacta x† (tales como propiedades de
regularidad y/o de acotación).

A continuación procedemos a abordar sucíntamente cuestiones relacionadas con la
optimalidad de un método de regularización. No obstante ello, es oportuno señalar
que este tema no será encarado con mayor profundidad en este trabajo. A los efectos
de garantizar cierto órden de convergencia usualmente se realizan supuestos “a-priori”
sobre el grado de suavidad de x†. Para ello, restringiremos el conjunto al que pertenece
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Figura 1.4: Comportamiento de los errores.

dicha solución a ciertos subconjuntos de X llamados conjuntos fuente. De particular
interés resultan conjuntos fuente definidos en términos de potencias fraccionarias del
operador T ∗T . Así definimos

Xµ,ρ
.
= {x ∈ X / x = (T ∗T )µw, ‖w‖ ≤ ρ} , µ, ρ > 0 (1.44)

y
Xµ

.
=
⋃

ρ>0

Xµ,ρ = R ((T ∗T )µ) , µ > 0. (1.45)

Proposición 1.25. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), Xµ,ρ y Xµ los con-
juntos fuente definidos por (1.44) y (1.45), respectivamente. Entonces

(i) ∀µ > 0, Xµ ⊂ N (T )⊥,

(ii) ∀µ, ρ > 0, Xµ,ρ ⊂ N (T )⊥,

(iii) ∀µ1, µ2 > 0 : µ1 ≤ µ2, Xµ2
⊂ Xµ1

,

(iv) ∀µ > 0,∀ρ1, ρ2 > 0 : ρ1 ≤ ρ2, Xµ,ρ1 ⊂ Xµ,ρ2.

Demostración.

(i) Sea µ > 0

x ∈ Xµ =⇒ x = (T ∗T )µw, w ∈ X (por (1.45) )

=⇒ 〈x, u〉 =
〈
T (T ∗T )µ−1w, Tu

〉
= 0 ∀u ∈ N (T )

=⇒ x ∈ N (T )⊥.

Por lo tanto, Xµ ⊂ N (T )⊥.
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(ii) Sean µ, ρ > 0

x ∈ Xµ,ρ =⇒ x ∈ Xµ (pues Xµ,ρ ⊂ Xµ por (1.45) )

=⇒ x ∈ N (T )⊥ (por (i) ).

Por lo tanto, Xµ,ρ ⊂ N (T )⊥.

(iii) Sean µ1, µ2 > 0 tal que µ1 ≤ µ2

x ∈ Xµ2
=⇒ x = (T ∗T )µ2w, w ∈ X (por (1.45) )

=⇒ x = (T ∗T )µ1(T ∗T )µ2−µ1w, w ∈ X
=⇒ x = (T ∗T )µ1w̃, w̃ ∈ X (pues µ2 − µ1 > 0)

=⇒ x ∈ Xµ1
(por (1.45) ).

Por lo tanto, Xµ2
⊂ Xµ1

.

(iv) Sean µ > 0 y ρ1, ρ2 > 0 tal que ρ1 ≤ ρ2

x ∈ Xµ,ρ1 =⇒ x = (T ∗T )µw, ‖w‖ ≤ ρ1 (por (1.45) )

=⇒ x = (T ∗T )µw, ‖w‖ ≤ ρ2 (pues ρ1 ≤ ρ2)

=⇒ x ∈ Xµ,ρ2.

Por lo tanto, Xµ,ρ1 ⊂ Xµ,ρ2.

Queda así demostrada la proposición.

Se dice que un elemento x ∈ X tiene una representación fuente12 (en términos
del operador T ∗T ) si existe µ > 0 tal que x ∈ Xµ y la condición x ∈ Xµ se denomina
condición fuente.

Como vimos anteriormente los operadores asociados a problemas mal condicionados
tienen la propiedad de atenuar ruidos o errores en componentes de alta frecuencia en
los datos. Es bastante intuitivo y razonable concebir a ese grado de atenuación como el
grado de molificación o suavidad que le induce el operador (e.g., un operador integral
de primer orden induce un grado de molificación igual a 1, un operador diferencial de
segundo orden induce un grado de molificación igual a 2, el operador asociado a la
transformada de Radón del Ejemplo 1.1 induce un grado de molificación igual a 1

2
. Por

esta razón condiciones fuente de la forma

x ∈ Xµ o x ∈ Xµ,ρ

cuantifican el grado de regularidad de x (en términos del grado de molificación del
correspondiente operador T ).

En el caso en que T = K sea un operador compacto el siguiente resultado permite
caracterizar los conjuntos fuente Xµ en términos de los valores singulares del operador.

12Una representación fuente general es de la forma x = f(T ∗T )w, donde f :
[

0, ‖T‖2
]

→ R

es continua, estrictamente creciente y f(0) = 0. La correspondiente representación fuente es x ∈
R(f(T ∗T )). La condición x ∈ Xµ corresponde al caso particular f(t) = tµ para t > 0.
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Proposición 1.26. Sean X ,Y espacios de Hilbert y K ∈ L(X ,Y) un operador com-
pacto con sistema singular (σn; vn, un)n∈J . Entonces, para µ > 0, se tiene que

K†y ∈ Xµ ⇐⇒
∑

n∈J

1

σ2+4µ
n

|〈y, un〉|2 <∞. (1.46)

Demostración.

K†y ∈ Xµ ⇐⇒ ∃w ∈ X : K†y = (K∗K)µw (por (1.45) )

⇐⇒ ∃w ∈ X :
∑

n∈J

1

σn
〈y, un〉 vn =

∑

n∈J
σ2µ
n 〈w, vn〉 vn (por (1.30) y (B.4) )

⇐⇒ {〈w, vn〉}n∈J ∈ ℓ2 y
1

σn
〈y, un〉 = σ2µ

n 〈w, vn〉 ∀n ∈ J

⇐⇒ w =
∑

n∈J

1

σ1+2µ
n

〈y, un〉 vn ∈ X

⇐⇒
{

1

σ1+2µ
n

〈y, un〉
}

n∈J
∈ ℓ2

⇐⇒
∑

n∈J

1

σ2+4µ
n

|〈y, un〉|2 <∞.

Queda entonces demostrado (1.46).

La condición
∑

n∈J
1

σ2+4µ
n

|〈y, un〉|2 < ∞ impone una restricción sobre la velocidad de

decaimiento de los coeficientes de Fourier 〈y, un〉 de y, la cual, obviamente, se torna más
severa a medida que µ se incrementa. Notar que en el caso límite µ = 0 tal condición
reconstruye el Criterio de Picard (Teorema 1.14) en concordancia con el hecho que
X0 = R ((T ∗T )0) = R (I) = X .
En lo que resta de esta subsección formalizaremos el concepto de optimalidad de un

método de regularización, y analizaremos de que manera se pueden construir métodos
de regularización que posean órdenes de convergencia óptimos.

Definición 1.27. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), R : Y → X un operador
(no necesariamente lineal). Se define el peor error asociado a R bajo la información
que

∥
∥yδ − y

∥
∥ ≤ δ y el supuesto “a-priori” que x† ∈ Xµ,ρ como

∆(δ,Xµ,ρ, R)
.
= sup

{∥
∥Ryδ − x

∥
∥ / x ∈ Xµ,ρ, y

δ ∈ Y,
∥
∥Tx− yδ

∥
∥ ≤ δ

}
. (1.47)

El siguiente resultado proporciona una cota inferior para el peor error asociado a
cualquier operador R, en consecuencia, también una cota inferior para la velocidad de
convergencia de cualquier método de regularización.

Proposición 1.28. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), δ > 0, R : Y → X
un operador tal que R(0) = 0, y definamos

Ω(δ,Xµ,ρ)
.
= sup {‖x‖ / x ∈ Xµ,ρ, ‖Tx‖ ≤ δ} . (1.48)

Entonces
∆(δ,Xµ,ρ, R) ≥ Ω(δ,Xµ,ρ). (1.49)
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Demostración. Ver [18], Proposición 3.10.

En virtud de la Proposición 1.28 resulta de particular interés tratar de estimar la
cota (1.48). Un resultado en esta dirección lo provee la siguiente proposición.

Proposición 1.29. Sean µ, ρ, δ > 0, Xµ,ρ y Ω(δ,Xµ,ρ) definidos como en (1.44) y
(1.48), respectivamente. Entonces

Ω(δ,Xµ,ρ) ≤ δ
2µ

2µ+1ρ
1

2µ+1 . (1.50)

Demostración. Ver [18]. Proposición 3.14.

La estimación (1.50) es óptima como lo muestra el siguiente resultado.

Proposición 1.30. Sean X ,Y espacios de Hilbert y K ∈ L(X ,Y) un operador com-
pacto tal que R(K) no es cerrado. Entonces, para todo µ, ρ > 0, existe una sucesión
{δn}n∈N ⊂ R+ tal que δn → 0+ cuando n→∞ y

Ω(δn,Xµ,ρ) = δ
2µ

2µ+1
n ρ

1
2µ+1 . (1.51)

Demostración. Ver [18], Proposición 3.15.

De las Proposiciones 1.28, 1.29 y 1.30 concluinos que, si R(T ) no es cerrado, ningún
método de regularización para (1.7) puede proveer soluciones regularizadas que con-
verjan a x† más rápido que δ

2µ
2µ+1ρ

1
2µ+1 cuando δ → 0+ bajo el supuesto “a-priori”

x† ∈ Xµ,ρ; o bien, si sólo nos interesa el orden, no más rápido que O(δ
2µ

2µ+1 ) bajo el
supuesto “a-priori” x† ∈ Xµ. Es decir, de todos los órdenes de la forma O(δs), el mejor
posible se obtiene con s .

= 2µ
2µ+1

. Notese que, aún en el mejor caso posible, siempre hay
pérdida intrínseca de información pues 2µ

2µ+1
< 1.

Dentro de una clase R de operadores, es razonable llamar “operador óptimo” a
aquel operador Rop que satisfaga

∆(δ,Xµ,ρ, Rop) = inf
R∈R

∆(δ,Xµ,ρ, R).

Sin embargo, esta noción de optimalidad resulta demasiado restrictiva. Por ello, y
a la luz de las consideraciones anteriormente efectuadas, se presentan a continuación
cuatro definiciones de optimalidad las que resultan más apropiadas para el estudio de
órdenes de convergencia en el presente contexto y serán analizadas en los capítulos
subsiguientes.

Definición 1.31. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) tal que R(T ) no es
cerrado, µ > 0, ρ > 0, y ∈ T (Xµ,ρ) y

(
{Rα}α∈I , α̂

)
un método de regularización para

(1.7). Diremos que:

(i)
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es óptimo en Xµ,ρ si

∆(δ,Xµ,ρ, Rα̂) = δ
2µ

2µ+1ρ
1

2µ+1 , ∀δ > 0; (1.52)
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(ii)
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es óptimo en Xµ si es óptimo en Xµ,ρ, ∀ρ > 0;

(iii)
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es de orden óptimo en Xµ,ρ si existe c ≥ 1 tal que

∆(δ,Xµ,ρ, Rα̂) ≤ c δ
2µ

2µ+1ρ
1

2µ+1 , ∀δ > 0; (1.53)

(iv)
(
{Rα}α∈I , α̂

)
es de orden óptimo en Xµ si es de orden óptimo en Xµ,ρ, ∀ρ > 0.

Es claro que (1.53) es equivalente a ∆(δ,Xµ,ρ, Rα̂) = O(δ
2µ

2µ+1 ) cuando δ → 0+.

Observemos que a medida que µ crece los conjuntos fuente Xµ decrecen (esto es, si
µ1 < µ2 entonces Xµ2

⊂ Xµ1
) y los correspondientes órdenes óptimos de la definición

anterior mejoran (pues si µ1 < µ2 entonces
2µ1

2µ1+1
< 2µ2

2µ2+1
).

También es oportuno señalar que si un método es de orden óptimo en un cierto
conjunto fuente Xµ̄ entonces en principio no es claro que esto implique que deba ser
óptimo sobre otros conjuntos fuente Xµ, ni siquiera que deba ser convergente para todo
y ∈ R(T ). Sin embargo, el siguiente resultado debido a Plato ([56]) muestra que,
bajo hipótesis bastante débiles, un método de regularización de órden óptimo en Xµ̄

es también óptimo en Xµ para µ ≤ µ̄ y convergente para todo y ∈ R(T ). Sólamente
se requiere del método de regularización que su correspondiente REP dependa de yδ

y de una cota para el nivel de ruido ligeramente mayor que δ. Más precisamente,
supongamos que {Rα}α∈I es una regularización para T † y que α̂ es una REP. Definimos
una nueva REP α̂τ como

α̂τ (δ, y
δ) = α̂(τδ, yδ), (1.54)

donde τ es una constante mayor que 1. El resultado de Plato es el siguiente.

Teorema 1.32. Si, para todo τ > τ 0 ≥ 1, el método de regularización
(
{Rα}α∈I , α̂τ

)

es de orden óptimo en Xµ̄,ρ para algún µ̄ > 0 y para todo ρ > 0, entonces el método de
regularización

(
{Rα}α∈I , α̂τ

)
con τ > τ 0 ≥ 1 es convergente para y ∈ R(T ) y de orden

óptimo en Xµ,ρ para todos µ, ρ tales que 0 < µ ≤ µ̄ y ρ > 0.

Demostración. Ver [56] y [18, Proposición 3.18].

En el capítulo siguiente veremos que las hipótesis del Teorema 1.32 se satisfacen
para la mayoria de las REPs. También construiremos métodos de regularización que
serán de orden óptimo en Xµ,ρ o en Xµ, primero para REPs “a-priori” (Sección 2.2) y
luego para REPs “a-posteriori” (Sección 2.5).
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Capítulo 2

Métodos espectrales de

regularización

En éste capítulo estudiaremos en detalle una amplia variedad de métodos lineales de
regularización. La construcción de tales métodos estará basada en la Teoría Espectral
para operadores lineales y autoadjuntos en espacios de Hilbert, a los que llamaremos
Métodos Espectrales o Continuos de Regularización. Presentaremos resultados de con-
vergencia, los conceptos de calificación y saturación, y algunos resultados recíprocos.
Además, construiremos métodos espectrales de regularización con REPs “a-priori” y
“a-posteriori”, que resultarán de orden óptimo en ciertos conjuntos fuente.

A los efectos de completitud y para una lectura más fluida de este trabajo hemos
incluido en el apéndice la mayoría de los conceptos y resultados básicos del Análisis
Funcional (Apéndice A) y de la Teoría Espectral y Cálculo Funcional (Apéndice B), en
el convencimiento que el lector muy probablemente ya esté familiarizado con la mayoría
de ellos.

2.1 Teoría general

A lo largo de este capítulo X e Y denotarán espacios de Hilbert y T un operador
lineal y acotado de X en Y. En el capítulo anterior definimos el concepto de mal
condicionamiento de un problema y señalamos que, desde el punto de vista práctico,
la causa más grave del mal condicionamiento es la violación del tercer postulado de
Hadamard. Además definimos los conceptos de mejor solución aproximada (MSA) e
inversa generalizada de Moore-Penrose de T , que notamos x† y T † respectivamente.
También vimos que el problema inverso

Tx = y (2.1)

admite una única MSA x† = T †y si y sólo si y ∈ D(T †) y vimos que si el problema
es mal condicionado (i.e. T † no acotado), la dependencia de la MSA con respecto
al dato y no es continua. Es esta falta de dependencia continua de los datos la que
genera problemas de inestabilidad cuando se aproxima la solución del problema por
métodos numéricos tradicionales. Como mencionamos anteriormente, los métodos de
regularización son las herramientas matemáticas que permiten aproximar la solución
del problema manteniendo la estabilidad del mismo.

31
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Con el objeto de proceder al estudio y construcción de métodos de regularización
generales para el problema (2.1) consideraremos una familia espectral asociada al
operador autoadjunto T ∗T ∈ L(X ), que de ahora en más denotaremos con {Eλ}λ∈R
(Definición B.1), y denotaremos con M0 al conjunto de funciones reales con valores
reales medibles con respecto a la medida d ‖Eλx‖2 para todo x ∈ X .
Supongamos que el operador T ∗T es inversible con inversa continua (o sea,

∃ (T ∗T )−1 ∈ L(X ) ), de modo que 0 /∈ σ(T ∗T ). Como la función f(λ)
.
= 1

λ
∈ M0

entonces, por la Definición B.8, el operador (T ∗T )−1 tiene la siguiente representación

(T ∗T )−1x =

∫ +∞

−∞

1

λ
dEλx, ∀x ∈ X . (2.2)

Como se mencionó en el Capítulo 1, si y ∈ D(T †) cualquier SCM de Tx = y, y en
particular la MSA x† = T †y, es solución de la ecuación normal (1.10) y en consecuencia,
T ∗Tx† = T ∗y. Como T ∗T es inversible se tiene que

x† = (T ∗T )−1T ∗y (2.3)

y por (2.2) x† puede escribirse como

x† =

∫ +∞

−∞

1

λ
dEλT

∗y. (2.4)

Ahora, si además el problema (2.1) es mal condicionado (i.e. R(T ) no es cerrado
y en consecuencia T † no es acotado) entonces la integral en (2.4) no existe pues en tal
caso 0 ∈ σ(T ∗T ) y el integrando 1

λ
tiene un polo en 0.

La idea básica para la construcción de los métodos espectrales de regularización
consiste en reemplazar el integrando no acotado 1

λ
en (2.3) por una familia paramétrica

{gα(λ)}α∈(0,α0)
de funciones continuas por tramos1 (con respecto a λ) sobre un intervalo

que contenga al espectro σ(T ∗T ) y tal que aproximen a 1
λ
cuando α → 0+. Luego se

define

xα
.
=

∫ +∞

−∞
gα(λ) dEλT

∗y, (2.5)

y, puesto que las funciones continuas por tramos gα ∈M0 se tiene (Definición B.8) que

xα = gα(T
∗T )T ∗y. (2.6)

Los correspondientes operadores de regularización Rα se definen entonces como

Rα
.
=

∫ +∞

−∞
gα(λ) dEλT

∗ = gα(T
∗T )T ∗. (2.7)

Observar que el operador gα(T ∗T ) es lineal (ver Observación B.9) y acotado pues gα
es acotada). Entonces, el operador Rα resulta lineal y acotado, y en consecuencia,
{Rα}α∈(0,α0)

es una familia de operadores lineales y continuos.

1Una función se dice continua por tramos o seccionalmente continua en [a, b] si está definida y es
continua en todos los puntos de (a, b), excepto quizas en una cantidad finita de puntos en los que tiene
límites laterales finitos.
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Para datos con ruido yδ ∈ Y tal que
∥
∥yδ − y

∥
∥ ≤ δ, las soluciones regularizadas

xδα = Rαy
δ pueden ser representadas y calculadas de manera estable como

xδα
.
=

∫ +∞

−∞
gα(λ) dEλT

∗yδ = gα(T
∗T )T ∗yδ. (2.8)

Definiendo rα(λ) (para todos α y λ para los cuales gα(λ) está definida) como

rα(λ)
.
= 1− λ gα(λ), (2.9)

se tiene que rα(λ) es continua por tramos con respecto a λ y

rα(0) = 1. (2.10)

Entonces, para la diferencia entre (2.4) y (2.5) se tiene la siguiente representación:

x† − xα = x† − gα(T
∗T )T ∗y (por (2.6) )

= (I − gα(T
∗T )T ∗T )x† (por Teorema 1.7 (iii) pues y ∈ D(T †) )

=

∫ +∞

−∞
(1− λ gα(λ)) dEλx

† (por (B.4) )

=

∫ +∞

−∞
rα(λ) dEλx

† (por (2.9) )

= rα(T
∗T )x† (por (B.4) ). (2.11)

En consecuencia (ver (B.6) ) se obtiene la siguiente representación para el error de
regularización

∥
∥xα − x†

∥
∥
2
=

∫ +∞

−∞
r2α(λ) d

∥
∥Eλx

†∥∥2 . (2.12)

Diferentes elecciones concretas de la familia {gα}α∈(0,α0)
resultan en diferentes méto-

dos espectrales de regularización. Anticipándonos en este punto, la siguiente tabla
muestra las funciones gα y rα para algunos de los métodos espectrales de regularización
más usuales, los que se estudiarán en detalle más adelante:

Método

de

Showalter

gα(λ) =

{

1−e−
λ
α

λ
, λ > 0

1
α
, λ = 0

rα(λ) = e−
λ
α , λ ≥ 0

Descomposición

en Valores

Singulares Truncada

gα(λ) =

{
1
λ
, λ ≥ α

0, λ < α
rα(λ) =

{
0, λ ≥ α
1, λ < α

Método

de

Tikhonov-Phillips

gα(λ) = 1
λ+α

, λ ≥ 0 rα(λ) = α
λ+α

, λ ≥ 0

Tabla 2.1: Algunos métodos espectrales de regularización.
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En la Sección 2.2 trataremos los métodos de Showalter y de Descomposición en
Valores Singulares Truncada mientras que en el Capítulo 3 nos focalizaremos en el
método de Tikhonov- Phillips.

Queremos estudiar bajo que condiciones la familia de operadores lineales y con-
tinuos {Rα}α∈(0,α0)

, con Rα definido como en (2.7), es una regularización para T †.
Para ello es necesario que las soluciones regularizadas Rαy = gα(T

∗T )T ∗y converjan a
x† = T †y cuando α→ 0+, para las cuales las funciones gα deben elegirse adecuadamente
(claramente será suficiente definir gα(λ) para λ ∈

[
0, ‖T‖2

]
ya que

[
0, ‖T‖2

]
⊃ σ(T ∗T )

y Eλ es “constante” fuera de ese intervalo.

El siguiente resultado provee condiciones suficientes sobre la familia {gα}α∈(0,α0)
que

garantizan que la correspondiente familia de operadores {Rα}α∈(0,α0)
es una regula-

rización para T †.

Teorema 2.1. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), 0 < α0 ≤ ∞ y {gα}α∈(0,α0)

una familia de funciones que satisface las siguientes hipótesis:

(H1) para cada α ∈ (0, α0), gα es continua por tramos en
[
0, ‖T‖2

]
y continua por

derecha en los puntos de discontinuidad;

(H2) existe una constante C > 0 (independiente de α) tal que |λgα(λ)| ≤ C para todo
λ ∈

[
0, ‖T‖2

]
y para todo α ∈ (0, α0);

(H3) para todo λ ∈
(
0, ‖T‖2

]
se tiene que lim

α→0+
gα(λ) = 1

λ
.

Entonces

(i) si y ∈ D(T †) se tiene que

lim
α→0+

gα(T
∗T )T ∗y = T †y; (2.13)

(ii) si y /∈ D(T †) se tiene que

lim
α→0+

‖gα(T ∗T )T ∗y‖ = +∞. (2.14)

Demostración.

(i) En primer lugar observemos que, dado que para cada α ∈ (0, α0) la función gα
esta definida (y es finita) en el intervalo

[
0, ‖T‖2

]
, en virtud de (H3) y (2.9), se

tiene que lim
α→0+

rα(λ) = 0 para λ ∈
(
0, ‖T‖2

]
. En consecuencia, por (2.10),

lim
α→0+

rα(λ) =

{
0, λ ∈

(
0, ‖T‖2

]

1, λ = 0.
(2.15)

Dado y ∈ D(T †), definamos xα
.
= gα(T

∗T )T ∗y. Queremos probar que
lim
α→0+

∥
∥xα − x†

∥
∥ = 0, donde x† = T †y. Sea {Eλ}λ∈R la familia espectral asociada

al operador T ∗T ∈ L(X ). En virtud de (2.12) se tiene que,

∥
∥xα − x†

∥
∥
2
=

∫ ‖T‖2+

0

r2α(λ) d
∥
∥Eλx

†∥∥2 . (2.16)



2.1. TEORÍA GENERAL 35

Como la familia {gα}α∈(0,α0)
satisface (H2), entonces la familia {rα}α∈(0,α0)

es uni-
formemente acotada. En efecto, para todo α ∈ (0, α0), se tiene que
|rα(λ)| ≤ 1 + |λgα(λ)| ≤ 1 + C ∀λ ∈

[
0, ‖T‖2

]
, siendo C la constante en (H2).

Entonces, para todo α ∈ (0, α0), el integrando en (2.16) está acotado por la cons-
tante (independiente de α) (1 + C)2, y por lo tanto, es integrable con respecto
a la medida d

∥
∥Eλx

†∥∥2. En consecuencia, por el Teorema de la Convergencia
Dominada,

lim
α→0+

∫ ‖T‖2+

0

r2α(λ) d
∥
∥Eλx

†∥∥2 =

∫ ‖T‖2+

0

lim
α→0+

r2α(λ) d
∥
∥Eλx

†∥∥2 . (2.17)

Ahora, en virtud de (2.15), la integral del lado derecho de (2.17) es igual al salto
de la función λ &→

∥
∥Eλx

†∥∥2 en λ = 0, es decir, es igual a

lim
λ→0+

(∥
∥Eλx

†∥∥2 −
∥
∥E0x

†∥∥2
)

= lim
λ→0+

(∥
∥(Eλ −E0) x

†∥∥2
)

(Eλ, E0 proy. ortog.)

=
∥
∥(E0+ −E0) x

†∥∥2 (por la continuidad de ‖·‖ )
=

∥
∥Px†

∥
∥
2

(con P .
= E0+ − E0)

= 0,

donde la última igualdad se sigue del hecho que P = E0+ − E0 es la proyección
ortogonal de X sobre N (T ∗T ) = N (T ) (ver Proposición B.12) y x† ∈ N (T )⊥.
Así, la integral del lado derecho de (2.17) es igual a 0 y por lo tanto, de (2.16),
se tiene que lim

α→0+

∥
∥xα − x†

∥
∥ = 0, como queríamos probar.

(ii) Supongamos ahora que y /∈ D(T †). Entonces, para todo α ∈ (0, α0) se sigue que

TRα = Tgα(T
∗T )T ∗ (por (2.7) )

= TT ∗gα(TT
∗) (por Proposición B.14 (ii) ). (2.18)

Denotando con {Fλ}λ∈R a la familia espectral asociada al operador TT ∗ ∈ L(Y),
se tiene entonces que, para todo z ∈ Y,

‖TRαz‖2 = ‖TT ∗gα(TT
∗)z‖2 (por (2.18) )

=

∫ ‖T‖2+

0

(λ gα(λ) )
2 d ‖Fλz‖2 (por (B.6) )

≤
∫ ‖T‖2+

0

C2 d ‖Fλz‖2 (por (H2) )

= C2 ‖z‖2 ,

y por lo tanto (ver Definición A.43)

‖TRα‖ ≤ C. (2.19)

Luego sup
α∈(0,α0)

‖TRα‖ ≤ C < ∞, de donde se sigue (en virtud de la Proposición

1.21) que lim
α→0+

‖xα‖ = lim
α→0+

‖Rαy‖ = +∞, como se quería probar.
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De (i) y (ii) se concluye la demostración del teorema.

Observar que (2.13) implica que la familia {Rα}α∈(0,α0)
, con Rα dado por (2.7), es

una regularización lineal para T † (ver Proposición 1.18).

Si {Rα}α∈(0,α0)
es una familia de operadores dados por (2.7), donde las funciones

gα satisfacen las hipótesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, entonces diremos que

{Rα}α∈(0,α0)
es una regularización espectral2 para T † y que

(

{Rα}α∈(0,α0)
, α̂
)

es

un método espectral de regularización (MER), siendo α̂ la REP de la Definición
1.15.

Observación 2.2. La utilización del operador T ∗T en el teorema anterior está fun-
damentada en el hecho que el operador T ∗T es autoadjunto y semidefinido positivo
(aunque T no lo sea) lo que permite usar todo el andamiaje teórico que provee la
Teoría Espectral para tales operadores.

Si el operador T es en si mismo autoadjunto y semidefinido positivo entonces todo el
desarrollo de este capítulo se puede realizar utilizando directamente la familia espectral
asociada al operador T (ver [57]).

El siguiente resultado provee una estimación para la influencia del ruido en las
soluciones regularizadas para métodos espectrales.

Teorema 2.3. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α∈(0,α0)
una familia

de funciones que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, xα y xδα
definidos como en (2.6) y (2.8), respectivamente. Para α ∈ (0, α0), sea

Gα
.
= sup

λ∈[0,‖T‖2]
|gα(λ)| = ‖gα(·)‖∞ . (2.20)

Entonces
∥
∥Txα − Txδα

∥
∥ ≤ Cδ (2.21)

y
∥
∥xα − xδα

∥
∥ ≤ δ

√

CGα, (2.22)

donde C es la constante en (H2).

Demostración. Sean α ∈ (0, α0), yδ ∈ Y tal que
∥
∥y − yδ

∥
∥ ≤ δ. Entonces

∥
∥Txα − Txδα

∥
∥ =

∥
∥Tgα(T

∗T )T ∗(y − yδ)
∥
∥ (por (2.6) y (2.8) )

=
∥
∥TT ∗gα(TT

∗)(y − yδ)
∥
∥ (por la Proposición B.14 (ii) )

≤ ‖TT ∗gα(TT
∗)‖ δ

≤ Cδ, (2.23)

donde la última desigualdad se sigue inmediatamente de (H2). Esto prueba (2.21).

2En virtud de que cada uno de sus elementos está definido en términos de una integral con respecto
a la familia espectral {Eλ}λ∈R asociada al operador T

∗T .
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Para probar (2.22), sea {Fλ}λ∈R la familia espectral asociada al operador TT ∗, se
tiene entonces que, para todo z ∈ Y,

‖gα(TT ∗)z‖2 =

∫ ‖T‖2+

0

g2α(λ) d ‖Fλz‖2 (por (B.6) )

≤
∫ ‖T‖2+

0

G2
α d ‖Fλz‖2 (por (2.20) )

= G2
α ‖z‖2 ,

y por lo tanto (ver Definición A.43),

‖gα(TT ∗)‖ ≤ Gα. (2.24)

Ahora,

∥
∥xα − xδα

∥
∥
2

=
〈
xα − xδα, gα(T

∗T )T ∗(y − yδ)
〉

(por (2.6) y (2.8) )

=
〈
xα − xδα, T

∗gα(TT
∗)(y − yδ)

〉
(por Propos. B.14 (ii) )

=
〈
T
(
xα − xδα

)
, gα(TT

∗)(y − yδ)
〉

≤
∥
∥Txα − Txδα

∥
∥ ‖gα(TT ∗)‖

∥
∥y − yδ

∥
∥

≤ C δ2Gα (por (2.23) y (2.24) ),

de donde se sigue (2.22). Esto concluye la demostración del teorema.

El teorema anterior permite obtener la siguiente estimación para el error total de
un MER,

∥
∥xδα − x†

∥
∥ ≤

∥
∥xα − x†

∥
∥+

∥
∥xδα − xα

∥
∥

≤
∥
∥xα − x†

∥
∥+ δ

√

CGα, (2.25)

donde C y Gα son como en el Teorema 2.3. Mientras que el primer término en el lado
derecho de (2.25) tiende a cero para α → 0+ si y ∈ D(T †) (ver Teorema 2.1), para
δ > 0 fijo, el segundo término crece sin límite puesto que en virtud de (H2) se tiene
que

lim
α→0+

Gα = +∞. (2.26)

En consecuencia, la estimación para el error asociado al ruido en (2.22) resulta
inapropiada para α → 0+. No obstante ello, a menos que dimR(T ) < ∞ (en cuyo
caso (2.1) es bien condicionado), se puede probar (ver [26]) que la estimación en (2.22)
es óptima. Resulta claro entonces que es necesario diseñar estrategias que, para cada
nivel de ruido dado δ, permitan elegir de manera óptima (i.e. manteniendo el error
total tan pequeño como sea posible) el parámetro de regularización α, en función del
nivel del ruido δ. En lo que resta de esta sección y en la sección siguiente abordaremos
el problema de la existencia y diseño de tales estrategias. En esta dirección comen-
zamos con el siguiente teorema que proporciona una estimación para la velocidad de
convergencia del error de regularización, en términos de una estimación para la función
rα.
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Teorema 2.4. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α∈(0,α0)
una familia

de funciones que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, xα y rα
definidos como en (2.6) y (2.9), respectivamente, µ, ρ > 0, Xµ,ρ definido como en (1.44)
y ωµ : (0, α0)→ R+ una función tal que

λµ |rα(λ)| ≤ ωµ(α) ∀α ∈ (0, α0), ∀λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
. (2.27)

Si x† ∈ Xµ,ρ entonces
∥
∥xα − x†

∥
∥ ≤ ρωµ(α) (2.28)

y
∥
∥Txα − Tx†

∥
∥ ≤ ρ ωµ+ 1

2
(α). (2.29)

Demostración. Supongamos que x† ∈ Xµ,ρ. Entonces existe w ∈ X tal que
x† = (T ∗T )µw, con ‖w‖ ≤ ρ. Denotando con {Eλ}λ∈R a la familia espectral asociada
al operador T ∗T se tiene entonces que

∥
∥xα − x†

∥
∥
2

= ‖rα(T ∗T )(T ∗T )µw‖2 (por (2.11) )

=

∫ ‖T‖2+

0

(rα(λ)λ
µ)2 d ‖Eλw‖2 (por (B.6) )

≤
∫ ‖T‖2+

0

ω2
µ(α)
︸ ︷︷ ︸

indep. de λ

d ‖Eλw‖2 (por (2.27) )

= ω2
µ(α) ‖w‖2

≤ ρ2 ω2
µ(α) (pues ‖w‖ ≤ ρ),

lo cual prueba (2.28).

A continuación estimaremos el error
∥
∥Txα − Tx†

∥
∥. Para ello observar primero que,

para todo z ∈ X ,

‖Tz‖2 = 〈Tz, T z〉 = 〈T ∗Tz, z〉 =
〈

(T ∗T )
1
2z, (T ∗T )

1
2z
〉

=
∥
∥
∥(T ∗T )

1
2 z
∥
∥
∥

2

. (2.30)

Entonces,
∥
∥Txα − Tx†

∥
∥
2

= ‖Trα(T ∗T )(T ∗T )µw‖2 (por (2.11) )

=
∥
∥
∥(T ∗T )

1
2 rα(T

∗T )(T ∗T )µw
∥
∥
∥

2

(por (2.30) )

=

∫ ‖T‖2+

0

(

rα(λ)λ
µ+1

2

)2

d ‖Eλw‖2 (por (B.6) )

≤
∫ ‖T‖2+

0

ω2
µ+ 1

2
(α)

︸ ︷︷ ︸

indep. de λ

d ‖Eλw‖2 (por (2.27) )

= ω2
µ+ 1

2
(α) ‖w‖2

≤ ω2
µ+ 1

2
(α) ρ2 (pues ‖w‖ ≤ ρ),

lo cual prueba (2.29). Esto concluye la demostración del teorema.
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Observación 2.5. El Teorema 2.4 dice que si {gα}α∈(0,α0)
satisface (H1), (H2) y (H3)

entonces cualquier función ωµ(α) que satisfaga (2.27) puede utilizarse para obtener
una estimación del error de regularización (bajo la condición fuente x† ∈ Xµ,ρ) como en
(2.28). Es importante señalar aquí que siempre existe una función ωµ(α) que satisface
(2.27) pues la función ω∗

µ(α) definida para α ∈ (0, α0) por

ω∗
µ(α)

.
= sup

λ∈[0,‖T‖2]
λµ |rα(λ)| (2.31)

obviamente satisface (2.27). Más aún, ω∗
µ(α) es óptima en el sentido que si ω̃µ es

una función tal que para algún α̂ ∈ (0, α0) se verifica que ω∗
µ(α̂) > ω̃µ(α̂), entonces

ω̃µ no satisface (2.27) mientras que una función ω̃µ tal que ω∗
µ(α) < ω̃µ(α) para todo

α ∈ (0, α0) si satisface (2.27).

Observar además que puesto que, en virtud de (2.15), para todo λ ∈
(
0, ‖T‖2

]
se

tiene que lim
α→0+

λµ
︸︷︷︸

indep.de α

|rα(λ)| = 0, para funciones ωµ(α) que satisfagan (2.27) se ten-

drá en general que ωµ(α) → 0 cuando α → 0+, de lo cual , en virtud de (2.28), se
sigue precisamente la convergencia a cero del error de regularización cuando α → 0+.
Por otro lado, puesto que la condición fuente x† ∈ Xµ,ρ se vuelve más restrictiva a me-
dida que µ se incrementa, es razonable esperar que ωµ(α), como orden de convergencia
para el error de regularización, mejore a medida que µ se incremente. Así, a menudo
tendremos por ejemplo que ωµ(α) = c αµ.

Los teoremas precedentes nos han permitido obtener estimaciones para el error de
regularización. En virtud de (2.25) y de la Observación 2.5, y a los fines de cons-
truir MERs será necesario diseñar REPs para estimar el parámetro de regularización.
Recordemos (Definición 1.15) que un método de regularización consiste de una familia
de operadores de regularización {Rα}α∈(0,α0)

y una REP α̂. Existen dos tipos de REPs,
según estas dependan o no explícitamente de yδ. En la siguiente sección analizaremos
las propiedades y construcción de REPs óptimas “a-priori”.

2.2 Reglas de elección de parámetro “a-priori”

En esta sección abordaremos el estudio de REPs que no dependen explícitamente de
yδ (i.e. sólo dependerán del nivel de ruido δ). Nos referiremos a las tales como reglas
“a-priori”. De particular interés en esta sección será el análisis y construcción de
reglas que resultan en MERs de orden óptimo en Xµ,ρ (µ, ρ > 0 fijos), bajo el supuesto
x† ∈ Xµ,ρ. El siguiente teorema provee precisamente un resultado en este sentido para
el caso particular de MERs dados por familias {gα}α∈(0,α0)

que satisfagan (2.27) con
ωµ(α) = O(αµ).

Teorema 2.6. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α∈(0,α0)
una familia

de funciones que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, Rα definido
como en (2.7), µ, ρ > 0, Xµ,ρ definido como en (1.44), rα y ωµ como en el Teorema
2.4 y supongamos que

ωµ(α)
.
= c αµ, (2.32)
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para alguna constante c (que puede depender de µ), c > 0 y que Gα, definida como en
(2.20), satisface

Gα = O
(

1

α

)

para α→ 0+. (2.33)

Entonces, si α̂(δ) satisface

α̂(δ) ∼
(
δ

ρ

) 2
2µ+1

para δ → 0+, (2.34)

el método de regularización
(

{Rα}α∈(0,α0)
, α̂
)

es de orden óptimo en Xµ,ρ.

Demostración. Supongamos que x† ∈ Xµ,ρ. Para probar que
(

{Rα}α∈(0,α0)
, α̂
)

es

de orden óptimo en Xµ,ρ (ver Definición 1.31) debemos acotar apropiadamente el peor
error de Rα̂

∆(δ,Xµ,ρ, Rα̂)
.
= sup

x†∈Xµ,ρ

yδ∈Bδ(Tx†)

∥
∥Rα̂(δ)y

δ − x†
∥
∥ = sup

x†∈Xµ,ρ

yδ∈Bδ(Tx†)

∥
∥xδα̂(δ) − x†

∥
∥ ,

donde xδα̂(δ)
.
= Rα̂(δ)y

δ.
Por (2.33) tenemos que existen constantes c1, α∗ > 0, con α∗ < α0, tales que

Gα ≤
c1
α

∀α ∈ (0, α∗). (2.35)

Por otro lado, puesto que α̂(δ) satisface (2.34), existen constantes k1, k2, δ
∗ > 0

tales que

k1

(
δ

ρ

) 2
2µ+1

≤ α̂(δ) ≤ k2

(
δ

ρ

) 2
2µ+1

∀δ ∈ (0, δ∗). (2.36)

Luego, como se satisfacen las hipótesis de los Teoremas 2.3 y 2.4, para todo δ suficien-
temente pequeño, más precisamente ∀δ ∈ (0, d) con d = min (δ∗, sup {δ : α̂(δ) < α∗}),
se tiene que

∥
∥xδα̂(δ) − x†

∥
∥ ≤

∥
∥xα̂(δ) − x†

∥
∥+ δ

√
C Gα̂(δ) (por Teor. 2.3 y (2.25) )

≤ ρ ωµ( α̂(δ) ) + δ
√
C Gα̂(δ) (por Teor. 2.4 y (2.28) )

≤ ρ c ( α̂(δ) )µ + δ

√

C c1
α̂(δ)

(por (2.32) y (2.35) )

≤ ρ c k µ
2

(
δ

ρ

) 2µ
2µ+1

+ δ

√

C c1
k1

(ρ

δ

) 1
2µ+1

(por (2.36) )

=

(

c k µ
2 +

√

C c1
k1

)

δ
2µ

2µ+1ρ
1

2µ+1

= c2 δ
2µ

2µ+1ρ
1

2µ+1 (2.37)

donde c2
.
= c k µ

2 +
√

C c1
k1

> 0. Por lo tanto, sup
x†∈Xµ,ρ

yδ∈Bδ(Tx†)

∥
∥
∥xδα̂(δ) − x†

∥
∥
∥ ≤ c2 δ

2µ
2µ+1ρ

1
2µ+1 .

Luego, el método
(

{Rα}α∈(0,α0)
, α̂
)

es de orden óptimo en Xµ,ρ, como queríamos pro-
bar.
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Observación 2.7. Si ρ es desconocido, como sucede a menudo, entonces una REP α̂(δ)
tal que α̂(δ) ∼ δ

2
2µ+1 resultaría en un error total que al menos será óptimo con respecto

a la potencia de δ, es decir
∥
∥
∥xδα̂(δ) − x†

∥
∥
∥ = O

(

δ
2µ

2µ+1

)

cuando δ → 0+. Entonces, el

método de regularización
(

{Rα}α∈(0,α0)
, α̂
)

será de orden óptimo en Xµ.

Concluimos la sección con dos ejemplos clásicos de MERs. En cada uno ellos, a
partir de la regularización obtenida mediante la familia {gα}α∈(0,α0)

y utilizando varios
teoremas anteriores, obtendremos estimaciones para el error de regularización, para el
error asociado al ruido y construiremos REPs “a-priori” que resultarán en MERs de
orden óptimo en Xµ,ρ, bajo la condición fuente x† ∈ Xµ,ρ, para µ, ρ > 0.

Ejemplo 2.8. M�́���� �� S��,����� � R�&	�������́� A����́���
Dados T ∈ L(X ,Y), δ > 0, yδ ∈ Y, consideremos el problema de valores iniciales

(PVI) en X :
{
u

′

δ(t) + T ∗T uδ(t) = T ∗yδ, t ≥ 0
uδ(0) = 0.

(2.38)

Utilizando teoría de semigrupos ([54], § 4.2, corolarios 2.2 y 2.5) se puede probar
fácilmente que el PVI (2.38) tiene una única solución uδ ∈ C1 ([0,∞) ,X ) dada por

uδ(t) =

∫ t

0

S(t− τ)T ∗yδ dτ =

∫ t

0

S(τ )T ∗yδ dτ , (2.39)

donde S(t) es el semigrupo fuertemente continuo de contracciones generado por el
operador disipativo A = −T ∗T (Teorema de Lumer-Phillips, [54], § 1.4, Teorema 4.3),
S(t) = e−t T ∗T .

Podemos utilizar también Teoría Espectral para obtener otra representación de la
solución uδ del PVI (2.38). Para esto, sean {Eλ}λ∈R la familia espectral asociada al
operador T ∗T y γ(t, λ) la función definida para (t, λ) ∈ R×R+

0 como

γ(t, λ)
.
=

{
1−e−λt

λ
, λ > 0

t, λ = 0.
(2.40)

Probaremos que

uδ(t) =

∫ ‖T‖2+

0

γ(t, λ) dEλT
∗yδ = γ(t, T ∗T )T ∗yδ (por (B.4) ) (2.41)

es solución del PVI (2.38). En efecto, para todo λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
,

γ(t, λ) =

∫ t

0

e−λs ds (2.42)

y por lo tanto
dγ(t, λ)

dt
= e−λt. (2.43)
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Luego, para todo t > 0 se tiene que

u
′

δ(t) + T ∗T uδ(t) =
d

dt
γ(t, T ∗T )T ∗yδ + T ∗T γ(t, T ∗T )T ∗yδ (por (2.41) )

=
(
e−t T ∗T + T ∗T γ(t, T ∗T )

)
T ∗yδ (por (2.43) y Teor.Conv.Dom.)

=

∫ ‖T‖2+

0

(
e−λt + λγ(t, λ)

)
dEλT

∗yδ (por (B.4) )

=

∫ ‖T‖2+

0

dEλT
∗yδ (por (2.40) )

= T ∗yδ.

Además, uδ(0) =
∫ ‖T‖2+
0

γ(0, λ) dEλT
∗yδ = 0 ya que, por (2.40), γ(0, λ) = 0 para todo

λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
. Así, (2.41) es efectivamente la solución del PVI (2.38).

El método de Showalter consiste en definir soluciones regularizadas de (2.1) uti-
lizando la solución uδ del PVI (2.38), mediante

xδα
.
= uδ

(
1
α

)
. (2.44)

En el caso de dato exacto y omitimos δ y escribimos u y xα en lugar de uδ y xδα,
respectivamente.
En virtud de (2.44) y (2.41) se observa inmediatamente que el método de Showalter

es un MER asociado a la familia de funciones {gα}α∈(0,α0)
definidas por

gα(λ)
.
= γ

(
1
α
, λ
)
=

{

1−e−
λ
α

λ
, 0 < λ ≤ ‖T‖2 ,

1
α
, λ = 0.

(2.45)

A continuación probaremos que la familia {gα}α∈(0,α0)
satisface las hipótesis (H1),

(H2) y (H3) del Teorema 2.1, con C = 1:

(H1) Para cada α ∈ (0, α0), es claro que gα(·) es continua en
(
0, ‖T‖2

]
. Además,

lim
λ→0+

gα(λ) = lim
λ→0+

1−e−
λ
α

λ
= lim

λ→0+

1
α
e−

λ
α = 1

α
= gα(0). En consecuencia, gα(·) es

continua en
[
0, ‖T‖2

]
y por lo tanto, continua por tramos.

(H2) Para esta hipótesis notar que |λ gα(λ)| =
∣
∣
∣1− e−

λ
α

∣
∣
∣ < 1

.
= C para todos

α ∈ (0, α0) y λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
.

(H3) Por definición de gα se tiene que lim
α→0+

gα(λ) = lim
α→0+

1−e−
λ
α

λ
= 1

λ
para todo

λ ∈
(
0, ‖T‖2

]
.

Del Teorema 2.1 se sigue entonces que, para y ∈ D(T †), xα converje a T †y cuando
α→ 0+.

Por otro lado, para α ∈ (0, α0) y λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
, se tiene que gα(λ) =

∫ 1/α

0
e−λs ds.

Así, |gα(λ)| ≤
∫ 1/α

0

∣
∣e−λs

∣
∣

︸ ︷︷ ︸

≤1

ds ≤ 1
α
implica que Gα ≤ 1

α
. Además, 1

α
= gα(0) ≤ Gα.
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Entonces se satisfacen las hipótesis del Teorema 2.3 con Gα = 1
α
y por lo tanto

∥
∥Txα − Txδα

∥
∥ ≤ δ y

∥
∥xα − xδα

∥
∥ ≤ δ√

α
.

Trataremos ahora de encontrar una función ωµ(α) que satisfaga (2.27) a los efectos
de utilizar el Teorema 2.4 para obtener estimaciones apropiadas para el error de re-
gularización como en (2.28), bajo la condición fuente x† ∈ Xµ,ρ. Para ello definamos,
para α ∈ (0, α0) y λ ∈

[
0, ‖T‖2

]
, la función hµ(λ)

.
= λµrα(λ) = λµe−

λ
α . Dado que

h
′

µ(λ) = λµ−1e−
λ
α (µ− λ

α
), la función hµ tiene un punto crítico en λ = µα y como

h
′′

µ(λ) = λµ−1 e−
λ
α

[
1

α2
(λ− µα) + µ2

(
1

λ
− 1

µα

)

− 1

α

]

se tiene que h
′′

µ(αµ) = (αµ)µ−1 e−µ
(
− 1

α

)
< 0. Luego hµ alcanza su máximo en λ = µα,

y en consecuencia

0 ≤ hµ(λ) ≤ hµ(µα) = µµ e−µ αµ .
= ωµ(α).

Entonces se satisface (2.27) con ωµ(α) =
(
µ
e

)µ
αµ para todo µ > 0. Luego, por el

Teorema 2.4, bajo el supuesto que x† ∈ Xµ,ρ se tiene que
∥
∥xα − x†

∥
∥ ≤ ρ

(
µ
e

)µ
αµ y

∥
∥Txα − Tx†

∥
∥ ≤ ρ

(
2µ+1
2 e

)2µ+1
2 αµ. Observar además que, en virtud del Teorema 2.6 con

ωµ(α) = c αµ y c =
(
µ
e

)µ
, se tiene que si α̂(δ) es una REP tal que α̂(δ) ∼

(
δ
ρ

) 2
2µ+1

para

δ → 0+ entonces el método de Showalter con tal REP, es decir ({gα(T ∗T )T ∗} , α̂), es
de órden óptimo en Xµ,ρ para todo µ, ρ > 0.

Por otro lado, como se satisfacen las hipótesis del Teorema 2.1 y por (2.44) para
dato exacto, se tiene que lim

α→0+
xα = lim

t→∞
u(t) = T †y si y ∈ D(T †) mientras que

lim
α→0+

‖xα‖ = lim
t→∞

‖u(t)‖ = +∞ si y /∈ D(T †). Notemos que, si R(T ) no es cer-

rado (i.e. el problema inverso es mal condicionado), la solución del PVI (2.38) depende
de manera continua de yδ para cada t > 0 fijo, pero no su límite cuando t→∞, pues
T † no es acotado.

En relación al límite que define al operador T † resulta oportuno y muy interesante
observar que para y ∈ D(T †), si u(t) es la solución del PVI (2.38) para dato exacto y,
se tiene que

u(t) = γ(t, T ∗T )T ∗y (por (2.41) )

=

∫ t

0

e−sT ∗TdsT ∗y (por (2.42) y (B.4) ) (2.46)

y por lo tanto

T †y = lim
t→∞

u(t) = lim
t→∞

∫ t

0

e−s T ∗Tds T ∗y.

Luego,
∫ +∞

0

e−s T∗Tds T ∗y = T †y, (2.47)

la que recibe el nombre de Fórmula de Showalter. Si y /∈ D(T †) la integral en (2.47)
diverge. Notar que (2.47) también puede obtenerse empleando la teoría de semigrupos
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ya que por (2.39) la solución del PVI (2.38) esta dada también por (2.46). Entonces
resulta muy interesante que por dos caminos completamente diferentes como lo son la
Teoria de Semigrupos y la Teoria Espectral, hemos obtenido la misma solución.

La regularización de Showalter definida en (2.44) consiste entonces en “integrar” el
PVI (2.38) desde t = 0 hasta t = 1

α
, donde α es el parámetro de regularización. La

integración formal desde t = 0 hasta t = +∞ resulta en la solución exacta T †y pero
como vimos este proceso no es continuo en y (inestable). Por este motivo el método es
conocido también como método de regularización asintótica.

Ejemplo 2.9. D����������́� �� V������ S�&	����� T�	�����
Otro MER comúnmente utilizado es el llamado Descomposición en Valores Singu-

lares Truncada (TSVD - por su sigla en Inglés “truncated singular value decomposi-
tion”), el cual está asociado a la familia {gα}α∈(0,α0)

de funciones definidas por

gα(λ)
.
=

1

λ
χ[α,∞)(λ) =

{
1
λ
, λ ≥ α,

0, λ < α.
(2.48)

Para este método se tiene entonces que

rα(λ) = 1− λ gα(λ) = 1− χ[α,∞)(λ) = χ[0,α)(λ) =

{
0, λ ≥ α,
1, λ < α.

(2.49)

Probaremos a continuación que la familia {gα}α∈(0,α0)
satisface las hipótesis (H1),

(H2) y (H3) del Teorema 2.1:

(H1) Esta hipótesis se satisface trivialmente pues claramente, para todo α ∈ (0, α0),
gα(·) es una función continua por tramos en

[
0, ‖T‖2

]
.

(H2) Para esta hipótesis observar que |λ gα(λ)| = χ[α,∞)(λ) ≤ 1
.
= C ∀α ∈ (0, α0),

∀λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
.

(H3) Por definición de gα resulta claro que lim
α→0+

gα(λ) = 1
λ
∀λ ∈

(
0, ‖T‖2

]
.

Definiendo

xα
.
= gα(T

∗T )T ∗y =

∫ ‖T‖2+

α

1

λ
dEλT

∗y, (2.50)

del Teorema 2.1 se sigue entonces que, para y ∈ D(T †), xα converje a x† = T †y cuando
α→ 0+.

Por otro lado, para α ∈ (0, α0) y λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
, se tiene que 0 ≤ gα(λ) ≤ 1

α
y como

gα(α) = 1
α
se tiene que Gα = sup

λ∈[0,‖T‖2]
|gα(λ)| = 1

α
. En consecuencia, del Teorema 2.3,

se sigue que
∥
∥Txα − Txδα

∥
∥ ≤ δ y

∥
∥xα − xδα

∥
∥ ≤ δ√

α
, donde xδα está definida como en

(2.50) con y reemplazada por yδ.

Para obtener una estimación del error de regularización trataremos de utilizar el
Teorema 2.4. Para ello será suficiente con encontrar una función ωµ(α) que satisfaga
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(2.27). Para α ∈ (0, α0), λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
, definamos la función hµ(λ)

.
= λµ rα(λ) =

λµ χ[0,α)(λ). Entonces hµ(λ) ≤ λµ χ[0,α](λ) ≤ αµ .
= ωµ(α). Por el Teorema 2.4 con

ωµ(α) = αµ se tiene entonces que, bajo el supuesto x† ∈ Xµ,ρ,
∥
∥xα − x†

∥
∥ ≤ ρ αµ y

∥
∥Txα − Tx†

∥
∥ ≤ ρ α

2µ+1
2 . De igual modo, en virtud del Teorema 2.6 se tiene que si

α̂(δ) es una REP que satisface α̂(δ) ∼
(

δ
ρ

) 2
2µ+1

para δ → 0+ entonces el método de
regularización por descomposición en valores singulares truncada con tal REP, es decir
({gα(T ∗T )T ∗} , α̂), es de órden óptimo en Xµ,ρ ∀µ, ρ > 0.

De particular interes es el caso en que T es compacto. Aquí nuevamente denotare-
mos al operador con K en lugar de T para enfatizar el hecho que el mismo es compacto.
Denotemos con (σn; vn, un)n∈J al sistema singular asociado a K. Entonces la solución
regularizada (2.50) puede escribirse en la forma

xδα = gα(K
∗K)K∗yδ =

∑

n∈J
σ2n≥α

gα(σ
2
n)
〈
K∗yδ, vn

〉
vn

=
∑

n∈J
σ2
n≥α

1

σ2
n

〈
K∗yδ, vn

〉
vn (por (2.48) )

=
∑

n∈J
σ2
n≥α

1

σ2
n

〈
yδ,Kvn

〉
vn

=
∑

n∈J
σ2
n≥α

1

σ2
n

〈
yδ, σnun

〉
vn (por (A.3) )

=
∑

n∈J
σ2
n≥α

1

σn

〈
yδ, un

〉
vn. (2.51)

Observar que (2.51) es una versión truncada de la descomposición en valores singulares
de K†y. De aquí el origen del nombre de este método de regularización.
Ya que λ = 0 es el único punto de acumulación de los valores singulares de un

operador compacto (ver Teorema A.88), para todo α ∈ (0, α0) la suma en (2.51) es
siempre finita. Así, con éste método, sólo es necesario calcular un número finito de
valores y vectores singulares. No obstante ello, dependiendo del sistema singular y del
valor de α, éste número podría resultar muy grande a los efectos computacionales.

Se puede probar que para un operador compacto K con dimR(K) =∞, el método
TSVD no es de orden óptimo en ningún Xµ,ρ para ninguna REP “a-priori” (ver [41]).

2.3 Calificación y saturación

En esta sección introduciremos dos conceptos muy importantes y estrechamente rela-
cionados, asociados a un método de regularización, llamados calificación y saturación.
Estos conceptos son incluídos para completitud del presente trabajo y por este motivo
no vamos a profundizar sobre ellos en este punto. Con el objeto de mostrar el estado
del arte sobre estos temas, presentamos las referencias sobre el avance de los mismos.
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El concepto de saturación fue introducido por primera vez por A. Neubauer en 1994
([53]). Fue precisamente Neubauer quien demostró que ciertos MERs para problemas
inversos mal condicionados “saturan”, es decir, son incapaces de continuar extrayendo
información adicional sobre la solución exacta del problema, aún cuando se incrementen
los supuestos de regularidad sobre la misma. En esencia, la idea intuitiva de saturación
esta asociada al mejor orden de convergencia del error total que un método puede
alcanzar independientemente de los supuestos de regularidad sobre la solución exacta
x† y de la selección de la REP α̂.

Relacionado de una manera dual al concepto de saturación está el concepto de
calificación de un método de regularización. Este concepto está fuertemente asociado
al orden de convergencia óptimo del error de regularización, bajo ciertos supuestos
“a-priori” sobre la solución exacta x†.

Observemos que, en Regularización Asintótica y TSVD (Ejemplos 2.8 y 2.9, res-
pectivamente), el orden con el cual la función ωµ(α) (con ωµ definida como en (2.27) )
decrece para α→ 0+, mejora a medida que µ se incrementa , y también que (2.32) vale
para todo µ > 0. Pero ésto no necesariamente sucede en la mayoría de los métodos
estandar, como por ejemplo en el método de regularización Tikhonov-Phillips que estu-
diaremos en detalle en el Capítulo 3. Allí veremos que (2.32) vale sólo para µ ∈ (0, 1].
En general, puede suceder que (2.32) se verifique para µ ∈ (0, µ0] y no para µ > µ0.
Si tal índice µ0 > 0 existe, se denomina calificación clásica del método de regulari-
zación. Equivalentemente, µ0 es el mayor número real positivo µ tal que ∀µ ∈ (0, µ0)
λµ |rα(λ)| = O(αµ) para α→ 0+.

A continuación introduciremos el concepto de calificación clásica para MERs, para
mayores detalles referirse a [34].

Definición 2.10. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {Rα}α∈(0,α0)
una re-

gularización espectral para T † generada por la familia de funciones {gα}α∈(0,α0)
, rα(λ)

definida como en (2.9). Sean

I(gα) .
=
{
µ ≥ 0 / ∃ c > 0 tal que λµ |rα(λ)| ≤ c αµ, ∀α ∈ (0, α0),∀λ ∈

[
0, ‖T‖2

]}

y

µ0
.
= sup

µ∈I(gα)
µ. (2.52)

(i) Si 0 < µ0 < ∞ decimos que la familia {gα}α∈(0,α0)
tiene calificación clásica.

En tal caso, el número µ0 se denomina orden de la calificación clásica.

(ii) Si µ0 = 0 ó µ0 = ∞ decimos que la familia {gα}α∈(0,α0)
no tiene calificación

clásica. En tales casos se dice que µ0 es el orden de calificación clásica.

Observación 2.11.

1) En virtud de (H2) el conjunto I(gα) es siempre no vacío puesto que 0 ∈ I(gα) ya
que |rα(λ)| ≤ 1+C, ∀α ∈ (0, α0), ∀λ ∈

[
0, ‖T‖2

]
, siendo C la constante en (H2).
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2) Por la Definición 2.10, el orden µ0 de la calificación clásica es siempre no negativa,
puede ser igual a 0 ó +∞. En consecuencia, se tiene que 0 ≤ µ0 ≤ ∞.
• Como vimos para el método de Showalter y TSVD, (2.27) vale para todo µ > 0
y en consecuencia en ambos casos se tiene µ0 = +∞.
• En el método de Tikhonov-Phillips, como se demostrará en el siguiente capítulo,
(2.27) vale sólo para µ ∈ (0, 1] y por lo tanto µ0 = 1.

En el caso de MERs con calificación clásica µ0 (i.e. 0 < µ0 < ∞), el mejor orden
de convergencia que se puede obtener para el error de regularización con una REP

“a-priori” que satisface (2.34) es O(δ
2µ0

2µ0+1 ) para δ → 0+, bajo la condición fuente
x† ∈ Xµ0,ρ. Por otro lado, si el MER tiene calificación clásica de orden µ0 = ∞, el
mejor orden de convergencia para el error de regularización con una REP “a-priori”

que satisface (2.34) es O(δ
2µ

2µ+1 ) para δ → 0+, bajo la condición fuente x† ∈ Xµ,ρ. Por
más grande que sea µ, el orden de convergencia en este caso puede ser arbitrariamente
cercano a O (δ) (pero nunca igual a O (δ) ). Este hecho está estrechamente relacionado
al fenómeno de saturación antes mencionado, el cual describe el comportamiento de
algunos métodos de regularización para los cuales la estimación

∥
∥xδα − x†

∥
∥ = O(δ

2µ
2µ+1 )

vale únicamente para µ ∈ (0, µ0] y no para todo µ > 0. En tal caso, se dice que el
método de regularización satura en µ0. Así por ejemplo, el método de Tikonov-Phillips
satura en µ0 = 1, en cambio el método de Showalter y TSVD no saturan.

En el año 2003 Mathé y Pereverzev (ver [44]) formalizaron y extendieron la noción
de calificación que presentamos en la Definición 2.10, reemplazando la función αµ en
(2.52) por una función creciente arbitraria de α, ρ(α).

Es importante y oportuno señalar que para algunos autores (ver por ejemplo [18])
el concepto de “calificación clásica” se define como el número µ0 de la Definición 2.10
(aún para el caso µ0 =∞). En cambio, la “calificación generalizada” no es un número
sino más bien una función del parámetro de regularización α, como un orden de con-
vergencia. En el caso particular de MERs con calificación clásica de orden µ0, la
correspondiente calificación generalizada será la función ρ(α) = αµ0, coincidiendo con
el enfoque clásico de la Definición 2.10. Notar que en los casos extremos µ0 = 0 ó
µ0 = ∞ dicha función no define un orden de convergencia y por ello, en general, son
excluídos de la definición de calificación clásica.

En el año 2009 T. Herdman, R. Spies y K. Temperini ([34]) generalizaron el concepto
de calificación e introdujeron tres niveles diferentes de este concepto: débil, fuerte y
óptima. En ese trabajo mostraron que la calificación débil generaliza el concepto de
calificación introducida por Mathé y Pereverzev (y por lo tanto, la noción de calificación
clásica), en el sentido que las funciones asociadas a órdenes de convergencia y conjuntos
fuente no necesariamente son las mismas. También mostraron que ciertos MERs que
tienen calificación clásica de orden µ0 = ∞ (e.g. el método de Showalter y TSVD)
poseen además calificación generalizada. Además, presentaron ejemplos que ilustran
los tres niveles de calificación, las relaciones entre los mismos, con el concepto de
calificación clásica y con el introducido por Mathé y Pereverzev.

Si bien resulta sencillo entender cuando un método de regularización satura, sólo
recientemente fue posible formalizar de manera rigurosa este concepto. En el año 2008
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R. Spies y K. Temperini ([62]) desarrollaron una teoría general de saturación global
para métodos de regularización arbitrarios para problemas inversos mal condicionados,
e introdujeron la definición del concepto de saturación de un método de regularización,
formalizando la idea original e intuitiva de Neubauer ([53]), como el mejor orden global
de convergencia que un método puede alcanzar independientemente de los supuestos
de regularidad sobre la solución exacta y de la selección de la REP.

Como se mencionó al comenzar la sección, un análisis más detallado de los conceptos
de calificación y saturación de un método de regularización está lejos del objetivo y
alcance de esta tesis.

2.4 Resultados recíprocos

En esta sección presentaremos algunos resultados recíprocos, para regularización con
dato exacto, que se derivan de la teoría de saturación de MERs para problemas inversos
mal condicionados.

En los Teoremas 2.4 y 2.6 vimos que, conocida cierta información “a-priori” sobre
la regularidad de la solución exacta x†, es posible obtener un orden de convergencia
para el error de regularización

∥
∥xα − x†

∥
∥ o para el error total

∥
∥xδα − x†

∥
∥. Éstos son

conocidos como resultados directos.

Ahora bien, conocido el orden de convergencia del error de regularización podríamos
estar interesados en obtener alguna información sobre la regularidad de la solución
exacta x†. Deducciones de este tipo se conocen como resultados recíprocos. El primero
en esta dirección lo provee el siguiente teorema.

Teorema 2.12. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α∈(0,α0)
una familia

de funciones que satisface las hipótesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, xα y rα
definidos como en (2.6) y (2.9), respectivamente y supongamos que existen constantes
positivas µ, c, γ tales que

λµ |rα(λ)| ≥ γ αµ, ∀λ ∈
[
c α, ‖T‖2

]
. (2.53)

Si
∥
∥xα − x†

∥
∥ = O(αµ) para α→ 0+ entonces

x† ∈ Xµ. (2.54)

Demostración. Sean {Eλ}λ∈R la familia espectral asociada al operador T ∗T

y α ∈ (0, α0) tal que c α ≤ ‖T‖2, donde c es la constante en (2.53). Entonces,
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por (2.12) tenemos que

∥
∥xα − x†

∥
∥
2

=

∫ cα

0

r2α(λ) d
∥
∥Eλx

†∥∥2 +

∫ ‖T‖2+

cα

r2α(λ) d
∥
∥Eλx

†∥∥2

≥
∫ ‖T‖2+

cα

r2α(λ) d
∥
∥Eλx

†∥∥2

≥
∫ ‖T‖2+

cα

γ2 α2µ

︸ ︷︷ ︸

indep. de λ

λ−2µ d
∥
∥Eλx

†∥∥2 (por (2.53) )

= γ2 α2µ

∫ ‖T‖2+

cα

λ−2µ d
∥
∥Eλx

†∥∥2 . (2.55)

Puesto que
∥
∥xα − x†

∥
∥ = O(αµ) para α→ 0+, se sigue entonces que existen constantes

k, α∗ > 0 con α∗ < α0 tales que, para todo α ∈ (0, α∗), se tiene que

∫ ‖T‖2+

cα

λ−2µ d
∥
∥Eλx

†∥∥2 ≤ γ−2 α−2µ
∥
∥xα − x†

∥
∥
2 ≤ γ−2 k2.

Tomando límite para α→ 0+ obtenemos que

∫ ‖T‖2+

0

λ−2µ d
∥
∥Eλx

†∥∥2 < +∞, (2.56)

de lo cual se sigue (ver Definición B.8) que x† ∈ D((T ∗T )−µ) y por lo tanto

w
.
=
∫ ‖T‖2+
0

λ−µ dEλx
† = (T ∗T )−µx† ∈ X . Así x† = (T ∗T )µw ∈ R((T ∗T )µ) = Xµ,

como queríamos probar.

Observación 2.13.

(i) Si {gα}α∈(0,α0)
tiene calificación µ0 es claro que (2.53) no vale si µ < µ0. Usual-

mente, aunque no siempre, (2.53) se satisface para µ = µ0.

(ii) De la demostración del teorema anterior se desprende que

x† ∈ Xµ ⇐⇒
∫ ‖T‖2+

0

λ−2µ d
∥
∥Eλx

†∥∥2 < +∞. (2.57)

El siguiente resultado, que necesitaremos más adelante, provee una estimación de
las magnitudes de las proyecciones espectrales de elementos en el conjunto Xµ.

Lema 2.14. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {Eλ}λ∈R la familia espectral
asociada al operador T ∗T , µ > 0, Xµ = R((T ∗T )µ). Si x ∈ Xµ entonces

‖Etx‖2 = o(t 2µ) para t→ 0+.
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Demostración. Sea x ∈ Xµ. Entonces por (2.57) se tiene que
∫ ‖T‖2+
0

λ−2µ d ‖Eλx‖2 <
+∞ y por lo tanto

lim
t→0+

∫ t

0

λ−2µ d ‖Eλx‖2 = 0. (2.58)

Por otro lado, para todo t ∈
(
0, ‖T‖2

]
se tiene que

‖Etx‖2 =

∫ ‖T‖2+

0

d ‖EλEtx‖2

=

∫ t

0

d ‖EλEtx‖2 +

∫ ‖T‖2+

t

d ‖EλEtx‖2

=

∫ t

0

d ‖Eλx‖2 +

∫ ‖T‖2+

t

d ‖Etx‖
︸ ︷︷ ︸

indep. de λ

2 (pues EλEt = Emin{λ,t})

=

∫ t

0

d ‖Eλx‖2 (pues d ‖Etx‖2 = 0 ∀λ ∈
(
0, ‖T‖2

)
)

=

∫ t

0

λ2µ λ−2µ d ‖Eλx‖2

≤ t2µ
∫ t

0

λ−2µ d ‖Eλx‖2 .

Luego,

0 ≤ ‖Etx‖2
t 2µ

≤
∫ t

0

λ−2µ d ‖Eλx‖2 ∀ t ∈
(
0, ‖T‖2

]
. (2.59)

De (2.58) y (2.59) se sigue finalmente que
∥
∥Etx

†∥∥2 = o(t 2µ) para t → 0+, como se
quería probar.

Brevemente (aunque con falta de rigor) el Lema 2.14 dice que si x tiene
“µ-regularidad” (i.e. x ∈ Xµ) entonces la magnitud de sus proyecciones espectrales
decae con velocidad tµ. Aunque, estrictamente hablando, el recíproco del lema ante-
rior no vale, el siguiente resultado puede verse como versión débil del recíproco del
Lema 2.14.

Lema 2.15. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {Eλ}λ∈R la familia espectral
asociada al operador T ∗T , x ∈ X , µ > 0, Xν = R((T ∗T )ν) y supongamos que

‖Etx‖2 = O(t 2µ) para t→ 0+. (2.60)

Entonces

x ∈ ⋂

0<ν<µ

Xν. (2.61)

Demostración. Sea ν ∈ (0, µ). Puesto que ‖Etx‖2 = O(t 2µ) para t → 0+, existen
constantes c1, t∗ > 0 con t∗ ≤ ‖T‖2 tales que ‖Etx‖2 ≤ c1 t

2µ, ∀ t ∈ (0, t∗). Por otro
lado, como ‖Etx‖2 ≤ ‖x‖2 ∀ t ≥ 0, se tiene que ‖Etx‖2 ≤ ‖x‖2 ∀ t ≥ t∗. Luego,



2.4. RESULTADOS RECÍPROCOS 51

‖Etx‖2 ≤ ‖x‖2 = ‖x‖2
t 2µ

t 2µ ≤ ‖x‖2
(t∗)2µ

t 2µ = c2 t
2µ ∀ t ≥ t∗, donde c2

.
= ‖x‖2

(t∗)2µ
. En

consecuencia, existe c .
= max {c1, c2} > 0 tal que

‖Etx‖2 ≤ c t 2µ, ∀ t ∈ (0, ‖T‖2). (2.62)

Entonces, para todo ε ∈ (0, ‖T‖2), se tiene que
∫ ‖T‖2+

ε

λ−2ν d ‖Eλx‖2 = λ−2ν ‖Eλx‖2
∣
∣
‖T‖2+
ε

−
∫ ‖T‖2+

ε

(−2ν) ‖Eλx‖2 λ−2ν−1 dλ

= ‖T‖−4ν ‖x‖2 − ε−2ν ‖Eεx‖2 + 2ν

∫ ‖T‖2+

ε

‖Eλx‖2 λ−2ν−1 dλ

≤ ‖T‖−4ν ‖x‖2 − (ε−ν)2 ‖Eεx‖2

+2νc

∫ ‖T‖2+

ε

λ2µ−2ν−1 dλ (por (2.62) )

≤ ‖T‖−4ν ‖x‖2 + 2νc

∫ ‖T‖2+

ε

λ2µ−2ν−1 dλ. (2.63)

Tomando límite en (2.63) para ε→ 0+ se obtiene que

∫ ‖T‖2+

0

λ−2ν d ‖Eλx‖2 ≤ ‖T‖−4ν ‖x‖2 + 2νc

∫ ‖T‖2+

0

λ2µ−2ν−1 dλ

= ‖T‖−4ν ‖x‖2 +
ν ‖T‖4 (µ−ν)

µ− ν
<∞.

Luego, por (2.57), x ∈ Xν.

Si se conoce un orden de convergencia para el error de regularización
∥
∥xα − x†

∥
∥

pero (2.53) no se verifica para ningún µ > 0 (tal es el caso por ejemplo de métodos
con calificación de orden infinita, tales como TSVD y Showalter) entonces el Teorema
2.12 no es aplicable y en consecuencia no es posible deducir ninguna propiedad de
regularidad sobre x†. Sin embargo, en tales casos es posible utilizar la condición (2.60),
como se muestra en la siguiente proposición.

Proposición 2.16. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α∈(0,α0)
una

familia de funciones que satisface las hipótesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, xα
definido como en (2.6) y Gα definido como en (2.20) es tal que para todo α ∈ (0, α0)

Gα ≤
ĉ

α
, (2.64)

para alguna constante ĉ > 0. Si
∥
∥xα − x†

∥
∥ = O(αµ) entonces se satisfacen (2.60) y

(2.61), es decir
∥
∥Etx

†∥∥2 = O(t 2µ) para t→ 0+ y x† ∈ ⋂

0<ν<µ

Xν, respectivamente.

Demostración. De (2.20) y (2.64) se sigue que para todos α ∈ (0, α0), λ ∈
[
0, ‖T‖2

]

|gα(λ)| ≤ Gα ≤
ĉ

α
, (2.65)
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y por lo tanto ∀λ ∈
[
0, α

2 ĉ

]

|rα(λ)| = |1− λ gα(λ)| ≥ 1− λ |gα(λ)| ≥ 1− λ
ĉ

α
≥ 1

2
(2.66)

Sean {Eλ}λ∈R la familia espectral asociada al operador T ∗T y c
.
= 1

2 ĉ
. Entonces

∥
∥xα − x†

∥
∥
2

=

∫ ‖T‖2+

0

r2α(λ) d
∥
∥Eλx

†∥∥2 (por (2.12) )

≥
∫ c α

0

r2α(λ) d
∥
∥Eλx

†∥∥2

≥ 1

4

∫ cα

0

d
∥
∥Eλx

†∥∥2 (por (2.66) ), (2.67)

donde la penúltima desigualdad es trivialmente cierta si c α ≤ ‖T‖2 y es en realidad
una igualdad si c α > ‖T‖2. Puesto que

∥
∥xα − x†

∥
∥ = O(αµ) para α → 0+ de (2.67)

haciendo t = c α se sigue que
∫ t

0
d
∥
∥Eλx

†∥∥2 =
∥
∥Etx

†∥∥2 = O(t 2µ) para t → 0+ y en
consecuencia, del Lema 2.15, x† ∈ ⋂

0<ν<µ

Xν.

Observación 2.17. En los métodos de Showalter y TSVD (Ejemplos 2.8 y 2.9, res-
pectivamente) vimos que la función Gα = 1

α
para todo α ∈ (0, α0), de modo que se

satisface (2.64) y en consecuencia, la Proposición 2.16 es aplicable en ellos. Para el
caso en que T = K es compacto con sistema singular (σn; vn, un)n∈N, (2.60) tiene la
forma

∥
∥Etx

†∥∥2 =
〈
Etx

†, x†
〉

=

〈
∑

n:σ2
n<t

〈
x†, vn

〉
vn + Px†, x†

〉

(por (B.3) )

=

〈
∑

n:σ2
n<t

〈
x†, vn

〉
vn, x

†
〉

(pues x† ∈ N (T )⊥ = R(P )⊥ = N (P ) )

=
∑

n:σ2
n<t

∣
∣
〈
x†, vn

〉∣
∣
2
= O(t 2µ) para t→ 0+. (2.68)

Ya que σ2
k → 0+ cuando k → ∞, haciendo t = σ2

k de (2.68) se sigue entonces que

para el caso compacto la condición (2.60) es equivalente a
∞∑

n=k

∣
∣
〈
x†, vn

〉∣
∣2 = O(σ 4µ

k )

para k → ∞, es decir es una condición sobre el comportamiento asintótico de las
magnitudes de las componentes de Fourier de x† en relación a los valores singulares σn.

En el siguiente cuadro se presentan en forma esquemática los resultados directos y
recíprocos de los lemas y teoremas precedentes:
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x† ∈ Xµ (2.54)
Teor. 2.6

=⇒
⇐=

Teor. 2.12
(si vale (2.53) )

∥
∥xα − x†

∥
∥ = O(αµ)

Observ. 2.13 (
En [53] ⇑ ⇓ Propos. 2.16

(si vale (2.64) )

∫ ‖T‖2+
0

λ−2µ d
∥
∥Eλx

†∥∥2 < +∞ (2.56) =⇒
∥
∥Etx

†∥∥2 = O(t 2µ) (2.60)

Lema 2.15 ⇓

x† ∈ ⋂

0<ν<µ

Xν (2.61)

Todos los resultados directos y recíprocos precedentes relacionan de algún modo
propiedades de regularidad de la solución exacta con el error de regularización y en
consecuencia todos ellos involucran al dato exacto. Existen resultados análogos para el
caso de datos con ruido, que relacionan propiedades de regularidad de la solución exacta
con el error total. Así por ejemplo, se puede probar (ver [53]) que bajo hipótesis gene-
rales sobre la familia {gα} la condición de decaimiento de las proyecciones espectrales
de x+, esto es la condición (2.60), es equivalente al siguiente orden de convergencia del
peor error total:

sup
yδ:‖Q(y−yδ)‖≤δ

inf
α>0

∥
∥xδα − x†

∥
∥ = O

(

δ
2µ

2µ+1

)

para δ → 0+.

Más aún, bajo las mismas hipótesis se puede probar que si µ satisface (2.53) entonces
el resultado anterior es óptimo en el sentido que si

sup
yδ:‖Q(y−yδ)‖≤δ

∥
∥xδα − x†

∥
∥ = o

(

δ
2µ

2µ+1

)

para δ → 0+,

entonces necesariamente x† = 0 (ver [53]).

2.5 Reglas de elección de parámetro “a-posteriori”

Como vimos anteriormente (ver Observación 2.7) conocidas ciertas propiedades de
regularidad de la solución exacta x†, es posible diseñar REPs “a-priori” que garanticen
un orden de convergencia óptimo del error de regularización. Por el contrario, si no
se dispone de ninguna información previa sobre el grado de regularidad de la solución
exacta x†, entonces no es de esperar que pueda diseñarse una REP que sea óptima en
ningún conjunto fuente. En estos casos es conveniente utilizar REPs “a-posteriori” las
que, como vimos, son aquellas que dependen del nivel de ruido δ y además del dato
con ruido yδ. En esta sección analizaremos diseños, propiedades y optimalidad de tales
reglas.



54 CAPÍTULO 2. MÉTODOS ESPECTRALES DE REGULARIZACIÓN

2.5.1 El principio de discrepancia de Morozov

Una de las REPs “a-posteriori” más utilizada es la que se conoce como “el Principio de
Discrepancia de Morozov” (ver [49]). Existen variantes equivalentes de éste principio
([69] y [70]).

Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α∈(0,∞) una familia de funciones
que satisface las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, xδα y rα definidos como
en (2.8) y (2.9), respectivamente. La REP del Principio de Discrepancia, αPD, se
define mediante una comparación entre el error regularizado en Y (o discrepancia),
∥
∥Txδα − yδ

∥
∥, y la cota δ para el nivel de ruido. Más precisamente,

αPD(δ, yδ)
.
= sup

{
α ∈ (0,∞) /

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ ≤ τδ

}
, (2.69)

donde
τ > sup

{
|rα(λ)| / α ∈ (0,∞), λ ∈

[
0, ‖T‖2

]}
(2.70)

es un parámetro fijo.

Observar que τ > 1 pues rα(0) = 1 ∀α ∈ (0,∞). Además, la elección de la regla
αPD implica que la discrepancia en Y será de orden δ, esto es

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ = O(δ) para

δ → 0+.

Lema 2.18. Si para cada λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
la aplicación α &→ gα(λ) es continua por

izquierda entonces el supremo en (2.69) es un máximo.

Demostración. Sea {Fλ}λ∈R la familia espectral asociada al operador TT ∗. Para
todo α > 0 se tiene que

Txδα − yδ = (T gα(T
∗T )T ∗ − I) yδ (por (2.8) )

= (TT ∗ gα(TT
∗)− I) yδ (por la Proposición B.14 (ii) ),

y por lo tanto

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥
2
=

∫ ‖T‖2+

0

(λ gα(λ)− 1)2 d
∥
∥Fλy

δ
∥
∥ (por (B.6) ). (2.71)

Puesto que el integrando en (2.71) es continuo por izquierda con respecto a α para
cada λ fijo y en virtud de (H2) está además uniformemente acotado, el Teorema de
la Convergencia Dominada implica que la plicación α &→

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ es continua por

izquierda en (0,∞).

Para δ e yδ fijos definamos ahora

A .
=
{
α ∈ (0,∞) /

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ ≤ τδ

}
(2.72)

de modo que αPD(δ, yδ) = sup
α∈A

α. Entonces existe una sucesión {αk}k∈N ⊂ A tal que
αk → α−

PD(δ, yδ) para k →∞, y por lo tanto, en virtud de la continuidad por izquierda
de la aplicación α &→

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ se sigue que

∥
∥Txδαk

− yδ
∥
∥ k→∞→

∥
∥
∥TxδαPD(δ,yδ) − yδ

∥
∥
∥.

Pero como αk ∈ A ∀k se tiene que
∥
∥Txδαk

− yδ
∥
∥ ≤ τδ ∀k. Luego

∥
∥
∥TxδαPD(δ,yδ) − yδ

∥
∥
∥ ≤ τδ (2.73)
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y por lo tanto αPD(δ, yδ) ∈ A. Así αPD(δ, yδ) = max
α∈A

α, con lo que se concluye la

demostración del lema.

Observación 2.19. Si
∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ ≤ τδ ∀α ∈ (0,∞), entonces α̂PD(δ, yδ) = +∞ y

xδαPD
tiene que entenderse en el sentido de un límite para α→ +∞. Bajo el supuesto

(2.64), que en particular es satisfecho por todos los métodos de la Tabla 1, se tiene que

xδ∞
.
= lim

αPD→∞
xδαPD

= 0. (2.74)

En efecto
∥
∥xδα

∥
∥
2

=
∥
∥gα(T

∗T )T ∗yδ
∥
∥
2

(por (2.8) )

=

∫ ‖T‖2+

0

g2α(λ)d
∥
∥EλT

∗yδ
∥
∥
2

(por (B.6) )

≤ G2
α

∫ ‖T‖2+

0

d
∥
∥EλT

∗yδ
∥
∥
2

(por (2.20) )

≤
(
ĉ

α

)2 ∥
∥T ∗yδ

∥
∥
2

(por (2.64) )

→ 0 para α→ +∞.
A continuación estudiaremos propiedades de convergencia y optimalidad del método

de regularización
(

{Rα}α∈(0,∞) , αPD

)

, con Rα y αPD definidos como en (2.7) y (2.69),

respectivamente. Para ello supondremos que y es realizable, es decir y ∈ R(T ). Esta
hipótesis es necesaria puesto que

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ ≥

∥
∥Txδα − y

∥
∥−

∥
∥y − yδ

∥
∥ ≥ ‖y −Qy‖ − δ,

y por lo tanto la discrepancia
∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ nunca es menor que ‖y −Qy‖− δ, de modo

que el conjunto A de (2.72) puede ser vacío si y /∈ R(T ) (e.g. si ‖y −Qy‖ = 3 δ y
1 < τ < 2 entonces

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥ ≥ 2 δ > τ δ). Formalmente, el caso no realizable

puede reducirse, por Teorema 1.7, al caso realizable considerando la ecuación Tx = Qy
o la ecuación normal T ∗Tx = T ∗y, que siempre tienen solución si y ∈ D(T †).

El siguiente teorema permite afirmar que, bajo ciertas hipótesis sobre ωµ (con ωµ

definida como en (2.27) ), el método
(

{Rα}α∈(0,∞) , αPD

)

es convergente para todo

y ∈ R(T ) y de orden óptimo en Xµ,ρ para µ ∈
(
0, µ0 − 1

2

]
, donde µ0 es la calificación

clásica del MER.

Teorema 2.20. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), {gα}α∈(0,∞) una familia
de funciones que satisface las hipótesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1, Rα como
en (2.7), Gα como en (2.20), µ0 como en (2.52) y ωµ como en (2.27). Supongamos
que µ0 >

1
2
, que Gα satisface (2.64) y que ∀µ ∈ (0, µ0]

ωµ(α) ∼ αµ para α→ 0+. (2.75)

Entonces el método de regularización
(

{Rα}α∈(0,∞) , αPD

)

(donde αPD es la REP

definida por el principio de discrepancia (2.69) ), es convergente para todo y ∈ R(T )
y de orden óptimo en Xµ,ρ para todo µ ∈

(
0, µ0 − 1

2

]
.
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Demostración. En primer lugar veremos que, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que la REP del principio de discrepancia es una función a valores finitos. En
efecto, sea y ∈ Y y supongamos que existe una sucesión

{
yδn
}
⊂ Y con

∥
∥y − yδn

∥
∥ ≤ δn

y δn
n→∞→ 0+ tal que αPD(δn, y

δn) = +∞ ∀n ∈ N. Entonces, por (2.74) se tiene que

Txδn
αPD(δn,yδn )

= Txδn∞ = T0 = 0

y por lo tanto τδn ≥
∥
∥
∥TxδnαPD(δn,yδn )

− yδn
∥
∥
∥ =

∥
∥yδn

∥
∥→ 0 cuando n→∞. Así, yδn → 0

cuando n → ∞ y como
∥
∥yδn − y

∥
∥ ≤ δn → 0 cuando n → ∞ se tiene que y = 0

y por lo tanto x† = T †0 = 0. En consecuencia, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que para todos yδ, y ∈ Y tales que

∥
∥yδ − y

∥
∥ ≤ δ se tiene que αPD(δ, yδ) < +∞

para δ suficientemente pequeño.

Probaremos primero que
(

{Rα}α∈(0,∞) , αPD

)

es de orden óptimo en Xµ,ρ para todo

µ ∈
(
0, µ0 − 1

2

]
(Definición 1.31). Para ello debemos acotar apropiadamente el peor

error asociado a {RαPD
} (Definición 1.27)

∆(δ,Xµ,ρ, RαPD
)
.
= sup

x†∈Xµ,ρ

yδ∈Bδ(Tx†)

∥
∥RαPD(δ,yδ)y

δ − x†
∥
∥ = sup

x†∈Xµ,ρ

yδ∈Bδ(Tx†)

∥
∥xδαPD

− x†
∥
∥ ,

donde xδαPD

.
= RαPD(δ,yδ)y

δ.

Sean entonces µ ∈
(
0, µ0 − 1

2

]
, x† = (T ∗T )µw ∈ Xµ,ρ, con ‖w‖ ≤ ρ, y = Tx†,

xαPD
= RαPD(δ,yδ)y, yδ ∈ Y tal que

∥
∥yδ − Tx†

∥
∥ ≤ δ y {Eλ}λ∈R la familia espectral

asociada al operador T ∗T (de aquí en más, por simplicidad, denotaremos con αPD a
αPD(δ, yδ) ). Entonces

∥
∥xδαPD

− x†
∥
∥ ≤

∥
∥xδαPD

− xαPD

∥
∥+

∥
∥xαPD

− x†
∥
∥ . (2.76)

Ahora, para el error de regularización
∥
∥xαPD

− x†
∥
∥, se tiene que

∥
∥xαPD

− x†
∥
∥
2

= ‖rαPD
(T ∗T )(T ∗T )µw‖2 (por (2.11) )

=

∫ ‖T‖2+

0

(rαPD
(λ)λµ)2 d ‖Eλw‖2 (por (B.6) )

= ‖(T ∗T )µ rαPD
(T ∗T )w‖2 (por (B.6) ).

Aplicando la desigualdad de interpolación (B.22) con x
.
= rαPD

(T ∗T )w, r .
= µ,

s
.
= µ+ 1

2
, se obtiene que

∥
∥xαPD

− x†
∥
∥ ≤

∥
∥
∥(T ∗T )µ+

1
2 rαPD

(T ∗T )w
∥
∥
∥

2µ
2µ+1 ‖rαPD

(T ∗T )w‖ 1
2µ+1 . (2.77)

A continuación procederemos a estimar ambos factores en el lado derecho de (2.77).
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Con respecto al primero tenemos que:

∥
∥
∥(T ∗T )µ+

1
2rαPD

(T ∗T )w
∥
∥
∥

2

=

∫ ‖T‖2+

0

(

λµ+
1
2 rαPD

(λ)
)2

d ‖Eλw‖2 (por (B.6) )

=
∥
∥
∥(T ∗T )

1
2 rαPD

(T ∗T )(T ∗T )µw
∥
∥
∥

2

(por (B.6) )

=
∥
∥
∥(T ∗T )

1
2 rαPD

(T ∗T )x†
∥
∥
∥

2

=
∥
∥TrαPD

(T ∗T )x†
∥
∥
2

(por (2.30) )

=
∥
∥Tx† − TxαPD

∥
∥
2

(por (2.11) )

= ‖y − TxαPD
‖2 .

En consecuencia,

∥
∥
∥(T ∗T )µ+

1
2 rαPD

(T ∗T )w
∥
∥
∥ = ‖TxαPD

− y‖
≤

∥
∥TxδαPD

− yδ
∥
∥+

∥
∥T (xαPD

− xδαPD
)− (y − yδ)

∥
∥

≤ τδ +
∥
∥T (xαPD

− xδαPD
)− (y − yδ)

∥
∥ . (2.78)

Puesto que xαPD
− xδαPD

= gαPD
(T ∗T )T ∗(y − yδ) se tiene que

∥
∥T (xαPD

− xδαPD
)− (y − yδ)

∥
∥
2

=
∥
∥(TgαPD

(T ∗T )T ∗ − I)(y − yδ)
∥
∥
2

=
∥
∥(TT ∗gαPD

(TT ∗)− I)(y − yδ)
∥
∥
2
(por Teor. B.14)

=
∥
∥rαPD

(TT ∗)(y − yδ)
∥
∥
2

(por (2.9) )

=

∫ ‖T‖2+

0

r2αPD
(λ) d

∥
∥Fλ(y − yδ)

∥
∥
2

(por (B.6) )

≤ γ2
∫ ‖T‖2+

0

d
∥
∥Fλ(y − yδ)

∥
∥
2

= γ2
∥
∥y − yδ

∥
∥
2

≤ γ2 δ2,

donde {Fλ}λ∈R es la familia espectral asociada al operador TT ∗ y

γ
.
= sup

{
|rα(λ)| / α ∈ (0,∞), λ ∈

[
0, ‖T‖2

]}
< 1 + C <∞ (por (H2) ), (2.79)

y por lo tanto,
∥
∥T (xαPD

− xδαPD
)− (y − yδ)

∥
∥ ≤ γ δ. (2.80)

Con (2.80) en (2.78) obtenemos que

∥
∥
∥(T ∗T )µ+

1
2 rαPD

(T ∗T )w
∥
∥
∥ ≤ (τ + γ) δ. (2.81)
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Para el segundo factor en el lado derecho de (2.77) obtenemos la siguiente estimación:

‖rαPD
(T ∗T )w‖2 =

∫ ‖T‖2+

0

r2αPD
(λ) d ‖Eλw‖2 (por (B.6) )

≤ γ2
∫ ‖T‖2+

0

d ‖Eλw‖2 (por (2.79) )

= γ2 ‖w‖2
≤ γ2 ρ2

y por lo tanto
‖rαPD

(T ∗T )w‖ ≤ γ ρ. (2.82)

Luego, con (2.81) y (2.82) en (2.77), obtenemos la siguiente estimación para el error
de regularización

∥
∥xαPD

− x†
∥
∥ ≤ [(τ + γ) δ]

2µ
2µ+1 (γ ρ)

1
2µ+1 = c1 ρ

1
2µ+1 δ

2µ
2µ+1 , (2.83)

donde c1
.
= (τ + γ)

2µ
2µ+1 γ

1
2µ+1 > 0.

Ahora procederemos a estimar el primer término en el lado derecho de (2.76), esto es
el error

∥
∥xδαPD

− xαPD

∥
∥ asociado al ruido. Como se satisfacen las hipótesis del Teorema

2.3 se tiene que
∥
∥xαPD

− xδαPD

∥
∥ ≤ δ

√

C GαPD
(por (2.22) )

≤ δ
√
C ĉ α

−1/2
PD (por (2.64) ). (2.84)

Para obtener la estimación deseada buscaremos ahora una cota apropiada para αPD

en términos de δ y ρ. Para esto observar que por definición de αPD se tiene que
∥
∥Txδ2αPD

− yδ
∥
∥ > τ δ, (2.85)

y por lo tanto

‖Tx2αPD
− y‖ ≥

∥
∥Txδ2αPD

− yδ
∥
∥−

∥
∥T (x2αPD

− xδ2αPD
)− (y − yδ)

∥
∥

> (τ − γ) δ (por (2.85) y (2.80) con 2αPD en lugar de αPD)

de donde

δ <
1

τ − γ
‖Tx2αPD

− y‖ (pues τ > γ por (2.70) y (2.79) )

=
1

τ − γ

∥
∥Tx2αPD

− Tx†
∥
∥

≤ 1

τ − γ
ρ ωµ+ 1

2
(2αPD) (por (2.29) pues x† ∈ Xµ,ρ)

≤ c2 ρ α
µ+1

2

PD (por (2.75) ), (2.86)

donde c2 es una constante positiva finita, y la última desigualdad es válida para todo
δ suficientemente pequeño y todo yδ ∈ Y que satisface

∥
∥Tx† − yδ

∥
∥ ≤ δ. Con (2.86) en

(2.84) se obtiene que, para δ suficientemente pequeño,
∥
∥xαPD

− xδαPD

∥
∥ ≤ c3 δ

2µ
2µ+1 ρ

1
2µ+1 , (2.87)
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donde c3
.
=
√
C ĉ c

1
2µ+1

2 > 0, válido para todo δ suficientemente pequeño y todo yδ ∈ Y
que satisface

∥
∥Tx† − yδ

∥
∥ ≤ δ.

Finalmente utilizando las estimaciones (2.83) y (2.87) en (2.76) se tiene que

∥
∥xδαPD

− x†
∥
∥ ≤ (c1 + c3) ρ

1
2µ+1 δ

2µ
2µ+1 .

Puesto que x† e yδ son elementos arbitrarios de Xµ,ρ y Bδ(Tx†), respectivamente,
tomando supremo obtenemos que, para todo δ suficientemente pequeño,

sup
x†∈Xµ,ρ

yδ∈Bδ(Tx†)

∥
∥xδαPD

− x†
∥
∥ ≤ (c1 + c3) ρ

1
2µ+1 δ

2µ
2µ+1 ,

y por lo tanto el método
(

{Rα}α∈(0,∞) , αPD

)

es de orden óptimo en Xµ,ρ para todo

µ ∈
(
0, µ0 − 1

2

]
, como queríamos probar.

Sólo resta probar la convergencia del método
(

{Rα}α∈(0,∞) , αPD

)

para todo

y ∈ R(T ). Como se satisfacen las hipótesis del Teorema 1.32 con µ̄ = µ0 − 1
2
, τ 0 = γ

(γ dado por (2.79) ), α̂(δ, yδ)
.
= αPD( δ

τ
, yδ) (pues entonces α̂τ(δ, y

δ)
.
= α̂(τδ, yδ) =

αPD(δ, yδ), i.e. α̂τ es la REP definida por el principio de discrepancia (2.69) ) se tiene

que el método
(

{Rα}α∈(0,∞) , αPD

)

es convergente para todo y ∈ R(T ). Esto completa
la demostración del Teorema 2.20.

Observación 2.21. Del teorema anterior se sigue que la utilización de la REP dada
por el principio de discrepancia en cualquier método que posea calificación clásica de
orden infinito (e.g. Showalter y TSVD) resultará en métodos de orden óptimo en Xµ

∀µ > 0. Esto es así puesto que para tales métodos (2.75) vale ∀µ > 0. Sin embargo, en
los casos de calificación finita no puede asegurarse la optimalidad del método resultante
para ningún µ > µ0 − 1

2
. Así por ejemplo, en el siguiente resultado debido a Groetsch

([25]) se muestra (para el caso particular de operador compacto) que la utilización
del principio de discrepancia en el método de Tikhonov-Phillips (para el que µ0 = 1)
resulta en métodos que, para problemas mal condicionados, no son óptimos para ningún
µ > µ0 − 1

2
.

Proposición 2.22. Sean X ,Y espacios de Hilbert, K ∈ L(X ,Y) compacto,
Rα

.
= (K∗K + αI)−1K∗ para todo α > 0 y αPD(δ, yδ) definida como en (2.69). Si

para todo y ∈ R(K), yδ ∈ Y con
∥
∥yδ − y

∥
∥ ≤ δ se tiene que

∥
∥
∥xδαPD(δ,yδ) − x†

∥
∥
∥ = o(

√
δ) para δ → 0+, (2.88)

entonces dimR(K) <∞.

Demostración. (Por reducción al absurdo) Sea (σn; vn, un)n∈J el sistema singular
asociado a K. Supongamos que dimR(K) = ∞ y que (2.88) se satisface. Entonces
J = N y los σn se acumulan en 0 (i.e. lim

n→∞
σn = 0). Sean δn

.
= σ2

n, y
.
= u1 ∈ R(K), y

para n ∈ N yδn
.
= y + δnun = u1 + δnun, αn

.
= αPD(δn, y

δn). Entonces, como los un
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son ortonormales,
∥
∥y − yδn

∥
∥ = δn ∀n ∈ N,

∥
∥yδn

∥
∥
2
= ‖u1‖2 + ‖δnun‖2 = 1+ δ2n ∀n ≥ 2

y como y ∈ D(K†) se tiene que x† = K†y = K†u1 =
∞∑

n=1

1
σn
〈u1, un〉 vn = 1

σ1
v1.

Entonces

xδnαn
− x† = Rαny

δn − 1

σ1
v1

= (K∗K + αnI)
−1K∗(u1 + δnun)−

1

σ1
v1

= (K∗K + αnI)
−1K∗u1 + δn(K

∗K + αnI)
−1K∗un −

1

σ1

v1

= σ1(K
∗K + αnI)

−1v1 + δn σn(K
∗K + αnI)

−1vn −
1

σ1

v1 (por (A.4) )

=

(
σ1

σ2
n + αn

− 1

σ1

)

v1 +
δn σn

σ2
n + αn

vn,

donde la última igualdad se sigue del hecho que, como σ2
n + αn > 0 son los autova-

lores del operador inversible K∗K + αnI entonces (σ2
n + αn)

−1 son los autovalores de
(K∗K + αnI)

−1. En consecuencia, para todo n ≥ 2 se tiene que

∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥
2

=

(
σ1

σ2
n + αn

− 1

σ1

)2

+

(
δn σn

σ2
n + αn

)2

≥
(

δn σn

σ2
n + αn

)2

=
δ3n

(δn + αn)2
(pues σ2

n = δn)

=
δn

(1 + αn

δn
)2

=

( √
δn

1 + αn

δn

)2

y por lo tanto
∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥ ≥

√
δn

1+αn
δn

. Entonces

0 ≤ lim inf
n→∞

1

1 + αn

δn

≤ lim sup
n→∞

1

1 + αn

δn

≤ lim
n→∞

∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥

√
δn

= 0 (por (2.88) )

y por lo tanto
lim
n→∞

αn

δn
= +∞. (2.89)

Por otro lado

Kxδnαn
= KRαny

δn = K(K∗K + αnI)
−1K∗yδn

=
1

αn

K
[
αn(K

∗K + αnI)
−1K∗yδn

]

=
1

αn
K [(K∗K + αnI)−K∗K] (K∗K + αnI)

−1K∗yδn

=
1

αn
K
[
K∗yδn −K∗K(K∗K + αnI)

−1K∗yδn
]
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=
1

αn

K
[
K∗yδn −K∗KRαy

δn
]

=
1

αn

K
[
K∗yδn −K∗Kxδnαn

]

=
1

αn

KK∗ [yδn −Kxδnαn

]
, (2.90)

y por lo tanto
∥
∥yδn

∥
∥− τδn ≤

∥
∥yδn

∥
∥−

∥
∥Kxδnαn

− yδn
∥
∥ (por (2.73) pues αn = αPD(δn, y

δn) )

≤
∥
∥Kxδnαn

∥
∥

≤ ‖K‖2
αn

∥
∥Kxδnαn

− yδn
∥
∥ (por (2.90) )

≤ ‖K‖2
αn

τδn (por (2.73) ).

De la desigualdad anterior y puesto que ∀n suficientemente grande
∥
∥yδn

∥
∥ > τδn (de

lo contrario a través de una subsucesión se tendría que
∥
∥yδn

∥
∥ ≤ τδn

n→∞→ 0 y puesto
que

∥
∥y − yδn

∥
∥ = δn se tendría y = 0, lo cual es un absurdo pues y .

= u1), se sigue que

0 ≤ αn

δn
≤ ‖K‖2 τ
‖yδn‖ − τδn

, (2.91)

para todo n suficientemente grande.

Tomando límite en (2.91) para n→∞ se tiene que

0 ≤ lim sup
n→∞

αn

δn
≤ lim sup

n→∞

‖K‖2 τ
‖yδn‖ − τδn

= ‖K‖2 τ <∞

(pues δn
n→∞→ 0 y además, como vimos, ∀n ≥ 2

∥
∥yδn

∥
∥ =

√

1 + δ2n
n→∞→ 1), lo cual es un

absurdo pues contradice (2.89). En consecuencia, si dimR(K) = ∞ entonces (2.88)
no se satisface, y por lo tanto, la Proposición 2.22 queda demostrada.

2.6 Otras reglas de elección de parámetro

En esta sección presentamos una breve descripción de dos REPs alternativas que de-
penden explícitamente del dato con ruido yδ y que no requieren explícitamente del
nivel de ruido δ en los datos. Estas son las llamadas reglas heurísticas, denominación
que surge del hecho que los argumentos utilizados en su construcción son precisamente
heurísticos y se basan en estimaciones del error regularizado o residuo en Y,

∥
∥Txδα − yδ

∥
∥

(ver [18], Sección 4.5). Su inclusión se realiza sólo con un objetivo de completitud,
enfatizando que no haremos un estudio detallado de las mismas ya que ese no es el
objetivo principal de esta tesis. Es oportuno señalar aquí que, en virtud del Teorema
1.17, ninguna REP heurística puede formar parte de un MRC en el sentido riguroso
de la Definición 1.15. No obstante, esto no quiere decir que tales reglas no puedan
comportarse bien para niveles de ruido finito.
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2.6.1 Validación cruzada generalizada

Una de las REPs heurísticas más comúnmente utilizada es la originada a partir del
llamado Método de Validación Cruzada Generalizada (VCG) introducido por Craven
y Wahba en el año 1979 ([75]). Este método se aplica a problemas donde el operador
está definido en espacios de dimensión finita (y por lo tanto es compacto), tal es el
caso por ejemplo de los problemas de momento generalizados definidos a través de las
siguientes ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase

(Kx)(si)
.
=

∫

Ω

k(si, t) x(t) dt = y(si)
.
= yi, si ∈ Ω, i = 1, . . . ,m,

K : L2(Ω) → L2(Ω), donde Ω ⊂ Rn es compacto, x, y ∈ L2(Ω), k es el núcleo de la
ecuación integral (k ∈ L2(Ω×Ω) o es débilmente singular) e y1, y2, . . . , ym representan
una muestra aleatoria de m observaciones de y, i.e. son datos experimentales medidos
quizás con algún grado de error. Una diferencia fundamental con los otros métodos
ya estudiados es que en VCG se considera aleatorio al vector y = [y1, . . . , ym]T de
las observaciones. Denotando de manera similar con yδ al vector de las observaciones
perturbadas y con η al vector de los ruidos (supuestos aditivos) se tiene entonces que
y
δ = y + η. El método de VCG se origina en consideraciones estadísticas y depende
fuertemente de la hipótesis que el vector aleatorio η sea ruido blanco discreto (i.e.
gausiano con media cero y varianza σ2). En consecuencia

E
[
y
δ − y

]
= 0 y Cov

[
y
δ − y

]
= E

[
(yδ − y)(yδ − y)T

]
= σ2I (2.92)

(i.e. E
[
(yδ − y)i

]
= 0 y E

[

(yδ − y)i
(
(yδ − y)T

)

j

]

= σ2δij, 1 ≤ i, j ≤ m),

donde E [·] denota la esperanza, Cov [·] la covarianza. Puesto que

E
[∥
∥y

δ − y
∥
∥
2
]

= tr
(
Cov

[
y
δ − y

])

entonces de (2.92) se sigue que

E
[∥
∥y

δ − y
∥
∥
2
]

= mσ2,

basado en lo cual se plantea la identificación

δ =
√
mσ. (2.93)

La ventaja de la hipótesis “ruido blanco” es que permite un análisis más sofisticado
del error debido a la propagación de ruido en los datos,

∥
∥xδα − xα

∥
∥. Sea (σn; vn, un)n∈N

un sistema singular para K, con la siguiente “aproximación determinística” sólo pode-
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mos estimar el error asociado al ruido:

∥
∥xδα − xα

∥
∥
2

=
∥
∥gα(K

∗K)K∗(yδ − y)
∥
∥
2

=

∥
∥
∥
∥
∥

∑

n∈N
gα(σ

2
n)
〈
K∗(yδ − y), vn

〉
vn

∥
∥
∥
∥
∥

2

=

∥
∥
∥
∥
∥

∑

n∈N
gα(σ

2
n)
〈
y
δ − y, Kvn

〉
vn

∥
∥
∥
∥
∥

2

=

∥
∥
∥
∥
∥

∑

n∈N
σn gα(σ

2
n)
〈
y
δ − y, un

〉
vn

∥
∥
∥
∥
∥

2

=
∑

n∈N
σ2
n g

2
α(σ

2
n)
∣
∣
〈
y
δ − y, un

〉∣
∣
2

≤ sup
λ∈[0,‖K‖2]

{
λ g2α(λ)

}∑

n∈N

∣
∣
〈
y
δ − y, un

〉∣
∣
2

≤



 sup
λ∈[0,‖K‖2]

{√
λ gα(λ)

}





2

∥
∥y

δ − y
∥
∥
2

≤
∥
∥
∥

√
λ gα(λ)

∥
∥
∥

2

C[0,‖K‖2]
δ2.

Sin embargo, el método tiene la desventaja de requerir información detallada de la
localización de los valores singulares de K en el tratamiento analítico del término traza
(ver [27]):

E
[∥
∥xδα − xα

∥
∥
2
]

= E
[〈
gα(K

∗K)K∗(yδ − y), gα(K∗K)K∗(yδ − y)
〉]

= E
[〈
y
δ − y,K gα(K

∗K) gα(K
∗K)K∗(yδ − y)

〉]

= E
[〈
y
δ − y,K g2α(K

∗K)K∗(yδ − y)
〉]

= E
[〈
y
δ − y, g2α(KK∗)KK∗(yδ − y)

〉]

= σ2 tr
{
g2α(KK∗)KK∗} (por (2.92) )

= δ2 tr

{
1

m
g2α(KK∗)KK∗

}

(por (2.93) ).

En VCG el parámetro de regularización α se elige como el elemento que minimiza
el funcional

V (α) =

( ∥
∥y

δ −Kxδα
∥
∥

tr
{

1
m
rα(KK∗)

}

)2

.

En contraste con el Principio de Discrepancia, el parámetro de regularización elegido
con éste método no depende de ningún conocimiento “a-priori” acerca del nivel de
ruido δ en el dato. El funcional de VCG no es considerado como una estimación del
residuo sino más bien como un estimador del error de cuadrados medio predictivo
∥
∥y −Kxδα

∥
∥2, i.e. del residuo con respecto al dato exacto (desconocido) y.
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2.6.2 Método de la curva L

Otra REP heurística muy utilizada es la definida a través del Método de la Curva L
([31]). Este método se basa en el comportamiento de la gráfica de la norma de la
solución regularizada,

∥
∥xδα

∥
∥, en función del error regularizado en Y,

∥
∥yδ − Txδα

∥
∥, para

todo el rango de valores posibles del parámetro de regularización. La denominación del
método tiene su origen en que la gráfica de la función,

(∥
∥yδ − Txδα

∥
∥ ,
∥
∥xδα

∥
∥
)
tiene pre-

cisamente la forma de una letra L (ver Figura 2.1). Para enfatizar su comportamiento
esta función se suele graficar en una escala doble logarítmica.

Figura 2.1: Curva L

El criterio de la Curva L para seleccionar el parámetro de regularización consiste
en hallar un valor del parámetro α que corresponda a puntos cercanos a la “esquina”
de esta curva “L”. Esta elección se fundamenta en el hecho que para valores de α
mayores que el “óptimo”,

∥
∥yδ − Txδα

∥
∥ se incrementa considerablemente y

∥
∥xδα

∥
∥ decrece

lentamente, mientras que para valores de α menores que el “óptimo”,
∥
∥xδα

∥
∥ se incre-

menta rápidamente y
∥
∥yδ − Txδα

∥
∥ decrece lentamente. Una dificultad práctica de este

método radica en el hecho que puede suceder que exista un amplio rango de parámetros
de regularización que correspondan a puntos de la curva cercanos a la esquina. En 1993
P. C. Hansen y D. P. O‘Learly ([33]) sugirieron un algoritmo para hallar el punto de
la gráfica con máxima curvatura. Bajo las hipótesis de que las funciones gα sean dos
veces derivables con respecto a α, demostraron que el punto de máxima curvatura se
obtiene maximizando la función curvatura

κ(α)
.
=
ξ′′(α) η′(α)− ξ′(α) η′′(α)

(ξ′(α)2 + η′(α)2)
3/2

,

donde ξ(α)
.
= log

∥
∥yδ − Txδα

∥
∥, η(α) .

= log
∥
∥xδα

∥
∥.

Algunos detalles sobre la implementación numérica y las limitaciones del método
de la curva L pueden encontrarse por ejemplo en las referencias [32] y [74].



Capítulo 3

Método de Tikhonov-Phillips

En éste capítulo estudiaremos el método espectral de regularización (MER) más cono-
cido y probablemente el más utilizado para aproximar la solución exacta x† del
problema inverso lineal mal condicionado Tx = y. Este método se conoce como
Regularización de Tikhonov-Phillips ([55]), algunas veces llamado simplemente
Regularización de Tikhonov ([67], [68]). En particular veremos que si bien es un método
de regularización particular, tiene la ventaja que su formulación puede realizarse tam-
bién como un problema de optimización sin restricciones. De allí la amplia difusión y
utilización de éste método. Analizaremos además resultados de convergencia y opti-
malidad como así también resultados recíprocos, a la luz de los teoremas del capítulo
anterior.

3.1 Teoría clásica

De aquí en más X e Y denotarán espacios de Hilbert y T un operador lineal y acotado
de X en Y. Como mencionamos el método de Tikhonov-Phillips es un MER para el
cual la familia de funciones {gα}α∈(0,∞) (ver Teorema 2.1) esta dada por

gα(λ)
.
=

1

λ+ α
, ∀λ ∈

[
0, ‖T‖2

]
, (3.1)

con las cuales se tiene que la solución regularizada (definida como en (2.8) ), para dato
con ruido yδ, esta dada por

xδα
.
= gα(T

∗T )T ∗yδ = (T ∗T + αI)−1T ∗yδ, (3.2)

o equivalentemente

(T ∗T + αI) xδα = T ∗yδ,

ecuación que suele denominarse ecuación normal regularizada por su relación con (1.10)
para SCMs. Para dato exacto omitimos el índice δ y usamos la notacion xα en lugar
de xδα, con y

δ reemplazada por y.

Observar que para el caso en que T = K es compacto con sistema singular

65
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(σn; vn, un)n∈N se tiene que

xδα
.
= gα(K

∗K)K∗yδ =
∑

n∈N
gα(σ

2
n)
〈
K∗yδ, vn

〉
vn

=
∑

n∈N

1

σ2
n + α

〈
yδ, Kvn

〉
vn (por definición de gα)

=
∑

n∈N

σn

σ2
n + α

〈
yδ, un

〉
vn (pues Kvn = σnun). (3.3)

Una comparación con (1.30) muestra la acción del método sobre las componentes
de alta frecuencia: el factor de amplificación de un error en la frecuencia de orden n del
dato es ahora σn

σ2
n+α

el que, a diferencia del factor 1
σn
en la expresión (1.30), permanece

acotado para n→∞.
Como mencionamos anteriormente el MER de Tikhonov-Phillips tiene una formu-

lación equivalente como problema de optimización como lo muestra el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.1. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), α > 0, xδα definida como
en (3.2). Entonces xδα es el único elemento que minimiza el funcional de Tikhonov-
Phillips

Jα(x)
.
=
∥
∥Tx− yδ

∥
∥
2
+ α ‖x‖2 . (3.4)

Demostración. Queremos resolver el siguiente problema de optimización

min
x∈X

{∥
∥Tx− yδ

∥
∥
2
+ α ‖x‖2

}

. (3.5)

A los efectos de utilizar el Teorema A.99 probaremos que el funcional Jα es estricta-
mente convexo, diferenciable Fréchet y coercitivo.

(i) Probemos primero que Jα es estrictamente convexo (Definición A.98 i) ): sean
x1, x2 ∈ X con x1 �= x2 y 0 < t < 1. Entonces

t Jα(x1) + (1− t) Jα(x2)− Jα(t x1 + (1− t) x2) =

= t
∥
∥Tx1 − yδ

∥
∥
2
+ t α ‖x1‖2 + (1− t)

∥
∥Tx2 − yδ

∥
∥
2
+ (1− t)α ‖x2‖2

−
∥
∥T (t x1 + (1− t) x2)− yδ

∥
∥
2 − α ‖t x1 + (1− t)x2‖2

= t ‖Tx1‖2 + t
∥
∥yδ
∥
∥
2 − 2 tRe

〈
Tx1, y

δ
〉
+ t α ‖x1‖2 + (1− t) ‖Tx2‖2

+(1− t)
∥
∥yδ
∥
∥
2 − 2 (1− t) Re

〈
Tx2, y

δ
〉
+ (1− t)α ‖x2‖2 − t2 ‖Tx1‖2

−(1− t)2 ‖Tx2‖2 −
∥
∥yδ
∥
∥
2 − 2 t (1− t)Re 〈Tx1, Tx2〉+ 2 tRe

〈
Tx1, y

δ
〉

+2 (1− t) Re
〈
Tx2, y

δ
〉
− α t2 ‖x1‖2 − α (1− t)2 ‖x2‖2

−2α t (1− t)Re 〈x1, x2〉
= t (1− t) ‖Tx1‖2 + t (1− t) ‖Tx2‖2 + α t (1− t) ‖x1‖2

+α t (1− t) ‖x2‖2 − 2 t (1− t) [Re 〈Tx1, Tx2〉+ αRe 〈x1, x2〉]

= t (1− t)
︸ ︷︷ ︸

>0



‖Tx1 − Tx2‖2
︸ ︷︷ ︸

≥0

+ α
︸︷︷︸

>0

‖x1 − x2‖2
︸ ︷︷ ︸

>0



 > 0 (pues 0 < t < 1 y x1 �= x2),

y por lo tanto Jα es estrictamente convexo.
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(ii) Probemos ahora que Jα es diferenciable Fréchet en x ∈ X , ∀x ∈ X (Definición
A.93). Para ello, sean x, h ∈ X . Entonces

Jα(x+ h)− Jα(x) =
∥
∥Tx+ Th− yδ

∥
∥
2
+ α ‖x+ h‖2 −

∥
∥Tx− yδ

∥
∥
2 − α ‖x‖2

=
∥
∥Tx− yδ

∥
∥
2
+ ‖Th‖2 + 2Re

〈
Tx− yδ, Th

〉
+ α ‖x‖2

+α ‖h‖2 + 2αRe 〈x, h〉 −
∥
∥Tx− yδ

∥
∥
2 − α ‖x‖2

= 2Re
〈
T ∗Tx− T ∗yδ + αx, h

〉

︸ ︷︷ ︸

J ′
α(x)h

+ ‖Th‖2 + α ‖h‖2
︸ ︷︷ ︸

o(‖h‖)

.

Puesto que ‖Th‖2 + α ‖h‖2 = O(‖h‖2) = o(‖h‖) para ‖h‖ → 0+ tenemos que

Jα(x+ h)− Jα(x) = J
′

α(x)h + o(‖h‖) para ‖h‖ → 0+,

donde J
′

α(x)h = 2Re
〈
T ∗Tx− T ∗yδ + α x, h

〉
∀h ∈ X . En consecuencia, Jα es

diferenciable Fréchet en x ∈ X .

(iii) Puesto que α es positivo la coercitividad (Definición A.98 (ii)) de Jα es trivial.

De (i), (ii) y (iii) se sigue entonces, del Teorema A.99, que Jα tiene un único mini-
mizante global x̄ ∈ X que satisface J ′

α(x̄)h = 0 ∀h ∈ X o equivalen-
temente 2Re

〈(
T ∗T x̄− T ∗yδ + α x̄

)
, h
〉

= 0 ∀h ∈ X , de donde se sigue que
T ∗T x̄− T ∗yδ + α x̄ = 0 y por lo tanto x̄ = (T ∗T x̄+ α I)−1 T ∗yδ = xδα.

El término ‖x‖2 en (3.4) recibe el nombre de penalizante o término de penalización
del funcional Jα y cumple dos objetivos fundamentales siendo el primero de ellos el de
introducir estabilidad. El segundo objetivo de estos penalizantes es el de “seleccionar”
la SCM a la que aproximarán a medida que el parámetro de regularización α tiende
a cero. Así por ejemplo, en el caso particular de este penalizante ‖x‖2 vimos que
xα → K†y cuando α → 0+, es decir entre todas las SCMs este penalizante selecciona
aquella que tiene mínima norma. En algunos casos esta “selección” puede no ser
la más adecuada, esto es así e.g. en ciertos problemas de procesamiento de señales
y restauración de imágenes en los cuales es deseable preservar las discontinuidades
que pudieran existir en la solución exacta. La utilización de otros penalizantes en
(3.4) a dado lugar en los últimos 15 años a los llamados métodos de Tikhonov-Phillips
generalizados. Es precisamente uno de los temas centrales de este trabajo el análisis
de una clase particular de tales métodos que resulta de la utilización de penalizantes
asociados a la seminorma o norma de variación total. Este análisis se presenta en
detalle en el Capítulo 5 de esta tesis. Es oportuno mencionar que si bien existen
algunos desarrollos incipientes sobre el estudio de estos métodos ([45], en preparación),
aún no existe una teoría general para penalizantes arbitrarios y muchos problemas en
esta área aún permanecen abiertos.

No obstante (3.2) tiene sentido sólo cuando T es lineal, es oportuno mencionar aquí
que el problema de minimización (3.5) permite formular el método de regularización de
Tikhonov-Phillips también para problemas no lineales mal condicionados de la forma

F (x) = y,
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donde F : D(F ) ⊂ X → Y es un operador no lineal, continuo y X e Y son espacios
de Hilbert. En este caso, xδα se define como una solución del siguiente problema de
optimización no lineal

min
x∈D(F )

{∥
∥F (x)− yδ

∥
∥
2
+ α ‖x− x⋆‖2

}

,

donde α > 0 es el parámetro de regularización, yδ ∈ Y es una aproximación del dato
exacto y ∈ Y que satisface

∥
∥y − yδ

∥
∥ ≤ δ y x⋆ ∈ X elegido en base a cierto conocimiento

“a-priori” de la solución. No obstante, en el presente trabajo no abordaremos el estudio
de problemas no lineales.

El siguiente teorema caracteriza las REP “a-priori” con la cual el método de
Tikhonov-Phillips resulta convergente. Podemos utilizar el problema de optimización
(3.5) para demostrar el siguiente resultado de convergencia para el error total con
regularización de Tikhonov-Phillips, aunque el mismo también puede ser derivado fá-
cilmente a partir del marco teórico presentado en el Capítulo 2.

Teorema 3.2. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), xδα definida como en
(3.2), yδ ∈ Y, y ∈ R(T ),

∥
∥yδ − y

∥
∥ ≤ δ y x†

.
= T †y. Si α̂(δ) es una regla “a-priori” que

satisface

lim
δ→0+

α̂(δ) = 0 y lim
δ→0+

δ2

α̂(δ)
= 0, (3.6)

entonces
lim
δ→0+

xδα̂(δ) = T †y. (3.7)

Demostración. Sean {δn}n∈N ⊂ R+ tal que δn
n→∞→ 0+, αn

.
= α̂(δn), yδn ∈ Y tal que∥

∥yδn − y
∥
∥ ≤ δn y xn

.
= xδnα̂(δn) como en (3.2). Queremos probar que lim

n→∞
xn = x†. Por

el Teorema 3.1, xn es el único minimizante del funcional

Jn(x)
.
=
∥
∥Tx− yδn

∥
∥
2
+ αn ‖x‖2 . (3.8)

Entonces

αn ‖xn‖2 ≤
∥
∥Txn − yδn

∥
∥
2
+ αn ‖xn‖2 = Jn(xn)

≤ Jn(x
†) (pues xn minimiza Jn)

=
∥
∥Tx† − yδn

∥
∥
2
+ αn

∥
∥x†
∥
∥
2

=
∥
∥y − yδn

∥
∥
2
+ αn

∥
∥x†
∥
∥
2

(pues Tx† = TT †y = Qy = y ∈ R(T ) )

≤ δ2n + αn

∥
∥x†
∥
∥
2
,

y por lo tanto

‖xn‖2 ≤
δ2n
αn

+
∥
∥x†
∥
∥
2
. (3.9)

Puesto que δ2n
αn

n→∞→ 0+, de (3.9) se sigue que la sucesión {xn}n∈N es acotada. Como X
es un espacio reflexivo (A.67), existe z ∈ X y {xnk

} ⊂ {xn} tal que xnk

w→ z cuando
k →∞ (Teorema A.66). Como T es continuo se tiene entonces que

Txnk

w→ Tz cuando k →∞. (3.10)
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Por otro lado

∥
∥Txnk

− yδnk

∥
∥
2 ≤

∥
∥Txnk

− yδnk

∥
∥
2
+ αnk

‖xnk
‖2 = Jnk

(xnk
)

≤ Jnk
(x†) (pues xnk

minimiza Jnk
)

=
∥
∥Tx† − yδnk

∥
∥
2
+ αnk

∥
∥x†
∥
∥
2

≤ δ2nk
︸︷︷︸

→0

+ αnk
︸︷︷︸

→0

∥
∥x†
∥
∥
2

︸ ︷︷ ︸
→

<∞

0 cuando k →∞.

y por lo tanto
∥
∥Txnk

− yδnk

∥
∥→ 0 cuando k →∞. Entonces

‖Txnk
− y‖ ≤

∥
∥Txnk

− yδnk

∥
∥+

∥
∥yδnk − y

∥
∥

≤
∥
∥Txnk

− yδnk

∥
∥

︸ ︷︷ ︸

→0

+ δnk
︸︷︷︸

→0

→ 0 cuando k →∞,

es decir
Txnk

→ y cuando k →∞. (3.11)

De (3.10) y (3.11) se sigue que
Tz = y. (3.12)

Puesto que cualquier elemento que minimiza Jn está en N (T )⊥ (notar que una
componente no nula en N (T ) incrementa el segundo término de Jn mientras que el
primero no cambia) se tiene que xn ∈ N (T )⊥ ∀n. Entonces como xnk

w→ z se sigue que
0 = 〈xnk

, v〉 →
k→∞

〈z, v〉 ∀v ∈ N (T ), y por lo tanto z ∈ N (T )⊥. Así, z = T †Tz = T †y

(donde la primera igualdad se sigue del hecho que T †T es la proyección ortogonal de
X sobre N (T )⊥ y la segunda de (3.12) ). Luego, se tiene que xnk

w→ T †y cuando
k → ∞. Probaremos ahora que la sucesión original converge débilmente a x+. En
efecto, supongamos que xn

w
� T †y cuando n → ∞. Entonces, existe una subsucesión

{xnk
} ⊂ {xn} tal que ninguna subsucesión de {xnk

} converge débilmente a T †y. Sin
embargo, el mismo razonamiento anterior con la sucesión {xn} reemplazada por {xnk

}
prueba que {xnk

} tiene una subsucesión
{

xnkl

}

tal que xnkl

w→ T †y cuando nkl → ∞
lo cual es una contradicción. Por lo tanto

xn
w→ T †y cuando n→∞. (3.13)

Luego

∥
∥T †y

∥
∥ ≤ lim inf

n→∞
‖xn‖ ≤ lim sup

n→∞
‖xn‖

≤ lim sup
n→∞

√

δ2n
αn

+ ‖T †y‖2 (por (3.9) )

=

√

lim sup
n→∞

δ2n
αn

+ ‖T †y‖2

=
∥
∥T †y

∥
∥ ,
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donde la primera desigualdad se sigue de la semicontinuidad inferior débil toda norma
(Teorema A.65). Luego,

lim
n→∞

‖xn‖ =
∥
∥x†
∥
∥ . (3.14)

De (3.13) y (3.14) concluimos que lim
n→∞

xn = x†, como queríamos probar.

El teorema anterior permite afirmar que, si y ∈ R(T ), para obtener la convergencia

xδα̂(δ)
δ→0+→ x† = T †y, la REP “a-priori” α̂(δ) debe elegirse en función del nivel de ruido

δ de manera tal que α̂(δ)
δ→0+→ 0+, pero no más rápido que δ2 (i.e. δ2

α̂(δ)
= o(1) ).

En lo que resta del presente capítulo estudiaremos algunos resultados de conver-
gencia y optimalidad como así también resultados recíprocos para el caso particular
del método de Tikhonov-Phillips, es decir para métodos espectales para los cuales la
familia {gα}α∈(0,∞) esta dada por gα(λ) = 1

λ+α
. Para este propósito haremos uso de los

resultados obtenidos en el capítulo precedente. Comenzaremos probando que la familia
{gα}α∈(0,∞) satisface las hipótesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1.

(H1) Claramente, para todo α ∈ (0,∞), gα(λ) es una función continua en
[
0, ‖T‖2

]
y

por lo tanto continua por tramos en dicho intervalo.

(H2) Existe una constante C = 1 tal que |λgα(λ)| = λ
λ+α

< 1, ∀α > 0, λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
.

(H3) Por definición de gα, resulta obvio que lim
α→0+

gα(λ) = 1
λ
, ∀λ ∈

(
0, ‖T‖2

]
.

Como se satisfacen las hipótesis del Teorema 2.1 se sigue entonces que, para
y ∈ D(T †), xα → x†

.
= T †y cuando α→ 0+.

Por otro lado, para α > 0 y λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
, se tiene que 0 < gα(λ) ≤ 1

α
y por lo

tanto Gα
.
= sup

λ∈[0,‖T‖2]
gα(λ) ≤ 1

α
. Como 1

α
= gα(0) ≤ Gα se sigue que Gα = 1

α
. En

consecuencia, por el Teorema 2.3, se tienen las siguientes estimaciones para el error
debido al ruido en X y en Y:

∥
∥Txα − Txδα

∥
∥ ≤ δ y

∥
∥xα − xδα

∥
∥ ≤ δ√

α
.

Con el objeto de obtener una estimación para el error de regularización como en
(2.28), utilizaremos los resultados del Teorema 2.4 bajo la condición fuente x† ∈ Xµ,ρ.
Para ello, será suficiente con hallar una función ωµ(α) que satisfaga (2.27). Para α > 0,
λ ∈

[
0, ‖T‖2

]
, definamos la función hµ(λ)

.
= λµ |rα(λ)| = λµ |1− λ gα(λ)| = λµ α

λ+α
.

Caso 1) Si 0 < µ < 1 se tiene que

h′µ(λ) = α
µλµ−1(λ+ α)− λµ

(λ+ α)2
=

αλµ−1

(λ+ α)2
[µ (λ+ α)− λ]

=
αλµ−1

(λ+ α)2
[λ (µ− 1) + µα] ,
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entonces en
(
0, ‖T‖2

]
la función hµ tiene un único punto crítico en λ = µα

1−µ
> 0.

Como h′
µ(λ) = αµαλµ−1+λµ (µ−1)

(λ+α)2
se sigue que

h′′µ(λ) =
α

(λ+ α)4
{[
µα (µ− 1)λµ−2 + µ (µ− 1)λµ−1

]
(λ+ 2)2

−
[
µαλµ−1 + λµ (µ− 1)

]
2 (λ+ α)

}

=
α

(λ+ α)3
{
µ (µ− 1)λµ−2 (λ+ 2)2 − 2λµ−1 [µα + λ (µ− 1)]

}
.

De modo que

h′′µ

(
µα

1− µ

)

=
α

( α
1−µ

)3

{

µ (µ− 1)

(
µα

1− µ

)µ−2(
α

1− µ

)2

−2

(
µα

1− µ

)µ−1 [

µα+
µα

1− µ
(µ− 1)

]

︸ ︷︷ ︸







=0

=
(1− µ)3

α2
︸ ︷︷ ︸

>0

[
−µµ−1 (1− µ)1−µ αµ

]

︸ ︷︷ ︸
<

<0

0.

Puesto que hµ(0) = 0 y lim
λ→∞

hµ(λ) = 0, entonces la función hµ alcanza su máximo

absoluto en λ = µα
1−µ

y por lo tanto

hµ(λ) ≤ hµ

(
µα

1− µ

)

= µµ (1− µ)1−µ αµ

≤
[
µ2 + (1− µ)2

]
αµ (aµ b1−µ ≤ µa + (1− µ) b ∀a, b ≥ 0 y µ ∈ (0, 1) )

= [2µ (µ− 1) + 1] αµ

< αµ (pues 0 < µ < 1).

Por lo tanto, para 0 < µ < 1 podemos seleccionar ωµ(α)
.
= αµ.

Caso 2) Si µ ≥ 1 entonces para todo λ ∈
[
0, ‖T‖2

]
se tiene que

h′µ(λ) =
αλµ−1

(λ+ α)2
︸ ︷︷ ︸

>0



λ (µ− 1)
︸ ︷︷ ︸

≥0

+ µα
︸︷︷︸

>0



 > 0,

y por lo tanto la función hµ es estrictamente creciente en
[
0, ‖T‖2

]
y alcanza su

máximo en λ = ‖T‖2. Así, hµ(λ) ≤ hµ
(
‖T‖2

)
= ‖T‖2µ α

‖T‖2+α
< ‖T‖2µ−2 α. Luego,

para µ ≥ 1 podemos seleccionar ωµ(α)
.
= ‖T‖2µ−2 α.

Asi entonces (2.27) se satisface con

ωµ(α)
.
=

{
αµ, µ < 1

‖T‖2µ−2 α, µ ≥ 1.
(3.15)
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Luego, por el Teorema 2.4, si x† ∈ Xµ,ρ se tiene que

∥
∥xα − x†

∥
∥ =

{
ρ αµ, µ < 1

ρ ‖T‖2µ−2 α, µ ≥ 1
y
∥
∥Txα − Tx†

∥
∥ =

{

ρ α
2µ+1

2 , µ < 1

ρ ‖T‖2µ−1 α, µ ≥ 1.
(3.16)

Del análisis precedente se sigue inmediatamente que λµ |rα(λ)| = O(αµ) sólo para
µ ∈ (0, 1] y en consecuencia concluimos que el método de regularización de Tikhonov-
Phillips tiene calificación clásica µ0 = 1.

En virtud del Teorema 2.6 tenemos que, si α̂(δ) es una REP “a-priori” que satisface

α̂(δ) ∼
(

δ
ρ

) 2
2µ+1

para δ → 0+, entonces el método de regularización de Tikhonov-
Phillips con tal REP es de orden óptimo en Xµ ∀µ ≤ 1. En consecuencia, el mejor
orden de convergencia del error total que se puede garantizar se obtiene cuando µ = 1,
para el cual

∥
∥xδα̂(δ) − x†

∥
∥ = O(δ

2
3 ) para δ → 0+, (3.17)

donde la REP α̂(δ) es tal que α̂(δ) ∼
(

δ
ρ

)2
3
si x† ∈ X1,ρ o α̂(δ) ∼ δ

2
3 si x† ∈ X1.

A continuación analizaremos algunos resultados recíprocos para el método de
Tikhonov-Phillips a la luz de los resultados de la Sección 2.4. Para ello observar que,
como λ |rα(λ)| = λα

λ+α
≥ λα

2λ
= α

2
para λ ∈

[
α, ‖T‖2

]
, se sigue que (2.53) se satisface

para µ .
= µ0 = 1, c .

= 1 y γ .
= 1

2
. En consecuencia, por el Teorema 2.12, el orden de

convergencia
∥
∥xα − x†

∥
∥ = O(α) sólo se puede alcanzar si x† ∈ X1. Por otro lado, como

(2.64) vale con ĉ
.
= 1, se sigue de la Proposición 2.16 que, para µ < 1, el orden de

convergencia
∥
∥xα − x†

∥
∥ = O(αµ) para α→ 0+ sólo puede valer si x† ∈ ∩

0<ν<µ
Xν.

Con respecto al caso de datos con ruido, se puede probar que el orden en (3.17) sólo
puede ser alcanzado si x† ∈ X1. Este es un caso particular de un resultado más general
debido a Neubauer ([53]), el cual mencionamos brevemente al final de la Sección 2.4.
En el siguiente teorema probaremos este resultado dentro del presente contexto de los
métodos de Tikhonov-Phillips para el caso particular de operadores compactos.

Teorema 3.3. Sean X ,Y espacios de Hilbert,K ∈ L(X ,Y) compacto, dimR(K) =∞,
y ∈ D(K†), x†

.
= K†y, xδα

.
= (K∗K + αI)−1K∗yδ y α̂(δ, yδ) una REP arbitraria. Si

sup
yδ:‖Q(y−yδ)‖≤δ

∥
∥
∥xδα̂(δ,yδ) − x†

∥
∥
∥ = o(δ

2
3 ) para δ → 0+ (3.18)

entonces x† = 0.

Demostración. (Por reducción al absurdo). Sea (σn; vn, un)n∈J el sistema singular
asociado a K. Supongamos que x† �= 0 y que (3.18) se satisface. Como dimR(K) =
∞ entonces J = N y lim

n→∞
σn = 0. Definamos δn

.
= σ3

n, y
δn .

= y + δnun (de

modo que,
∥
∥yδn − y

∥
∥ = δn ‖un‖ = δn), αn

.
= α̂(δn, y

δn), xαn

.
= (K∗K + αnI)

−1K∗y
y xδnαn

.
= (K∗K + αnI)

−1K∗yδn . Probemos que si x† �= 0 entonces el orden del
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error total, a través de la sucesión δn así definida, no puede ser o(δ
2/3
n ) para n → ∞.

Entonces

xδnαn
− x† = xδnαn

− xαn + xαn − x†

= (K∗K + αnI)
−1K∗(yδn − y) + xαn − x†

= (K∗K + αnI)
−1K∗δnun + xαn − x†

= δn σn(K
∗K + αnI)

−1vn + xαn − x† (K∗un = σnvn)

=
δn σn

σ2
n + αn

vn + xαn − x†

=
δ4/3n

δ2/3n + αn

vn + xαn − x† (pues σn = δ1/3n ). (3.19)

En consecuencia, para todo n ∈ N se tiene que

∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥
2
=

(

δ4/3n

δ2/3n + αn

)2

‖vn‖2 +
∥
∥xαn − x†

∥
∥
2
+ 2

δ4/3n

δ2/3n + αn

Re
〈
xαn − x†, vn

〉

de donde

δ
− 4

3
n

∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥
2
=

(

δ2/3n

δ2/3n + αn

)2

+ δ−4/3
n

∥
∥xαn − x†

∥
∥
2

︸ ︷︷ ︸

≥0

+
2

δ2/3n + αn

Re
〈
xαn − x†, vn

〉
,

y por lo tanto

(

δ−2/3
n

∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥

)2

≥
(

1

1 + αnδ
−2/3
n

)2

+
2δ−2/3

n

1 + αnδ
−2/3
n

Re
〈
xαn − x†, vn

〉
. (3.20)

Por otro lado, como

(K∗K + αnI)(x
† − xδnαn

) = K∗Kx† + αn x
† − (K∗K + αnI)x

δn
αn

= K∗y + αn x
† −K∗yδn (por Teorema 1.7 (iii) y (3.2) )

= K∗(y − yδn) + αn x
†,

se sigue que αnx
† = (K∗K + αnI)(x

† − xδnαn
)−K∗(y − yδn), y por lo tanto

αn

∥
∥x†
∥
∥ ≤ ‖K∗K + αnI‖

∥
∥x† − xδnαn

∥
∥+ ‖K∗‖

∥
∥y − yδn

∥
∥

≤
(
‖K‖2 + αn

) ∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥+ ‖K‖ δn

≤ c1
(∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥+ δn

)
,

donde c1
.
= sup

n

{
‖K‖2 + αn + ‖K‖

}
<∞ (pues αn → 0 cuando n→∞). Como hemos

supuesto que x† �= 0, dividiendo por
∥
∥x†
∥
∥ δ2/3n en la desigualdad anterior obtenemos

que ∀n ∈ N

0 < αn δ
−2/3
n ≤ c1

‖x†‖
(

δ−2/3
n

∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥+ δ1/3n

)

. (3.21)
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Como
∥
∥Q(yδn − y)

∥
∥ ≤ ‖Q‖

∥
∥yδn − y

∥
∥ = δn (pues ‖Q‖ = 1) y por hipótesis se tiene que

∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥ = o(δ2/3n ) para n→∞, de (3.21) se sigue que

0 ≤ lim inf
n→∞

αn δ
− 2

3
n ≤ lim sup

n→∞
αn δ

− 2
3

n ≤ c1
‖x†‖ lim

n→∞

(

δ
− 2

3
n

∥
∥xδnαn

− x†
∥
∥+ σn

)

= 0,

y por lo tanto

lim
n→∞

αn δ
− 2

3
n = 0. (3.22)

Por último, tomando límite en (3.20) para n→∞ y utilizando (3.22) obtenemos que

lim sup
n→∞

δ
− 2

3
n

1 + αnδ
− 2

3
n

Re
〈
xαn − x†, vn

〉
≤ −1

2
. (3.23)

Por otro lado, como
∣
∣Re

〈
xαn − x†, vn

〉∣
∣ ≤

∣
∣
〈
xαn − x†, vn

〉∣
∣ ≤

∥
∥xαn − x†

∥
∥ ‖vn‖ =

∥
∥xαn − x†

∥
∥ ,

se sigue que δ
−2/3
n

1+αn δ
−2/3
n

∣
∣Re

〈
xαn − x†, vn

〉∣
∣ ≤ δ

−2/3
n ‖xαn−x†‖
1+αn δ

−2/3
n

. Tomando limite para
n→∞ se tiene entonces que

0 ≤ lim sup
n→∞

∣
∣
∣
∣
∣

δ−2/3
n

1 + αn δ
−2/3
n

Re
〈
xαn − x†, vn

〉

∣
∣
∣
∣
∣
≤ lim

n→∞

δ−2/3
n

∥
∥xαn − x†

∥
∥

1 + αn δ
−2/3
n

= 0,

de donde la última igualdad se sigue de (3.22) y del hecho que por hipótesis
∥
∥xαn − x†

∥
∥ = o(δ2/3n ) para n→∞. Por lo tanto, lim sup

n→∞
δ
−2/3
n

1+αnδ
−2/3
n

Re
〈
xαn − x†, vn

〉
= 0

lo que contradice (3.23). Esta contradicción proviene de suponer que x† �= 0. Luego
x† = 0.

Observar que el Teorema anterior nos dice que para problemas mal condicionados
el mejor orden de convergencia del error total que puede obtenerse con el método
de Tikhonov-Phillips es O(δ

2
3 ) para δ → 0+, independientemente de la hipótesis de

regularidad que se impongan o sean conocidas sobre la solución exacta x†. Como
mencionamos anteriormente, esto esta asociado al concepto de “saturación” ([53], [44],
[34]). Así, en este caso se dice que el método satura en O(δ

2
3 ).

También es oportuno señalar que, en virtud del Teorema 2.20, la utilización del
método de Tikhonov-Phillips en forma conjunta con el Principio de Discrepancia resulta
en un método convergente para todo y ∈ R(T ) y de orden óptimo en Xµ ∀µ ∈

(
0, 1

2

]
,

siendo en tal caso O(
√
δ) el mejor orden posible, el cual se obtiene para µ = 1

2
. Más

aún, en virtud de la Proposición 2.22 este orden no puede ser mejorado excepto en
casos triviales.

Finalmente es oportuno señalar que para µ ∈
(
1
2
, 1
]
, si bien el método de Tikhonov-

Phillips con la REP del Principio de Discrepancia no es de orden óptimo en Xµ,ρ para

ningún ρ, si lo es con cualquier REP “a-priori” α̂(δ) que satisfaga α̂(δ) ∼
(

δ
ρ

) 2
2µ+1

para δ → 0+.



Capítulo 4

Regularización con operadores

diferenciales

En el Capítulo 3 vimos que el método de regularización de Tikhonov-Phillips aplicado
al problema Tx = y es equivalente al problema de minimizar el funcional Jα(x) =
‖Tx− y‖2 + α ‖x‖2. Allí también vimos que el término ‖x‖2, el cual recibe el nombre
de penalizante o término de penalización, cumple dos objetivos fundamentales siendo
el primero de ellos el de introducir estabilidad. En este caso particular y como puede
deducirse de la ecuación normal (3.2), esta estabilidad resulta en la imposición de
condiciones mínimas de “regularidad” sobre las soluciones aproximadas en el sentido
que independientemente de la regularidad de x†, se tiene que el minimizante xα del
funcional Jα satisface xα ∈ X 1

2
(de allí el nombre de métodos de “regularización”). El

segundo objetivo que cumple el término de penalización es el de “seleccionar” la solu-
ción de cuadrados mínimos (SCM) a la que convergerán las soluciones aproximadas a
medida que el parámetro de regularización α tiende a cero. Así por ejemplo, para este
caso particular en que el penalizante es ‖x‖2 vimos que xα converge, para α → 0+,
a la SCM de mínima norma. También mencionamos que en determinados problemas
esta selección de la SCM de mínima norma puede no ser la más adecuada. Esto es
así, por ejemplo, en ciertos problemas de procesamiento de señales y restauración de
imágenes en los cuales es deseable preservar las discontinuidades que pudieran existir
en la solución exacta. Es razonable suponer entonces que puedan utilizarse otros pe-
nalizantes en lugar de ‖x‖2 para introducir estabilidad pero aproximando una SCM
que posea otras propiedades. Este simple razonamiento a dado lugar en los últimos 15
años a los llamados métodos de Tikhonov-Phillips generalizados. En este capítulo nos
proponemos estudiar estos métodos desde el punto de vista de la teoría espectral para
el caso particular de penalizantes asociados a seminormas inducidas por operadores
diferenciales. Comenzaremos introduciendo el concepto de inversa generalizada “pon-
derada”, que será de fundamental importancia para la construcción de un andamiaje
matemático adecuado para el estudio de éstos métodos.

4.1 Inversa generalizada ponderada

Comenzaremos recordando brevemente el problema general y algunos conceptos funda-
mentales que fueron introducidos en capítulos anteriores. Hasta aquí hemos trabajado
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con la ecuación lineal
Tx = y, (4.1)

donde T ∈ L(X ,Y), con X e Y espacios de Hilbert. En la Sección 1.3 se introdujo la
inversa generalizada de Moore-Penrose de T , a la que denotamos con T †. Allí vimos
que la MSA (SCM de mínima norma) de (4.1) existe sí y sólo si y ∈ D(T †) y en tal
caso la misma esta dada por x† = T †y.
También vimos que el conjunto de las SCMs esta dado por Sy = x† + N (T ) y

en consecuencia si N (T ) �= {0} existen infinitas SCMs. Podríamos estar interesados
en seleccionar o aproximar ya no la MSA sino la SCM que minimice por ejemplo la
seminorma ‖Lx‖, donde L es un cierto operador adecuadamente elegido. Observar
que la MSA x† corresponde al caso particular en que L = I es el operador identidad.
Obviamente debemos acordar ciertas condiciones sobre L que garanticen existencia y
unicidad de tales SCM a la que de ahora en más denotaremos con x†L. El concepto de
inversa generalizada ponderada que introduciremos en esta sección nos permitirá una
caracterización funcional rigurosa de x†L análoga a la caracterización x

† = T †y para la
SCM de mínima norma

En todo lo que sigue supondremos que Z es un espacio de Hilbert y
L : D(L) ⊂ X → Z un operador lineal cerrado, densamente definido y con rango
R(L) cerrado. Supondremos además que L satisface la siguiente condición de com-
plementación

(CC): ∃ γ > 0 tal que ‖Tx‖2 + ‖Lx‖2 ≥ γ ‖x‖2 , ∀x ∈ D(L). (4.2)

Una condicion necesaria para la condición de complementación es claramente que
N (T )∩N (L) = {0}. El siguiente lema muestra que bajo la condición de que el núcleo
de L sea de dimensión finita esta condición se torna suficiente.

Lema 4.1. Si T y L son tales que dim N (L) < ∞ y N (T ) ∩ N (L) = {0}, entonces
se satisface la condición de complementación (4.2).

Demostración. Sea x ∈ D(L), x �= 0. Supongamos que

inf
x∈D(L)

x �=0

‖Tx‖2 + ‖Lx‖2

‖x‖2
= inf

x∈D(L)
‖x‖=1

{
‖Tx‖2 + ‖Lx‖2

}
= 0.

Entonces existe {xn}n∈N ⊂ D(L) con ‖xn‖ = 1 tal que ‖Txn‖2 + ‖Lxn‖2 n→∞→ 0. En
consecuencia

Txn
n→∞→ 0 y Lxn

n→∞→ 0. (4.3)

Como dimN (L) < ∞ se tiene que N (L) es un subespacio cerrado de X . Así,
D(L) = N (L)⊕

(
N (L)⊥ ∩ D(L)

)
y podemos representar a xn de manera única como

xn = un + vn, un ∈ N (L), vn ∈ N (L)⊥ ∩ D(L). Entonces

Lxn = Lun
︸︷︷︸

=0

+ Lvn = Lvn
n→∞→ 0.

Sea L̃
.
= L

∣
∣N (L)⊥∩D(L) : N (L)⊥ ∩ D(L)→ Z entonces claramente N (L̃) = {0} y

R(L̃) = R(L). Por lo tanto, existe L̃−1 : R(L) → N (L)⊥ ∩ D(L). Como L̃ es
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cerrado se tiene que L̃−1 también es cerrado (ver Teorema A.60). Además R(L) y
N (L)⊥ ∩ D(L) son espacios de Banach (por ser subespacios cerrados de espacios de
Banach). Como L̃−1 es cerrado, por el Teorema del Grafo Cerrado (Teorema A.61), se
sigue que L̃−1 es acotado. Así, de la continuidad de L̃−1 y del hecho que Lvn

n→∞→ 0 se
tiene que vn

n→∞→ 0. Luego
Tvn

n→∞→ 0, (4.4)

puesto que T es acotado.
Por otro lado, como {un} ⊂ N (L) es acotada (pues un = PN (L)xn y {xn} acotada)

y dim N (L) < ∞ existen uN ∈ N (L) y
{
unj

}
⊂ {un} tal que unj

j→∞→ uN y por lo
tanto

Tunj

j→∞→ TuN . (4.5)

Luego de (4.4) y (4.5) se tiene que Txnj = Tunj + Tvnj

j→∞→ TuN . Pero de (4.3)

Txnj

j→∞→ 0 y por lo tanto TuN = 0. Así, uN ∈ N (T ) ∩ N (L) y puesto que
por hipótesis N (T ) ∩ N (L) = {0} se sigue que uN = 0. Resumiendo tenemos que

unj

j→∞→ uN = 0 y vnj

j→∞→ 0, y por lo tanto
∥
∥xnj

∥
∥2 =

∥
∥unj

∥
∥2 +

∥
∥vnj

∥
∥2

j→∞→ 0 lo

cual es un absurdo pues
∥
∥xnj

∥
∥ = 1. Así, se tiene que inf

x∈D(L)
x�=0

‖Tx‖2+‖Lx‖2
‖x‖2

.
= γ > 0 y

‖Tx‖2 + ‖Lx‖2 ≥ γ ‖x‖2 ∀x ∈ D(L), como se quería probar.

El siguiente resultado muestra que bajo las condiciones anteriores la restricción de
T a N (L) define un operador de rango cerrado y por lo tanto (ver Proposición 1.11)
su inversa generalizada de Moore-Penrose es acotada. Este resultado será de vital
importancia en la definición de inversa generalizada ponderada.

Lema 4.2. Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), L : D(L) ⊂ X → Z
un operador lineal, cerrado, densamente definido, T0

.
= T

∣
∣N (L) y supongamos que se

satisface la condición de complementación (4.2). Entonces R(T0) es cerrado.

Demostración. Sean {yn} ⊂ R(T0), {xn} ⊂ N (L) tales que yn = T0xn e yn
n→∞→ y,

y ∈ Y. Entonces, para todos n,m ∈ N se tiene que

‖xn − xm‖2 ≤ 1

γ

(
‖Txn − Txm‖2 + ‖Lxn − Lxm‖2

)
(por (4.2) )

=
1

γ
‖T0xn − T0xm‖2 (pues xn ∈ N (L) )

=
1

γ
‖yn − ym‖2 ,

y puesto que la sucesión {yn} es convergente se sigue entonces que la sucesión {xn}
es de Cauchy en X . Como X es completo, existe x ∈ X tal que xn

n→∞→ x. Como
xn ∈ N (L) ∀n y N (L) es cerrado se sigue que x ∈ N (L). Además, la continuidad de
T0 implica que yn = T0xn

n→∞→ T0x. Puesto que también yn
n→∞→ y se sigue que T0x = y

y por lo tanto y ∈ R(T0). Luego R(T0) es cerrado, como queríamos probar.

Observar que por ser R(T0) cerrado entonces por la Proposición 1.11 se sigue en-

tonces que T0 tiene inversa de Moore-Penrose T
†
0 acotada. Más aún,

∥
∥
∥T

†
0

∥
∥
∥ ≤ γ−

1
2 . En
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efecto, de la condición de complementación (4.2) se tiene que N (T0) = N (T )∩N (L) =
{0} y por lo tanto R(T †

0 ) = N (T0)
⊥ = N (L) (notar que “⊥” en este caso debe inter-

pretarse respecto del espacio N (L) entendido como un espacio de Hilbert con el mismo
producto interno del espacio X ). Para todo y ∈ D(T †

0 ) con ‖y‖ = 1 se tiene que

∥
∥
∥T

†
0y
∥
∥
∥

2

≤ 1

γ

(∥
∥
∥TT

†
0y
∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥LT

†
0y
∥
∥
∥

2
)

(por (4.2) ya que T †
0y ∈ D(L) )

=
1

γ

∥
∥
∥T0T

†
0y
∥
∥
∥

2

(pues T †
0y ∈ N (L) )

=
1

γ

∥
∥
∥Q|D(T †

0 )
y
∥
∥
∥

2

=
1

γ
‖y‖2 ,

donde Q es la proyección ortogonal de Y sobre R(T0) = R(T0).

Prosiguiendo con la construcción del andamiaje matemático necesario para la cons-
trucción de la inversa generalizada ponderada, definimos a continuación un nuevo pro-
ducto interno y la correspondiente norma inducida sobre el subespacio D(L):

〈x, x̃〉⋆
.
= 〈Tx, T x̃〉+ 〈Lx, Lx̃〉 , x, x̃ ∈ D(L)

‖x‖⋆
.
=
√
〈x, x〉⋆ x ∈ D(L)

(4.6)

Notar que 〈·, ·〉⋆ es un producto interno en D(L) por ser una forma bilineal
simétrica y puesto que por la condición de complementación (4.2) se tiene que
‖x‖2⋆

.
= ‖Tx‖2 + ‖Lx‖2 ≥ γ ‖x‖2 > 0 para x �= 0. En consecuencia, ‖·‖⋆ define

una norma en D(L). Más aún, ‖·‖⋆ es una norma más fuerte en D(L) que la norma
original de X , ‖·‖.

En lo que sigue será necesario trabajar simultáneamente con ambos productos in-
ternos (i.e. 〈·, ·〉 y 〈·, ·〉⋆) y por consiguiente con ambas normas (i.e. ‖·‖ y ‖·‖⋆) y
topologías en D(L) (la topología inducida por el producto interno original en X , 〈·, ·〉, y
la ⋆-topología inducida por el producto interno 〈·, ·〉⋆). Por lo tanto, resulta conveniente
introducir notaciones apropiadas para las nociones de operador adjunto, complemento
ortogonal, etc. En este sentido la notación que utilizaremos es la siguiente:

T ∗ : adjunto de T ,

A⊥ : complemento ortogonal de A en X ,
⊕ : suma directa ortogonal en X ,
T ♯ : adjunto de T en D(L),

A⊥⋆ : complemento ∗ - ortogonal de A en D(L),

⊕⋆ : suma directa ∗ - ortogonal en D(L).

El siguiente lema muestra que el espacio D(L) con el producto interno 〈·, ·〉⋆ es un
espacio de Hilbert y provee una caracterización de los complementos ortogonales, con
respecto a este nuevo producto interno, de los espacios N (L) y N (T ) ∩D(L).
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Lema 4.3. Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y), L : D(L) ⊂ X → Z un
operador lineal densamente definido, cerrado, de rango R(L) cerrado, T0 = T

∣
∣N (L) , y

el producto interno 〈·, ·〉⋆ como en (4.6) y supongamos que se satisface la condición de
complementación (4.2). Entonces (D(L), 〈·, ·〉⋆) es un espacio de Hilbert. Además, con
respecto al producto interno 〈·, ·〉⋆, se tiene que

L .
= R(T ∗T0)

⊥ ∩ D(L) = {x ∈ D(L) / T ∗Tx ⊥ N (L)} (4.7)

es el complemento ortogonal de N (L) en D(L) (i.e. L = N (L)⊥⋆) y

T .
= {x ∈ D(L) / 〈Lx,Lx̃〉 = 0 ∀x̃ ∈ N (T ) ∩ D(L)} (4.8)

es el complemento ortogonal de N (T ) ∩D(L) en D(L) (i.e. T =(N (T ) ∩D(L) )⊥⋆).

Demostración. Probaremos primero que toda sucesión de Cauchy en D(L) es con-
vergente en la norma ‖·‖⋆. Para ello, sea {xn} una sucesión de Cauchy en D(L) con
respecto a la norma ‖·‖⋆. Entonces

‖xn − xm‖2⋆ = ‖Txn − Txm‖2 + ‖Lxn − Lxm‖2 → 0 cuando n,m→∞

y por lo tanto ‖Txn − Txm‖ → 0 y ‖Lxn − Lxm‖ → 0 cuando n,m → ∞. Es decir,
{Txn} y {Lxn} son sucesiones de Cauchy en Y y Z, respectivamente y puesto que Y
y Z son completos, existen y ∈ Y y z ∈ Z tales que

Txn → y y Lxn → z cuando n→∞. (4.9)

Dado que D(L) = N (L) ⊕⋆ N (L)⊥⋆, existen únicos un ∈ N (L) y vn ∈ N (L)⊥⋆ tales
que xn = un + vn. Probaremos que ambas sucesiones {un} y {vn} son convergentes en
X . Para esto observar en primer lugar que puesto que R(L) es cerrado, D(L†) = Z,
L† es acotada y en consecuencia L†Lxn

n→∞→ L†z, esto es vn
n→∞→ L†z

.
= v (pues

L†L es la proyección ortogonal de D(L) sobre N (L)⊥⋆). De aquí y puesto que T es
acotada se sigue además que Tvn

n→∞→ Tv y como un ∈ N (L) se sigue entonces que
T0un = Tun = Txn−Tvn n→∞→ y−Tv. Puesto que R(T0) es cerrado (Lema 4.2), T

†
0 es

acotada y por lo tanto

un = T †
0T0un

n→∞→ T †
0 (y − Tv)

.
= u ∈ R(T †

0 ) = N (T0)
⊥ = N (L),

donde la primera igualdad se sigue del hecho que un ∈ N (L) y T †
0T0 es la proyección

ortogonal sobre N (T0)
⊥ = N (L).

Resumiendo hemos probado que

un
n→∞→ u ∈ N (L) y vn

n→∞→ v ∈ N (L)⊥⋆.

Luego
xn = un + vn

n→∞→ u+ v
.
= x ∈ D(L). (4.10)

Necesitamos probar que la convergencia en (4.10) se verifica en la morma ‖·‖⋆. Para
ello observar que, puesto que xn

n→∞→ x, Lxn
n→∞→ z y L es cerrado, se tiene que

Lx = z. (4.11)
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Además xn
n→∞→ x y T es acotado se sigue entonces que

Txn
n→∞→ Tx = y, (4.12)

donde la igualdad se sigue de (4.9).
Finalmente

‖xn − x‖2⋆ = ‖Txn − Tx‖2 + ‖Lxn − Lx‖2

= ‖Txn − y‖2 + ‖Lxn − z‖2 n→∞→ 0 (por (4.12) y (4.11) ).

Asi, D(L) es completo con respecto a la ⋆-topología y en consecuencia (D(L), 〈·, ·〉⋆) es
un espacio de Hilbert.

Probaremos ahora que L (definido como en (4.7) ) es el complemento ⋆-ortogonal
de N (L). Para ello, sea x ∈ D(L). Entonces

x ⊥⋆ N (L) ⇐⇒ 〈x, x̃〉⋆ = 0 ∀x̃ ∈ N (L)

⇐⇒ 〈Tx, T x̃〉+
〈

Lx, Lx̃
︸︷︷︸

=0

〉

= 0 ∀x̃ ∈ N (L)

⇐⇒ 〈T ∗Tx, x̃〉 = 0 ∀x̃ ∈ N (L)

⇐⇒ T ∗Tx ⊥ N (L)

⇐⇒ x ∈ L,

y por lo tanto L = N (L)⊥⋆.

Por último probaremos que T (definido como en (4.8) ) es el complemento
⋆-ortogonal de N (T ) ∩ D(L). Para ello, sea x ∈ D(L). Entonces

x ⊥⋆ N (T ) ∩ D(L) ⇐⇒ 〈x, x̃〉⋆ = 0 ∀x̃ ∈ N (T ) ∩ D(L)

⇐⇒
〈

Tx, T x̃
︸︷︷︸

=0

〉

+ 〈Lx, Lx̃〉 = 0 ∀x̃ ∈ N (T ) ∩ D(L)

⇐⇒ 〈Lx, Lx̃〉 = 0 ∀x̃ ∈ N (T ) ∩ D(L)

⇐⇒ x ∈ T ,

y por lo tanto T =(N (T ) ∩D(L) )⊥⋆ . Esto completa la demostración del lema.

Los operadores L : D(L) → Z y T |D(L) : D(L) → Y considerados sobre el
espacio de Hilbert (D(L), 〈·, ·〉⋆) tienen sus respectivas inversas generalizadas a las
que denotaremos con L†

T y T †
L, respectivamente

1. Estas inversas se conocen como
inversas generalizadas ponderadas de Moore-Penrose, pues se obtienen uti-
lizando el producto interno “ponderado” por L y T definido en (4.6). Es oportuno
señalar que L†

T y T †
L son diferentes de las inversas generalizadas de Moore-Penrose

(estándar) L† y T † que resultan del producto interno original en X .

Lema 4.4. Sean T y L como en el Lema 4.3. Si R(T ) no es cerrado entonces T †
L no

es acotado.
1Notar que L y T son operadores acotados con respecto a la norma ‖·‖⋆ pues de (4.6) se sigue que

∃ c = 1 tal que ‖Tx‖ ≤ ‖x‖⋆ y ‖Lx‖ ≤ ‖x‖⋆ ∀x ∈ D(L).
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Demostración. En primer lugar probaremos que R(T ) = R(T |D(L)). Puesto que

R(T |D(L)) ⊂ R(T ) se sigue que R(T |D(L)) ⊂ R(T ). Probemos ahora que

R(T ) ⊂ R(T |D(L)). Para ello, sea y ∈ R(T ). Entonces, existe x ∈ X tal que Tx = y.

Como D(L) denso en X , existe {xn} ⊂ D(L) tal que xn
n→∞→ x. De la continuidad

del operador T se sigue que Txn
n→∞→ Tx = y. Como {Txn} ⊂ R(T |D(L)) se tiene

que y ∈ R(T |D(L)). Entonces hemos probado que R(T ) ⊂ R(T |D(L)) y por lo tanto

R(T ) ⊂ R(T |D(L)). Luego, siR(T |D(L)) es cerrado se sigue queR(T ) es cerrado puesto

que R(T ) = R(T |D(L)) = R(T |D(L)) ⊂ R(T ) ⊂ R(T ). En consecuencia, si R(T ) no
es cerrado se tiene entonces que R(T |D(L)) no es cerrado y por la Proposición 1.11 el

operador T †
L no es acotado, como se quería probar.

Observación 4.5. Es claro que R(T ) = R(T |D(L)) implica que R(T )⊥ = R(T |D(L))
⊥.

El siguiente teorema relaciona las SCMs del problema

Tx = y, x ∈ D(L), (4.13)

con la inversa generalizada ponderada T †
L.

Teorema 4.6. Si y ∈ D(T †
L) entonces x†L

.
= T †

Ly es la SCM de (4.13) de mínima
⋆-norma. Además, para cualquier otra SCM x̃ de (4.13) se verifica que

∥
∥
∥Lx

†
L

∥
∥
∥ < ‖Lx̃‖ . (4.14)

Demostración. Sea y ∈ D(T †
L). Puesto que T

†
L es la inversa generalizada de Moore-

Penrose del operador acotado T |D(L) considerado sobre el espacio de Hilbert

(D(L), 〈·, ·〉⋆), se sigue de la Sección 1.1 que x†L = T †
Ly es la MSA de (4.13), es de-

cir, es la SCM con mínima ⋆-norma.

Sea x̃ �= x†L una SCM de (4.13). Entonces
∥
∥
∥T

†
Ly
∥
∥
∥
⋆
< ‖x̃‖⋆ y denotando con Q a la

proyección ortogonal de Y sobre R(T |D(L)) se tiene que

‖Qy‖2 +
∥
∥
∥Lx

†
L

∥
∥
∥

2

=
∥
∥
∥Tx

†
L

∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥Lx

†
L

∥
∥
∥

2

(por Teorema 1.7 pues x†L es SCM)

=
∥
∥
∥x

†
L

∥
∥
∥

2

⋆

< ‖x̃‖2⋆
= ‖T x̃‖2 + ‖Lx̃‖2
= ‖Qy‖2 + ‖Lx̃‖2 (por Teorema 1.7 pues x̃ es SCM),

y por lo tanto
∥
∥
∥Lx

†
L

∥
∥
∥ < ‖Lx̃‖.
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Observación 4.7. Es claro porque la unicidad de la SCM caracterizada en el teorema
precedente requiere que los núcleos de T y L no puedan tener ningún elemento en
común excepto el origen. Observar que si N (T |D(L)) = N (T ) ∩ N (L) �= {0} entonces
el conjunto de las SCMs de (4.13) estaría dado por

Sy = x∗ +N (T ) ∩N (L),

donde x∗es una SCM cualquiera. Luego para dos SCMs cualesquiera z1 = x∗ + x1,
z2 = x∗ + x2 con x1, x2 ∈ N (T )∩N (L) se tendría que ‖Lz1‖ = ‖Lz2‖, y así todas las
SCMs tendrían la misma ‖L·‖ seminorma.

Sin pérdida de generalidad supondremos de ahora en más que L es sobreyectivo, es
decir que Z = R(L) (si ese no fuera el caso, podemos reemplazar Z por R(L) puesto
que éste es cerrado). Observar además que si bien T †

L : D(T †
L) → D(L) no es acotado

(Lema 4.4) L†
T : Z → D(L) si lo es pues R(L) es cerrado.

Observación 4.8. Las siguientes propiedades sobre los operadores T †
L y L

†
T se siguen

inmediatamente de la Definición 1.8, de la Observación 4.5 y del Lema 4.3:

D(T †
L) = R(T

∣
∣D(L) )⊕R(T )⊥, D(L†

T ) = R(L)⊕R(L)⊥ = Z,
N (T †

L) = R(T )⊥, N (L†
T ) = R(L)⊥ = Z⊥ = {0} ,

R(T †
L) = T , R(L†

T ) = L.

El siguiente lema provee descomposiciones para los subespacios D(T †
L) y D(L).

Lema 4.9. Sean D1
.
= R(TL†

T ), D2
.
= R(T0) y D3

.
= R(T )⊥. Entonces

(i) D1, D2 y D3 son ortogonales dos a dos;

(ii) D(T †
L) = D1 ⊕D2 ⊕D3;

(iii) Y = D1 ⊕D2 ⊕D3.

Además, en D(L) se tiene la descomposición (oblicua respecto al producto interno
original en X )

D(L) = N (L)⊕⋆ (L ∩ T )⊕⋆ (N (T ) ∩ D(L) ). (4.15)

Demostración. Probaremos primero que D(T †
L) = D1 ⊕ D2 ⊕ D3. Puesto que

D(T †
L) = R(T |D(L)) ⊕ R(T )⊥

︸ ︷︷ ︸

D3

es suficiente con probar que R(T
∣
∣D(L) ) = D1 ⊕ D2.

Veamos primero que R(T |D(L)) = D1 + D2. Del Lema 4.3 se tiene que R(L†
T ) =

L ⊂ D(L) y por lo tanto se tiene que D1 = R(TL†
T ) ⊂ R(T

∣
∣D(L) ). De igual modo,

puesto que T0 = T
∣
∣N (L) se tiene que D2 = R(T0) ⊂ R(T

∣
∣D(L) ). Luego

D1 +D2 ⊂ R(T
∣
∣D(L) ). (4.16)
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Por otro lado, sea y = Tx ∈ R(T
∣
∣D(L) ). Dado que D(L) = N (L) ⊕⋆ N (L)⊥⋆ =

N (L)⊕⋆R(L†
T ), existen x1 ∈ N (L) y x2 ∈ R(L†

T ) tales que x = x1 + x2 y por lo tanto
y = Tx = Tx1 + Tx2 = T0x1 + Tx2 ∈ D2 +D1. Luego

R(T
∣
∣D(L) ) ⊂ D1 +D2, (4.17)

y por lo tanto de (4.16) y (4.17) se tiene que R(T
∣
∣D(L) ) = D1 +D2.

Probaremos ahora queD1 ⊥ D2. Para ello, sean y1 ∈ D1, y2 ∈ D2. Entonces existen
x1 ∈ R(L†

T ) y x2 ∈ N (L) tales que y1 = Tx1 y y2 = Tx2 = T0x2. En consecuencia

〈y1, y2〉 = 〈Tx1, T0x2〉 = 〈x1, T ∗T0x2〉 = 0,

donde la última igualdad se sigue del hecho que x1 ∈ R(L†
T ) = L ⊂ R(T ∗T0)

⊥. Por
lo tanto D1 ⊥ D2 y R(T

∣
∣D(L) ) = D1 ⊕D2, como se quería probar. Esto completa la

demostración de (i) y (ii).
Para probar (iii) observar que

Y = D(T †
L)

= D1 ⊕D2 ⊕D3 (por (ii) )

= D1 ⊕D2 ⊕D3 (pues Y es espacio de Hilbert y Di ⊥ Dj ∀i �= j)

= D1 ⊕D2 ⊕D3,

donde la última igualdad se sigue del hecho queD3 es obviamente cerrado yD2 también
lo es en virtud del Lema 4.2.

Resta probar (4.15). Para ello observar que

D(L) = N (L) ⊕⋆ N (L)⊥⋆ (pues N (L) es cerrado)

= N (L) ⊕⋆ L (por Lema 4.3)

= N (L) ⊕⋆ L ∩D(L) (pues L ⊂ D(L) )

= N (L) ⊕⋆ L ∩
[
N (T

∣
∣D(L) ) ⊕⋆ N (T

∣
∣D(L) )

⊥⋆
]

= N (L) ⊕⋆ L ∩
[

(N (T ) ∩ D(L) ) ⊕⋆ (N (T ) ∩D(L) )⊥⋆

]

= N (L) ⊕⋆ L ∩
[
(N (T ) ∩D(L) ) ⊕⋆ T

]
(por Lema 4.3)

= N (L) ⊕⋆ L ∩N (T ) ∩ D(L) ⊕⋆ L ∩ T
= N (L) ⊕⋆ L ∩ T ⊕⋆ N (T ) ∩ D(L) (pues N (T ) ∩D(L) ⊂ L ).

Esto completa la demostración del lema.

En la Figura 4.1 se esquematizan dos representaciones, la descomposición
⋆-ortogonal de D(L) ⊂ X en términos de los subespacios N (T

∣
∣D(L) ), N (T ) y L ∩ T

y la descomposición ortogonal de D(T †
L) ⊂ Y en términos de los subespecios D1, D2 y

D3.
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Figura 4.1: Descomposiciones ortogonales

En la Figura 4.1 los “ejes” que definen al plano horizontal en ambas representaciones
son mapeados el uno sobre el otro (a su correspondiente) de izquierda a derecha por
el operador T

∣
∣D(L) y de derecha a izquierda por el operador T

†
L, mientras que los ejes

verticales representan los núcleos de tales operadores. Así por ejemplo, la imagen del
subespacio N (L) en X por el operador T

∣
∣D(L) es el subespacio D2 en Y y la imagen

del subespacio D1 en Y por el operador T †
L es el subespacio L∩T en X . En la siguiente

observación mostraremos brevemente las correspondencias de estos mapeos.

Observación 4.10.

1) Puesto que D2
.
= R(T

∣
∣N (L) ) = T (N (L)) se tiene que T

∣
∣N (L) mapea N (L) sobre

D2. Por otro lado, como T
†
LT
∣
∣N (L) es la proyección ⋆-ortogonal de D(L) sobre

N (T
∣
∣D(L) )

⊥⋆ = T y N (L) ⊂ T se tiene que T †
L(D2) = T †

L(T (N (L)) ) = N (L)

y en consecuencia T †
L mapea D2 sobre N (L).

2) Observar que T = N (T
∣
∣D(L) )

⊥⋆ = N (L) ⊕⋆ L ∩ T (ver Lema 4.3 y (4.15) ) y
también

T = R(T †
L)

= T †
L(D1)⊕⋆ T

†
L(D2) (Lema 4.9: D(T †

L) = D1 ⊕D2 ⊕D3 y D3 = N (T †
L) )

= T †
L(D1)⊕⋆ N (L) (por Observ. 1) se tiene que T †

L(D2) = N (L) ).

En consecuencia se tiene que T †
L(D1) = L ∩ T . Por otro lado, R(T

∣
∣D(L) ) =

D1 + D2 (ver demostración del Lema 4.9) y como por 1) T
∣
∣D(L) mapea N (L)

sobre D2 y D(L) = N (L)⊕⋆ L ∩ T ⊕⋆N (T
∣
∣D(L) ), se sigue entonces que T

∣
∣D(L)

mapea L ∩ T sobre D1.

3) Finalmente, como D3 = R(T )⊥ = R(T
∣
∣D(L) )

⊥ (ver Observación 4.5) es el núcleo
del oprador T †

L se tiene que T
†
L(D3) = {0} y como N (T ) ∩ D(L) es el núcleo del

operador T
∣
∣D(L) se tiene obviamente que T

∣
∣D(L) (N (L) ∩ D(L) ) = {0}.
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El siguiente resultado que relaciona los adjuntos de los operadores T y L†
T será

necesario en la próxima sección.

Lema 4.11. Sean T y L como en el Lema 4.3 y D1, D2, D3 como en el Lema 4.9.
Entonces

(i) D2 +D3 ⊂ N ( (L†
T )

∗T ∗),

(ii) R( (L†
T )

∗T ∗) ⊂ D(L∗).

Además, si y = y1 + y2,3 ∈ Y con y1 ∈ D1, y2,3 ∈ D2 +D3 se tiene que

L∗(L†
T )

∗T ∗y = T ∗y1. (4.18)

Demostración.

(i) Puesto que D3 = R(T )⊥ = N (T ∗) ⊂ N ( (L†
T )

∗T ∗) es suficiente con probar que
D2 ⊂ N ( (L†

T )
∗T ∗). Para esto observar que

y ∈ D2 =⇒ ∃x ∈ N (L) tal que y = T0x (pues D2 = R(T0) )

=⇒ ∃x ∈ N (L) tal que T ∗y = T ∗T0x ∈ L⊥

=⇒ (L†
T )

∗T ∗y = 0 (pues T ∗y ∈ L⊥ = R(L†
T )

⊥ = N ( (L†
T )

∗) )

=⇒ y ∈ N ( (L†
T )

∗T ∗),

donde la segunda implicación se sigue del hecho queR(T ∗T0) ⊂ R(T ∗T0)
⊥⊥ ⊂ L⊥

(pues L ⊂ R(T ∗T0)
⊥ por (4.7) ). LuegoD2 ⊂ N ( (L†

T )
∗T ∗) como se quería probar.

Probaremos ahora (ii) y (4.18). Para ello sea y = y1 + y2,3 ∈ Y con y1 ∈ D1,
y2,3 ∈ D2 +D3. Entonces

(L†
T )

∗T ∗y = (L†
T )

∗T ∗y1 + (L†
T )

∗T ∗y2,3

= (L†
T )

∗T ∗y1 (pues por (i) y2,3 ∈ N ( (L†
T )

∗T ∗) ). (4.19)

Recordemos que, en virtud del Lema 4.9 y (4.7), D(L) = N (L) ⊕⋆ L. Conside-
raremos ahora los siguientes dos casos:

C��� 1) Si x ∈ L entonces
〈

Lx, (L†
T )

∗T ∗y
〉

=
〈

Lx, (L†
T )

∗T ∗y1
〉

(por (4.19) )

=
〈

L†
TLx, T

∗y1
〉

= 〈x, T ∗y1〉 , (4.20)

donde la última igualdad se sigue del hecho que L†
TL es la proyección ⋆-ortogonal

de D(L) sobre N (L)⊥⋆ = L y x ∈ L.
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C��� 2) Supongamos que x ∈ N (L). Como y1 ∈ D1 = R(TL†
T ) existe

{xn} ⊂ R(L†
T ) = L tal que Txn n→∞→ y1 y por lo tanto T ∗Txn

n→∞→ T ∗y1.
Entonces

〈x, T ∗y1〉 =
〈

x, lim
n→∞

T ∗Txn
〉

= lim
n→∞

〈x, T ∗Txn〉
= lim

n→∞
〈T ∗T0x, xn〉 (pues x ∈ N (L) y T0 = T

∣
∣
N(L) )

= 0 (pues {xn} ⊂ L ⊂ R(T ∗T0)
⊥ por (4.7) ).

Por otro lado,
〈

Lx, (L†
T )

∗T ∗y
〉

= 0 pues x ∈ N (L) y por lo tanto
〈

Lx, (L†
T )

∗T ∗y
〉

= 〈x, T ∗y1〉 ( = 0). (4.21)

De (4.20) y (4.21), y puesto que como vimos D(L) = N (L) ⊕⋆ L, concluimos que〈

Lx, (L†
T )

∗T ∗y
〉

= 〈x, T ∗y1〉 ∀x ∈ D(L) de donde se siguen (ii) y (4.18). Esto completa
la demostración del lema.

4.2 Regularización con seminormas

Para aproximar la MSA x†L = T †
Ly del problema Tx = y, x ∈ D(L) podríamos utilizar

cualquiera de los métodos espectrales de regularización estudiados en los capítulos
anteriores, considerando el operador T

∣
∣D(L) sobre el espacio de Hilbert (D(L), 〈·, ·〉⋆),

definiendo de este modo una familia de operadores de regularización para T †
L como

Rα
.
= gα(T

♯T )T ♯, donde gα satisface las hipótesis (H1), (H2) y (H3) del Teorema 2.1 y,
recordemos, T ♯ es el operador adjunto de T : (D(L), 〈·, ·〉⋆)→ Y. Para el caso particular
del método de Tikhonov-Phillips esto fue estudiado en 1980 por Locker y Prenter ([40]).
Este enfoque tiene ciertas desventajas desde el punto de vista computacional, pues
requiere del cálculo del operador adjunto T ♯ = (T ∗T + L∗L)−1 T ∗ : Y → D(L) (ver
[40], Lema 4.1). Así, toda instancia en la que sea necesario el cálculo de T ♯ requerirá la
solución de una ecuación lineal con el operador T ∗T + L∗L, lo que usualmente resulta
computacionalmente costoso.

Un enfoque diferente fue introducido por Hanke en 1992 ([30]). Aunque con este
método se evita el cálculo del operador T ♯, también se requiere de la solución de
ecuaciones lineales pues deben calcularse los operadores L†

T y (L†
T )

∗. Sin embargo, es
importante mencionar que tales sistemas pueden resolverse de manera eficiente cuando
L es un operador diferencial (ver [18], Sección 9.2).

En esta sección nos proponemos analizar este segundo enfoque para la aproximación
de x†L. Con este propósito comenzamos definiendo el siguiente operador

B
.
= TL†

T . (4.22)

Notar que B : Z → Y es acotado ya que ambos operadores T : D(L)→ Y y L†
T : Z →

D(L) lo son (este último puesto que R(L) es cerrado). Como siempre, consideraremos
a D(L) como un espacio de Hilbert con el producto interno 〈·, ·〉⋆.
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La siguiente proposición, que será muy útil en demostraciones posteriores, se conoce
como “ley de orden inverso” para la inversa generalizada de un operador producto (ver
por ejemplo [17]).

Proposición 4.12. Sean T y L como en el Lema 4.3. Entonces la inversa generalizada
de Moore-Penrose de B = TL†

T esta dada por B† = LT †
L.

Demostración. SeanD1, D2 yD3 como en el Lema 4.9. Entonces R(B) = R(TL†
T ) =

D1 y en consecuencia D(B†)
.
= R(B)⊕R(B)⊥ = D1⊕D ⊥

1 = D(T †
L) (la última igualdad

se sigue del hecho que D ⊥
1 = D2 ⊕D3, D(T †

L) = D1 ⊕D2 ⊕D3, ver demostración del
Lema 4.9).

Probaremos que el operador LT †
L satisface junto con B las cuatro ecuaciones de

Moore-Penrose ( (1.15) - (1.18) ). Puesto que éstas caracterizan a B† se tendrá entonces
que B† = LT †

L. En virtud de la Observación 1.10 será suficiente con probar que los
operadores B(LT †

L) y (LT †
L)B son proyecciones ortogonales (más precisamente B(LT †

L)
debe ser la restricción a D(T †

L) de una proyección ortogonal). Consideremos primero
el operador B(LT †

L) : D(T †
L) → Y. Dado y ∈ D(T †

L), en virtud del Lema 4.9 podemos
escribir y = y1 + y2 + y3 con y1 ∈ D1, y2 ∈ D2, y3 ∈ D3 y por lo tanto

B(LT †
L)y = BL(T †

Ly1 + T †
Ly2 + T †

Ly3)

.
=

3∑

i=1

Si, (4.23)

donde Si
.
= BLT †

Lyi, i = 1, 2, 3. A continuación analizaremos por separado cada uno
de los tres términos en el lado derecho de (4.23).

S1 : En la Observación 4.10 vimos que el operador T †
L mapea D1 sobre L ∩ T , i.e.

T †
L(D1) = L ∩ T . En consecuencia, como y1 ∈ D1, T

†
Ly1 ∈ L ∩ T . Entonces

S1 = BLT †
Ly1 = TL†

TLT
†
Ly1 = TT †

Ly1 = y1, (4.24)

donde la penúltima igualdad se sigue del hecho que L†
TL es la proyección

⋆-ortogonal de D(L) sobre N (L)⊥⋆ = L y T †
Ly1 ∈ L ∩ T , y la última igual-

dad pues y1 ∈ D1 ⊂ R(T ) y TT †
L es la restricción a D(T †

L) de la proyección
ortogonal de Y sobre R(T

∣
∣D(L) ) = R(T ) (ver demostración del Lema 4.4).

S2 : En la Observación 4.10 también vimos que el operador T †
L mapea D2 sobre N (L),

i.e. T †
L(D2) = N (L). En consecuencia, como y2 ∈ D2, se tiene que T

†
Ly2 ∈ N (L)

y por lo tanto LT †
Ly2 = 0, y

S2 = BLT †
Ly2 = 0. (4.25)

S3 : Finalmente, vimos en la Observación 4.10 que D3 es el núcleo del operador T
†
L.

En consecuencia, como y3 ∈ D3, se tiene que T
†
Ly3 = 0 y por lo tanto LT †

Ly3 = 0,
y

S3 = BLT †
Ly3 = 0. (4.26)
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Así, de (4.23), (4.24), (4.25) y (4.26), se sigue que BLT †
Ly = y1 y en consecuencia

el operador B(LT †
L) es la restricción a D(T †

L) de la proyección ortogonal de Y sobre
D1 = R(B).

Consideremos ahora el operador (LT †
L)B : Z → Z. Dado z ∈ Z , como

L†
T z ∈ N (L)⊥⋆ = L (ver Lema 4.3) y de (4.15) se tiene que N (L)⊥⋆ = L ∩ T ⊕⋆

N (T ) ∩D(L), existen x1 ∈ L ∩ T y x2 ∈ N (T ) ∩D(L) tales que

L†
T z = x1 + x2. (4.27)

Entonces

(LT †
L)Bz = (LT †

L)TL
†
T z

= LT †
L(Tx1 + Tx2) ( por (4.27) )

= LT †
LTx1 ( pues x2 ∈ N (T ) )

= Lx1, (4.28)

donde la última igualdad se sigue del hecho que T †
LT es proyección ⋆-ortogonal de D(L)

sobre N ( T |D(L) )
⊥⋆ = T (ver Lema 4.3) y x1 ∈ L ∩ T ).

Por otro lado, se tiene que

z = LL†
T z (pues R(L) = Z y por lo tanto LL†

T = I)

= L(x1 + x2) (por (4.27) )

= Lx1
︸︷︷︸

∈R(L|L∩T )

+ Lx2
︸︷︷︸

∈R(L|N (T)∩D(L) )

. (4.29)

Además, R(L|L∩T ) = R(L|T ) (puesto que obviamente R(L|L∩T ) ⊂ R(L|T ) y la otra
inclusión se sigue fácilmente del hecho que T = (N (T )∩D(L) )⊥⋆ = N (L)⊕⋆ (L∩T ) )
y

R(L |L∩T ) ⊥ R(L
∣
∣N (T )∩D(L) ). (4.30)

Para probar (4.30) sean z1 ∈ R(L |L∩T ) = R(L |T ) y z2 ∈ R(L
∣
∣N (T )∩D(L) ). Entonces

existen x1 ∈ T , x2 ∈ N (T ) ∩ D(L) tales que z1 = Lx1 y z2 = Lx2. Así, por (4.8) se
tiene que 〈Lx1, Lx2〉 = 0 y por lo tanto 〈z1, z2〉 = 0. De (4.28), (4.29) y (4.30) se sigue
entonces que el operador (LT †

L)B es la proyección ortogonal de Z sobre R(L|L∩T ) =
R(L|T ).
Esto prueba entonces que efectivamente el operador LT †

L es la inversa generalizada
de Moore-Penrose de B, esto es B† = LT †

L.

Observar que si L = I es el operador identidad, entonces la inversa generalizada de
Moore-Penrose de B .

= T es obviamente T †
I = T †.

A continuación procederemos a construir una familia de operadores de regula-
rización para T †

L en términos de los operadores L, T0 = T
∣
∣N (L) y B = TL†

T definidos
precedentemente. Para ello necesitaremos previamente del siguiente lema.

Lema 4.13. Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3 tales que
satisfacen la condición de complementación (4.2). Entonces para y ∈ D(T †

L), T
†
0y es

la componente (proyección ⋆-ortogonal) de T †
Ly en N (L).
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Demostración. Observar en primer lugar que D(T †
L) = D1 ⊕ D2 ⊕ D3 (Lema 4.9),

R(T †
L) = N (T |D(L))

⊥⋆ = T (ver Lema 4.3) y puesto que D(L) = N (L)⊕⋆ (L ∩ T )⊕⋆

N ( T |D(L) ) (por (4.15) ) se tiene entonces que

R(T †
L) = T †

L(D1 ⊕D2 ⊕D3) = N (L)⊕⋆ (L ∩ T ). (4.31)

Supongamos ahora que y ∈ D(T †
L). Entonces y = y1+y2+y3 con y1 ∈ D1, y2 ∈ D2,

y3 ∈ D3 y por lo tanto

T †
Ly = T †

Ly1 + T †
Ly2 + T †

Ly3

= T †
Ly1 + T †

Ly2 (pues y3 ∈ D3 = R(T )⊥ = R(T |D(L))
⊥ = N (T †

L) )
.
= x1 + x2, (4.32)

donde xi
.
= T †

Lyi, i = 1, 2, x1 ∈ T †
L(D1) = L ∩ T y x2 ∈ T †

L(D2) = N (L) (ver
Observación 4.10 2), 1) ). Probaremos ahora que efectivamente T †

0y = x2. En efecto

x2 = T †
Ly2

= T †
LT0T

†
0y (pues T0T

†
0 es la proyec. ortogonal de Y sobre R(T0) = D2 )

= T †
L T |

D(L)
T †
0y (pues T †

0y ∈ R(T †
0 ) = N (L) ⊂ D(L) )

= T †
0y, (4.33)

donde la última igualdad se sigue del hecho que T †
L T |D(L)

es la proyección ⋆-ortogonal

de D(L) sobre R(T †
L) y T †

0y ∈ N (L) ⊂ R(T †
L) (la inclusión se sigue de (4.31) ). Esto

completa la demostración del lema.

Observación 4.14. De (4.32) y (4.33) se sigue inmediatamente que para y ∈ D(T †
L)

T †
Ly − T †

0y = x1 ∈ L ∩ T , (4.34)

donde x1 = PL∩T T
†
Ly.

En forma análoga a lo hecho en la Sección 2.1 para el caso L = I, dada una familia
de funciones {gα(λ)}α>0 que aproximen a

1
λ
(adecuadamente elegida) procedemos a

definir la familia de operadores {Rα}α>0 como

Rα
.
= T †

0 + L†
T gα(B

∗B)B∗. (4.35)

En lo que resta de esta sección probaremos que esta familia {Rα}α>0 constituye una
regularización para T †

L y analizaremos diversas propiedades de esta familia, como así
también varios resultados de convergencia.

Observar que, para todo y ∈ D(T †
L) se tiene que

L†
T gα(B

∗B)B∗y ∈ R(L†
T gα(B

∗B)B∗) ⊂ R(L†
T ) = N (L)⊥⋆

y puesto que R(T †
0 ) = N (L), los términos en (4.35) constituyen una descomposición

⋆-ortogonal.

El siguiente teorema (análogo al Teorema 2.1), provee condiciones suficientes so-
bre la familia {gα}α>0 que garantizan que la correspondiente familia de operadores
{Rα}α>0, con Rα definido como en (4.35), es una familia de operadores de regula-
rización para T †

L.
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Teorema 4.15. Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3, Q la
proyección ortogonal de Y sobre R(T ), B

.
= TL†

T , {gα}α>0 una familia de funciones

definidas sobre
[
0, ‖B‖2

]
que satisface las hipótesis (H1), (H2), (H3) del Teorema 2.1

y Rα como en (4.35). Entonces

(i) si y ∈ D(T †
L) se tiene que

Rαy → T †
Ly, LRαy → LT †

Ly, TRαy → Qy cuando α→ 0+;

(ii) si y /∈ D(T †
L) se tiene que lim

α→0+
‖LRαy‖ =∞.

Demostración. Sea y ∈ Y. Entonces, gα(B∗B)B∗y ∈ Z y por lo tanto

gα(B
∗B)B∗y = LL†

T gα(B
∗B)B∗y (pues LL†

T = I ya que R(L) = Z )
= LT †

0y + LL†
T gα(B

∗B)B∗y (pues T †
0y ∈ N (L) )

= LRαy (por definición de Rα). (4.36)

Para probar (i), sea y ∈ D(T †
L) = D(B†). Del Teorema 2.1 (i) y puesto que

B ∈ L(Z,Y) se sigue que

gα(B
∗B)B∗y → B†y para α→ 0+. (4.37)

De (4.36), (4.37), y utilizando el Teorema del orden inverso (Teorema 4.12), se tiene
que

LRαy → LT †
Ly para α→ 0+, (4.38)

lo cual prueba una de las convergencias en (i).

A continuación probaremos que TRαy
α→0+→ Qy. Para ello observar que

TRαy = TT †
0y + TL†

T gα(B
∗B)B∗y (por definición de Rα)

= T0T
†
0y +B gα(B

∗B)B∗y (pues T †
0y ∈ N (L), T0 = T

∣
∣N (L) y B = TL†

T )

= T0T
†
0y +BLRαy (por (4.36) ) (4.39)

→ (T0T
†
0 +BB†)y para α→ 0+, (4.40)

donde la convergencia se sigue de (4.38) y la continuidad de B. Analizaremos ahora los
dos términos que surgen en (4.40). Para ello observar que como D(T †

L) = D1⊕D2⊕D3

(ver Lema 4.9), podemos representar a y como y = y1 + y2 + y3 con y1 ∈ D1, y2 ∈ D2,
y3 ∈ D3. Luego, puesto que T0T

†
0 es la proyección ortogonal de Y sobre R(T0) = D2,

se tiene que T0T
†
0y = y2. Análogamente, puesto que BB† es la proyección ortogonal de

Y sobre R(B) = D1 se tiene que BB†y = y1. Luego, T0T
†
0y + BB†y = y2 + y1 y de

(4.40) se sigue que
TRαy → y2 + y1 = Qy para α→ 0+, (4.41)

donde Q es la proyección ortogonal de Y sobre R(T ) = D1 ⊕D2 = D ⊥
3 (pues por el

Lema 4.9 Y = D1 ⊕D2 ⊕D3 y D3 = R(T )⊥).
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A continuación probaremos la última convergencia correspondiente al caso (i), es

decir que Rαy
α→0+→ T †

Ly. Para esto observar que comoRαy ∈ D(L) y T †
Ly ∈ T ⊂ D(L),

se tiene que
∥
∥
∥Rαy − T †

Ly
∥
∥
∥

2

≤ 1

γ

(∥
∥
∥TRαy − TT †

Ly
∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥LRαy − LT †

Ly
∥
∥
∥

2
)

(por la CC (4.2) )

≤ 1

γ

(

‖TRαy −Qy‖2 +
∥
∥
∥LRαy − LT †

Ly
∥
∥
∥

2
)

(4.42)

→ 0 para α→ 0+ (por (4.41) y (4.38) ),

donde la última desigualdad se sigue del hecho que TT †
L es la restricción a D(T †

L) de la
proyección ortogonal de Y sobre R(T

∣
∣D(L) ) = R(T ) (ver demostración del Lema 4.4),

es decir TT †
L = Q

∣
∣
∣D(T †

L)
.

La segunda parte del teorema se sigue inmediatamente del Teorema 2.1 (ii) puesto
que si y /∈ D(T †

L) = D(B†) entonces lim
α→0+

‖LRαy‖ =∞. Esto completa la demostración
del teorema.

Observación 4.16. Notar que las soluciones regularizadas Rαy, con Rα como en
(4.35), pertenecen a T ∩ D(L∗L). En efecto, observar en primer lugar que ∀y ∈ Y
se tiene que

Rαy = T †
0y
︸︷︷︸

∈N (L)

+ L†
T gα(B

∗B)B∗y
︸ ︷︷ ︸

∈R(L†
T )=L

∈ D(L).

(i) Probaremos que Rαy ∈ D(L∗L). Para ello observar que

LRαy = gα(B
∗B)B∗y (por (4.36) )

= B∗gα(BB
∗)y (por (B.14) ),

y por lo tanto LRαy ∈ R(B∗) = R( (TL†
T )

∗) = R( (L†
T )

∗T ∗) ⊂ D(L∗), donde la
inclusión se sigue en virtud del Lema 4.11 (ii). Así, LRαy ∈ D(L∗) y por lo tanto
Rαy ∈ D(L∗L).

(ii) Veamos ahora que Rαy ∈ T = (N (T ) ∩D(L) )⊥⋆ . Para ello, sea x ∈ N (T ) ∩
D(L). Entonces

〈Rαy, x〉⋆ = 〈TRαy, Tx〉+ 〈LRαy, Lx〉 (por (4.6) )

= 〈LRαy, Lx〉 (pues x ∈ N (T ) )

= 〈L∗LRαy, x〉
= 〈L∗B∗ỹ, x〉 , para algún ỹ ∈ Y (pues LRαy ∈ R(B∗) )

=
〈

L∗(L†
T )

∗T ∗ỹ, x
〉

(por definición de B)

= 〈T ∗y1, x〉 (donde y1 = PD1
ỹ ∈ D1, por (4.18) )

= 〈y1, Tx〉
= 0 (pues x ∈ N (T ) ),

y por lo tanto Rαy ∈ T .
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Luego, de (i) y (ii), Rαy ∈ T ∩ D(L∗L).

A la luz de la Observación anterior resulta oportuno notar que las soluciones regula-
rizadas Rαy tienen siempre mayor grado de regularidad que la solución exacta x

†
L. Esto

es así puesto que mientras x†L ∈ D(L), para las soluciones regularizadas se tiene que
Rαy ∈ D(L∗L). En el caso particular del método de Tikhonov-Phillips, en el que L = I,

esto ya fue observado al principio del Cápítulo 4 puesto que xα ∈ X 1
2
= R

(

(T ∗T )
1
2

)

=

R(T ∗) independientemente de la regularidad de x†.

También es oportuno observar que la convergencia de las soluciones regularizadas
en el Teorema 4.15 (i) es equivalente a la convergencia en la norma del grafo del
operador L, es decir convergencia en la norma ‖·‖L donde ‖·‖2L

.
= ‖·‖2 + ‖L·‖2, la cual

es obviamente más fuerte que convergencia en la norma original ‖·‖.

Observación 4.17. En D(L) las normas ‖·‖L y ‖·‖⋆ son equivalentes. En efecto, para
x ∈ D(L) se tiene que

‖x‖2⋆ = ‖Tx‖2 + ‖Lx‖2
≤ ‖T‖2 ‖x‖2 + ‖Lx‖2
≤ max

{
‖T‖2 , 1

} (
‖x‖2 + ‖Lx‖2

)

= max
{
‖T‖2 , 1

}
‖x‖2L .

Por otro lado

‖x‖2L = ‖x‖2 + ‖Lx‖2

≤ 1

γ

(
‖Tx‖2 + ‖Lx‖2

)
+ ‖Lx‖2 (por la CC (4.2) )

=
1

γ
‖Tx‖2 +

(
1

γ
+ 1

)

‖Lx‖2

≤
(

1

γ
+ 1

)
(
‖Tx‖2 + ‖Lx‖2

)

=

(
1

γ
+ 1

)

‖x‖2⋆ .

En consecuencia, ‖·‖L y ‖·‖⋆ son equivalentes.

En virtud de esta equivalencia de normas se sigue entonces que ∀y ∈ D(T †
L) las

soluciones regularizadas convergen en la norma ‖·‖⋆ es decir
∥
∥
∥Rαy − T †

Ly
∥
∥
∥
⋆

α→0+→ 0.

En lo que resta de esta sección analizaremos la convergencia de las soluciones regu-
larizadas xα = Rαy a T †

Ly tratando de determinar condiciones que aseguren un cierto
orden de convergencia en la norma original de X . Para este objetivo será de funda-
mental importancia el siguiente resultado.
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Lema 4.18. Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3, B
.
= TL†

T ,
{gα}α>0 una familia de funciones definidas sobre

[
0, ‖B‖2

]
que satisface las hipótesis

(H1), (H2), (H3) del Teorema 2.1 y Rα como en (4.35). Entonces existe una constante
c > 0 tal que para todo y ∈ D(T †

L) se verifica

∥
∥
∥Rαy − T †

Ly
∥
∥
∥ ≤ c

∥
∥
∥LRαy − LT †

Ly
∥
∥
∥ .

Demostración. Sea y ∈ D(T †
L). Observar en primer lugar que

TRαy −Qy = TRαy − TT †
Ly (pues TT †

L = Q|D(T †
L)
)

= TRαy − TT †
0y − (TT †

Ly − TT †
0y)

= TRαy − T0T
†
0y − T (T †

Ly − T †
0y) (pues T †

0y ∈ N (L), T0 = T
∣
∣N (L) )

= BLRαy − T (T †
Ly − T †

0y) (por (4.39) )

= BLRαy − T L†
TL (T †

Ly − T †
0y) (∗)

= BLRαy −BLT †
Ly (pues B = TL†

T y T †
0y ∈ N (L) )

= B(LRαy − LT †
Ly),

donde la quinta igualdad (∗) se sigue del hecho que L†
TL es la proyección ⋆-ortogonal

de D(L) sobre N (L)⊥⋆ = L y T †
Ly − T †

0y ∈ L ∩ T (por (4.34) ). Luego,

‖TRαy −Qy‖ ≤ ‖B‖
∥
∥
∥LRαy − LT †

Ly
∥
∥
∥ . (4.43)

Por otro lado, en virtud de (4.42) se tiene que

∥
∥
∥Rαy − T †

Ly
∥
∥
∥

2

≤ 1

γ

(

‖TRαy −Qy‖2 +
∥
∥
∥LRαy − LT †

Ly
∥
∥
∥

2
)

(4.44)

Finalmente de (4.43) y (4.44) se sigue que
∥
∥
∥Rαy − T †

Ly
∥
∥
∥ ≤ c

∥
∥
∥LRαy − LT †

Ly
∥
∥
∥ ,

donde c .
=
(

1
γ
(‖B‖2 + 1)

)1
2
> 0.

Observación 4.19. Del Lema precedente se sigue que, para y ∈ D(T †
L) el orden de

convergencia de Rαy a T
†
Ly puede estimarse en términos del orden de convergencia de

LRαy a LT
†
Ly = B†y. Puesto que como vimos LRαy = gα(B

∗B)B∗y, tal orden de con-
vergencia puede obtenerse utilizando los resultados del Capítulo 2 (con T reemplazado
por B, ver Teorema 2.4), bajo ciertas hipótesis sobre la familia {gα}α>0 y condiciones
fuente de la forma

B†y ∈ Xµ
.
= R( (B∗B)µ) (4.45)

para algún µ > 0. Es importante señalar sin embargo que para µ > 0 arbitrario,
la condición fuente (4.45) no tiene una interpretación general, independiente de los
operadores L y T , excepto en los casos particulares µ = 1

2
y µ = 1, para los que se

tiene el siguiente resultado.
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Proposición 4.20. Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3,
B = TL†

T , y ∈ D(T †
L). Entonces:

(i) B†y ∈ R((B∗B)
1
2 ) si y sólo si T †

Ly ∈ D(L∗L) y L∗LT †
Ly ∈ R(T ∗).

(ii) B†y ∈ R(B∗B) si y sólo si T †
Ly ∈ D(L∗L) y L∗LT †

Ly ∈ R(T ∗T
∣
∣D(L) ).

Demostración. Para probar (i) observemos en primer lugar que

B†y ∈ R((B∗B)
1
2 ) ⇐⇒ B†y ∈ R(B∗) (por la Proposición B.15)

⇐⇒ B†y ∈ R( (L†
T )

∗T ∗) (pues B = TL†
T )

⇐⇒ ∃w ∈ Y : B†y = (L†
T )

∗T ∗w. (4.46)

(⇒) Sea B†y ∈ R( (B∗B)
1
2 ). Entonces por (4.46) existe w ∈ Y tal que B†y =

LT †
Ly = (L†

T )
∗T ∗w. ComoR( (L†

T )
∗T ∗) ⊂ D(L∗) (ver Lema 4.11 (ii) ) se tiene que

LT †
Ly ∈ D(L∗) y por lo tanto T †

Ly ∈ D(L∗L). Luego, L∗LT †
Ly = L∗(L†

T )
∗T ∗w =

T ∗w1, donde la última igualdad se sigue de (4.18) con w1 = PD1
w. Por lo tanto,

L∗LT †
Ly ∈ R(T ∗).

(⇐) Supongamos ahora que T †
Ly ∈ D(L∗L) y L∗LT †

Ly ∈ R(T ∗). Entonces

B†y = LT †
Ly (por Proposición 4.12)

= (LL†
T )

∗LT †
Ly (pues LL†

T = I ya que R(L) = Z)
= (L†

T )
∗L∗LT †

Ly (pues T †
Ly ∈ D(L∗L) )

= (L†
T )

∗T ∗w, para algún w ∈ Y (pues (L∗L)T †
Ly ∈ R(T ∗) ).

Así, B†y tiene una representación como en (4.46) y por lo tanto B†y ∈ R( (B∗B)
1
2 ).

Ahora demostraremos (ii).

(⇒) Supongamos que B†y ∈ R(B∗B). Entonces existe w ∈ R(B) tal que B†y = B∗w.
Puesto que B = TL†

T se tiene que B
∗ = (L†

T )
∗T ∗ y en virtud de la Proposición

4.12 B† = LT †
L. Por lo tanto

LT †
Ly = (L†

T )
∗T ∗w. (4.47)

Por otro lado, como R( (L†
T )

∗T ∗) ⊂ D(L∗) (ver Lema 4.11 (ii) ) se sigue que
LT †

Ly ∈ D(L∗) y por lo tanto T †
Ly ∈ D(L∗L). En consecuencia

L∗LT †
Ly = L∗(L†

T )
∗T ∗w (por (4.47) )

= T ∗w,

donde la última igualdad se sigue de (4.18) ya que w ∈ R(B) = R(TL†
T ) = D1

(ver Lema 4.9). Además, como D1 = R(TL†
T ) ⊂ R(T

∣
∣D(L) ) (ver Lema 4.9) se

tiene que w ∈ R(T
∣
∣D(L) ) y por lo tanto L∗LT †

Ly ∈ R(T ∗T
∣
∣D(L) ).
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(⇐) Supongamos ahora que T †
Ly ∈ D(L∗L) y L∗LT †

Ly ∈ R(T ∗T
∣
∣D(L) ). Entonces

B†y = LT †
Ly (por la Proposición 4.12)

= (LL†
T )

∗LT †
Ly (pues LL†

T = I ya que R(L) = Z)
= (L†

T )
∗L∗LT †

Ly (pues T †
Ly ∈ D(L∗L) )

= (L†
T )

∗T ∗Tx, para algún x ∈ D(L) (pues L∗LT †
Ly ∈ R(T ∗T

∣
∣D(L) ) ).

Como x ∈ D(L) = N (L) ⊕⋆ N (L)⊥⋆ = N (L) ⊕⋆ R(L†
T ), existen x̃ ∈ N (L) y

z ∈ Z tales que x = x̃+ L†
T z. Entonces

B†y = (L†
T )

∗T ∗T x̃+ (L†
T )

∗T ∗TL†
T z

= (L†
T )

∗T ∗T0x̃+ (L†
T )

∗T ∗TL†
T z (pues x̃ ∈ N (L) )

= (L†
T )

∗T ∗TL†
T z

= B∗Bz (pues B = TL†
T ),

donde la penúltima igualdad se sigue del hecho que T0x̃ ∈ R(T0) = D2 y
D2 ⊂ N ( (L†

T )
∗T ∗) (ver Lema 4.11 (i) ). En consecuencia B†y ∈ R(B∗B).

Esto concluye la demostración de la proposición.

Observar que en virtud de la proposición anterior las hipótesis clásicas de suavidad
T †
Ly ∈ R(T ∗) y T †

Ly ∈ R(T ∗T ), que corresponden al caso particular L = I, tienen
que ser remplazadas ahora por las correspondientes hipótesis para L∗LT †

Ly. Así por
ejemplo, si Ω = [0, 1] y L = d2

dx2
con dominio H2(Ω), entonces L∗ = d2

dx2
con dominio

D(L∗) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H2(Ω) / u |∂Ω = u′ |∂Ω = 0

}
.

Por lo tanto, a la luz de la Proposición 4.20, en este caso particular, la condición fuente
B†y ∈ R(B∗B) significa que T †

Ly ∈ H4(Ω) y d4

dx4
T †
Ly satisface la hipótesis de suavidad

“clásica” de pertenecer al R(T ∗T ).

4.3 Tikhonov-Phillips generalizado

En esta sección nos proponemos estudiar en detalle el caso particular de los métodos
espectrales de regularización utilizando operadores diferenciales para el caso en que
la familia de funciones {gα}α>0 es la asociada al método clásico de Tikhonov-Phillips.
Esto es, analizaremos las soluciones regularizadas obtenidas con los operadores Rα

definidos en (4.35), para el caso particular en que gα(λ) = 1
λ+α
.

En primer lugar, al igual que en el caso clásico (L = I), probaremos que las solu-
ciones regularizadas obtenidas con esta elección de la familia de funciones {gα}α>0 son
también soluciones de una “ecuación normal regularizada” (ver (3.2) ).

Proposición 4.21. Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3
tales que satisfacen la condición de complementación (4.2), α > 0, gα(λ) = 1

λ+α
, Rα

como en (4.35), y ∈ Y y xα = Rαy. Entonces xα es solución de la ecuación normal
regularizada

(T ∗T + αL∗L) xα = T ∗y,

y por lo tanto
xα = (T ∗T + αL∗L)−1 T ∗y. (4.48)
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Demostración. Sea y ∈ Y y definamos
xα

.
= Rαy = x†0 + L†

T gα(B
∗B)B∗y,

donde x†0
.
= T †

0y. Como xα ∈ D(L∗L) (Observación 4.16) se tiene que

L∗Lxα = L∗Lx†0 + L∗LL†
T gα(B

∗B)B∗y

= L∗gα(B
∗B)B∗y, (4.49)

donde la última igualdad se sigue del hecho que x†0 ∈ N (L) y LL†
T = I pues R(L) = Z.

Por otro lado

T ∗Txα = T ∗Tx†0 + T ∗T L†
T gα(B

∗B)B∗y

= T ∗T0T
†
0y + L∗(L†

T )
∗T ∗T L†

T gα(B
∗B)B∗y

= T ∗T0T
†
0y + L∗B∗B gα(B

∗B)B∗y (pues B = TL†
T ), (4.50)

donde la segunda igualdad se sigue del hecho que x†0 ∈ N (L), T0 = T
∣
∣N (L) y por el

Lema 4.11 ya que TL†
T gα(B

∗B)B∗y ∈ D1 = R(TL†
T ).

Luego, de (4.49) y (4.50) se sigue que

(T ∗T + αL∗L)xα = T ∗T0T
†
0y + L∗ (B∗B + αI) gα(B

∗B)B∗y)

= T ∗T0T
†
0y + L∗ (B∗B + αI) (B∗B + αI)−1B∗y (gα(λ) = 1

λ+α
)

= T ∗T0T
†
0y + L∗(L†

T )
∗T ∗y (pues B = TL†

T ). (4.51)

Ahora, puesto que y ∈ Y, en virtud del Lema 4.9, existen y1 ∈ D1, y2 ∈ D2, y3 ∈ D3

tales que y = y1 + y2 + y3 y por lo tanto, T0T
†
0y = y2 (pues T0T

†
0 es la proyección

ortogonal de Y sobre D2) y L∗(L†
T )

∗T ∗y = T ∗y1 (por el Lema 4.11). Reemplazando
en (4.51) se sigue entonces que

(T ∗T + αL∗L)xα = T ∗y2 + T ∗y1

= T ∗y2 + T ∗y1 + T ∗y3 (pues y3 ∈ D3 = R(T )⊥ = N (T ∗) )

= T ∗y.

Finalmente, de la condición de complementación (4.2) se sigue inmediatamente que el
operador T ∗T + αL∗L es inversible y por lo tanto

xα = (T ∗T + αL∗L)−1 T ∗y.

como se quería probar.

Además del resultado de la proposición anterior existen otras analogías con el caso
clásico (L = I), en particular el siguiente resultado análogo al Teorema 3.1, mues-
tra que las soluciones regularizadas obtenidas con el método de Tikhonov-Phillips
generalizado (Rα como en (4.35) y gα(λ) = 1

λ+α
) son también soluciones de un problema

de optimización sin restricciones.

Teorema 4.22. Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert, T y L como en el Lema 4.3 tales
que satisfacen la condición de complementación (4.2), α > 0, y ∈ Y y xα definido como
en (4.48). Entonces xα es el único elemento que minimiza el funcional de Tikhonov-
Phillips generalizado

Jα(x)
.
= ‖Tx− y‖2 + α ‖Lx‖2 , x ∈ D(L). (4.52)
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Demostración. Sea y ∈ Y. Probaremos que el funcional Jα definido como en (4.52)
es estrictamente convexo, Fréchet diferenciable con respecto a la norma ‖·‖⋆ en D(L)
y coercitivo.

(i) Probaremos primero que Jα es estrictamente convexo (ver Definición A.98 (i) ):
sean x1, x2 ∈ D(L) con x1 �= x2 y 0 < t < 1. Entonces

t Jα(x1) + (1− t)Jα(x2)− Jα(t x1 + (1− t)x2) =

= t ‖Tx1 − y‖2 + t α ‖Lx1‖2 + (1− t) ‖Tx2 − y‖2 + (1− t)α ‖Lx2‖2
−‖T (t x1 + (1− t)x2)− y‖2 − α ‖L(t x1 + (1− t)x2)‖2

= t ‖Tx1‖2 + t ‖y‖2 − 2 tRe 〈Tx1, y〉+ t α ‖Lx1‖2 + (1− t) ‖Tx2‖2
+(1− t) ‖y‖2 − 2 (1− t) Re 〈Tx2, y〉+ (1− t)α ‖Lx2‖2 − t2 ‖Tx1‖2
−(1− t)2 ‖Tx2‖2 − ‖y‖2 − 2 t (1− t) Re 〈Tx1, Tx2〉+ 2 tRe 〈Tx1, y〉
+2 (1− t)Re 〈Tx2, y〉 − α t2 ‖Lx1‖2 − α (1− t)2 ‖Lx2‖2
−2α t (1− t) Re 〈Lx1, Lx2〉

= t (1− t) ‖Tx1‖2 + t (1− t) ‖Tx2‖2 + α t (1− t) ‖Lx1‖2
+α t (1− t) ‖Lx2‖2 − 2 t (1− t) (Re 〈Tx1, Tx2〉+ αRe 〈Lx1, Lx2〉)

= t (1− t)
(
‖Tx1 − Tx2‖2 + α ‖Lx1 − Lx2‖2

)

≥ t (1− t) min {1, α}
(
‖T (x1 − x2)‖2 + ‖L(x1 − x2)‖2

)

≥ t (1− t)
︸ ︷︷ ︸

>0

min {1, α}
︸ ︷︷ ︸

>0

γ
︸︷︷︸

>0

‖x1 − x2‖
︸ ︷︷ ︸

>0

2 (por la condición CC (4.2) )

> 0,

y por lo tanto Jα es estrictamente convexo.

(ii) Probaremos ahora que Jα es Fréchet diferenciable sobre D(L) (ver Definición
A.93). Para ello sean x, h ∈ D(L). Entonces

Jα(x+ h)− Jα(x) =

= ‖Tx+ Th− y‖2 + α ‖L(x+ h)‖2 − ‖Tx− y‖2 − α ‖Lx‖2
= ‖Tx− y‖2 + ‖Th‖2 + 2Re 〈Tx− y, Th〉+ α ‖Lx‖2

+α ‖Lh‖2 + 2αRe 〈Lx, Lh〉 − ‖Tx− y‖2 − α ‖Lx‖2
= 2Re 〈T ∗Tx− T ∗y + αL∗Lx, h〉+ ‖Th‖2 + α ‖Lh‖2 . (4.53)

Observar que para x ∈ D(L), y ∈ Y y α > 0 fijos

ℓx(h)
.
= 2Re 〈T ∗Tx− T ∗y + αL∗Lx, h〉

define un funcional lineal y continuo sobre D(L). Además puesto que
‖Th‖2 + α ‖Lh‖2 ≤ max {1, α}

(
‖Th‖2 + ‖Lh‖2

)
= max {1, α} ‖h‖2⋆ se tiene que

‖Th‖2 + α ‖Lh‖2 = O(‖h‖2⋆) = o(‖h‖⋆) para ‖h‖⋆ → 0+. Se sigue entonces de
(4.53) que

Jα(x+ h)− Jα(x) = ℓx(h) + o(‖h‖⋆) para ‖h‖⋆ → 0+.

Luego Jα es Fréchet diferenciable en x ∈ D(L) ∀x ∈ D(L) y J ′
α(x)h = ℓx(h) =

2Re 〈(T ∗T + αL∗L)x− T ∗y, h〉 ∀h ∈ D(L). En consecuencia, Jα es Fréchet dife-
renciable en x ∈ D(L).
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(iii) Puesto que α es positivo la coercitividad (Definición A.98 ii)) de Jα se sigue
inmediatamente de la condición de complementación (4.2).

De (i), (ii) y (iii) se sigue, en virtud del Teorema A.99, que Jα tiene un único
minimizante global x̃ ∈ D(L) y este satisface J ′

α(x̃)h = 0 ∀h ∈ D(L) o equiva-
lentemente 2Re 〈(T ∗T + αL∗L)x̃− T ∗y, h〉 = 0 ∀h ∈ D(L), de donde se sigue que
(T ∗T + αL∗L)x̃ − T ∗y = 0 y por lo tanto x̃ = (T ∗T + αL∗L)−1T ∗y = xα, como
queríamos probar.

Es oportuno señalar aquí que puesto que la familia {gα}α>0 con gα(λ) = 1
λ+α

satis-
face las hipótesis del Teorema 4.15, se sigue entonces que las soluciones regularizadas
xα obtenidas con el método de Tikhonov-Phillips generalizado convergen a T

†
Ly para

α→ 0+ para todo y ∈ D(T †
L). Desde el enfoque de la teoría de optimización que surge

del teorema precedente este método ha sido estudiado por primera vez en el año 1980
por Locker y Prenter (ver [40]).



Capítulo 5

Regularización por variación

acotada

En diversas aplicaciones, particularmente en procesamiento de señales, restauración
de imágenes e identificación de parámetros ([16] y [28]), un inconveniente que pre-
sentan todos los métodos tradicionales de regularización para problemas inversos mal
condicionados estudiados en los capítulos precedentes (tales como Tikhonov-Phillips,
Showalter, TSVD, etc.) radica en el hecho que ninguno de ellos permite soluciones
discontinuas o no regulares en general. Por esta razón en los casos en que la solución
exacta posee discontinuidades o vértices, las soluciones regularizadas obtenidas con
tales métodos resultarán en aproximaciones pobres o de baja calidad, especialmente
cerca de puntos o regiones donde la solución presenta tales pérdidas de regularidad.

En el Capítulo 3 observamos que el método clásico de Tikhonov-Phillips es am-
pliamente utilizado debido a la simplicidad de su formulación como un problema de
optimización sin restricciones. También notamos que el penalizante ‖x‖2 tiene dos
objetivos fundamentales: el de inducir estabilidad y el de “seleccionar” la solución de
cuadrados mínimos de mínima norma (a la que convergen las soluciones aproximadas
a medida que el parámetro de regularización α tiende a 0). Asimismo mencionamos
que en determinados problemas, en los que es preferible preservar las discontinuidades
que pudieran existir en la solución exacta, las selecciones de la solución de cuadrados
mínimos de mínima norma y/o de ‖x‖2 como penalizante en el funcional de Tikhonov-
Phillips pueden no ser las más adecuadas. En estos casos podría resultar conveniente
el diseño de estrategias que introduzcan estabilidad sin “regularizar” mediante la uti-
lización de penalizantes que admitan soluciones discontinuas. La utilización de penal-
izantes basados en esta estrategia da lugar a los llamados “métodos de regularización de
Tikhonov-Phillips generalizados”, algunos de los cuales ya hemos estudiado en el capí-
tulo anterior para el caso particular en que el penalizante esta dado por seminormas del
tipo ‖Lx‖2, asociadas a operadores diferenciales. En este caso vimos que el penalizante
“selecciona” la solución de cuadrados mínimos de mínima ‖Lx‖ seminorma.
En los últimos 15 años varios autores (ver por ejemplo, [1], [9], [10], [11] y [42])

han propuesto diversas generalizaciones del tradicional método de regularización de
Tikhonov-Phillips, basados en la estrategia de inducir estabilidad a través de la uti-
lización de diferentes penalizantes, dando lugar a una gran variedad de métodos con
penalizantes no suaves. En 1994 R. Acar y C. R. Vogel introdujeron ([1]) el método de

99
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regularización por variación acotada utilizando como penalizante la norma de variación
acotada, ‖·‖BV , y analizaron los problemas de existencia, unicidad y estabilidad de los
minimizantes del funcional

Jα(x) = ‖Tx− y‖2 + α ‖x‖BV .

En este caso particular las soluciones aproximadas sólo estan forzadas a ser de variación
acotada y no necesariamente deben ser suaves.

Si bien aún no existe una teoría general para penalizantes arbitrarios, en 2011
G. Mazzieri, R. Spies y K. Temperini ([45]) encontraron condiciones suficientes sobre
los penalizantes en los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados de la forma

Jα(x) = ‖Tx− y‖2 + αW (x), x ∈ D,

donde W (·) es un funcional penalizante arbitrario con dominio D ⊂ X y α > 0, que
garantizan existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes.

Aunque aún resta mucho por investigar en esta dirección, algunos métodos de regu-
larización con funcionales penalizantes no diferenciables ya han sido empleados exi-
tosamente en una gran variedad de aplicaciones, especialmente en procesamiento y
reconstrucción de imágenes satelitales y en Medicina (ver [16] y las referencias allí).

En este capítulo nos proponemos estudiar en detalle el problema de optimización

min
x

{
‖Tx− y‖2 + αW (x)

}

para el caso particular en que X es un espacio de funciones y el penalizante W es la
norma o la seminorma de variación acotada sobre dicho espacio. Como mencionamos
anteriormente, esta elección del penalizante origina el “método de regularización por
variación acotada”1, conocido también como “regularización por variación total”, ori-
ginalmente introducido por L. Rudin, S. Osher y E. Fatemi en 1992 ([59]) como una
técnica para procesamiento y restauración de imágenes. Presentaremos primero un ade-
cuado andamiaje matemático que proveerá las bases para el estudio de dicho método
de regularización y luego procederemos al análisis de existencia, unicidad y estabilidad
de los minimizantes del correspondiente funcional de Tikhonov-Phillips generalizado.
Para el análisis de estabilidad consideraremos distintos problemas perturbados (e.g.
perturbaciones en el dato, perturbaciones en el operador T , etc.). Finalmente abor-
daremos el estudio de la convergencia de las soluciones regularizadas obtenidas con
tales métodos.

5.1 Definiciones y resultados preliminares

Como mencionamos anteriormente el objetivo de este capítulo es estudiar en profun-
didad la teoría matemática de los métodos de regularización de tipo Tikhonov-Phillips

1El término “regularización” es, de algún modo, inapropiado ya que pueden obtenerse minimizantes
discontinuos. Recordar que en el contexto de problemas inversos “regularización” significa “suavisar”.
Sin embargo, conservamos el uso de ese vocablo que en la jerga de los problemas inversos se utiliza
implícitamente como sinónimo de “estabilización”.
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que surgen al utilizar como penalizante la seminorma de variación acotada o la norma
de variación acotada. Para este propósito será necesario introducir previamente una
serie de conceptos y definiciones que serán de fundamental importancia para el cumpli-
miento de ese objetivo y todos los desarrollos ulteriores. Esta es precisamente la finali-
dad de esta sección en la que, si bien la mayoría de los resultados son conocidos, hemos
incluído demostraciones propias y completas de algunos de los que consideramos más
trascendentes e importantes para los desarrollos posteriores. Para todos los resultados
cuyas demostraciones no hemos incluído, hemos señalado referencias apropiadas donde
las mismas pueden encontrarse.

A lo largo de todo este capítulo supondremos que Ω es un subconjunto abierto,
convexo y acotado de Rd, con d = 1, 2 ó 3, con frontera ∂Ω de tipo Lipschitz con-
tinua2. Denotaremos con |Ω| a la medida de Lebesgue de Ω y para x = (x1, . . . , xd),
y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd, denotaremos con |x| y x · y a la norma euclidea y al producto

interno en Rd, respectivamente, esto es |x| .=
√

d∑

i=1

x2i y x · y
.
=

d∑

i=1

xi yi. Además para

α = (α1, α2, . . . , αd) ∈ Nd
0 , con N0 = N ∪ {0}, se define |α| .=

d∑

i=1

αi. Si la función

u : Ω → R es |α| veces continuamente diferenciable3, denotaremos como es usual con
Dαu a ∂|α|u(x)

∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αd
d

. Para α = (0, 0, . . . , 0) ∈ Nd
0 se define D

αu
.
= u.

A continuación recordaremos las definiciones de una serie de espacios funcionales
sobre Ω que utilizaremos con frecuencia en este capítulo. Sean k, ℓ ∈ N y 1 ≤ p < ∞
se definen los siguientes espacios de funciones

C0(Ω) = C(Ω)
.
= {u : Ω→ R / u es continua},

Ck(Ω)
.
= {u : Ω→ R / u es k veces continuamente diferenciable},

C∞(Ω)
.
= {u : Ω→ R / u es infinitamente diferenciable} =

⋂

h∈N
Ch(Ω).

Claramente C∞(Ω) ⊂ · · · ⊂ Ck(Ω) ⊂ Ck−1(Ω) ⊂ · · · ⊂ C0(Ω) = C(Ω).

C0(Ω)
.
= {u ∈ C(Ω) / sop(u) es compacto}4,

Ck
0 (Ω)

.
=
{
u ∈ Ck(Ω) / sop(u) es compacto

}
= Ck(Ω) ∩ C0(Ω).

C∞
0 (Ω)

.
= {u ∈ C∞(Ω) / sop(u) es compacto} = C∞(Ω) ∩ C0(Ω),

Lp(Ω)
.
=
{
u : Ω→ R / u es medible Lebesgue,

∫

Ω
|u(x)|p dx <∞

}
,

L∞(Ω)
.
=

{

u : Ω→ R / u es Lebesgue medible, ess sup
x∈Ω

|u(x)| <∞
}

5,

2Se dice que la frontera de un conjunto es de tipo Lipschitz si es la gráfica de una función continua
de Lipschitz. SeanM y N espacios métricos, se dice que una función u : M → N es Lipschitz continua
si existe una constante c > 0 tal que dist(u(x), u(y)) ≤ c dist(x, y) ∀x, y ∈ M .
Notar que, si u es Lipschitz continua, entonces u es uniformemente continua; y por lo tanto, continua.
3Para k ∈ N, se dice que una función u : Ω → R es k veces continuamente diferenciable si tiene

derivadas parciales continuas hasta de orden k.
4Se define el soporte de u : Ω → R, sop(u), como la clausura en Ω del conjunto {x ∈ Ω / u(x) �= 0}.
5Se define el supremo esencial de u : Ω → R, ess sup

x∈Ω

|u(x)|, como ess sup
x∈Ω

|u(x)|
.
=

inf {c ∈ R / |{x : u(x) > c}| = 0} (en este último, |·| representa la medida de Lebesgue).
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W k,p(Ω)
.
=
{
u ∈ Lp(Ω) / Dαu ∈ Lp(Ω) ∀α ∈ Nd

0 : |α| ≤ k
}
, 1 ≤ p ≤ ∞,

C0(Ω,R
ℓ)

.
= {Fv(x) = (v1(x), . . . , vℓ(x)) / vi ∈ C0(Ω) ∀i = 1, . . . , ℓ},

Ck(Ω,Rℓ)
.
=
{
Fv(x) = (v1(x), . . . , vℓ(x)) / vi ∈ Ck(Ω) ∀i = 1, . . . , ℓ

}
,

C∞(Ω,Rℓ)
.
= {Fv(x) = (v1(x), . . . , vℓ(x)) / vi ∈ C∞(Ω) ∀i = 1, . . . , ℓ}
=
⋂

h∈N
Ch(Ω,Rℓ),

Ck
0 (Ω,R

ℓ)
.
=
{
Fv(x) = (v1(x), . . . , vℓ(x)) / vi ∈ Ck

0 (Ω) ∀i = 1, . . . , ℓ
}

= Ck(Ω,Rℓ) ∩ C0(Ω,R
ℓ),

C∞
0 (Ω,Rℓ)

.
= {Fv(x) = (v1(x), . . . , vℓ(x)) / vi ∈ C∞

0 (Ω) ∀i = 1, . . . , ℓ}
= C∞(Ω,Rℓ) ∩ C0(Ω,R

ℓ).

A continuación recordaremos también las definiciones de las normas usuales sobre
los espacios Lp(Ω) y L∞(Ω):

‖u‖Lp(Ω)

.
=

(∫

Ω

|u(x)|p dx
)1/p

(5.1)

y
‖u‖L∞(Ω)

.
= ess sup

x∈Ω
|u(x)| .

Es bien sabido que con estas normas, los espacios Lp(Ω) y L∞(Ω) son espacios vecto-
riales normados y completos, es decir son espacios de Banach (ver por ejemplo [23],
Teoremas 6.6 y 6.8).

Puesto que Ω es acotado se puede probar que para todo p, 1 ≤ p ≤ ∞, existen
constantes cp, 0 < cp <∞, tales que

c1 ‖u‖L1(Ω) ≤ · · · ≤ cp ‖u‖Lp(Ω) ≤ cp+1 ‖u‖Lp+1(Ω) ≤ · · · ≤ c∞ ‖u‖L∞(Ω) ,

y por lo tanto
L∞(Ω) ⊂ · · · ⊂ Lp+1(Ω) ⊂ Lp(Ω) ⊂ · · · ⊂ L1(Ω).

Sobre el espacio de Sobolev W k,p(Ω) la norma usual se define como

‖u‖Wk,p(Ω)

.
=







(

∑

|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,
∑

|α|≤k

‖Dαu‖L∞(Ω) , p =∞.

En particular para k = p = 1 se tiene equivalentemente que

‖u‖W1,1(Ω)

.
= ‖u‖L1(Ω) + ‖∇u‖L1(Ω) , (5.2)

donde ∇u =
(

∂u
∂x1

, . . . , ∂u
∂xd

)

es el gradiente de u.
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Definición 5.1. Para u ∈ L1(Ω) se define la variación total de u como

J0(u)
.
= sup

6v∈V

∫

Ω

(−u divFv) dx, (5.3)

donde V .
=
{
Fv = (v1, . . . , vd) ∈ C1

0(Ω,R
d) : |Fv(x)| ≤ 1 ∀x ∈ Ω

}
y divFv

.
=

d∑

i=1

∂vi
∂xi

es la

divergencia de Fv. En este contexto V se conoce como el “conjunto de funciones de
prueba”.

Teorema 5.2. Sea J0 el funcional definido sobre L1(Ω) por (5.3). Si u ∈ C1(Ω)
entonces

J0(u) =

∫

Ω

|∇u| dx. (5.4)

Demostración. Sea u ∈ C1(Ω). Para Fv ∈ V se tiene que
∫

Ω

(−u divFv) dx =

∫

Ω

(∇u · Fv) dx−
∫

∂Ω

uFv · Fn dS

=

∫

Ω

(∇u · Fv) dx (pues Fv |∂Ω = 0)

≤
∫

Ω

|∇u · Fv| dx

≤
∫

Ω

|∇u| |Fv| dx

≤
∫

Ω

|∇u| dx (pues |Fv(x)| ≤ 1), (5.5)

donde Fn denota la normal unitaria exterior a ∂Ω. Tomando supremo sobre Fv ∈ V y
utilizando la definición (5.3) se sigue entonces que

J0(u) ≤
∫

Ω

|∇u| dx.

Para la desigualdad opuesta, definiendo Fv∗(x)
.
=

{ ∇u(x)
|∇u(x)| , si |∇u(x)| �= 0

0, si |∇u(x)| = 0
se tiene

que |Fv∗(x)| ≤ 1 ∀x ∈ Ω y Fv∗ ∈ C(Ω,Rd) pues u ∈ C1(Ω). Además
∫

Ω

(∇u · Fv∗) dx =

∫

Ω

|∇u| dx.

Convolucionando Fv∗ con una función ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Rd) adecuadamente elegida se puede

obtener una función Fv ∈ V ∩ C∞
0 (Ω,Rd) para la cual el lado izquierdo de (5.5) sea

arbitrariamente cercano a
∫

Ω
|∇u| dx. Entonces tomando supremo sobre Fv ∈ V se

tiene que

J0(u) ≥
∫

Ω

|∇u| dx.

Luego J0(u) =
∫

Ω
|∇u| dx, como se quería probar.
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Teorema 5.3. Sea J0 el funcional definido sobre L1(Ω) por (5.3). Si u ∈ W 1,1(Ω)
entonces J0(u) =

∫

Ω
|∇u| dx.

Demostración. El resultado se sigue inmediatamente de la densidad de C1(Ω) en
W 1,1(Ω) y del Teorema 5.2.

Definición 5.4. Una función u ∈ L1(Ω) se dice que es de variación acotada en Ω si
J0(u) <∞. El espacio BV (Ω) de las funciones de variación acotada sobre Ω se define
como

BV (Ω)
.
=
{
u ∈ L1(Ω) / J0(u) <∞

}
. (5.6)

Se puede probar fácilmente que el funcional ‖·‖BV (Ω) definido sobre BV (Ω) como

‖u‖BV (Ω)

.
= ‖u‖L1(Ω) + J0(u) (5.7)

es una norma en BV (Ω), a la que nos referiremos de ahora en más como la “norma

de variación acotada”. Más aún
(

BV (Ω), ‖·‖BV (Ω)

)

es un espacio de Banach (ver por

ejemplo [24], Observación 1.12, pág. 9). Asimismo, es inmediato verificar que J0 es
una seminorma en BV (Ω). Por esta razón nos referiremos a J0 como la “seminorma
de variacion acotada” o “seminorma de variación total” o simplemente la “seminorma
BV ”.

Del Teorema 5.3 se sigue inmediatamente queW 1,1(Ω) ⊂ BV (Ω). Sin embargo esta
inclusión es estricta como lo prueba el siguiente simple ejemplo: si d = 1, Ω = (0, 1) y
u = χ( 1

2
,1) entonces claramente u /∈W 1,1(Ω) pero u ∈ L1(Ω) y además ‖u‖BV (Ω) = 3

2
y

por lo tanto u ∈ BV (Ω). Por otro lado, por definición BV (Ω) ⊂ L1(Ω). Probaremos
más adelante que, más aún, BV (Ω) ⊂ Lp(Ω) para 1 ≤ p ≤ d

d−1
(donde d

d−1

.
= +∞ si

d = 1).

Como mencionamos anteriormente el objetivo principal de este capítulo es el es-
tudio de los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados que surgen de utilizar como
penalizantes la seminorma o la norma de variación acotada. Es oportuno señalar aquí
que la implementación numérica de la mayoría de los algoritmos para el cálculo de
los minimizantes de tales funcionales suelen requerir del conocimiento y cómputo de
las derivadas de los mismos. En los casos en que el penalizante a utilizar sea J0(u) o
la norma de variación acotada ‖u‖BV (Ω) surge entonces el inconveniente de que J0 no
es derivable en el origen. Para salvar esta dificultad, consideraremos en su lugar un
penalizante suave que aproxime a J0. Este penalizante surge de aproximar la norma

euclídea |x| por
√

|x|2 + β, donde β ≥ 0. Para u suficientemente suave, por ejemplo
u ∈ C1(Ω), definimos entonces

Fβ(u)
.
=

∫

Ω

√

|∇u|2 + β dx. (5.8)

Puesto que para cualquier β > 0 se tiene que
√

|x|2 + β es derivable ∀x ∈ Rd, se sigue
inmediatamente que Fβ es derivable Fréchet ∀u ∈ C1(Ω). Notar que para β = 1 y
Ω ⊂ R2, Fβ(u) representa el área de la superficie del grafo de u, mientras que para
Ω ⊂ R se reduce a la longitud de arco.
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Para x ∈ Rd, β > 0 se puede probar fácilmente que
√

|x|2 + β = sup
y∈Rd:|y|≤1

{

x · y +

√

β (1− |y|2)
}

. (5.9)

A la identidad (5.9) se la conoce como “representación dual” del funcional
√

|x|2 + β.
Se puede probar que el supremo en (5.9) es en realidad un máximo y este se alcanza
para y = x√

|x|2+β
(para más detalles ver Apéndice A, Sección A.5).

Motivados por la definición del funcional J0(u) dada por (5.3) y su representación
equivalente para u ∈ C1(Ω) dada por (5.4), definimos una extensión a L1(Ω) del fun-
cional Fβ definido en (5.8) en la forma

Jβ(u)
.
= sup

6v∈V

∫

Ω

(

−u divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx, (5.10)

para u ∈ L1(Ω), donde V es el conjunto de funciones de prueba de la Definición 5.1.
Observar que Jβ no es una seminorma para ningún β > 0.

Para u ∈ W 1,1(Ω), el siguiente teorema provee una representación para Jβ(u)
análoga a la proporcionada por el Teorema 5.3 para J0.

Teorema 5.5. Sea Jβ el funcional definido por (5.10) sobre L1(Ω). Si u ∈ W 1,1(Ω)
entonces

Jβ(u) =

∫

Ω

√

|∇u|2 + β dx. (5.11)

Demostración. Puesto que C1(Ω) es denso en W 1,1(Ω), es suficiente con probar que
(5.11) vale para u ∈ C1(Ω). Sea entonces u ∈ C1(Ω). Para Fv ∈ V se tiene que

∫

Ω

(

−u divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx =

=

∫

Ω

(

∇u · Fv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx−
∫

∂Ω

uFv · Fn dS

=

∫

Ω

(

∇u · Fv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx (pues Fv |∂Ω = 0)

≤
∫

Ω

sup
6w∈V

(

∇u · Fw +

√

β (1− |Fw|2)
)

dx

=

∫

Ω

√

|∇u|2 + β dx (por (5.9) ). (5.12)

Tomando supremo sobre Fv ∈ V y utilizando la definición de Jβ se sigue entonces que

Jβ(u) ≤
∫

Ω

√

|∇u|2 + β dx. (5.13)

Para la desigualdad opuesta, definiendo Fv∗
.
= ∇u√

|∇u|2+β
se tiene que |Fv∗(x)| ≤ 1

∀x ∈ Ω y Fv∗ ∈ C(Ω,Rd) pues u ∈ C1(Ω). Además, sin mayores dificultades se puede
probar que

∫

Ω

(

∇u · Fv∗ +

√

β (1− |Fv∗|2)
)

dx =

∫

Ω

√

|∇u|2 + β dx.
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Convolucionanado Fv∗ con una función ϕ ∈ C∞
0 (Ω,Rd) adecuadamente elegida se puede

obtener una función Fv ∈ V ∩ C∞
0 (Ω,Rd) para la cual el lado izquierdo de (5.12) sea

arbitrariamente cercano a
∫

Ω

√

|∇u|2 + β dx. Se sigue que

Jβ(u) ≥
∫

Ω

√

|∇u|2 + β dx. (5.14)

De (5.13) y (5.14) se tiene que Jβ(u) =
∫

Ω

√

|∇u|2 + β dx, como se quería probar.

Para un funcional definido en un espacio vectorial y con valores en los reales ex-
tendidos se define el dominio efectivo como el conjunto de elementos del espacio para
los cuales el valor del funcional es finito. Resulta claro entonces que para J0 definido
sobre L1(Ω) por (5.3), su dominio efectivo es el espacio BV (Ω). El siguiente resultado
nos permite afirmar que lo mismo es cierto para todos los funcionales Jβ, β > 0, es
decir que todos los funcionales definidos sobre L1(Ω) por (5.10) tienen también como
dominio efectivo el espacio BV (Ω), y además que J0 es el límite de Jβ para β → 0+.

Teorema 5.6. Sean J0 y Jβ definidos sobre L1(Ω) por (5.3) y (5.10), respectivamente.
Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(i) Para todo β > 0 y u ∈ L1(Ω), Jβ(u) <∞ si y sólo si J0(u) <∞.

(ii) Para todo u ∈ BV (Ω),
lim
β→0+

Jβ(u) = J0(u). (5.15)

Demostración. Observar primero que para cualesquiera Fv ∈ V, β > 0 y u ∈ L1(Ω) se
tiene que

∫

Ω

(−u divFv) dx ≤
∫

Ω

(

−u divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx

≤
∫

Ω

(

−u divFv +
√

β
)

dx (pues |Fv(x)| ≤ 1 ∀x ∈ Ω).

Tomando supremo sobre Fv ∈ V (en la cadena de desigualdades) y utilizando las defini-
ciones (5.3) y (5.10) se obtiene que

J0(u) ≤ Jβ(u) ≤ J0(u) +
√

β |Ω| , (5.16)

de donde (i) y (ii) se siguen inmediatamente.

Teorema 5.7. Para todo β ≥ 0, el funcional Jβ definido sobre L1(Ω) por (5.10) es
convexo sobre Lp(Ω) para 1 ≤ p <∞.

Demostración. Sean 0 ≤ t ≤ 1 y u1, u2 ∈ Lp(Ω) con p ≥ 1. Entonces para todo
Fv ∈ V se tiene que
∫

Ω

(

− (t u1 + (1− t)u2) divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx =

= t

∫

Ω

(

−u1 divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx+ (1− t)

∫

Ω

(

−u2 divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx

≤ t Jβ(u1) + (1− t)Jβ(u2).
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Tomando supremo sobre Fv ∈ V y utilizando la definición (5.10) se obtiene que
Jβ(t u1 + (1− t)u2) ≤ t Jβ(u1) + (1− t) Jβ(u2),

lo cual prueba que Jβ es convexo sobre Lp(Ω).

El siguiente ejemplo muestra que el funcional Jβ no es estrictamente convexo sobre
BV (Ω).

Ejemplo 5.8. Sean d = 1, Ω = (0, 1), u1 = χ[a1,b1] y u2 = χ[a2,b2], donde
0 < a1 < b1 < a2 < b2 < 1. Entonces para todo v ∈ V se tiene que

∫

Ω

(

−u1 div v +
√

β
(
1− |v|2

)
)

dx =

=

∫ a1

0

(−u1 v′) dx+

∫ b1

a1

(−u1 v′) dx+

∫ 1

b1

(−u1 v′) dx+

∫ 1

0

√

β
(
1− |v|2

)
dx

= v(a1)− v(b1) +

∫ 1

0

√

β
(
1− |v|2

)
dx

.
= G1(v). (5.17)

Es claro que para funciones v : Ω→ R tales que |v(x)| ≤ 1 ∀x ∈ Ω, el funcional G1(v)

definido por (5.17) alcanza su máximo cuando v(x) = w∗(x)
.
=







1, x = a1
−1, x = b1

0, en otro caso
.

No obstante w∗ /∈ V, se tiene que ∀ ǫ > 0 ∃ vǫ ∈ V tal que vǫ(a1) = w∗(a1) = 1,
vǫ(b1) = w∗(b1) = −1 y G1(w

∗) − ǫ ≤ G1(vǫ) (ver Figura 5.1). Se sigue entonces
inmediatamente que

sup
v∈V

G1(v) = G1(w
∗) = 2 +

√

β. (5.18)

Tomando supremo para v ∈ V en (5.17) y utilizando (5.18) y la definición (5.10) de Jβ
se obtiene que Jβ(u1) = 2 +

√
β. En forma análoga se prueba que Jβ(u2) = 2 +

√
β

y también que Jβ
(
1
2
(u1 + u2)

)
= 2 +

√
β. Como {u1, u2} es linealmente independiente

y Jβ
(
1
2
(u1 + u2)

)
= 1

2
Jβ(u1) + 1

2
Jβ(u2) se sigue entonces que Jβ no es estrictamente

convexo.

Definición 5.9. Sean X un espacio normado y M ⊂ X no vacío. Decimos que:

(i) El funcional J : M ⊂ X → R es semicontinuo inferiormente en u ∈ M
si para toda sucesión {un} ⊂ M tal que un → u cuando n → ∞ se tiene que
J(u) ≤ lim inf

n→∞
J(un).

(ii) El funcional J : M ⊂ X → R es débilmente semicontinuo inferiormente
en u ∈ M si para toda sucesión {un} ⊂ M tal que un

w→ u cuando n → ∞ se
tiene que J(u) ≤ lim inf

n→∞
J(un).

(iii) El funcional J : M ⊂ X → R es (débilmente) semicontinuo inferiormente
en M si J es (débilmente) semicontinuo inferiormente en cada punto u ∈M .

Observación 5.10. Es claro que si un funcional es débilmente semicontinuo inferior-
mente es semicontinuo inferiormente, pues cualquier sucesión fuertemente convergente
es débilmente convergente.
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Figura 5.1

Teorema 5.11. Para todo β ≥ 0, el funcional Jβ definido sobre L1(Ω) por (5.10) es
débilmente semicontinuo inferiormente sobre Lp(Ω) para todo p ∈ [1,∞).

Demostración. Sea {un} ⊂ Lp(Ω) tal que un
w→ u ∈ Lp(Ω). Entonces para todo Fv ∈ V

se tiene que {un divFv} ⊂ Lp(Ω) (pues como Fv ∈ C1
0(Ω,R

d), divFv es uniformemente
acotada sobre Ω) y un divFv

w→ udivFv. Luego por el Teorema de Representación de
Riesz (ver [5], pag. 244) se sigue que
∫

Ω

(

−u divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx = lim
n→∞

∫

Ω

(

−un divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx. (5.19)

Por otro lado, para todo n ∈ N se tiene que
∫

Ω

(

−un divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx ≤ sup
6w∈V

∫

Ω

(

−un div Fw +

√

β (1− |Fw|2)
)

dx

= Jβ(un),

y por lo tanto

lim inf
n→∞

∫

Ω

(

−un divFv +

√

β (1− |Fv|2)
)

dx ≤ lim inf
n→∞

Jβ(un). (5.20)

De (5.19) y (5.20) tomando supremo sobre Fv ∈ V y utilizando la definición (5.10) se
obtiene que

Jβ(u) ≤ lim inf
n→∞

Jβ(un),

como se quería probar.

Proposición 5.12. Sean X un espacio normado, M ⊂ X no vacío y cerrado,
J : M → R un funcional. Entonces J es semicontinuo inferiormente sobre M si y
sólo si el conjunto

Mr
.
= {u ∈M : J(u) ≤ r} (5.21)

es cerrado para todo r ∈ R.
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Demostración. Para probar que la condición es necesaria supongamos que J es
semicontinuo inferiormente sobreM y sean r ∈ R y {un} ⊂Mr tales que un → u para
n → ∞. Entonces un ∈ M y J(un) ≤ r ∀n ∈ N, y por lo tanto lim inf

n→∞
J(un) ≤ r.

Además, como M es cerrado y un → u se tiene que u ∈ M . Por otro lado, por
la semicontinuidad inferior de J se sigue que J(u) ≤ lim inf

n→∞
J(un). Así J(u) ≤ r

y por lo tanto u ∈Mr. Luego,Mr es cerrado para todo r ∈ R.

Para probar que la condición es suficiente lo hacemos por reducción al absurdo.
Supongamos entonces queMr es cerrado para todo r ∈ R y que J no es semicontinuo
inferiormente sobre M . Entonces existen u ∈ M y {un} ⊂ M tales que un → u para
n → ∞ y J(u) > lim inf

n→∞
J(un). Entonces existen r0 ∈ R y una subsucesión {unk

}
de {un} tales que J(unk

) ≤ r0 < J(u) ∀k. Así, unk
∈ Mr0 ∀k y puesto que Mr0

es cerrado y unk
→ u se sigue que u ∈ Mr0. Por lo tanto, J(u) ≤ r0, lo cual es

una contradicción. Esta contradicción proviene de suponer que J no es semicontinuo
inferiormente sobre M . Luego J es semicontinuo inferiormente sobre M .

Proposición 5.13. Sean X un espacio normado, M ⊂ X no vacío, J : M → R un
funcional, r ∈ R y Mr como en (5.21). Las siguientes afirmaciones son válidas:

(i) Si M y J son convexos entonces Mr es convexo.

(ii) Si M es cerrado y J es continuo entonces Mr es cerrado.

Demostración.

(i) Supongamos que M y J son convexos. Queremos probar que Mr es convexo.
Para ello, sean u1, u2 ∈Mr y t ∈ [0, 1]. Entonces u1, u2 ∈M y puesto que M es
convexo se tiene que t u1 + (1− t)u2 ∈M . Además

J(t u1 + (1− t) u2) ≤ t J(u1) + (1− t) J(u2) (pues J es convexo)

≤ t r + (1− t) r (pues u1, u2 ∈Mr)

= r,

y por lo tanto t u1 + (1− t) u2 ∈Mr. Luego,Mr es convexo.

(ii) SupongamosM cerrado y J continuo. Queremos probar queMr es cerrado. Para
ello, sea {un} ⊂ Mr tal que un → u. Entonces ∀n ∈ N un ∈ M y J(un) ≤ r.
Como M es cerrado se sigue que u ∈M . Por otro lado puesto que J es continuo
se tiene que J(un) → J(u) y por lo tanto J(u) ≤ r. En consecuencia u ∈ Mr.
Luego,Mr es cerrado.

Esto completa la demostración de la proposición.

El siguiente resultado será una herramienta muy útil en posteriores demostraciones.

Lema 5.14. Sean X un espacio real normado, M ⊂ X no vacío, cerrado y convexo y
J : M → R un funcional continuo y convexo. Entonces J es débilmente semicontinuo
inferiormente en M .



110 CAPÍTULO 5. REGULARIZACIÓN POR VARIACIÓN ACOTADA

Demostración. Supongamos que J es continuo y convexo pero no es débilmente
semicontinuo inferiormente en M . Entonces existen u ∈ M y {un} ⊂ M tales que
un

w→ u cuando n→∞ y J(u) > lim inf
n→∞

J(un). Entonces existen r ∈ R y {unk
} ⊂ {un}

tales que
J(unk

) ≤ r < J(u) ∀k, (5.22)

y por lo tanto unk
∈Mr ∀k.

Puesto que J es continuo y convexo sobre M , de la Proposición 5.13 se sigue que
Mr es cerrado y convexo y por lo tantoMr es débilmente cerrado (ver [76], pág. 81).
Luego, puesto que unk

∈ Mr ∀k y unk

w→ u se sigue entonces que u ∈ Mr y por lo
tanto J(u) ≤ r, lo cual contradice (5.22). Este absurdo proviene de suponer que J no es
débilmente semicontinuo inferiormente sobre M . Luego J es débilmente semicontinuo
inferiormente sobre M .

A continuación definiremos un tipo de convergencia más fuerte que la convergencia
débil en BV (Ω) pero más débil que la convergencia fuerte.

Definición 5.15. Sean u, u1, u2, . . . ∈ BV (Ω). Diremos que un converge a u en el

sentido de la convergencia intermedia, y lo denotaremos con un
i→ u, si

un → u en L1(Ω) y J0(un)→ J0(u) para n→∞.

El siguiente resultado muestra que, efectivamente, la convergencia intermedia es
más fuerte que la convergencia débil en la norma ‖·‖BV (Ω), pero más débil que la
respectiva convergencia fuerte en dicha norma. Esto justifica el uso de la terminología
“intermedia” para referirnos a este tipo de convergencia. El término “convergencia
intermedia” fue utilizado por primera vez por R. Temam en el año 1983 ([66]) y también
es conocido como convergencia estricta.

Proposición 5.16. Sean u, u1, u2, . . . ∈ BV (Ω). Entonces valen las siguientes impli-
caciones para los tres tipos de convergencia en BV (Ω):

un
s→ u =⇒ un

i→ u =⇒ un
w→ u.

Demostración. Probaremos primero que la convergencia fuerte implica la conver-
gencia débil en BV (Ω). Para ello, supongamos que un

s→ u en BV (Ω). Entonces
‖un − u‖BV (Ω) = ‖un − u‖L1(Ω) + J0(un − u)

n→∞→ 0 y por lo tanto

‖un − u‖L1(Ω)

n→∞→ 0 y J0(un−u) n→∞→ 0. Puesto que como vimos J0 es una seminorma

en BV (Ω) se sigue entonces que |J0(un)− J0(u)| ≤ J0(un − u)
n→∞→ 0, y por lo tanto

J0(un)
n→∞→ J0(u). Así, entonces un → u en L1(Ω) y J0(un) → J0(u) para n → ∞.

Luego un
i→ u en BV (Ω).

Probaremos ahora que la convergencia intermedia implica la convergencia débil en
BV (Ω). Para ello, supongamos que un → u en L1(Ω) y J0(un)→ J0(u) para n→∞.
Como J0(un)

n→∞→ J0(u) <∞ se tiene que sup
n∈N

J0(un) < ∞ y en consecuencia un
w→ u

en BV (Ω) (ver [4], Proposición 10.1.1, pág. 372). Esto completa la demostración de
la proposición.
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El siguiente resultado muestra que toda función u ∈ BV (Ω) puede aproximarse, en
el sentido de la convergencia intermedia, por una sucesión de funciones de variación
acotada en C∞(Ω).

Lema 5.17. Sean u ∈ BV (Ω) y J0 el funcional definido sobre L1(Ω) por (5.3).
Entonces existe una sucesión {un} ⊂ C∞(Ω) ∩ BV (Ω) tal que un

i→ u, es decir
un → u en L1(Ω) y J0(un)→ J0(u) para n→∞.

Demostración. Ver [24], Teorema 1.17, pág. 14.

El siguiente lema proporciona una importante igualdad que utilizaremos en demos-
traciones de resultados posteriores.

Lema 5.18. La siguiente igualdad se verifica C∞(Ω) ∩BV (Ω) = C∞(Ω) ∩W 1,1(Ω).

Demostración. Puesto que como vimos W 1,1(Ω) ⊂ BV (Ω) se sigue inmediatamente
que

C∞(Ω) ∩W 1,1(Ω) ⊂ C∞(Ω) ∩BV (Ω). (5.23)

Probaremos ahora que C∞(Ω) ∩ BV (Ω) ⊂ C∞(Ω) ∩ W 1,1(Ω). Para ello, sea
u ∈ C∞(Ω) ∩BV (Ω). Entonces

‖u‖L1(Ω) + ‖∇u‖L1(Ω) = ‖u‖L1(Ω) +

∫

Ω

|∇u(x)| dx (por (5.1) )

= ‖u‖L1(Ω) + J0(u) (por Teorema 5.2 pues u ∈ C1(Ω) )

= ‖u‖BV (Ω) (por (5.7) )

< ∞ (pues u ∈ BV (Ω) ),

luego u ∈W 1,1(Ω) (por (5.2) ) y por lo tanto u ∈ C∞(Ω) ∩W 1,1(Ω). Entonces

C∞(Ω) ∩BV (Ω) ⊂ C∞(Ω) ∩W 1,1(Ω). (5.24)

De (5.23) y (5.24) se sigue entonces que C∞(Ω) ∩BV (Ω) = C∞(Ω) ∩W 1,1(Ω).

Enunciaremos a continuación un resultado muy conocido debido a Sobolev que
afirma que el espacioW 1,1(Ω) esta continua y densamente inmerso en el espacio Lp(Ω),
para ciertos valores de p.

Teorema 5.19. (I������́� �� S������) Para todo p ∈
[
1, d

d−1

]
, el espacio de

Sobolev W 1,1(Ω) está continua y densamente inmerso en Lp(Ω), es decir
W 1,1(Ω) →֒ Lp(Ω). Más precisamente, existe una constante C = C(Ω, p, d) > 0 tal
que para todo u ∈W 1,1(Ω),

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖u‖W 1,1(Ω) .

Demostración. Ver por ejemplo [2], Teorema 5.4, pág. 97 ó [4], Teorema 5.72, pág.
193.

El resultado de convergencia intermedia presentado en el Lema 5.17 permite ex-
tender el resultado de inmersión continua de W 1,1(Ω) del teorema anterior al espacio
BV (Ω), como lo muestra el siguiente teorema.
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Teorema 5.20. Para todo p ∈
[
1, d

d−1

]
, el espacio BV (Ω) esta continua y densamente

inmerso en Lp(Ω), es decir BV (Ω) →֒ Lp(Ω). Más precisamente, existe una constante
C = C(Ω, p, d) > 0 tal que para todo u ∈ BV (Ω),

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖u‖BV (Ω) .

Demostración. Si p = 1, de (5.7) se tiene que existe C = 1 tal que ‖u‖L1(Ω) ≤
‖u‖BV (Ω). Supongamos entonces que p ∈

(
1, d

d−1

]
y sea u ∈ BV (Ω). Por el Lema 5.17

existe una sucesión {un} ⊂ C∞(Ω)∩BV (Ω) tal que un → u en L1(Ω) y J0(un)→ J0(u)
para n→∞. Luego existen constantes c1, c2 > 0 tales que

‖un‖L1(Ω) ≤ c1 , J0(un) ≤ c2 ∀n ∈ N. (5.25)

Probaremos a continuación que la sucesión {un} está acotada en Lp(Ω). En efecto,
puesto que en virtud del Lema 5.18 un ∈W 1,1(Ω) ∀n ∈ N se sigue que

‖un‖Lp(Ω) ≤ C ‖un‖W 1,1(Ω) (pues W 1,1(Ω) →֒ Lp(Ω) por el Teorema 5.19)

= C
(

‖un‖L1(Ω) + J0(un)
)

(por el Teorema 5.3) (5.26)

≤ C (c1 + c2) (por (5.25) ).

Probaremos ahora que la sucesión {un} posee una subsucesión débilmente convergente
en Lp(Ω) a u. En efecto, puesto que para 1 < p < ∞, Lp(Ω) es un espacio de
Banach reflexivo (Teorema de Eberlein-Shmulyan, [14], Teorema 3.6, pág. 52) existen
{
unj

}
⊂ {un} y û ∈ Lp(Ω) tales que unj

w→ û en Lp(Ω). Como Lp(Ω) ⊂ L1(Ω) (pues
p > 1 y Ω es acotado) se tiene que (L1(Ω) )

′ ⊂ (Lp(Ω) )′ y por lo tanto û ∈ L1(Ω) y
unj

w→ û en L1(Ω). Puesto que también unj → u en L1(Ω) se sigue entonces que u = û

y en consecuencia unj

w→ u en Lp(Ω).

Finalmente

‖u‖Lp(Ω) ≤ lim inf
j→∞

∥
∥unj

∥
∥
Lp(Ω)

(por semicont. débil inferior de ‖·‖Lp(Ω) )

≤ lim inf
j→∞

C
(∥
∥unj

∥
∥
L1(Ω)

+ J0(unj)
)

(por (5.26) )

= C
(

‖u‖L1(Ω) + J0(u)
)

(pues unj → u en L1(Ω) y J0(unj)→ J0(u) )

= C ‖u‖BV (Ω) .

Esto completa la demostración del teorema.

Definición 5.21. Sean u, u1, u2, . . . ∈ BV (Ω) y p ∈
[
1, d

d−1

]
. Diremos que

un converge a u en el sentido de la p-convergencia intermedia, y lo denotaremos

con un
p i→ u, si un → u en Lp(Ω) y J0(un)→ J0(u) para n→∞.

Obviamente la definición anterior generaliza la convergencia intermedia dada en
la Definición 5.15 para el caso p = 1. El próximo lema extiende el resultado de
convergencia intermedia del Lema 5.17 a p-convergencia intermedia.
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Lema 5.22. Sea u ∈ BV (Ω). Entonces para todo p ∈
[
1, d

d−1

]
existe una sucesión

{un} ⊂ C∞(Ω) ∩BV (Ω) tal que un
p i→ u.

Demostración. Si p = 1 el presente lema se reduce al Lema 5.17. Supongamos
entonces que p ∈

(
1, d

d−1

]
y sea u ∈ BV (Ω). Por el Lema 5.17 existe una sucesión

{un} ⊂ C∞(Ω) ∩ BV (Ω) tal que un
i→ u en L1(Ω) y por lo tanto J0(un) → J0(u).

Restaría probar que un → u en Lp(Ω). Para ello, dado que las sucesiones {un − u} y
{J0(un)} son convergentes en L1(Ω) y R, respectivamente, existen constantes c1, c2 > 0
tales que

‖un − u‖L1(Ω) ≤ c1 , J0(un) ≤ c2 ∀n ∈ N. (5.27)

Por otro lado, puesto que {un} ⊂ BV (Ω) →֒ Lp(Ω) (ver Teorema 5.20), se sigue que
{un} ⊂ Lp(Ω) y por la misma razón también u ∈ BV (Ω). Puesto que 1 < p ≤ d

d−1
, por

la desigualdad de interpolación para las normas Lp (ver [22], Apéndice B, pág. 623),
se tiene que

‖un − u‖Lp(Ω) ≤ ‖un − u‖θL1(Ω) ‖un − u‖1−θ

L
d

d−1 (Ω)
, (5.28)

donde θ es tal que 1
p

= θ + 1−θ
d

d−1

. Ahora para el segundo factor en el lado derecho de

(5.28) se tiene la siguiente estimación:

‖un − u‖
L

d
d−1 (Ω)

≤ C ‖un − u‖BV (Ω) (pues BV (Ω) →֒ L
d

d−1 (Ω) por Teorema 5.20)

= C
(

‖un − u‖L1(Ω) + J0(un − u)
)

(por (5.7) )

≤ C
(

‖un − u‖L1(Ω) + J0(un) + J0(u)
)

(pues J0 es seminorma)

≤ C (c1 + 2 c2) (por (5.27) y puesto que J0(un)→ J0(u) ) (5.29)

Finalmente de (5.29) y (5.28) se obtiene que

‖un − u‖Lp(Ω) ≤ {C (c1 + 2 c2) }1−θ ‖un − u‖θL1(Ω)

→ 0 para n→∞ (pues un → u en L1(Ω) ),

como se quería probar.

A continuación enunciaremos un resultado de Kondrachov (originado en un lema de
Rellich) que asegura que el espacio de Sobolev W 1,1(Ω) esta compactamente inmerso
en Lp(Ω) para 1 ≤ p < d

d−1
.

Teorema 5.23. (R�����-K���������) Para todo p ∈
[
1, d

d−1

)
, el espacio de

SobolevW 1,1(Ω) esta compactamente inmerso en Lp(Ω), es decir W 1,1(Ω) →֒→֒ Lp(Ω).
Más precisamente

(i) W 1,1(Ω) →֒ Lp(Ω).

(ii) Toda sucesión {un} acotada en W 1,1(Ω) es precompacta en Lp(Ω), es decir {un}
contiene una subsucesión

{
unj

}
convergente en Lp(Ω) a algún u ∈ Lp(Ω).
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Demostración. Ver por ejemplo [2], Teorema 6.2, pág. 144 ó [4], Teorema 5.4.2, pág.
179.

En el siguiente resultado extenderemos el teorema de compacidad de Rellich-
Kondrachov del espacio W 1,1(Ω) al espacio BV (Ω).

Teorema 5.24. Para todo p ∈
[
1, d

d−1

)
, el espacio BV (Ω) esta compactamente inmerso

en Lp(Ω), es decir BV (Ω) →֒→֒ Lp(Ω). Más precisamente

(i) BV (Ω) →֒ Lp(Ω).

(ii) Toda sucesión {un} BV -acotada es precompacta en Lp(Ω), es decir {un} contiene
una subsucesión

{
unj

}
convergente en Lp(Ω) a algún u ∈ Lp(Ω). Más aún,

u ∈ BV (Ω).

Demostración. Puesto que en virtud del Teorema 5.20, BV (Ω) →֒ Lp(Ω)
∀p ∈

[
1, d

d−1

)
sólo debemos probar (ii). Para ello sea {un} ⊂ BV (Ω) una sucesión

BV -acotada. Por el Lema 5.22, para cada n ∈ N, existe
{

v
(n)
k

}

⊂ C∞(Ω)∩BV (Ω) tal

que v(n)k

p i→ un para k →∞, esto es
∥
∥
∥v

(n)
k − un

∥
∥
∥
Lp(Ω)

k→∞→ 0 y
∣
∣
∣J0(v

(n)
k )− J0(un)

∣
∣
∣
k→∞→ 0.

Luego ∀n ∈ N ∃ k∗ = k∗(n) tal que
∥
∥
∥v

(n)
k∗(n) − un

∥
∥
∥
Lp(Ω)

≤ 1
n
y
∣
∣
∣J0(v

(n)
k∗(n))− J0(un)

∣
∣
∣ ≤ 1

n
.

Definamos vn
.
= v

(n)
k∗(n). Entonces

‖vn‖W1,1(Ω) = ‖vn‖L1(Ω) + ‖∇vn‖L1(Ω)

= ‖vn‖L1(Ω) + J0(vn) (por Teorema 5.2 pues vn ∈ C1(Ω) )

≤ ‖vn − un‖L1(Ω) + ‖un‖L1(Ω) + |J0(vn)− J0(un)|+ J0(un)

≤ 2

n
+ ‖un‖BV (Ω)

≤ C <∞,

donde la última desigualdad se sigue del hecho que {un} es BV -acotada, y por lo tanto
{un} es acotada en W 1,1(Ω). Del Teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema 5.23) se
sigue entonces que existen u ∈ Lp(Ω) y una subsucesión

{
vnj

}
de {vn} tales que vnj → u

en Lp(Ω). Luego

∥
∥unj − u

∥
∥
Lp(Ω)

≤
∥
∥unj − vnj

∥
∥
Lp(Ω)

+
∥
∥vnj − u

∥
∥
Lp(Ω)

≤ 1

nj
+
∥
∥vnj − u

∥
∥
Lp(Ω)

→ 0 para j →∞,

y por lo tanto
unj

→ u en Lp(Ω). (5.30)

En consecuencia, toda sucesión BV -acotada es precompacta en Lp(Ω). Sólo resta
probar que u ∈ BV (Ω). Para esto observar que, puesto que Lp(Ω) ⊂ L1(Ω) se sigue
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que u ∈ L1(Ω) y además de (5.30) y la semicontinuidad débil inferior de J0 sobre Lp(Ω)
(Teorema 5.11) se sigue que

J0(u) ≤ lim inf
j→∞

J0(unj) ≤ lim inf
j→∞

∥
∥unj

∥
∥
BV (Ω)

≤ c1 (pues {un} es BV -acotada),

donde la última desigualdad se sigue de la BV -acotación de
{
unj

}
. Luego u ∈ BV (Ω).

Esto completa la demostración del teorema.

Si bien el resultado de compacidad del Teorema precedente no vale en general para
el caso extremo en que p = d

d−1
, para d ≥ 2 se tiene que la correspondiente inmersión

es débilmente compacta como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 5.25. Para d ≥ 2 la inmersión BV (Ω) →֒ L
d

d−1 (Ω) es débilmente compacta.
Más precisamente

(i) BV (Ω) →֒ L
d

d−1 (Ω).

(ii) Toda sucesión {un} BV -acotada es débilmente precompacta en L
d

d−1 (Ω), es decir

{un} contiene una subsucesión
{
unj

}
débilmente convergente en L

d
d−1 (Ω) a algún

u ∈ L d
d−1 (Ω). Más aún, u ∈ BV (Ω).

Demostración. En virtud del Teorema 5.20 sólo debemos probar que se verifica (ii).
Para ello sea {un} una sucesión BV -acotada. Puesto que BV (Ω) →֒ L

d
d−1 (Ω) (Teorema

5.20) existe una constante c, 0 < c < ∞, tal que ‖un‖
L

d
d−1 (Ω)

≤ c ‖un‖BV (Ω) y por lo

tanto {un} está acotada en L
d

d−1 (Ω). Puesto que L
d

d−1 (Ω) es reflexivo (ver por ejemplo
[23], Corolario 6.16, pág. 183), del Teorema de Eberlein-Shmulyan (ver [14], Teorema
3.6, pág. 52) se sigue que existen u ∈ L d

d−1 (Ω) y
{
unj

}
subsucesión de {un} tales que

unj

w→ u en L
d

d−1 (Ω). (5.31)

En consecuencia, toda sucesión BV -acotada es débilmente precompacta en L
d

d−1 (Ω).
Sólo resta probar que u ∈ BV (Ω), lo cual se obtiene con un razonamiento análogo al
utilizado en la demostración del Teorema 5.24. En efecto, puesto que L

d
d−1 (Ω) ⊂ L1(Ω)

se sigue que u ∈ L1(Ω) y además de (5.31) y la semicontinuidad débil inferior de J0 en
L

d
d−1 (Ω) (Teorema 5.11) se sigue que

J0(u) ≤ lim inf
j→∞

J0(unj) ≤ lim inf
j→∞

∥
∥unj

∥
∥
BV (Ω)

≤ k,

donde la última desigualdad se sigue de la BV -acotación de
{
unj

}
. Luego u ∈ BV (Ω).

Esto completa la demostración del teorema.

Observación 5.26. Sea B1(0) la bola unitaria con centro en el origen en Rd y denote-
mos con ωd y σd al volumen de B1(0) y a la superficie de la esfera ∂B1(0), respectiva-
mente. Es bien sabido (ver [23], Proposición (2.53) y Corolario (2.56) ) que

σd =
2π

d
2

Γ
(
d
2

) y ωd =
π

d
2

Γ
(
d
2
+ 1
) ,
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donde Γ es la función Gamma definida por Γ(t)
.
=
∫ +∞
0

xt−1 e−x dx, ∀t > 0. De donde
se sigue fácilmente que

σd = dωd. (5.32)

Para la bola de radio 1
n
y centro en el origen se sigue inmediatamente que su volumen

y la superficie de la esfera determinada por su frontera estan dadas por ωd, 1
n

= n−d ωd

y σd, 1
n

= n1−d σd, respectivamente.

El siguiente ejemplo muestra que los resultados obtenidos en los Teoremas 5.24 y
5.25 son “p-óptimos” en el sentido que no se obtiene convergencia fuerte para ningún
p ≥ d

d−1
, ni convergencia débil para ningún p > d

d−1
cuando d ≥ 2.

Ejemplo 5.27. Sea Ω =
{
x ∈ Rd : |x| < 2

}
y definamos un

.
= nd−1 χn, donde χn es la

característica sobre la bola cerrada de radio 1
n
y centro en el origen de Rd, es decir

χn(x) =

{
1, si |x| ≤ 1

n
,

0, en otro caso.
(5.33)

Probaremos que:

a) Para d ≥ 2, la sucesión {un} no es Lp-acotada para ningún p > d
d−1
;

b) la sucesión {un} es BV -acotada;

c) ∀ d ≥ 1, la sucesión {un} no contiene ninguna subsucesión convergente en L
d

d−1 (Ω);

d) si d ≥ 2, la sucesión {un} no contiene ninguna subsucesión débilmente conver-
gente en Lp(Ω) para ningún p > d

d−1
.

• Para probar a) consideraremos dos casos según p <∞ ó p =∞.
Caso 1: Si 1 ≤ p <∞, entonces para todo n ∈ N se tiene que

‖un‖Lp(Ω) =
∥
∥nd−1 χn

∥
∥
Lp(Ω)

= nd−1 ‖χn‖Lp(Ω)

= nd−1

(∫

Ω

χp
n dx

) 1
p

= nd−1 (ωd, 1
n
)
1
p (ver Observación 5.26)

= nd−1
(
n−d ωd

) 1
p

= nd−1− d
p ω

1/p
d .

Caso 2: Si p =∞, entonces ∀n ∈ N se tiene obviamente que

‖un‖L∞(Ω) =
∥
∥nd−1χn

∥
∥
L∞(Ω)

= nd−1.

Luego

‖un‖Lp(Ω) =

{

nd−1−d
p ω

1/p
d , si 1 ≤ p <∞,

nd−1, si p =∞. (5.34)

En consecuencia, para d ≥ 2, la sucesión {un} no es acotada en Lp(Ω) para ningún
p > d

d−1
.
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• Probaremos ahora b), es decir que la sucesión {un} es BV -acotada. Para ello
observar que, para todo Fv ∈ V se tiene que

∫

Ω

(−un divFv) dx = nd−1

∫

B 1
n
(0)

(−χn divFv) dx

= nd−1

(
∫

B 1
n
(0)

(∇χn · Fv) dx−
∫

∂B 1
n
(0)

(Fv · Fn) dS

)

= −nd−1

∫

∂B 1
n
(0)

(Fv · Fn) dS (pues ∇χn|B 1
n
(0) = 0)

≤ nd−1

∫

∂B 1
n
(0)

|Fv| |Fn| dS

≤ nd−1

∫

∂B 1
n
(0)

dS (pues |Fv| ≤ 1 y |Fn| = 1)

= nd−1 σd, 1
n

(ver Observación 5.26)

= nd−1 n1−d σd

= σd,

donde Fn denota la normal unitaria exterior a ∂Ω. Tomando supremo sobre Fv ∈ V
se obtiene que

J0(un) ≤ σd. (5.35)

Entonces para todo n ∈ N se tiene que

‖un‖BV (Ω) = ‖un‖L1(Ω) + J0(un)

≤ n−1 ωd + σd (por (5.34) y (5.35) )

= (n−1 + d)ωd (por (5.32) )

≤ (1 + d)ωd.

En consecuencia, la sucesión {un} es BV -acotada.

• Probaremos ahora c), es decir que la sucesión {un} no contiene ninguna sub-
sucesión convergente en L

d
d−1 (Ω). Para ello será suficiente probar que ninguna

subsucesión de {un} es de Cauchy en L
d

d−1 (Ω). Consideremos una subsucesión
arbitraria de {un}, a la que por simplicidad seguiremos denotando con {un}, y
los siguientes dos casos para d:

Caso 1: Si d = 1 (en cuyo caso d
d−1

=∞) se sigue inmediatamente que ∀n �= m

‖un − um‖L∞(Ω) = ‖χn − χm‖L∞(Ω) = 1,

y por lo tanto {un} no es de Cauchy en L∞(Ω).
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Caso 2: Si d > 1, para todo n,m ∈ N con m > n, se tiene que

‖un − um‖
L

d
d−1 (Ω)

=
∥
∥nd−1 χn −md−1 χm

∥
∥

L
d

d−1 (Ω)

=

(∫

Ω

∣
∣nd−1 χn(x)−md−1 χm(x)

∣
∣

d
d−1 dx

) d−1
d

=

(
∫

B 1
m

(0)

∣
∣nd−1 −md−1

∣
∣

d
d−1 dx+

∫

B 1
n
(0)−B 1

m
(0)

nd dx

) d−1
d

≥
(

nd
∫

B 1
n
(0)−B 1

m
(0)

dx

) d−1
d

= nd−1

∣
∣
∣
∣
B 1

n
(0)−B 1

m
(0)

∣
∣
∣
∣

d−1
d

= nd−1

(∣
∣
∣
∣
B 1

n
(0)

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣
B 1

m
(0)

∣
∣
∣
∣

) d−1
d

= nd−1
(

ωd, 1
n
− ωd, 1

m

) d−1
d

(ver Observación 5.26)

= nd−1
(
n−d ωd −m−d ωd

) d−1
d

= nd−1
(
n−d −m−d

) d−1
d ω

d−1
d

d

= nd−1
(
n−d
) d−1

d

(

1− m−d

n−d

)d−1
d

ω
d−1
d

d

=

(

1−
( n

m

)d
)d−1

d

ω
d−1
d

d

≥
(

1−
( n

m

)d−1
)

ω
d−1
d

d (∗)

≥
(

1−
(
1
2

)d−1
)

ω
d−1
d

d ∀m ≥ 2n,

donde la penúltima desigualdad (∗) se sigue del hecho que ( n
m
)d = ( n

m
)d−1( n

m
) <

( n
m
)d−1 (pues n

m
< 1). Entonces 1 > 1− ( n

m
)d > 1 − ( n

m
)d−1 > 0 y por lo tanto

(
1− ( n

m
)d
) d−1

d >
(
1− ( n

m
)d−1

)d−1
d > 1−( n

m
)d−1 (pues d−1

d
< 1). En consecuencia,

la sucesión {un} no es de Cauchy en L
d

d−1 (Ω), como queríamos probar.

• Finalmente para probar d), veamos que si d ≥ 2 la sucesión {un} no contiene
ninguna subsucesión débilmente convergente en Lp(Ω) para ningún p > d

d−1
. Para

ello, sean
{
unj

}
una subsucesión arbitraria de {un} y p > d

d−1
. Entonces

∥
∥unj

∥
∥
Lp(Ω)

= n
d−1− d

p

j ω
1/p
d (por (5.34) )

→ +∞ para j →∞.
Como

{
unj

}
no es acotada en Lp(Ω) no puede ser débilmente convergente en

dicho espacio (ver [5], Teorema 14.2).
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5.2 Existencia, unicidad y estabilidad de los méto-

dos BV

Habiendo presentado en la sección anterior todas las definiciones y resultados preli-
minares, nos proponemos ahora el estudio de los problemas de existencia, unicidad y
estabilidad de los minimizantes de los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados
para los casos en los que el término penalizante es la seminorma o la norma de variación
acotada. Para ello introduciremos previamente algunas definiciones y probaremos dos
resultados fundamentales sobre existencia, unicidad y estabilidad para funcionales ge-
nerales definidos sobre Lp(Ω), con valores en los reales extendidos, R̄ .

= R∪{+∞,−∞}.
Al igual que en la sección anterior, en esta sección Ω denotará un subconjunto abierto,
convexo y acotado en Rd, con d = 1, 2 ó 3, con frontera Lipschitz continua y p ∈

[
1, d

d−1

]
.

Definición 5.28. (BV -����������) Diremos que el funcional J : Lp(Ω)→ R̄ es
BV -coercitivo si para toda sucesión {un} ⊂ BV (Ω) tal que lim

n→∞
‖un‖BV (Ω) = +∞ se

tiene que lim
n→∞

J(un) = +∞.

Observación 5.29. Si J : Lp(Ω) → R̄ es un funcional BV -coercitivo, entonces todos
los conjuntos de nivel inferior {u ∈ Lp(Ω) : J(u) ≤ a}, a ∈ R, son BV -acotados. En
efecto, supongamos que para un cierto a ∈ R se tiene que {u ∈ Lp(Ω) : J(u) ≤ a} no es
BV -acotado. Entonces existe {un} ⊂ Lp(Ω) tal que J(un) ≤ a y ‖un‖BV (Ω)

n→∞→ +∞.
Pero puesto que J es BV -coercitivo, se sigue entonces que J(un)

n→∞→ ∞, lo cual es
una contradicción.

Teorema 5.30. (E������� 2 U�����) Sea J : Lp(Ω) → R un funcional
BV -coercitivo. Entonces cualesquiera de las dos condiciones siguientes es suficiente
para la existencia de un minimizante global de J sobre BV (Ω).

(C1) Si 1 ≤ p < d
d−1

y J semicontinuo inferiormente.

(C2) Si p = d
d−1

, d ≥ 2 y J débilmente semicontinuo inferiormente.

En ambos casos, el minimizante es único si J es estrictamente convexo.

Demostración. Sea {un} ⊂ BV (Ω) tal que

J(un)
n→∞→ inf

u∈BV (Ω)
J(u)

.
= Jmin <∞. (5.36)

Como J es BV -coercitivo se sigue que ‖un‖BV (Ω) � +∞ y por lo tanto existe una
subsucesión a la que volveremos a denotar con {un} tal que {un} es BV - acotada. De
los Teoremas 5.24 y 5.25 se sigue entonces que:

(i) {un} es precompacta en Lp(Ω) si 1 ≤ p < d
d−1
;

(ii) Si d ≥ 2, {un} es débilmente precompacta en L
d

d−1 (Ω).
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En ambos casos, existe una subsucesión
{
unj

}
de {un} que converge en Lp(Ω) a

algún ū ∈ Lp(Ω) (la convergencia es débil si p = d
d−1
). Más aún, de los Teoremas 5.24

y 5.25 se sigue además que ū ∈ BV (Ω). Entonces

J(ū) ≤ lim inf
j→∞

J(unj) (pues J es semicont. inferiormente (débilmente si p = d
d−1
) )

= lim
j→∞

J(unj)

= inf
u∈BV (Ω)

J(u) (por (5.36) )

≤ J(ū) (por definición de ínfimo, pues ū ∈ BV (Ω) ).

Luego, J(ū) = inf
u∈BV (Ω)

J(u) y por lo tanto ū es un minimizante global de J sobre

BV (Ω). Resta probar que si J es estrictamente convexo tal minimizante es único.
Para ello, supongamos que existe ũ ∈ BV (Ω) tal que J(ũ) = Jmin con ũ �= ū. Como J
es estrictamente convexo se sigue entonces que

J

(
1

2
(ū+ ũ)

)

<
1

2
J(ū) +

1

2
J(ũ) =

1

2
Jmin +

1

2
Jmin = Jmin,

lo cual es un absurdo. Luego si J es estrictamente convexo, ū es el único minimizante
global de J sobre BV (Ω).

Es oportuno volver a recordar que el objetivo fundamental del término de pena-
lización en los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados es el de inducir esta-
bilidad en el cálculo de las correspondientes soluciones aproximadas. Por lo tanto es
necesario verificar que los penalizantes que se utilicen sean tales que se satisfaga tal
condición. Con este objetivo en mente probaremos a continuación un resultado de
estabilidad para funcionales generales sobre Lp(Ω), el que será luego de fundamental
importancia para el análisis de la estabilidad de los minimizantes de los funcionales de
Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV bajo diferentes pertur-
baciones. Previamente necesitaremos de las siguientes dos definiciones.

Definición 5.31. (BV -����������) Sea {Jn} una sucesión de funcionales defini-
dos en Lp(Ω), con valores en R. Diremos que {Jn} es BV -coercitiva si para toda
sucesión {un} ⊂ BV (Ω) tal que lim

n→∞
‖un‖BV (Ω) = +∞ se tiene que lim

n→∞
Jn(un) = +∞.

Definición 5.32. (BV -����������) Sean J, J1, J2, . . . funcionales definidos sobre
Lp(Ω), con valores en R. Diremos que {Jn} es BV -consistente para J si
Jn(u) → J(u) uniformemente sobre todo conjunto BV -acotado, es decir, si dados
c > 0 y ǫ > 0, existe N = N(c, ǫ) tal que para todo n ≥ N y para todo u ∈ BV (Ω) con
‖u‖BV (Ω) ≤ c se tiene que |Jn(u)− J(u)| < ǫ.

Teorema 5.33. (E��������) Sean p ∈
[
1, d

d−1

)
y J, J1, J2, . . . funcionales defini-

dos sobre Lp(Ω), con valores en R. Supongamos que J y cada uno de los funcionales Jn
son BV -coercitivos, semicontinuos inferiormente y tienen únicos minimizantes globales
sobre BV (Ω), ū y un, respectivamente. Supongamos además que la sucesión {Jn} es
BV -coercitiva y BV -consistente para J. Entonces

un → ū en Lp(Ω) para n→∞. (5.37)
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Si d ≥ 2 y p = d
d−1

, reemplazando la hipótesis de semicontinuidad inferior por la
de semicontinuidad inferior débil de J y los Jn, se tiene que

un
w→ ū en L

d
d−1 (Ω) para n→∞. (5.38)

Demostración. La existencia de los minimizantes globales ū y un de J y Jn, res-
pectivamente, sobre BV (Ω) se sigue del Teorema 5.30. Aquí estamos suponiendo
además que tales minimizantes son únicos (como vimos esto es así por ejemplo en
el caso de funcionales estrictamente convexos). Puesto que ū y un minimizan J y Jn
sobre BV (Ω), respectivamente, se tiene que para todo u ∈ BV (Ω) J(ū) ≤ J(u) y
Jn(un) ≤ Jn(u) ∀n ∈ N, en particular

Jn(un) ≤ Jn(ū). (5.39)

Luego

lim sup
n→∞

Jn(un) ≤ lim sup
n→∞

Jn(ū) (por (5.39) )

= J(ū) (pues {Jn} es BV -consistente para J) (5.40)

< ∞,
de donde se sigue que Jn(un) � +∞. Como {Jn} es BV -coercitiva se sigue que la
sucesión {un} es BV -acotada. Supongamos ahora que (5.37) no se satisface (ó (5.38)
si p = d

d−1
). Entonces existe una subsucesión a la que volvemos a denotar con {un}

tal que ninguna subsucesión de {un} converge en Lp(Ω) a ū (débilmente si p = d
d−1
).

Ahora, por el Teorema 5.24 (ii) (o Teorema 5.25 si p = d
d−1
), como {un} es BV -acotada,

existe una subsucesión {unk
} que converge en Lp(Ω) (débilmente si p = d

d−1
) a algún

û ∈ BV (Ω), para el cual se debe verificar por lo tanto que û �= ū. Entonces

J(û) ≤ lim inf
k→∞

J(unk
) (pues J es semicont. inferiormente (débilmente si p = d

d−1
) )

≤ lim sup
k→∞

J(unk
)

≤ lim sup
k→∞

Jnk
(unk

) + lim sup
k→∞

(J(unk
)− Jnk

(unk
) )

︸ ︷︷ ︸

=0

(por prop. del lim. superior)

= lim sup
k→∞

Jnk
(unk

) (pues {Jn} es BV -consistente para J)

≤ J(ū) (por (5.40) ),

y por lo tanto û ( �= ū) es también un minimizante global de J sobre BV (Ω), lo cual
contradice la unicidad del minimizante ū de J . Luego, vale (5.37) (ó (5.38) si p = d

d−1
).

Esto completa la demostración del teorema.

A continuación utilizaremos los Teoremas 5.30 y 5.33 para probar varios resultados
de existencia, unicidad y estabilidad de los minimizantes de funcionales de Tikhonov-
Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV .

En algunas ocasiones utilizaremos la siguiente identidad, la cual es válida en todo
espacio de Hilbert y cuya demostración es inmediata:

‖y1‖2 − ‖y2‖2 = ‖y1 − y2‖2 + 2Re 〈y1 − y2, y2〉 , ∀y1, y2 ∈ Y. (5.41)
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Proposición 5.34. Sean p ∈
[
1, d

d−1

]
, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω) → Y un

operador lineal, acotado e inyectivo, α > 0, y ∈ Y y J : Lp(Ω)→ R definido por

J(u)
.
= ‖Tu− y‖2 + α ‖u‖BV (Ω) . (5.42)

Entonces J(u) tiene un único minimizante global sobre BV (Ω).

Demostración. Utilizaremos el Teorema 5.30, para lo cual será necesario probar que
J es BV -coercitivo, semicontinuo inferiormente (débilmente si p = d

d−1
) y estrictamente

convexo.

(i) La BV -coercitividad de J se sigue inmediatamente de la definición de J y del
hecho que α > 0.

(ii) Veamos ahora que el funcional J es estrictamente convexo. Para ello mostraremos
que F (u)

.
= ‖Tu− y‖2 es estrictamente convexo. Sean u1, u2 ∈ Lp(Ω) con u1 �= u2

y 0 < t < 1. Entonces

t F (u) + (1− t)F (u)− F (t u1 + (1− t)u2) =

= t ‖Tu1 − y‖2 + (1− t) ‖Tu2 − y‖2 − ‖T (t u1 + (1− t) u2)− y‖2
= t

(
‖Tu1 − y‖2 − ‖Tu2 − y‖2

)
−
(
‖t (Tu1 − Tu2) + Tu2 − y‖2 − ‖Tu2 − y‖2

)

= t
(
‖Tu1 − Tu2‖2 + 2Re 〈Tu1 − Tu2, Tu2 − y〉

)

−
(
‖t (Tu1 − Tu2)‖2 + 2Re 〈t (Tu1 − Tu2), Tu2 − y〉

)
(por (5.41) )

= t ‖Tu1 − Tu2‖2 − t2 ‖Tu1 − Tu2‖2
= t (1− t)

︸ ︷︷ ︸

>0

‖Tu1 − Tu2‖
︸ ︷︷ ︸

>0

2 > 0 (pues 0 < t < 1, u1 �= u2 y T inyectivo),

y por lo tanto F es estrictamente convexo. Puesto que la norma ‖·‖BV (Ω) es
convexa (pues toda norma lo es) y α > 0 se sigue entonces que J = F+α ‖·‖BV (Ω)

es estrictamente convexo.

(iii) Puesto que J es convexo y continuo, del Lema 5.14 se sigue entonces que J es
débilmente semicontinuo inferiormente y por lo tanto semicontinuo inferiormente
(ver Observación 5.10).

Del Teorema 5.30, se sigue entonces que el funcional J definido por (5.42) tiene un
único minimizante global sobre BV (Ω), como se quería probar.

Observación 5.35. Notar que si bien la norma ‖·‖BV (Ω) no es estrictamente convexa,
es la inyectividad de T la que hace que J sea estrictamente convexo y por lo tanto, que
su minimizante global sea único.

A continuación presentaremos cinco resultados de estabilidad para los minimizantes
de los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV bajo
diferentes tipos de perturbaciones. El primer resultado de estabilidad que analizaremos
es bajo perturbaciones en el dato y. Este es sin duda el más importante puesto que
el problema original Tx = y es mal condicionado, y por lo tanto x no depende en
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forma continua de y. Como ya mencionamos, el dato exacto y en general no se conoce
en forma exacta, y aunque se lo conociera, el tratamiento numérico-computacional
del problema origina inexorablemente errores debido a los procesos de discretización y
redondeo.

Proposición 5.36. (P���	�������� �� �� ���� y) Sean p ∈
[
1, d

d−1

]
, Y espacio

de Hilbert, T : Lp(Ω) → Y un operador lineal, acotado e inyectivo, α > 0, y ∈ Y,
yn

.
= y+ ξn ∀n ∈ N, ‖ξn‖ → 0 para n→∞, J como en (5.42) y para cada n ∈ N, sea

Jn : Lp(Ω)→ R una perturbación de J definida por

Jn(u)
.
= ‖Tu− yn‖2 + α ‖u‖BV (Ω) . (5.43)

Sean ū, un ∈ BV (Ω) los únicos minimizantes globales de J y Jn, respectivamente, sobre
BV (Ω). Entonces un → ū en Lp(Ω) para n→∞ (débilmente si p = d

d−1
).

Demostración. Observar en primer lugar que la existencia de los minimizantes glo-
bales únicos ū y un de J y Jn, respectivamente, sobre BV (Ω) está garantizada por la
Proposición 5.34. Utilizaremos el Teorema de estabilidad 5.33, para lo cual será nece-
sario probar que J y cada uno de los Jn sonBV -coercitivos, semicontinuos inferiormente
(débilmente si p = d

d−1
) y que la sucesión {Jn} es BV -coercitiva y BV -consistente para

J . De la demostración de la Proposición 5.34 también se sigue que J y cada uno de los
Jn son en efecto BV -coercitivos y semicontinuos inferiormente (débilmente si p = d

d−1
).

La BV -coercitividad de la sucesión {Jn} se sigue inmediatamente de la definición de
Jn y del hecho que α > 0. Resta sólo probar entonces la BV -consistencia de {Jn}.
Para ello sean γ > 0 y Bγ la bola cerrada con centro en el origen y radio γ en BV (Ω),

es decir Bγ =
{

u ∈ BV (Ω) / ‖u‖BV (Ω) ≤ γ
}

. Entonces para cualquier u ∈ Bγ se tiene
que

|Jn(u)− J(u) | =
∣
∣ ‖Tu− yn‖2 − ‖Tu− y‖2

∣
∣ (por (5.43) y (5.42) )

=
∣
∣ ‖Tu− y − ξn‖2 − ‖Tu− y‖2

∣
∣ (pues yn = y + ξn)

=
∣
∣ ‖ξn‖2 + 2Re 〈−ξn, Tu− y〉

∣
∣ (por (5.41) )

≤ ‖ξn‖2 + 2 |〈ξn, Tu− y〉|
≤ ‖ξn‖

(

‖ξn‖+ 2 ‖T‖ ‖u‖Lp(Ω) + 2 ‖y‖
)

≤ ‖ξn‖
(

‖ξn‖+ 2C ‖T‖ ‖u‖BV (Ω) + 2 ‖y‖
)

(por Teorema 5.20)

≤ ‖ξn‖
︸︷︷︸

→0



‖ξn‖
︸︷︷︸

→0

+ 2 C γ
︸︷︷︸

<∞

‖T‖
︸︷︷︸

<∞

+ 2‖y‖
︸︷︷︸

<∞



 (pues u ∈ Bγ)

.
= εn → 0 cuando n→∞.

Notar que εn es independiente de u ∈ Bγ. Así, Jn(u) converge uniformemente a J(u)
para u en BV -acotados. En consecuencia la sucesión {Jn} es BV -consistente para J ,
como se quería probar. La proposición se sigue finalmente del Teorema 5.33.

Acontinuación probaremos un resultado de estabilidad en el que el penalizante
‖u‖BV (Ω) en (5.42) es reemplazado por una perturbación diferenciable del mismo (recor-
demos que ‖u‖BV (Ω) = ‖u‖L1(Ω)+J0(u) no es derivable pues J0 no lo es). Este resultado
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es importante puesto que nos permite aproximar el minimizante global del funcional
no derivable J dado en (5.42), en términos de los correspondientes minimizantes glo-
bales de ciertos funcionales diferenciables. La ventaja radica en el hecho que para
estos funcionales diferenciables, sus correspondientes minimizantes globales pueden, al
menos formalmente, obtenerse resolviendo la correspondiente ecuación de optimalidad
de primer orden, esto es, igualando a cero sus derivadas de Fréchet.

Proposición 5.37. (P���	�������� ������������ ��� �	������ �����-
�����) Sean p ∈

[
1, d

d−1

]
, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω) → Y un operador lineal,

acotado e inyectivo, α > 0, y ∈ Y, J como en (5.42), {βn} ⊂ R+ tal que βn → 0+ para
n→∞, Jβn

como en (5.10) y para cada n ∈ N, sea Jn : Lp(Ω)→ R una perturbación
de J definida por

Jn(u)
.
= ‖Tu− y‖2 + α

(

‖u‖L1(Ω) + Jβn
(u)
)

. (5.44)

Si ū y un denotan los únicos minimizantes globales de J y Jn, respectivamente, sobre
BV (Ω), entonces se tiene que un → ū en Lp(Ω) para n→∞ (débilmente si p = d

d−1
).

Demostración. La existencia del minimizante global único ū de J sobre BV (Ω) esta
garantizada por la Proposición 5.34. Para probar que Jn tiene un único minimizante
global veremos que Jn satisface las hipótesis del Teorema 5.30. Que Jn es BV -coercitivo
se sigue inmediatamente del hecho que α > 0 y que

Jn(u) ≥ α
(

‖u‖L1(Ω) + Jβn
(u)
)

(por (5.44) )

≥ α
(

‖u‖L1(Ω) + J0(u)
)

(por (5.16) )

= α ‖u‖BV (Ω) (por (5.7) ).

Por otro lado, que Jn es débilmente semicontinuo inferiormente se sigue del hecho que
Jn(u) = F (u) + α

(

‖u‖L1(Ω) + Jβn
(u)
)

, donde F (u)
.
= ‖Tu− y‖2; observar aquí que

los tres funcionales F , ‖·‖L1(Ω) y Jβn
son débilmente semicontinuos inferiormente sobre

Lp(Ω). En efecto, F lo es por la continuidad de T y la semicontinuidad inferior débil
de toda norma, Jβn

lo es en virtud del Teorema 5.11 y ‖·‖L1(Ω) lo es puesto que, como
p > 1, convergencia débil en Lp(Ω) implica convergencia débil en L1(Ω). Así entonces
del Teorema 5.30 se sigue que Jn tiene un minimizante global un sobre BV (Ω) (recordar
que semicontinuidad inferior débil implica semicontinuidad inferior). Este minimizante
global es único puesto que Jn es estrictamente convexo, lo cual se sigue inmediatamente
de la convexidad de cada uno de los funcionales F , ‖·‖L1(Ω) y Jβn

(ver Teorema 5.7) y
de la inyectividad de T lo cual resulta en la convexidad estricta de F .

Para la convergencia un → ū en Lp(Ω) utilizaremos el Teorema 5.33, para lo cual
sólo resta probar que la sucesión {Jn} es BV -coercitiva y BV -consistente para J .
La BV -coercitividad de la sucesión {Jn} se sigue inmediatamente del hecho que si
{ũn} ⊂ BV (Ω) es tal que ‖ũn‖BV (Ω) → +∞ entonces Jn(ũn) ≥ α ‖ũn‖BV (Ω) → +∞.
Sólo resta probar que {Jn} es BV -consistente para J . Para ello, sean γ > 0 y
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Bγ =
{

u ∈ BV (Ω) / ‖u‖BV (Ω) ≤ γ
}

. Entonces para cualquier u ∈ Bγ se tiene que

| Jn(u)− J(u) | = α
∣
∣ Jβn

(u)− J0(u)
∣
∣ (por (5.44), (5.42) y (5.7) )

= α
(
Jβn

(u)− J0(u)
)

(por (5.16) )

≤ α
√

βn
︸ ︷︷ ︸

→0

|Ω|
︸︷︷︸

<∞

(por (5.16) )

→ 0 cuando n→∞ (pues βn → 0+),

y por lo tanto {Jn} es BV -consistente para J , como queríamos probar. La proposición
se sigue finalmente del Teorema 5.33.

Proposición 5.38. (P���	�������� �� �� ����́����� �� ��&	�������́� α)
Sean p ∈

[
1, d

d−1

]
, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω) → Y un operador lineal, acotado e

inyectivo, y ∈ Y, {αn} ⊂ R+, αn ≥ αmin > 0 ∀n ∈ N, αn → α para n → ∞, J como
en (5.42) y para cada n ∈ N, sea Jn : Lp(Ω)→ R una perturbación de J definida por

Jn(u)
.
= ‖Tu− y‖2 + αn ‖u‖BV (Ω) . (5.45)

Sean ū, un ∈ BV (Ω) los únicos minimizantes globales de J y Jn, respectivamente,
sobre BV (Ω). Entonces un → ū en Lp(Ω) para n→∞ (débilmente si p = d

d−1
).

Demostración. Aquí también la existencia de los minimizantes globales únicos ū y
un de J y Jn, respectivamente, sobre BV (Ω) está garantizada por la Proposición 5.34.
Emplearemos nuevamente el Teorema de estabilidad 5.33, para lo cual será necesario
probar que J y cada uno de los Jn son BV -coercitivos y semicontinuos inferiormente
(débilmente si p = d

d−1
) y que la sucesión {Jn} es BV -coercitiva y BV -consistente para

J . De la demostración de la Proposición 5.34 se sigue que J y cada uno de los Jn son
BV -coercitivos y semicontinuos inferiormente (débilmente si p = d

d−1
). Que la sucesión

{Jn} es BV -coercitiva se sigue inmediatamente del hecho que αmin > 0 y que para
{ũn} ⊂ BV (Ω) se tiene que

Jn(ũn) ≥ αn ‖ũn‖BV (Ω) (por (5.45) )

≥ αmin ‖ũn‖BV (Ω) (pues αn ≥ αmin).

Para utilizar el Teorema 5.33, sólo resta probar la BV -consistencia de {Jn} para J .
Para ello, sean γ > 0 y Bγ =

{

u ∈ BV (Ω) / ‖u‖BV (Ω) ≤ γ
}

. Entonces para cualquier
u ∈ Bγ se tiene que

| Jn(u)− J(u) | =
∣
∣
∣αn ‖u‖BV (Ω) − α ‖u‖BV (Ω)

∣
∣
∣ (por (5.45) y (5.42) )

= |αn − α | ‖u‖BV (Ω)

≤ |αn − α |
︸ ︷︷ ︸

→0

γ (pues u ∈ Bγ)

→ 0 cuando n→∞ (pues αn → α),

y por lo tanto {Jn} es BV -consistente para J , como se quería probar. Del Teorema
5.33 se sigue entonces que un → ū en Lp(Ω) para n→∞ (débilmente si p = d

d−1
).
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Proposición 5.39. (P���	�������� �� �� �������� T ) Sean p ∈
[
1, d

d−1

)
, Y

espacio de Hilbert, T : Lp(Ω) → Y un operador lineal, acotado e inyectivo, α > 0,
y ∈ Y, {Tn} ⊂ L(Lp(Ω),Y) tal que Tn → T uniformemente (i.e. ‖Tn − T‖ n→∞→ 0),
Tn inyectivo ∀n ∈ N, J como en (5.42) y para cada n ∈ N, sea Jn : Lp(Ω) → R una
perturbación de J definida por

Jn(u)
.
= ‖Tnu− y‖2 + α ‖u‖BV (Ω) . (5.46)

Sean ū, un ∈ BV (Ω) los únicos minimizantes globales de J y Jn, respectivamente,
sobre BV (Ω). Entonces un → ū en Lp(Ω) para n→∞.

Demostración. La existencia de los minimizantes globales únicos ū y un de J y Jn,
respectivamente, sobre BV (Ω) está garantizada por la Proposición 5.34 (pues T y Tn
son inyectivos). Utilizaremos una vez más el Teorema 5.33, para lo cual será necesario
probar que J y cada uno de los Jn son BV -coercitivos y semicontinuos inferiormente y
que la sucesión {Jn} es BV -coercitiva y BV -consistente para J . Por la demostración
de la Proposición 5.34 también tenemos que J y cada uno de los Jn son BV -coercitivos
y semicontinuos inferiormente. La BV -coercitividad de {Jn} se sigue inmediatamente
de la definición de Jn y del hecho que α > 0. Resta probar la BV -consistencia de {Jn}
para J . Para ello, sean γ > 0 y Bγ =

{

u ∈ BV (Ω) / ‖u‖BV (Ω) ≤ γ
}

. Entonces para

cualquier u ∈ Bγ se tiene que ‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖u‖BV (Ω) (ver Teorema 5.24) y

|Jn(u)− J(u) | =
∣
∣ ‖Tnu− y‖2 − ‖Tu− y‖2

∣
∣ (por (5.46) y (5.42) )

=
∣
∣ ‖Tnu− Tu‖2 + 2Re 〈Tnu− Tu, Tu− y〉

∣
∣ (por (5.41) )

≤ ‖Tnu− Tu‖2 + 2 |〈Tnu− Tu, Tu− y〉|
≤ ‖Tn − T‖2 ‖u‖2Lp(Ω) + 2 ‖Tn − T‖ ‖u‖Lp(Ω)

(

‖T‖ ‖u‖Lp(Ω) + ‖y‖
)

≤ ‖Tn − T‖
︸ ︷︷ ︸

→0



‖Tn − T‖
︸ ︷︷ ︸

→0

C2 γ2
︸ ︷︷ ︸

<∞

+ 2 C γ
︸︷︷︸

<∞

( ‖T‖ C γ + ‖y‖
︸ ︷︷ ︸

)

<∞



 (u ∈ Bγ)

.
= εn → 0 para n→∞,

donde εn es independiente de u ∈ Bγ. Así Jn(u)→ J(u) uniformemente para u en Bγ.
En consecuencia, la sucesión {Jn} es BV -consistente para J , como se quería probar.
La proposición se sigue del Teorema 5.33.

Finalizamos la sección analizando el último de los resultados de estabilidad bajo las
cuatro perturbaciones anteriores de manera conjunta.

Proposición 5.40. (P���	�������� ��	���́���� �� �� ���� y, �� �� �	�-
����� ����������, �� �� ����́����� �� ��&	�������́� α 2 �� �� �����-
��� T) Sean p ∈

[
1, d

d−1

)
, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω) → Y un operador lineal,

acotado e inyectivo, α > 0, y ∈ Y, J como en (5.42), {Tn} ⊂ L(Lp(Ω),Y) tal que
Tn → T uniformemente, Tn inyectivo ∀n ∈ N, yn

.
= y + ξn ∀n ∈ N, ‖ξn‖ → 0

para n → ∞, {αn} ⊂ R+tal que αn ≥ αmin > 0 ∀n ∈ N, αn → α para n → ∞,
{βn} ⊂ R+ tal que βn → 0+ para n→∞, Jβn

como en (5.10) y para cada n ∈ N, sea
Jn : Lp(Ω)→ R una perturbación de J definida por

Jn(u)
.
= ‖Tnu− yn‖2 + αn

(

‖u‖L1(Ω) + Jβn
(u)
)

. (5.47)
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Sean ū, un ∈ BV (Ω) los únicos minimizantes globales de J y Jn, respectivamente,
sobre BV (Ω). Entonces un → ū en Lp(Ω) para n→∞.

Demostración. La demostración de esta proposición se sigue esencialmente ensam-
blando las demostraciones de las cuatro proposiciones anteriores. Aquí también la
existencia del minimizante global único ū de J sobre BV (Ω) esta garantizada por la
Proposición 5.34 (pues T es inyectivo). La existencia del minimizante global único un
de Jn sobre BV (Ω) se demuestra de igual manera que en la Proposición 5.37 con el
funcional F reemplazado por Fn(u)

.
= ‖Tnu− yn‖2; por esta razón la omitimos. De

igual modo, de la demostración de la Proposición 5.37 también se sigue que cada fun-
cional Jn es semicontinuo inferiormente, BV -coercitivo y estrictamente convexo (pues
Tn es inyectivo). Para probar la convergencia de un a ū en Lp(Ω), utilizaremos el
Teorema 5.33, para lo cual sólo resta probar que la sucesión {Jn} es BV -coercitiva y
BV -consistente para J . La BV -coercitividad de la sucesión {Jn} se sigue inmediata-
mente del hecho que si {un} ⊂ BV (Ω) es tal que ‖un‖BV (Ω) → +∞ entonces

Jn(un) ≥ αn

(

‖un‖L1(Ω) + Jβn
(un)

)

(por (5.47) )

≥ αmin

(

‖un‖L1(Ω) + J0(un)
)

(pues αn ≥ αmin y por (5.16) )

= αmin ‖un‖BV (Ω) → +∞ (pues αmin > 0).

Sólo resta probar que {Jn} es BV -consistente para J . Para ello notar en primer lugar
que, como Tn → T en L(Lp(Ω),Y), existe k <∞ tal que ‖Tn‖ ≤ k. Sean ahora γ > 0

y Bγ =
{

u ∈ BV (Ω) / ‖u‖BV (Ω) ≤ γ
}

. Entonces para cualquier u ∈ Bγ se tiene que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖u‖BV (Ω) (ver Teorema 5.24) y

|Jn(u)− J(u) | =
=

∣
∣
∣ ‖Tnu− yn‖2 + αn

(

‖u‖L1(Ω) + Jβn
(u)
)

− ‖Tu− y‖2 − α ‖u‖BV (Ω)

∣
∣
∣

=
∣
∣
∣ ‖Tnu− y − ξn‖2 + αn ‖u‖L1(Ω) − α ‖u‖BV (Ω) − ‖Tu− y‖2 + αn Jβn

(u)
∣
∣
∣

=
∣
∣ ‖Tnu− y‖2 − 2Re 〈Tnu− y, ξn〉+ ‖ξn‖2 − ‖Tu− y‖2

+(αn − α) ‖u‖BV (Ω) + αn

(
Jβn

(u)− J0(u)
)
∣
∣
∣

=
∣
∣ ‖Tnu− Tu‖2 + 2Re 〈Tnu− Tu, Tu− y〉 − 2Re 〈Tnu− y, ξn〉+ ‖ξn‖2

+(αn − α) ‖u‖BV (Ω) + αn

(
Jβn

(u)− J0(u)
)
∣
∣
∣ (por (5.41) )

≤ ‖Tnu− Tu‖2 + 2 | 〈Tnu− Tu, Tu− y〉 |+ ‖ξn‖2 + 2 | 〈Tnu− y, ξn〉 |
+ |αn − α | ‖u‖BV (Ω) + αn

(
Jβn

(u)− J0(u)
)

(por (5.16) )

≤ ‖Tn − T‖2 ‖u‖2Lp(Ω) + 2 ‖Tn − T‖ ‖u‖Lp(Ω)

(

‖T‖ ‖u‖Lp(Ω) + ‖y‖
)

+ ‖ξn‖
(

‖ξn‖+ 2 ‖Tn‖ ‖u‖Lp(Ω) + 2 ‖y‖
)

+ |αn − α | ‖u‖BV (Ω) + αn

√

βn |Ω|

≤ ‖Tn − T‖
︸ ︷︷ ︸

→0



‖Tn − T‖
︸ ︷︷ ︸

→0

C2 γ2
︸ ︷︷ ︸

<∞

+ 2C γ
︸ ︷︷ ︸

<∞

( ‖T‖ C γ + ‖y‖
︸ ︷︷ ︸

<∞

)
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+‖ξn‖
︸︷︷︸

→0



‖ξn‖
︸︷︷︸

→0

+ 2 k C γ
︸ ︷︷ ︸

<∞

+ 2 ‖y‖
︸ ︷︷ ︸

<∞



+ |αn − α |
︸ ︷︷ ︸

→0

C γ
︸︷︷︸

<∞

+ αn
︸︷︷︸

→α

√

βn
︸︷︷ ︸

→0

|Ω|

.
= εn → 0 para n→∞,

donde εn es independiente de u ∈ Bγ. Así Jn(u)→ J(u) uniformemente para u en Bγ.
En consecuencia, la sucesión {Jn} es BV -consistente para J , como se quería probar.
Finalmente del Teorema 5.33 se sigue entonces que un → ū en Lp(Ω) para n→∞.

5.3 Penalización con la seminorma BV

En la sección anterior probamos resultados de existencia, unicidad y estabilidad de los
minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados de la forma
(5.42), en los cuales el penalizante está dado por la norma ‖·‖BV = ‖·‖L1+J0(·). Resulta
interesante preguntarnos si, a los efectos de inducir estabilidad, no sería suficiente con
utilizar como penalizante solamente la seminorma de variación acotada, es decir el
funcional J0. Esta pregunta nos lleva a considerar el funcional Ĵ : Lp(Ω)→ R definido
por

Ĵ(u)
.
= ‖Tu− y‖2 + αJ0(u). (5.48)

Surgen inmediatamente todas las cuestiones relacionadas con los problemas de existen-
cia, unicidad y, obviamente, estabilidad de los minimizantes globales del funcional Ĵ .
Como vimos en las secciones anteriores, una condición necesaria para la existencia de
minimizantes globales del funcional Ĵ sobre BV (Ω) es que el mismo sea BV -coercitivo.
Observamos inmediatamente que la omisión de ‖u‖L1(Ω) en el penalizante de Ĵ puede
originar la ausencia de esta propiedad. En efecto, tal es el caso, por ejemplo si el opera-
dor T anula funciones constantes puesto que para tales funciones u se tiene obviamente
que J0(u) = 0. Será necesario entonces imponer condiciones adicionales al operador
T para preservar la propiedad de BV -coercitividad del funcional Ĵ (precisamente este
será el primer resultado de esta sección, Lema 5.41).

Por otro lado, de la misma forma que en el caso de la utilización de la norma
‖·‖BV como penalizante (J definido como en (5.42) ), desde el punto de vista numérico-
computacional surge además el inconveniente de que el funcional Ĵ no es derivable
puesto que, como vimos, J0 no lo es. En este sentido abordaremos entonces el pro-
blema de analizar la existencia, unicidad y estabilidad de minimizantes globales de los
funcionales que resultan de reemplazar el penalizante J0 en (5.48) por perturbaciones
diferenciables del mismo. Es decir, analizaremos funcionales de la forma J : Lp(Ω)→ R

definidos por
J(u)

.
= ‖Tu− y‖2 + αJβ(u), (5.49)

donde Jβ es la aproximación a J0 definida en (5.10). Se puede verificar que para
β > 0, Jβ(u) es diferenciable Gâteaux con respecto a u (Definición A.95). No obstante
ello, es oportuno señalar que si bien para cualquier β > 0, J es diferenciable en u, el
análisis necesario para probar la existencia de minimizantes globales de (5.49) resulta
considerablemente más engorroso que el que fue necesario en la sección anterior cuando
se utilizó la norma ‖·‖BV como penalizante.
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Como mencionamos previamente, para obtener resultados sobre la existencia de
minimizantes globales de (5.49) sobreBV (Ω) será necesario requerir laBV -coercitividad
de J para lo cual es necesario imponer ciertas condiciones sobre T . En efecto, notar
por ejemplo que si T anula funciones constantes entonces el funcional J no puede
ser BV -coercitivo (por ejemplo si un

.
= nχΩ, entonces ‖un‖ → +∞ y J(un) =

‖Tun − y‖2 + α
∫

Ω

√

|∇un|2 + β = ‖y‖2 + α
√
β |Ω| <∞ pues Tun = 0 y ∇un = 0).

El siguiente lema provee una condición suficiente para garantizar laBV -coercitividad
del funcional J definido en (5.49).

Lema 5.41. Sean p ∈
[
1, d

d−1

]
, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω)→ Y operador lineal y

acotado, y ∈ Y, J como en (5.49) y supongamos que T no anula funciones constantes
(no nulas), es decir

TχΩ �= 0. (5.50)

Entonces J es BV -coercitivo.

Demostración. Para probar la BV -coercitividad de J es suficiente con probar que el
funcional Ĵ definido en (5.48) (correspondiente al caso β = 0) es BV -coercitivo puesto
que, por la desigualdad (5.16), Jβ(u) ≥ J0(u) ∀u ∈ BV (Ω), ∀β > 0. Para ello observar
primero que todo u ∈ BV (Ω) tiene una descomposición de la forma

u = v + w, (5.51)

donde

w = µχΩ ,

∫

Ω

v dx = 0 (5.52)

siendo µ .
= 1

|Ω|
∫

Ω
udx el valor medio o promedio de u sobre Ω. Notar que µ <∞ pues

u ∈ BV (Ω) ⊂ L1(Ω) y
∫

Ω
v dx =

∫

Ω
(u−w) dx =

∫

Ω
udx−µ

∫

Ω
χΩ dx =

∫

Ω
udx−µ |Ω| =

0. Escribiremos simplemente v = u− µ en lugar de v = u− µχΩ.

Probaremos en primer lugar que

‖v‖Lp(Ω) ≤ |Ω|
1
p
− 1

q ‖v‖Lq(Ω) , (5.53)

donde q .
= d

d−1
. Para ello consideraremos los siguientes dos casos para q:

1) Si q <∞, esto es d ≥ 2, se tiene que

‖v‖pLp(Ω) =

∫

Ω

|v(x)|p dx =

∫

Ω

|v(x)|p χΩ dx

≤ ‖|v|p‖
L

q
p (Ω)

‖χΩ‖L q
q−p (Ω)

(por Desigualdad de Hölder)

=

(∫

Ω

(|v(x)|p)
q
p dx

)p
q
(∫

Ω

χΩ dx

) q−p
q

=

(∫

Ω

|v(x)|q dx
) p

q
(∫

Ω

dx

) q−p
q

= ‖v‖pLq(Ω) |Ω|
1− p

q ,

y por lo tanto ‖v‖Lp(Ω) ≤ |Ω|
1
p
−1

q ‖v‖Lq(Ω).
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2) Si q =∞ (i.e. d = 1) se tiene que

‖v‖pLp(Ω) =

∫

Ω

|v(x)|p dx

≤
∫

Ω

ess sup
x∈Ω

|v(x)|p dx

= ‖|v|p‖L∞(Ω)

∫

Ω

dx

= ‖v‖pL∞(Ω) |Ω| ,

y por lo tanto ‖v‖Lp(Ω) ≤ |Ω|
1
p
− 1

q ‖v‖Lq(Ω) (pues q =∞).

Por otro lado, en virtud de la desigualdad de Poincaré-Wirtinger para funciones en
BV (Ω) (ver por ejemplo: [46], Teorema 5.2 y [4], Lema 10.3.2) se tiene que existe una
constante C = C(Ω, d) > 0 tal que

‖u− µ‖Lq(Ω) ≤ C J0(u). (5.54)

Puesto que v = u− µ, de (5.53) y (5.54) se sigue entonces que

‖v‖Lp(Ω) ≤ C1 J0(u), (5.55)

donde C1 = C1(p)
.
= |Ω| 1p− 1

q C > 0. Así entonces

‖u‖BV (Ω) = ‖u‖L1(Ω) + J0(u)

= ‖v + w‖L1(Ω) + J0(u) (por (5.51) )

≤ ‖v‖L1(Ω) + ‖w‖L1(Ω) + J0(u)

≤ ‖w‖L1(Ω) + (C1(1) + 1)J0(u) (por (5.55) con p = 1)

≤ ‖w‖L1(Ω) +
C1(1) + 1

α
Ĵ(u), (5.56)

donde la última desigualdad se sigue del hecho que α > 0 y Ĵ(u) ≥ αJ0(u) por (5.48).
Finalmente para de probar la BV -coercitividad de Ĵ trataremos de encontrar una cota
superior para ‖w‖L1(Ω) en términos de Ĵ(u). Para ello observar en primer lugar que,
puesto que T no anula funciones constantes, existe C2 > 0 tal que

‖Tw‖ = ‖T (µχΩ)‖ = |µ| ‖TχΩ‖ =
‖TχΩ‖
|Ω| |µ| |Ω| = C2 ‖w‖L1(Ω) , (5.57)

donde C2
.
= ‖TχΩ‖

|Ω| > 0 (por (5.50) ) y ‖w‖L1(Ω) =
∫

Ω
|µχΩ(x)| dx = |µ|

∫

Ω
dx = |µ| |Ω|.
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Por otro lado,

Ĵ(u) = ‖Tu− y‖2 + αJ0(u) (por (5.48) )

= ‖T (v + w)− y‖2 + αJ0(u) (por (5.51) )

= ‖Tv − y + Tw‖2 + αJ0(u)

≥ (‖Tv − y‖ − ‖Tw‖)2 + αJ0(u)

= ‖Tv − y‖2 + ‖Tw‖2 − 2 ‖Tv − y‖ ‖Tw‖+ αJ0(u)

≥ ‖Tw‖ (‖Tw‖ − 2 ‖Tv − y‖) + αJ0(u)

≥ ‖Tw‖ (‖Tw‖ − 2 ‖Tv‖ − 2 ‖y‖) + αJ0(u)

≥ ‖Tw‖
(

‖Tw‖ − 2 ‖T‖ ‖v‖Lp(Ω) − 2 ‖y‖
)

+ α J0(u)

= C2 ‖w‖L1(Ω)

(

C2 ‖w‖L1(Ω) − 2 ‖T‖ ‖v‖Lp(Ω) − 2 ‖y‖
)

+ αJ0(u) (por (5.57) )

≥ C2 ‖w‖L1(Ω)

(

C2 ‖w‖L1(Ω) − 2 (‖T‖ C1(p) J0(u) + ‖y‖)
)

+ αJ0(u), (5.58)

donde la última desigualdad se sigue de (5.55). Analicemos los siguientes dos casos:

Caso 1) Si C2 ‖w‖L1(Ω) − 2 (‖T‖ C1(p) J0(u) + ‖y‖) ≥ 1, entonces

Ĵ(u) ≥ C2 ‖w‖L1(Ω) + αJ0(u) (por (5.58) )

≥ C2 ‖w‖L1(Ω) ,

y por lo tanto

‖w‖L1(Ω) ≤
1

C2

Ĵ(u). (5.59)

Con (5.59) en (5.56) se obtiene que

‖u‖BV (Ω) ≤ 1

C2

Ĵ(u) +
C1(1) + 1

α
Ĵ(u)

=

(
1

C2

+
C1(p) + 1

α

)

Ĵ(u). (5.60)

Caso 2) Si C2 ‖w‖L1(Ω) − 2 (‖T‖ C1(p) J0(u) + ‖y‖) < 1, entonces

‖w‖L1(Ω) <
1

C2
(1 + 2 ‖T‖ C1(p)J0(u) + 2 ‖y‖)

≤ 1

C2

(

1 + 2 ‖T‖ C1(p)
1

α
Ĵ(u) + 2 ‖y‖

)

. (5.61)

Con (5.61) en (5.56) se tiene ahora que

‖u‖BV (Ω) ≤ 1

C2

(

1 + 2 ‖T‖ C1(p)
1

α
Ĵ(u) + 2 ‖y‖

)

+
C1(1) + 1

α
Ĵ(u)

=
1 + 2 ‖y‖

C2

+
1

α

(
2 ‖T‖ C1(p)

C2

+ C1(1) + 1

)

Ĵ(u). (5.62)
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En ambos casos, de (5.60) y (5.62) se sigue inmediatamente que Ĵ es BV -coercitivo,
como se quería probar.

Observación 5.42. Resulta oportuno señalar la similitud de la condición que requiere
el Lema 5.41 con la condición de complementación (4.2) que debimos imponer para el
caso de penalizantes dados por seminormas asociadas a operadores diferenciales. En
efecto, notar que para el caso particular β = 0 la condición (5.50) puede interpretarse
también como la condición N (T ) ∩ N (J0) = {0}, puesto que obviamente N (J0) está
constituido por las funciones constantes sobre Ω.

El siguiente resultado provee una condición suficiente que garantiza la existencia de
minimizantes globales del funcional J sobre BV (Ω).

Teorema 5.43. Sean p ∈
[
1, d

d−1

]
, β ≥ 0, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω)→ Y opera-

dor lineal y acotado, Jβ como en (5.10) y J como en (5.49). Si T no anula funciones
constantes (i.e. si T satisface (5.50) ) entonces el funcional J tiene un minimizante
global sobre BV (Ω).

Si T es inyectivo tal minimizante global es único.

Demostración. Se sigue inmediatamente del Lema 5.41 y del Teorema 5.30. Notar
que el funcional J definido en (5.49) es débilmente semicontinuo inferiormente puesto
que F (u)

.
= ‖Tu− y‖2 lo es (en virtud de la continuidad de T y la semicontinuidad

inferior débil de toda norma) y el funcional Jβ también lo es (ver Teorema 5.11 y
Observación 5.10).

Es oportuno mencionar aquí que la condición (5.50) no es suficiente para garantizar
la unicidad de los minimizantes globales de J , como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.44. Sea T : L1(−2, 2)→ R2 definido por

[Tu]1 =

∫ −1

−2

u(x) dx , [Tu]2 =

∫ 2

1

u(x) dx.

Sea y = [y1, y2]
t = [−1, 1]t ∈ R2. Definamos

J(u)
.
= ‖Tu− y‖2

R2
+ Jβ(u) =

2∑

i=1

([Tu]i − yi)
2 + Jβ(u).

Se puede probar que para β > 0 el funcional J tiene un único minimizante global dado
por

u∗(x) =







−1 si −2 < x ≤ −1
x si −1 ≤ x ≤ 1
1 si 1 ≤ x < 2

,

mientras que para el caso β = 0 cualquier función u tal que u(x) = u∗(x) para todo
x ∈ (−2,−1) ∪ (1, 2) y u(x) monótona creciente para x ∈ (−1, 1) constituye un
minimizante global para Ĵ .
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Finalizamos esta sección analizando un resultado de estabilidad para los mini-
mizantes globales del funcional J definido como en (5.49), bajo perturbaciones si-
multáneas en el operador T y en el dato y.

Teorema 5.45. Sean p ∈
[
1, d

d−1

)
, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω) → Y operador

lineal y acotado, {Tn} ⊂ L(Lp(Ω),Y) tal que Tn → T para n→∞,

‖TnχΩ‖ ≥ γ > 0 ∀n ∈ N, (5.63)

α > 0, y ∈ Y, {yn} ⊂ Y, yn .
= y+ ξn ∀n ∈ N, ‖ξn‖ → 0 para n→∞, β ≥ 0, Jβ como

en (5.10), J como en (5.49) y para cada n ∈ N, sea Jn : Lp(Ω)→ R una perturbación
de J definida por

Jn(u)
.
= ‖Tnu− yn‖2 + αJβ(u). (5.64)

Supongamos además que ū y un son los únicos minimizantes globales de J y Jn, res-
pectivamente, sobre BV (Ω). Entonces un → ū en Lp(Ω) para n→∞.

Demostración. Utilizaremos el Teorema 5.33 para lo cual será necesario probar que
los funcionales J y Jn (con n = 1, 2, 3 . . .) son BV -coercitivos, semicontinuos inferior-
mente y que la sucesión {Jn} es BV -coercitiva y BV -consistente para J . Que Jn es
BV -coercitivo se sigue inmediatamente del Lema 5.41 puesto que en virtud de (5.63),
Tn no anula funciones constantes. De igual modo puesto que

‖TχΩ‖ =
∥
∥
∥ lim
n→∞

TnχΩ

∥
∥
∥ (pues Tn → T )

= lim
n→∞

‖TnχΩ‖
︸ ︷︷ ︸

≥γ

≥ γ > 0 (por (5.63) ),

se obtiene que también J es BV -coercitivo.
Por otro lado, que Jn es débilmente semicontinuo inferiormente se sigue del hecho

que Jn(u) = Fn(u) + β Jβ(u), donde Fn(u)
.
= ‖Tnu− yn‖2, y Fn y Jβ son débilmente

semicontinuos inferiormente sobre Lp(Ω). En efecto, Fn lo es por la continuidad de Tn
y la semicontinuidad inferior débil de toda norma y Jβ lo es en virtud del Teorema
5.11. Que J es débilmente semicontinuo inferiormente se sigue de la demostración del
Teorema 5.43.
A continuación probaremos que la sucesión {Jn} es BV -coercitiva: sea entonces

{ũn} ⊂ BV (Ω) tal que ‖ũn‖BV (Ω) → +∞ y escribamos ũn = vn +wn como en (5.51) y
(5.52). Puesto que ‖TnχΩ‖ ≥ γ > 0 y wn = µn χΩ, con µn = 1

|Ω|
∫

Ω
ũn dx, se tiene que

‖Tnwn‖ = ‖Tn (µn χΩ)‖ = |µn| ‖TnχΩ‖ ≥ γ |µn| =
γ

|Ω| |µn| |Ω| = γ̃ ‖wn‖L1(Ω) ,

donde γ̃ .
= γ

|Ω| > 0 y ‖wn‖L1(Ω) =
∫

Ω
|µn χΩ(x)| dx = |µn|

∫

Ω
dx = |µn| |Ω|. Por lo tanto

‖Tnwn‖ ≥ γ̃ ‖wn‖L1(Ω) > 0.

Sean M > 0 una cota superior para ‖T‖ y cada ‖Tn‖ y m > 0 una cota su-
perior para ‖y‖ y cada ‖yn‖. Entonces, siguiendo los mismos pasos utilizados en la
demostración del Lema 5.41 para probar (5.58) se obtiene ahora que

Jn(ũn) ≥ γ̃ ‖wn‖L1(Ω)

(

γ̃ ‖wn‖L1(Ω) − 2 (M C1(p)J0(ũn) +m)
)

+ αJ0(ũn) (5.65)
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y de aquí (analizando los dos casos análogos a los de la demostración del Lema 5.41)
se obtiene la BV -coercitividad de {Jn}.
Resta probar que {Jn} es BV -consistente para J . Para ello, sean τ > 0 y

Bτ =
{

u ∈ BV (Ω) / ‖u‖BV (Ω) ≤ τ
}

. Entonces para cualquier u ∈ Bτ se tiene que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖u‖BV (Ω) (ver Teorema 5.24) y

|Jn(u)− J(u) | =
=

∣
∣ ‖Tnu− yn‖2 − ‖Tu− y‖2

∣
∣ (por (5.64) y (5.49) )

=
∣
∣ ‖Tnu− y − ξn‖2 − ‖Tu− y‖2

∣
∣ (pues yn = y + ξn)

=
∣
∣ ‖Tnu− Tu− ξn‖2 − 2Re 〈Tnu− Tu− ξn, Tu− y〉

∣
∣ (por (5.41) )

=
∣
∣ ‖Tnu− Tu‖2 − 2Re 〈Tnu− Tu, ξn〉+ ‖ξn‖2 − 2Re 〈Tnu− Tu− ξn, Tu− y〉

∣
∣

≤ ‖Tn − T‖2 ‖u‖2Lp(Ω) + 2 ‖Tn − T‖ ‖u‖Lp(Ω) ‖ξn‖+ ‖ξn‖2

+2
(

‖Tn − T‖ ‖u‖Lp(Ω) + ‖ξn‖
)(

‖T‖ ‖u‖Lp(Ω) + ‖y‖
)

≤ ‖Tn − T‖
︸ ︷︷ ︸

→0



‖Tn − T‖
︸ ︷︷ ︸

→0

C2 τ 2
︸ ︷︷ ︸

<∞
+ 2 C τ

︸︷︷︸

<∞
+ 2‖T‖
︸︷︷︸

<∞

C2 τ 2
︸ ︷︷ ︸

<∞
+ 2 C τ

︸︷︷︸

<∞
‖y‖
︸︷︷︸

<∞





+‖ξn‖
︸︷︷︸

→0



‖ξn‖
︸︷︷︸

→0

+ 2‖T‖
︸︷︷︸

<∞

C τ
︸︷︷︸

<∞
+ 2‖y‖
︸︷︷︸

<∞





.
= εn → 0 para n→∞,

donde εn es independiente de u ∈ Bτ . Así Jn(u)→ J(u) uniformemente para u en Bτ .
En consecuencia, la sucesión {Jn} es BV -consistente para J , como se quería probar.
Finalmente la convergencia de un a ū en Lp(Ω) se sigue del Teorema 5.33.

5.4 Convergencia de los minimizantes globales

En esta última sección abordaremos finalmente el estudio de la convergencia de las solu-
ciones regularizadas obtenidas con los métodos de regularización por variación acotada.
Al igual que en las secciones anteriores Ω denotará un subconjunto abierto, convexo
y acotado en Rd, con d = 1, 2 ó 3, con frontera Lipschitz continua y p ∈

[
1, d

d−1

]
.

Supondremos el caso de un “problema exacto” de la forma

Tu = y, (5.66)

con solución única uex ∈ BV (Ω). Además, consideraremos una sucesión de “problemas
perturbados”

Tnu = yn, (5.67)

con soluciones aproximadas un (no necesariamente únicas) que se obtienen minimizando
sobre BV (Ω) los funcionales de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes igual
a la norma BV , es decir

Jn(u)
.
= ‖Tnu− yn‖2 + αn ‖u‖BV (Ω) . (5.68)
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El siguiente teorema provee condiciones suficientes que garantizan la convergencia
de un a uex.

Teorema 5.46. Sean p ∈
[
1, d

d−1

]
, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω)→ Y operador lineal

y acotado, {Tn} ⊂ L(Lp(Ω),Y) tal que Tn
n→∞→ T en L(Lp(Ω),Y), y ∈ Y, uex ∈ BV (Ω)

la única solución del problema (5.66), {yn} ⊂ Y tal que yn
n→∞→ y, {αn} ⊂ R+ tal que

αn
n→∞→ 0+ y ‖Tnuex−yn‖2

αn
permanece acotado. Para cada n ∈ N, sea Jn : Lp(Ω) → R

como en (5.68) con minimizante global un (no necesariamente único) en BV (Ω).

(i) Si p ∈
[
1, d

d−1

)
entonces un → uex en Lp(Ω) para n→∞.

(ii) Si p = d
d−1

entonces un
w→ uex en L

d
d−1 (Ω) para n→∞.

Demostración. Por hipótesis, existe M > 0 tal que

‖Tnuex − yn‖2 ≤M αn ∀n ∈ N. (5.69)

Por otro lado,

‖Tnun − yn‖2 ≤ Jn(un) (por (5.68) )

≤ Jn(uex) (pues un minimiza Jn)

= ‖Tnuex − yn‖2 + αn ‖uex‖BV (Ω) (por (5.68) )

≤ αn
︸︷︷︸

→0+

(

M + ‖uex‖BV (Ω)

)

︸ ︷︷ ︸

<∞

(por (5.69) )

→ 0 para n→∞ (pues αn → 0+ y uex ∈ BV (Ω) )

y por lo tanto
‖Tnun − yn‖ n→∞→ 0. (5.70)

Además,

‖un‖BV (Ω) ≤ Jn(un)

αn
(por (5.68) ya que αn > 0)

≤ Jn(uex)

αn

(pues un minimiza Jn)

=
‖Tnuex − yn‖2

αn

+ ‖uex‖BV (Ω) (por (5.68) )

≤ M + ‖uex‖BV (Ω) (por (5.69) )
.
= M̃ <∞ (pues uex ∈ BV (Ω) )

y en consecuencia, {un} es BV -acotada.
Queremos probar que un → uex en Lp(Ω) si 1 ≤ p < d

d−1
(débilmente si p = d

d−1
).

Supongamos por el absurdo que esto no es así. Entonces existe una subsucesión
{
unj

}

de {un} tal que ninguna subsucesión de
{
unj

}
converge a uex (débilmente si p = d

d−1
).

Sin embargo, como esta subsucesión
{
unj

}
es BV -acotada, en virtud del Teorema 5.24
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(Teorema 5.25 si p = d
d−1
), contiene una subsucesión convergente en Lp(Ω) a algún

û ∈ BV (Ω) (débilmente si p = d
d−1
). Volvemos a llamar con

{
unj

}
a esta subsucesión.

Obviamente se debe verificar û �= uex.

Observar ahora que, para todo v ∈ Y se tiene que

|〈T û− y, v〉| ≤
∣
∣
〈
T (û− unj), v

〉∣
∣+
∣
∣
〈
(T − Tnj)unj , v

〉∣
∣ +
∣
∣
〈
Tnjunj − ynj , v

〉∣
∣

+
∣
∣
〈
ynj − y, v

〉∣
∣ . (5.71)

A continuación probaremos que cada uno de los cuatro términos en el lado derecho
de (5.71) tienden a cero para j → ∞. Para el primer y segundo término se tiene,
respectivamente, que:
∣
∣
〈
T (û− unj), v

〉∣
∣ ≤ ‖T‖

︸︷︷︸

<∞

∥
∥û− unj

∥
∥
Lp(Ω)

︸ ︷︷ ︸

→0

‖v‖
︸︷︷︸

<∞

→ 0 para j →∞ (pues unj

Lp

→ û, débilmente si p = d
d−1
) (5.72)

y
∣
∣
〈
(T − Tnj)unj , v

〉∣
∣ ≤

∥
∥T − Tnj

∥
∥

︸ ︷︷ ︸

→0

∥
∥unj

∥
∥
Lp(Ω)

︸ ︷︷ ︸

<∞

‖v‖
︸︷︷︸

<∞

→ 0 para j →∞ (pues {un} es Lp-acotada). (5.73)

Finalmente, para el tercer y cuarto término se tiene, respectivamente, que:
∣
∣
〈
Tnjunj − ynj , v

〉∣
∣ ≤

∥
∥Tnjunj − ynj

∥
∥

︸ ︷︷ ︸

→0

‖v‖
︸︷︷︸

<∞
→ 0 para j →∞ (por (5.70) ) (5.74)

y
∣
∣
〈
ynj − y, v

〉∣
∣ ≤

∥
∥ynj − y

∥
∥

︸ ︷︷ ︸

→0

‖v‖
︸︷︷︸

<∞
→ 0 para j →∞ (pues yn → y). (5.75)

Así, por (5.72), (5.73), (5.74) y (5.75), los cuatro términos del lado derecho de (5.71)
tienden a cero para j → ∞, de donde se sigue que 〈T û− y, v〉 = 0 ∀v ∈ Y y por
lo tanto T û = y, lo cual contradice la unicidad de la solución uex de (5.66). Esta
contradicción proviene de haber supuesto que la sucesión {un} no converge a uex en
Lp(Ω). Luego, un → uex en Lp(Ω) si 1 ≤ p < d

d−1
(débilmente si p = d

d−1
), como se

quería probar.

Nos preguntamos ahora si, a los efectos de obtener el resultado de convergencia
del teorema anterior, no sería suficiente con utilizar como penalizante la seminorma
de variación acotada, es decir el funcional J0. Esta pregunta nos lleva a considerar el
funcional Jn,0 : Lp(Ω)→ R definido por

Jn,0(u)
.
= ‖Tnu− yn‖2 + αn J0(u). (5.76)
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Nuevamente, desde el punto de vista numérico-computacional tenemos el inconveniente
que el funcional Jn,0 no es diferenciable pues, como ya mencionamos, el funcional J0
no lo es. Por otro lado, la omisión de ‖u‖L1(Ω) en el penalizante de Jn,0 podría, en
principio, originar, como también se mencionó en la sección anterior, la ausencia de la
propiedad de BV -coercitividad de Jn,0 (recordar que esta propiedad es necesaria para
la existencia de minimizantes globales). En este sentido abordaremos entonces el pro-
blema de analizar la convergencia de los minimizantes globales de los funcionales que
resultan de reemplazar el penalizante J0 por perturbaciones diferenciables del mismo.
Es decir, consideraremos el siguiente funcional definido sobre Lp(Ω), con valores sobre
R:

Jn,β(u)
.
= ‖Tnu− yn‖2 + αn Jβ(u), (5.77)

donde β ≥ 0 y Jβ es la aproximación diferenciable a J0 definida en (5.10). Con este fun-
cional Jn,β así definido podemos obtener entonces el mismo resultado de convergencia
dado en el teorema anterior, como se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 5.47. Sean p ∈
[
1, d

d−1

]
, Y espacio de Hilbert, T : Lp(Ω) → Y operador

lineal y acotado, {Tn} ⊂ L(Lp(Ω),Y) tal que Tn
n→∞→ T en L(Lp(Ω),Y), |TnχΩ| ≥ γ > 0

∀n ∈ N, y ∈ Y, uex ∈ BV (Ω) la única solución del problema Tu = y, {yn} ⊂ Y tal

que yn
n→∞→ y, {αn} ⊂ R+ tal que αn

n→∞→ 0+ y ‖Tnuex−yn‖2
αn

permanece acotado, β ≥ 0,
Jβ como en (5.10) y para cada n ∈ N, sea Jn,β : Lp(Ω) → R como en (5.77) con
minimizante global un (no necesariamente único) en BV (Ω).

(i) Si p ∈
[
1, d

d−1

)
entonces un → uex en Lp(Ω) para n→∞.

(ii) Si p = d
d−1

entonces un
w→ uex en L

d
d−1 (Ω) para n→∞.

Demostración. Por hipótesis, existe M̃ > 0 tal que

‖Tnuex − yn‖2
αn

≤ M̃ ∀n ∈ N. (5.78)

Siguiendo los mismos pasos utilizados en la demostración del teorema anterior para
probar (5.70), se tiene ahora que

‖Tnun − yn‖2 ≤ Jn,β(un) (por (5.77) )

≤ Jn,β(uex) (pues un minimiza Jn,β)

= ‖Tnuex − yn‖2 + αn Jβ(uex) (por (5.77) )

≤ ‖Tnuex − yn‖2 + αn

(

J0(uex) +
√

β |Ω|
)

(por (5.16) )

≤ αn
︸︷︷︸

→0+

( M̃ + J0(uex)
︸ ︷︷ ︸

+

<∞

√

β |Ω| ) (por (5.78) )

→ 0 para n→∞ (pues αn → 0+ y uex ∈ BV (Ω) ) (5.79)

y por lo tanto ‖Tnun − yn‖ n→∞→ 0.

En lo que sigue nos remitiremos en distintas ocasiones a las demostraciones del
Lema 5.41 y del Teorema 5.45. Al igual que en el teorema anterior, probaremos en
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primer lugar que {un} es BV - acotada. Para ello, como un ∈ BV (Ω), escribiendo
un = vn + wn donde wn = µn χΩ y

∫

Ω
vn dx = 0, y siguiendo los mismos pasos

utilizados en la demostración del Lema 5.41 para la obtenión de (5.56), se tiene ahora
que

‖un‖BV (Ω) = ‖un‖L1(Ω) + J0(un)

= ‖vn + wn‖L1(Ω) + J0(un)

≤ ‖vn‖L1(Ω) + ‖wn‖L1(Ω) + J0(un)

≤ ‖wn‖L1(Ω) +
C1(1) + 1

αn

Jn,0(un) (por (5.76) )

≤ ‖wn‖L1(Ω) +
C1(1) + 1

αn
Jn,β(un) (por (5.16) ), (5.80)

donde C1(1) > 0. Por otro lado, siguiendo ahora los mismos pasos utilizados en la
demostración del Teorema 5.45 (puesto que los pasos son idénticos no los incluimos),
las actuales hipótesis también implican (5.65), entonces se tiene que

Jn,β(un) ≥ Jn,0(un) (por (5.16) )

≥ γ̃ ‖wn‖L1(Ω)

(

γ̃ ‖wn‖L1(Ω) − 2 (M C1(p) J0(un) +m)
)

+ αn J0(un),(5.81)

donde γ̃ = γ
|Ω| , m,M,C1(p) son constantes positivas. A continuación analizaremos los

siguientes dos casos, análogos a los de la demostración del Lema 5.41 (observar que γ̃
cumple la función de la constante C2 en esa demostración y recordar que M y m son
cotas superior e inferior, respectivamente, para ‖T‖ y ‖Tn‖):

Caso 1) Si γ̃ ‖wn‖L1(Ω) − 2 (M C1(p) J0(un) +m) ≥ 1 entonces

Jn,β(un) ≥ γ̃ ‖wn‖L1(Ω) + αn J0(un) (por (5.81) )

≥ γ̃ ‖wn‖L1(Ω)

y por lo tanto

‖wn‖L1(Ω) ≤
1

γ̃
Jn,β(un). (5.82)

Con (5.82) en (5.80) se obtiene que

‖un‖BV (Ω) ≤
(

1

γ̃
+
C1(1) + 1

αn

)

Jn,β(un)

≤
(

1

γ̃
+
C1(1) + 1

αn

)

Jn,β(uex) (pues un minimiza Jn,β)

=

(
1

γ̃
+
C1(1) + 1

αn

)
(
‖Tnuex − yn‖2 + αn Jβ(uex)

)
(por (5.77) )

≤
(

1

γ̃
+
C1(1) + 1

αn

)

αn

(

M̃ + Jβ(uex)
)

(por (5.78) )

=

(
αn

γ̃
+ C1(1) + 1

)(

M̃ + J0(uex) +
√

β |Ω|
)

(por (5.16) )

≤ M1 <∞ (pues {αn} es acotada y uex ∈ BV (Ω) ). (5.83)
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2) Si γ̃ ‖wn‖L1(Ω) − 2 (M C1(p)J0(un) +m) < 1 entonces

‖wn‖L1(Ω) <
1

γ̃
(1 + 2M C1(p)J0(un) + 2m)

≤ 1

γ̃

(

1 + 2M C1(p)
1

αn
Jn,0(un) + 2m

)

(por (5.76) )

≤ 1

γ̃

(

1 + 2M C1(p)
1

αn
Jn,β(un) + 2m

)

(por (5.16) ). (5.84)

Con (5.84) en (5.80) se obtiene que

‖un‖BV (Ω) ≤ 1 + 2m

γ̃
+

(
2M C1(p)

γ̃
+ C1(1) + 1

)
1

αn

Jn,β(un)

≤ M2 +M3
1

αn

(
‖Tnuex − yn‖2 + αn Jβ(uex)

)
(por (5.77) )

≤ M2 +M3

(

M̃ + Jβ(uex)
)

(por (5.78) )

≤ M2 +M3

(

M̃ + J0(uex) +
√

β |Ω|
)

(por (5.16) )
.
= M4 <∞ (pues uex ∈ BV (Ω) ), (5.85)

donde K1
.
= 1+2m

γ̃
y K2

.
= 2M C1(p)

γ̃
+ C1(1) + 1 son constantes positivas.

En ambos casos, de (5.83) y (5.85) se sigue que la sucesión {un} es BV -acotada,
como se quería probar.

Finalmente, la demostración de la convergencia de un a uex en Lp(Ω) (débilmente
si p = d

d−1
) es idéntica a la correspondiente demostración del Teorema 5.46, pues en

ella no interviene el funcional Jn,β. Por este motivo no la incluimos. Esto concluye la
demostración del teorema.

Finalizamos este capítulo presentando dos conjeturas relacionadas con la convergen-
cia de los minimizantes de funcionales de Tikhonov-Phillips con penalizantes de tipo
BV . Tales conjeturas surgen, como veremos, de modo muy natural a partir del análi-
sis de los resultados conocidos para los métodos con penalizantes clásicos. Señalamos
que estas conjeturas constituyen problemas abiertos sobre los cuales nos proponemos
trabajar en el futuro.

En el Capítulo 3 (Teorema 3.1) vimos que el método clásico de regularización de
Tikhonov-Phillips aplicado al problema Tx = y es equivalente al problema de mini-
mizar el funcional de Tikhonov-Phillips de la forma

J TP
α (x)

.
= ‖Tx− y‖2 + α ‖x‖2 , x ∈ X .

Además vimos que, en este caso particular donde el penalizante es ‖x‖2, el minimizante
global del funcional J TP

α (i.e la solución regularizada xα) converge, para α→ 0+, a la
solución de cuadrados mínimos de mínima norma x†. Es decir, probamos que

xα
α→0+→ x† = T †y.
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Por otro lado, en el Capítulo 4 estudiamos los métodos de Tikhonov-Phillips
generalizados con penalizantes asociados a seminormas inducidas por operadores dife-
renciales. Allí vimos (Teorema 4.15) que en el caso particular donde el penalizante es
‖Lx‖2, donde L es un operador diferencial, entonces bajo ciertas hipótesis generales,
el minimizante global xα del funcional de Tikhonov-Phillips generalizado

J L
α (x)

.
= ‖Tx− y‖2 + α ‖Lx‖2 , x ∈ D(L)

converge, para α → 0+, a la solución de cuadrados mínimos de mínima ‖Lx‖ semi-
norma. Es decir, probamos que

xα
α→0+→ x†L = T †

Ly.

Para el caso de penalizantes de tipo BV hemos probado sendos resultados de con-
vergencia en los dos últimos teoremas de este capítulo bajo la hipótesis de que el
problema Tu = y, donde T ∈ L(BV (Ω),Y), tiene una solución exacta uex ∈ BV (Ω).
Implícitamente hemos requerido que el dato exacto y ∈ R(T ) y que el operador T sea
inyectivo, en cuyo caso, obviamente, la solución exacta uex coincide con la solución de
cuadrados mínimos de mínima BV norma. Denotemos ahora con J BV

α a los funcionales
de Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV , es decir

J BV
α (u)

.
= ‖Tu− y‖2 + αWBV (u), u ∈ BV (Ω), (5.86)

donde WBV (u) = ‖u‖BV (Ω) ó WBV (u) = J0(u) ó WBV (u) = Jβ(u). En los dos teore-
mas mencionados probamos que los minimizantes globales uWα de los funcionales J BV

α

convergen, para α→ 0+, a la solución exacta uex. Es decir, probamos que

uWα
α→0+→ uex.

En ambos casos las hipótesis de inyectividad de T y de alcanzabilidad del dato y
(i.e. y ∈ R(T ) ) fueron fundamentales para obtener esos resultados.

A la luz del análisis precedente surgen entonces de manera natural los siguientes
interrogantes y conjeturas:

1) Si T no es inyectivo y/o y /∈ R(T ), ¿es posible determinar condiciones sobre el
operador T que garanticen que el problema Tu = y tenga soluciones de cuadrados
mínimos sobre BV (Ω)? En tal caso, ¿es posible caracterizar al conjunto de las
soluciones de cuadrados mínimos?

2) ¿Existen minimizantes globales de (5.86) sobre BV (Ω) cuando T no es inyectivo?
Al respecto observar que el Teorema 5.34 requiere de la inyectividad de T mientras
que el Teorema 5.43, para el caso de penalizantes Jβ(u), requiere que T no anule
funciones constantes.

3) En el caso que el funcional (5.86) tenga un minimizante global uWα y el problema
Tu = y tenga soluciones de cuadrados mínimos, ¿converge uWα , para α → 0+,
a alguna de tales soluciones de cuadrados mínimos? En caso afirmativo ¿a cual
solución de cuadrados mínimos converge? ¿Es posible caracterizarla? A la luz de
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los resultados obtenidos para el caso de penalizantes de la forma ‖x‖2 y ‖Lx‖2
es razonable conjeturar que, en caso que uWα converja lo hará a la solución de
cuadrados mínimos u∗ que minimice el valor del penalizante W (u).

Señalamos que hasta el presente no se conocen respuestas a ninguno de los interro-
gantes y conjeturas que acabamos de plantear.
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Capítulo 6

Aplicaciones a restauración de

imágenes

Si bien los resultados principales de esta tesis son eminentemente teóricos, consideramos
importante la inclusión de este último capítulo cuyo objetivo fundamental es el de
mostrar a través de ejemplos concretos el funcionamiento de los métodos estudiados
en los capítulos precedentes. Señalamos, no obstante, que la inclusión de este capítulo
persigue fundamentalmente un objetivo de completitud, seguramente parcial, y de
ningún modo pretende exhibir un análisis exhaustivo de la utilización de los métodos
de regularización en problemas concretos.

6.1 Problemas inversos en restauración de imágenes

El modelo matemático más usual para el proceso de degradación de una imagen está
dado a través de la siguiente ecuación integral de Fredholm de primera clase:

∫ 1

0

∫ 1

0

k (x, y, x′, y′) f (x′, y′) dx′ dy′ = g(x, y). (6.1)

En esta ecuación f (x, y) denota la intensidad del color de la imagen original en el
punto (x, y) (para imágenes monocromáticas f (x, y) es un escalar mientras que para
imágenes en colores es un vector de dimensión 3 que contiene en cada componente
las intensidades en, por ejemplo, las escalas rojo, verde y azul (RGB) ). Análogamente
g (x, y) denota la intensidad del color de la imagen degradada. La función k (x, y, x′, y′)
se conoce como núcleo de dispersión puntual (“point spread function” o simplemente
PSF). Denotando con Ω

.
= [0, 1] × [0, 1], X = Y = L2(Ω) y K : X → Y al operador

definido a través de la integral en (6.1), esto es,

[Kf ] (x, y)
.
=

∫ 1

0

∫ 1

0

k (x, y, x′, y′) f (x′, y′) dx′ dy′, (6.2)

el modelo para el proceso de degradación de imágenes se puede escribir simplemente
como

Kf = g, (6.3)
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y el problema de restauración de imágenes consiste esencialmente en aproximar f cono-
cidos el núcleo de dispersión puntual y la imagen degradada g o una versión contami-
nada con ruido de la misma.
En todos los casos de interés práctico, se tiene que la función de dispersión puntual

k ∈ L2(Ω × Ω) y muy a menudo es un núcleo de tipo convolución o espacialmente
invariante, esto es, k es de la forma k (x, y, x′, y′) = h (x− x′, y − y′) , donde h ∈ L2(Ω).
Es bien sabido que, bajo estas hipótesis, el operador K definido en (6.2) es compacto y
además, excepto en el caso de núcleos degenerados, de rango no cerrado de dimensión
infinita (para el caso de núcleos espacialmente invariantes se dice que h es un núcleo

degenerado si h (x, y) se puede escribir en la forma h (x, y) =
n∑

i=1

pi(x) qi(y), es decir h

es combinación lineal finita de productos de funciones de x por funciones de y). Por lo
tanto, en estos casos, la ecuación (6.3) es mal condicionada.

A continuación presentaremos tres ejemplos en los cuales una imagen original,
degradada con un núcleo de dispersión puntual de tipo gausiano de la forma

k (x, y, x′, y′) = 1
2π σ

e−
(x−x′)2+(y−y′)2

2 σ2 , es restaurada utilizando algunos de los métodos
estudiados en este trabajo de tesis.

Ejemplo 6.1. Para este ejemplo se utilizó la imagen de la Figura 6.1 para construir
la imagen en escalas de grises que se muestra en la Figura 6.2 (a), la que constituye la
imagen original f(x, y). El tamaño de esta imagen es de 940×940 pixeles. Es oportuno
señalar aquí, que en un problema concreto esta imagen es desconocida. En la Figura
6.2 (b) se muestra la imagen degradada con σ = 20 que es el dato de nuestro problema
inverso. Las Figuras 6.3 (a), (b), (c) y (d) muestran las restauraciones obtenidas con los
métodos de Tikhonov-Phillips (TP), Descomposición en Valores Singulares Truncada
(TSVD), Showalter y Variación Acotada con penalizante J0, respectivamente. En
todos los casos se utilizó α = 10−3. Observamos que las restauraciones obtenidas
con los métodos tradicionales (TP, TSVD, Showalter) son relativamente aceptables en
regiones en las cuales la imagen original es significativamente regular, pero en todos los
casos los bordes asociados a regiones en las cuales la intensidad de la imagen original
presenta gradientes marcados, aparecen suavizados o difundidos. Sin embargo, en la
Figura 6.3 (d) se observa como el método de variación acotada detecta y preserva
cláramente tales bordes, no obstante, la restauración es de menor calidad en regiones
en las cuales la imagen original es regular o el gradiente de intensidad es pequeño.
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Figura 6.1: Imagen utilizada para construir el dato exacto del Ejemplo 6.1.

(a) (b)

Figura 6.2: Imágenes para el Ejemplo 6.1: Imagen original en escala de grises (a),
imagen degradada (dato del problema inverso) (b).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.3: Imágenes restauradas para el Ejemplo 6.1 con: Método de Tikhonov-
Phillips (a), Descomposición en Valores Singulares Truncada (b), Método de Showalter
(c) y Método de Variación Acotada con penalizante Jo (d).
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Ejemplo 6.2. En la Figura 6.4 (a) se muestra la imagen original para este ejemplo,
de tamaño 455×455 pixeles. En la Figura 6.4 (b) se muestra la imagen degradada
con σ = 10. En las Figuras 6.5 (a), (b), (c) y (d) se muestran las restauraciones
obtenidas con los mismos cuatro métodos del Ejemplo 6.1. En todos los casos se utilizó
α = 10−3. Nuevamente se observan las ventajas del Método de Variación Acotada (con
penalizante J0) en lo que respecta a detección de bordes.

(a) (b)

Figura 6.4: Imágenes para el Ejemplo 6.2: Imagen original (a), imagen degradada (dato
del problema inverso) (b).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.5: Imágenes restauradas para el Ejemplo 6.2 con: Método de Tikhonov-
Phillips (a), Descomposición en Valores Singulares Truncada (b), Método de Showalter
(c) y Método de Variación Acotada con penalizante Jo (d).
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Ejemplo 6.3. En la Figura 6.6 se muestra una imagen del telescopio espacial Hubble
en la que aparece como fondo el horizonte terrestre. Esta imagen fue utilizada para
obtener la imagen original en escala de grises que se muestra en la Figura 6.7 (a), de
tamaño 1500×1500 pixeles. En la Figura 6.7 (b) se muestra la imagen degradada con
turbulencia atmosférica (σ = 20), la cual constituye el dato para el problema inverso
de este ejemplo. En las Figuras 6.8 (a), (b), (c) y (d) se presentan las restauraciones
obtenidas con los mismos métodos de los ejemplos anteriores. En todos los casos se
utilizó α = 10−3. Una vez más observamos como el Método de Variación Acotada (con
penalizante J0) funciona mejor en la detección de bordes en regiones de intensidad con
gradiente alto pero peor que los métodos clásicos en otras regiones.

Figura 6.6: Imagen utilizada para construir el dato exacto del Ejemplo 6.3.
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(a) (b)

Figura 6.7: Imágenes para el Ejemplo 6.3: Imagen original en escala de grises (a),
imagen degradada (dato del problema inverso) (b).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.8: Imágenes restauradas para el Ejemplo 6.3 con: Método de Tikhonov-
Phillips (a), Descomposición en Valores Singulares Truncada (b), Método de Showalter
(c) y Método de Variación Acotada con penalizante Jo (d).



152 CAPÍTULO 6. APLICACIONES A RESTAURACIÓN DE IMÁGENES

Como mencionamos al principio de este capítulo, el objetivo principal de los ejem-
plos presentados en este capítulo fue el de mostrar brevemente a través de problemas
concretos, en este caso en el área de restauración de imágenes, las potenciales aplica-
ciones y utilidad de los métodos de regularización estudiados y, en particular de los
métodos de penalización por variación acotada que se estudiaron en el Capítulo 5.



Capítulo 7

Conclusiones, aportes y trabajos

futuros

7.1 Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un estudio general sobre la teoría matemática de
los métodos espectrales de regularización y de penalización por variación total para
problemas inversos mal condicionados.

En el Capítulo 1 (“Preliminares”) se estudiaron en primer lugar la naturaleza y
características de los problemas inversos y los postulados de Hadamard de buen condi-
cionamiento (Sección 1.1). Se presentaron varios ejemplos de problemas inversos con
el objeto de señalar y motivar la importancia práctica del estudio de los mismos. En
segundo lugar se desarrolló en forma breve un marco adecuado para el estudio de las
ecuaciones mal condicionadas con operadores lineales definidos en espacios de Hilbert
de dimensión infinita. Esto abarcó el estudio de la inversa generalizada de Moore-
Penrose, su relación con las soluciones de cuadrados mínimos, su descomposición es-
pectral en valores singulares para el caso de operadores compactos y el Criterio de
Picard. En la Sección 1.2 se introdujeron los conceptos y elementos principales de
la teoría matemática de regularización de problemas inversos lineales mal condiciona-
dos. Entre ellos se incluyeron los conceptos de regularización, solución regularizada,
familia de operadores de regularización, parámetro de regularización, regla de elec-
ción de parámetro, método de regularización convergente y su relación con la inversa
generalizada de Moore-Penrose. Se presentaron algunos resultados sobre convergencia
para métodos de regularización en espacios de Hilbert. Posteriormente se procedió a
abordar el estudio de órdenes de convergencia para métodos de regularización conver-
gentes. Con este fin se introdujeron tres tipos de errores: error de regularización, error
asociado al ruido y error total. Se estudiaron órdenes de optimalidad y su relación con
conjuntos fuente definidos en términos de potencias fraccionarias de operadores y con
supuestos de regularidad sobre las soluciones exactas. Se introdujeron los conceptos de
método de regularización óptimo y de órden óptimo y se dieron condiciones suficientes
para convergencia y convergencia de órden óptimo.

En el Capítulo 2 se estudiaron en detalle los métodos espectrales de regularización.
En la Sección 2.1 se desarrolló un andamiaje matemático adecuado para la construcción
de tales métodos que estuvo basada en la Teoría Espectral para operadores lineales y
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autoadjuntos en espacios de Hilbert y en el Cálculo Funcional (Apéndice B). Se dieron
condiciones suficientes para la convergencia de un método espectral de regularización
y se proporcionaron dos estimaciones: una para la velocidad de convergencia del error
asociado al ruido y la otra para el error de regularización, las que permitieron obtener
estimaciones para el error total. En la Sección 2.2 se abordó el estudio de reglas de elec-
ción de parámetros “a-priori” que resultan en métodos espectrales de regularización de
orden óptimo. Finalmente se presentaron dos ejemplos clásicos de métodos espectrales
de regularización: el Método de Showalter y Descomposición en Valores Singulares
Truncada, para los cuales se obtuvieron estimaciones del error asociado al ruido y
del error total, y se construyeron reglas de elección de parámetros “a-priori” que re-
sultan en métodos espectrales de regularización de orden óptimo. En la Sección 2.3
se introdujeron los conceptos de calificación y saturación para métodos espectrales de
regularización, comentándose brevemente sobre el estado del arte sobre estos temas. Se
observó que los métodos de Showalter y Descomposición en Valores Singulares Trun-
cada no tienen calificación clásica y no saturan. En la Sección 2.4 se presentaron
algunos resultados recíprocos (para regularización con dato exacto) derivados de la
teoría de saturación de métodos espectrales de regularización, en los que se dedujeron
condiciones de regularidad de la solución exacta a partir del conocimiento de cierto
orden de convergencia para el error de regularización. En la Sección 2.5 se estudiaron
las reglas de elección de parámetros “a-posteriori”, en particular la dada a través del
Principio de Discrepancia de Morozov. Asimismo se estudiaron propiedades de conver-
gencia y optimalidad de métodos espectrales de regularización en los cuales la regla de
elección de parámetros es la dada por el Principio de Discrepancia de Morozov. En la
Sección 2.6 se presentó una breve descripción de dos reglas de elección de parámetro
heurísticas: Validación Cruzada Generalizada y el Método de la Curva L.
En el Capítulo 3 se introdujo el método clásico de regularización de Tikhonov-

Phillips. En primer lugar se presentó el método como un caso particular de un método
espectral de regularización y a continuación se procedió a mostrar que el mismo posee
una formulación equivalente como un problema de optimización sin restricciones (más
precisamente se demostró que las soluciones regularizadas obtenidas con dicho método
minimizan el funcional de Tikhonov-Phillips). Para tales métodos se encontraron condi-
ciones suficientes sobre reglas de elección de parámetro “a-priori” que garantizan la
convergencia a cero del error total. Finalmente se analizaron algunos resultados de
convergencia, optimalidad y resultados recíprocos para este método particular y se
demostró que el mismo tiene calificación clásica de orden µ0 = 1.

La inclusión de los Capítulos 1 a 3 de esta tesis tuvo dos objetivos principales. El
primero de ellos fue tratar de reflejar el estado del arte sobre el tratamiento matemático
de los problemas inversos mal condicionados, de los métodos de regularización en ge-
neral y en particular de los métodos espectrales de regularización. El segundo objetivo
fue introducir un andamiaje matemático adecuado para el tratamiento de los problemas
y temas que se abordaron en los capítulos siguientes. Si bien el estudio formal de
todas las herramientas matemáticas necesarias e imprescindibles para un tratamiento
adecuado de estos problemas es bastante moderna, es oportuno señalar que la mayoría
de los resultados contenidos en estos tres capítulos no son nuevos. Sin embargo, las
demostraciones y desarrollos allí incluidos (como así también en el resto de este trabajo)
son propios.
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7.2 Aportes

En el Capítulo 3 se presentó una formulación equivalente del clásico método espectral
de regularización de Tikhonov-Phillips como un problema de optimización sin restric-
ciones. Allí se probó que las soluciones regularizadas con este método minimizan el
funcional de Tikhonov-Phillips con penalizante ‖x‖2. El análisis allí efectuado fue de
fundamental importancia pues, como se vio, constituyó las bases para los métodos de
Tikhonov-Phillips generalizados con diferentes tipos de penalizantes, los cuales fueron
estudiados en los capítulos posteriores.

En el Capítulo 4 se introdujeron los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados
para el caso particular de penalizantes asociados a seminormas inducidas por ope-
radores diferenciales. En la Sección 4.1 se construyó un andamiaje matemático apropia-
do para el estudio y construcción de la inversa generalizada ponderada y se mostró su
relación con la solución de cuadrados mínimos que minimiza la seminorma inducida
por el correspondiente operador diferencial L. En la Sección 4.2 se procedió a apro-
ximar la solución de cuadrados mínimos de mínima ‖L·‖ seminorma, con un enfoque
diferente al utilizado para los métodos espectrales de regularización estudiados en los
capítulos anteriores. Con este fin se demostró la “ley de orden inverso” para la in-
versa generalizada de un operador producto, se construyó una familia de operadores
de regularización para la inversa generalizada ponderada y se presentaron condiciones
suficientes para que tal familia sea una regularización para la inversa generalizada pon-
derada (i.e. condiciones que garantizan la convergencia de las soluciones regularizadas
a la solución exacta). Posteriormente se hallaron condiciones que aseguran un cierto
orden de convergencia de las soluciones regularizadas, en términos de conjuntos fuente.
En la Sección 4.3 se estudió en detalle el método de Tikhonov-Phillips para estos tipos
de penalizantes. En primer lugar se probó que las soluciones regularizadas con dicho
método son soluciones de una “ecuación normal regularizada” y en segundo lugar que
ellas también son soluciones de un problema de optimización sin restricciones, análogo
al obtenido en el Capitulo 3 en el caso particular en que L = I es el operador identi-
dad (más precisamente se demostró que minimizan el funcional de Tikhonov-Phillips
generalizado).

En el Capítulo 5 se estudiaron en profundidad los métodos de Tikhonov-Phillips
generalizados en espacios de funciones, para el caso particular en que el penalizante es
la norma o la seminorma de variación acotada. En la Sección 5.1 se introdujeron los
conceptos, definiciones y resultados preliminares, con el fin de proveer un andamiaje
matemático adecuado para los desarrollos ulteriores de este capítulo. En particular se
definió una aproximación diferenciable para la seminorma de variación acotada ( (5.10)
y Teorema 5.6) y se probó que la misma es convexa (Teorema 5.7) y débilmente semi-
continua inferiormente (Teorema 5.11). Se introdujo el concepto de convergencia in-
termedia (Definición 5.15) y se probó que este tipo de convergencia es más fuerte que
la convergencia débil pero más débil que la convergencia fuerte en BV (Ω) (Proposi-
ción 5.16). Este nuevo concepto nos permitió aproximar una función de variación
acotada por una sucesión de funciones de variación acotada infinitamente diferencia-
bles (Lema 5.17) y extender un Teorema de Inmersión de Sobolev (Teorema 5.19) del
espacio W 1,1(Ω) al espacio BV (Ω) (Teorema 5.20). A continuación se introdujo el
concepto de p-convergencia intermedia (Definición 5.21) y se probó un resultado de
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aproximación de funciones de variación acotada por funciones infinitamente diferen-
ciables de variación acotada en el sentido de esta p-convergencia intermedia (Lema
5.22). También se extendió el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov (Teo-
rema 5.23) del espacio W 1,1(Ω) al espacio BV (Ω) mediante el cual se probó que el
espacio BV (Ω) está compactamente inmerso en Lp(Ω) (Teorema 5.24). También se
probó que cuando la dimensión d del espacio es mayor o igual que dos, BV (Ω) está
débilmente compactamente inmerso en Lp(Ω) (Teorema 5.25). Todos estos resultados
fueron de fundamental importancia para la derivación de los teoremas de existencia,
unicidad y estabilidad para los métodos BV que se presentaron en la Sección 5.2. En
particular, en la Sección 5.2, en primer lugar se introdujo el concepto de BV - coerci-
tividad para un funcional y para una sucesión de funcionales, y se probaron resultados
de existencia, unicidad (Teorema 5.30) y estabilidad (Teorema 5.33) para funcionales
generales definidos sobre Lp(Ω). En segundo lugar se probaron resultados de exis-
tencia y unicidad (Proposición 5.34) de los minimizantes globales de funcionales de
Tikhonov-Phillips generalizados con penalizante igual a la norma BV . También se
probaron varios resultados de estabilidad para los minimizantes globales de tales fun-
cionales (Proposiciones 5.36, 5.37, 5.38, 5.39 y 5.40) bajo perturbaciones en el dato, en
el parámetro de regularización, en el funcional penalizante y en el operador, de manera
separada y simultánea. En la Sección 5.3 se probaron resultados de existencia, uni-
cidad y estabilidad de los minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips
generalizados donde el penalizante es la seminorma BV , es decir el funcional J0. En
primer lugar, se probó una condición suficiente para garantizar la BV -coercitividad
del funcional de Tikhonov-Phillips generalizado, con penalizante dado por una pertur-
bación diferenciable de la seminorma BV (Lema 5.41). En segundo lugar, se obtuvo
una condición suficiente que garantiza la existencia de minimizantes globales para tales
funcionales (Teorema 5.43). Por último, se analizó un resultado de estabilidad para los
minimizantes globales del funcional antes mencionado, bajo perturbaciones simultáneas
en el operador y en el dato (Teorema 5.45). Finalmente, en la Sección 5.4 se estudió
la convergencia de las soluciones regularizadas obtenidas con los métodos de regulari-
zación por variación acotada. Se probaron condiciones suficientes que garantizan la
convergencia de los minimizantes globales de funcionales de Tikhonov-Phillips generali-
zados a la solución exacta del problema, para el caso en que el penalizante es la norma
BV o perturbaciones diferenciables de la seminorma BV (Teoremas 5.46 y 5.47).

Finalmente en el Capítulo 6 se presentaron varias aplicaciones de los métodos
estudiados en el presente trabajo a problemas de restauración de imágenes.

7.3 Trabajos futuros

A partir de este trabajo de tesis surgen de manera directa o indirecta diversas líneas
de trabajo, especialmente algunas relacionadas con la profundización del estudio de
ciertos conceptos, diversos problemas abiertos y conjeturas, muchos de los cuales fueron
mencionados oportunamente a lo largo de este trabajo. En este sentido mencionamos
a continuación algunas de estas líneas que son de particular interés y sobre las cuales
continuaremos investigando en el futuro:

• Estudio, derivación e implementación computacional de reglas de elección de
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parámetro para métodos de regularización.

• Profundización de los conceptos de calificación y saturación para métodos espec-
trales de regularización.

• Estudio de los niveles de calificación (óptimo, débil y fuerte) para métodos es-
pectrales de regularización.

• Estudio del concepto de saturación global para métodos espectrales de regu-
larización.

• Estudio del método de Showalter utilizando la Teoría de Semigrupos.

• Obtención de condiciones sobre el operador T que garanticen que el problema
Tu = y, donde T : BV (Ω)→ Y no es inyectivo y/o y /∈ R(T ), tenga soluciones
de cuadrados mínimos sobre BV (Ω). En tal caso, caracterizar al conjunto de
soluciones de cuadrados mínimos1. Notar que es imposible definir la inversa
generalizada de Moore-Penrose para T , dado que el espacio de Banach BV (Ω)
no es de Hilbert.

• Estudio del problema de existencia de minimizantes globales de funcionales de
Tikhonov-Phillips generalizados con penalizantes de tipo BV sobre BV (Ω), cuan-
do el operador T : BV (Ω)→ Y no es inyectivo.

• En el caso que en que el funcional de Tikhonov-Phillips generalizado con pe-
nalizantes de tipo BV tenga un minimizante global uWα y el problema Tu = y
tenga soluciones de cuadrados mínimos, analizar la convergencia de uWα , para
α→ 0+, a alguna de tales soluciones de cuadrados mínimos. En caso afirmativo,
caracterizar la solución de cuadrados mínimos límite.

C��3��	��: si uWα converge, para α → 0+, lo hará a la solución de cuadrados
mínimos u∗ que minimice el valor del penalizante W (u).

• Estudio de los métodos de Tikhonov-Phillips generalizados para penalizantes ar-
bitrarios. Obtención de condiciones que garanticen existencia, unicidad y esta-
bilidad de los minimizantes globales de funcionales de la forma

JW
α (u)

.
= ‖Tu− y‖2 + αW (u), u ∈ D(W ),

donde D(W ) es el dominio del funcionalW . Análisis de resultados de estabilidad
para los minimizantes globales del funcional JW

α , bajo diferentes perturbaciones.

• Estudio de los métodos de regularización iterativos.

1Recordar que para X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) el conjunto de soluciones de cuadrados
mínimos de Tx = y, que notamos Sy, es no vacío sí y sólo si y ∈ D(T †) = R(T ) ⊕R(T )⊥, en cuyo
caso Sy = x† +N (T ).
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Apéndice A

Resultados básicos de Análisis

Funcional

En éste apéndice se proporcionará la fundamentación teórica de la tesis. La mayor parte
del contenido es análisis funcional básico, pero muy importante no sólo en este trabajo
sino cuando se trate con problemas inversos mal condicionados en general, y puede
encontrarse en cualquier libro sobre este tema. No se incluirán las demostraciones de
los teoremas y de las propiedades (ver por ejemplo: G. Bachman y L. Narici [5], J.
Conway [12], W. Rudin [58] y J. Weidmann [76], para las demostraciones e información
adicional). A su vez, gran parte de la notación empleada en la tesis también será
introducida aquí.

A.1 Espacios normados

Uno de los objetivos de esta sección es proporcionarle continuamente estructura a
un espacio vectorial hasta que tenga todas las propiedades necesarias para nuestro
posterior uso.

A.1.1 Teoría general

Comenzaremos recordando previamente algunas definiciones básicas, en el convenci-
miento que el lector seguramente está familiarizado con la mayoría de ellas.

Definición A.1. (E����� V�������)
Un espacio vectorial V sobre un campo k (R o C) es un conjunto no vacio V con

un mapeo de V × V en V tal que (x, y) &→ x+ y, llamado suma, y un mapeo de k× V
en V tal que (α, x) &→ αx, llamado producto por escalar. Estos mapeos satisfacen las
siguientes condiciones para todo x, y, z ∈ V y para todo α, β ∈ k:

(i) x+ y = y + x (propiedad conmutativa);

(ii) (x+ y) + z = x+ (y + z) (propiedad asociativa);

(iii) Existe un único elemento 0 ∈ V tal que x + 0 = x (existencia del elemento
neutro);
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(iv) Para cada x ∈ V, existe un único elemento x′ ∈ V tal que x+ x′ = 0 (existencia
de un inverso);

(v) α (β x) = (α β) x;

(vi) (α + β)x = αx+ β x;

(vii) α (x+ y) = α x+ α y;

(viii) 1 x = x, donde 1 es el elemento unidad del campo k.

Un espacio vectorial se denota con la cuaterna (V,+, k, ·). Otros términos usados
son espacio vectorial lineal o espacio lineal. A los elementos del espacio vectorial se los
llama vectores y a los elementos del campo escalares.

Diremos que (V,+,R, ·) es un espacio vectorial real, y que (V,+,C, ·) es un espacio
vectorial complejo.

Definición A.2. (S	������� V�������)
Sean V es un espacio vectorial sobre k y S un subconjunto no vacío de V. Diremos

que S es un subespacio vectorial de V si

∀α, β ∈ k, ∀x, y ∈ S : αx+ β y ∈ S.

(Es decir, S es cerrado bajo la suma y el producto por escalar; y así también es,
bajo las mismas operaciones, un espacio vectorial sobre k).

Definición A.3. (C��3	��� C������)
Sea V un espacio vectorial sobre k. Un conjunto C ⊂ V es convexo si

∀x, y ∈ C, ∀α ∈ [0, 1] : αx+ (1− α) y ∈ C.

Obviamente que todo subespacio de V es un conjunto convexo.

Definición A.4. (C�������́� L����)
Una combinación lineal de vectores x1, x2, . . . , xn de un espacio vectorial V (sobre

k) es una expresión de la forma
n∑

i=1

αi xi = α1 x1 + α2 x2 + . . . + αn xn, donde los

coeficientes α1, α2, . . . , αn ∈ k.

Definición A.5. (S	������� G�������)
Sea M un subconjunto no vacío del espacio vectorial V. El subespacio generado

por M , denotado por spanM, es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los
vectores de M , es decir

spanM
.
=

{
n∑

i=1

αi xi / n ∈ N, αi ∈ k ∧ xi ∈M ∀i = 1, . . . , n

}

.
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Obviamente que éste es un subespacio vectorial de V, y se puede demostrar que es
el menor (con respecto a la inclusión de conjuntos) subespacio vectorial que contiene
a M .

Notar que una combinación lineal siempre es una suma finita, lo cual significa que,
aún cuando pueda haber un número infinito de vectores en M , nunca expresaremos un
vector como una suma infinita. Sumas infinitas no tienen significado a menos que la
noción de “límite de una sucesión” se haya introducido, de algún modo, en el espacio.

Definición A.6. (D��������� � I����������� L����)

(i) Sean V espacio vectorial sobre k y M = {x1, x2, . . . , xn} ⊂ V. Diremos que M
es linealmente dependiente si existen α1, α2, . . . , αn ∈ k no todos nulos tales

que
n∑

i=1

αixi = 0. En caso contrario, M es linealmente independiente.

(ii) Sean V espacio vectorial sobre k y M un subconjunto cualquiera de V. Dire-
mos que M es linealmente independiente si todo subconjunto finito de M es
linealmente independiente. En caso contrario, M es linealmente dependiente.

Definición A.7. (D�����́� �� 	� E����� V�������)
Si el espacio vectorial V esta generado por un conjunto finito M de n vectores

linealmente independiente, diremos que V tiene dimensión finita n. Si no existe
un conjunto finito de vectores tal que V = spanM , decimos que V tiene dimensión
infinita.

Si V es un espacio vectorial, A,B ⊂ V no vacíos y x ∈ V, usaremos en la tesis los
siguientes conjuntos:

A +B
.
= {a + b / a ∈ A, b ∈ B} ,

x+ A
.
= {x+ a / a ∈ A} .

Definición A.8. (S	�� D�����)
Sean V espacio vectorial y W1,W2 subespacios de V tales que W1 ∩ W2 = {0}.

Entonces W1 +W2 es una suma directa, y la notaremos W1 ∔W2, si cada elemento
de W1+W2 tiene una representación única de la forma w1+w2 con w1 ∈W1, w2 ∈W2.

Definición A.9. (N����)
Sea V un espacio vectorial sobre k. Una norma sobre V es un mapeo

‖·‖ : V → [0,∞) ,

que satisface las siguientes condiciones para todo x, y ∈ V y para todo α ∈ k:

(i) ‖x‖ ≥ 0 y (‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0) (definida positiva);

(ii) ‖α x‖ = |α| ‖x‖ (homogeneidad positiva);

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (desigualdad triangular).
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Diremos que x ∈ V es un vector unitario si ‖x‖ = 1.

La siguiente propiedad se deduce fácilmente de (iii) y vale para todo x, y ∈ V:

• | ‖x‖ − ‖y‖ | ≤ ‖x− y‖ (segunda desigualdad triangular).

En toda la tesis y para distinciones más precisas, ocasionalmente las normas serán
denotadas con subíndices diferentes para distinguirlas entre ellas, por ejemplo ‖·‖X ,
‖·‖Y , ‖·‖∞, ‖·‖L1(a,b), etc.

Definición A.10. (S�������)
Sea V un espacio vectorial sobre k. Una seminorma sobre V es un mapeo

p : V → [0,∞) ,

que satisface las siguientes condiciones para todo x, y ∈ V y para todo α ∈ k:

(i) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y);

(ii) p(αx) = |α| p(x).

De la definición se sigue que p(x) ≥ 0 y p(0) = 0. Sin embargo, no se puede
asegurar que p(x) = 0 implica x = 0.

Definición A.11. (E����� N������)
Un espacio normado es un espacio vectorial X (sobre k) con una norma ‖·‖

definida sobre él, que se denota (X , ‖·‖). Si el significado es claro en el contexto,
simplemente diremos que X es un espacio normado.

Si (X , ‖·‖) es un espacio normado y S es un subespacio vectorial de X , entonces la
restricción de ‖·‖ a S, ‖·‖S : S → [0,∞), es una norma sobre S. Así, S se transforma
de manera natural en un espacio normado, (S, ‖·‖S).

A.1.2 Nociones topológicas

Todo espacio normado X induce una topología dada por la norma, es decir, podemos
definir conjuntos abiertos, cerrados y compactos; sucesiones convergentes; funciones
continuas; etc.
Denotaremos en tales espacios a la bola con centro en x ∈ X y radio de longitud

r > 0 como
Br(x)

.
= {y ∈ X / ‖x− y‖ < r} (A.1)

y con Br(x) a la clausura de ella, es decir

Br(x) = {y ∈ X / ‖x− y‖ ≤ r} . (A.2)

Definición A.12. (C��3	��� A������, A�����, C������)
Sean X un espacio normado sobre k y M ⊂ X . Diremos que:

(i) M es acotado si existe r > 0 tal que M ⊂ Br(x).
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(ii) M es abierto si para todo x ∈M existe ǫ > 0 tal que Bǫ(x) ⊂M .

(iii) M es cerrado si el complemento, X \M , es abierto.

Definición A.13. (S	����́� A������, C�����&����, �� C�	��2)
Sean X un espacio normado sobre k y una sucesión {xn}n∈N ⊂ X . Diremos que:

(i) {xn}n∈N es acotada si existe c > 0 tal que ‖xn‖ ≤ c para todo n ∈ N.

(ii) {xn}n∈N es convergente si existe x ∈ X tal que lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0. El límite de

la sucesión se indica x = lim
n→∞

xn o escribimos xn → x para n→∞.

(iii) {xn}n∈N es de Cauchy si para todo ǫ > 0 existe N ∈ N tal que ‖xn − xm‖ < ǫ
para todo n,m ≥ N .

Definición A.14. (C��	�	�� �� 	� C��3	���; C��3	��� C�������, D����
2 R����������� C�������)

Sean X un espacio normado sobre k y M,N ⊂ X .

(i) El interior de M , denotado por M0, se define como

M0 .
= {x ∈M / ∃ ǫ > 0 con B(x, ǫ) ⊂M} .

(ii) La clausura de M , denotado por M , se define como

M
.
=
{

x ∈ X / ∃ {xn}n∈N ⊂M con x = lim
n→∞

xn

}

.

Es decir, es el conjunto de todos los puntos límites de sucesiones en M. Se puede
probar que M es el menor subconjunto (con respecto a la inclusión) cerrado de
X que contiene a M.

Esto nos permite dar la siguiente definición alternativa de conjunto acotado:

(iii) M es acotado si sup
{
‖x‖ / x ∈M

}
<∞.

(iv) M es compacto si toda sucesión en M contiene una subsucesión que converge a
un elemento de M .

(v) M es denso en X si M = X . Es decir,

∀x ∈ X ∧ ∀ǫ > 0 ∃xM ∈M : ‖x− xM‖ < ǫ.

(vi) M es relativamente compacto si M es compacto.

(vii) M es denso en N si N ⊂M .

En general, las propiedades topológicas dependen de la norma en X . Sin embargo,
para espacios de dimensión finita, estas propiedades son independientes de la norma.
Esto puede observarse del siguiente teorema:
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Definición A.15. (N����� E�	��������)
Sean X un espacio normado sobre k y ‖·‖1 , ‖·‖2 dos normas definidas en él. Dire-

mos que ‖·‖1 y ‖·‖2 son normas equivalentes si existen constantes c2 ≥ c1 > 0 tales
que

c1 ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ c2 ‖x‖1 ∀x ∈ X .

Teorema A.16. ([5]) Sean X un espacio normado sobre k de dimensión finita, ‖·‖1y
‖·‖2 dos normas definidas en él. Entonces, ambas normas son equivalentes. En otras
palabras, toda bola con respecto a la norma ‖·‖1 contiene una bola con respecto a la
norma ‖·‖2 y viceversa. Por ello, ambas normas inducen la misma topología.

Reuniremos propiedades adicionales en el siguiente teorema:

Teorema A.17. ([5]) Sean X un espacio normado sobre k y M ⊂ X . Entonces valen
las siguientes afirmaciones:

(i) M es cerrado si y sólo si M = M . Alternativamente, M es cerrado si y sólo si
toda sucesión convergente en M tiene su punto límite en M .

(ii) M es abierto si y sólo si M0 = M .

(iii) M es cerrado y M = M .

(iv) Si M es convexo entonces M también es convexo.

(v) Si M es un subespacio de X entonces M también es un subespacio de X .

(vi) En espacios vectoriales de dimensión finita, todo subespacio es cerrado.

(vii) Todo conjunto compacto es cerrado y acotado.

En espacios de dimensión finita, el recíproco de (vii) también es verdadero:

(viii) Teorema de Bolzano-Weierstrass: En un espacio normado de dimensión
finita, todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

Definición A.18. (E����� S��������)
Un espacio normado X es separable si contiene un subconjunto denso y numerable.

Una propiedad crucial del conjunto de los números reales es su completitud, pues
toda sucesión de Cauchy en R es convergente. Desafortunadamente, esto no es cierto
para espacios normados en general. En análisis funcional es una hipótesis necesaria
para muchos resultados.

Definición A.19. (E����� C�������, E����� �� B�����)

(i) Un espacio normado X es completo si toda sucesión de Cauchy es convergente
en X .

(ii) Un espacio de Banach es un espacio normado completo.
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A.1.3 Espacios de Hilbert

Teoría General

Un espacio de Banach generaliza la noción de Rn como un espacio vectorial con una
función longitud, pero para generalizar la útil propiedad geométrica de ortogonalidad
necesitamos una estructura extra.

Continuaremos ahora aplicando estructura a un espacio vectorial introduciendo
productos internos. Éste permitirá, entre otras cosas, definir cuando dos vectores son
ortogonales.

Definición A.20. (P���	��� I������)
Sea V un espacio vectorial sobre k. Un producto interno sobre V es un mapeo

〈·, ·〉 : V × V → k

con las siguientes propiedades, válidas para todo x, y, z ∈ V y para todo α ∈ k:

(i) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;
(ii) 〈α x, y〉 = α 〈x, y〉;
(iii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
(iv) 〈x, x〉 ≥ 0 y (〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0).

Si el espacio vectorial es real, el mapeo 〈·, ·〉 es una función con valores reales que
satisface las propiedades (i) - (iv), excepto que (iii) debe ser escrita sin la barra de
conjugado sobre 〈y, x〉. Notar que, aunque el espacio vectorial sea complejo, 〈x, x〉 ∈ R

por la propiedad (iii).

Al igual que para las normas, ocasionalmente los productos internos serán denotados
con subíndices diferentes para distinguirlos entre sí.

Las siguientes propiedades se derivan fácilmente de (i) - (iii) y valen para todo
x, y, z ∈ V y para todo α ∈ k:

a) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉;
b) 〈x, α y〉 = α 〈x, y〉 (donde la barra sobre α es omitida si el espacio vectorial es
real).

Definición A.21. (E����� ��� P���	��� I������)
Un espacio con producto interno o un espacio pre-Hilbert es un espacio

vectorial V (sobre k) con un producto interno definido sobre él, que se denota (V, 〈·, ·〉).
Usando el producto interno, podemos transformar un espacio con producto interno

en un espacio normado, (X , 〈·, ·〉), definiendo la norma inducida como

‖x‖ .
=
√

〈x, x〉, ∀x ∈ X
la cual está bien definida; es una norma para cualquier espacio vectorial X . Es decir,
satisface (i) - (iv) de la Definición A.20 y todas las propiedades, definiciones y teoremas
que involucran una norma. Además, satisface las siguientes propiedades para todo
x, y ∈ X :
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a) |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (Desigualdad de Cauchy - Schwarz);

b) ‖x± y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 ± 2 Re 〈x, y〉 (Fórmula del Binomio);

c) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
(Ley del Paralelogramo);

d) 〈x, z〉 = 0 ∀x ∈ X , entonces z = 0.

Definición A.22. (V������� O���&������)
Sea X un espacio con producto interno. Diremos que x, y ∈ X son vectores

ortogonales, que denotamos x ⊥ y, si 〈x, y〉 = 0.

Note que, por las propiedades del producto interno, x ⊥ y es equivalente a y ⊥ x;
también que, x ⊥ 0 para todo x ∈ X .
Cuando los vectores son ortogonales, la Fórmula del Binomio se reduce al enunciado

generalizado del siguiente teorema

Teorema A.23. (T������ �� P��́&����)
Sea X un espacio con producto interno. Entonces

x ⊥ y =⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 .

El recíproco del teorema también vale.

La noción de ortogonalidad puede ser extendida a subconjuntos en la siguiente
forma:

Definición A.24. (C��3	��� O���&����, O���������; C��3	���� O���-
&������; C���������� O���&����)

Sean X un espacio con producto interno y M,N ⊂ X no vacíos. Diremos que:

(i) M es un conjunto ortogonal si 〈x, y〉 = 0 para todo x, y ∈ M con x �= y. Si
además, 〈x, x〉 = 1 para todo x ∈M , M es un conjunto ortonormal. En otras
palabras, un conjunto es ortonormal si sus vectores son unitarios mutuamente
ortogonales.

(ii) M y N son ortogonales, en símbolos M ⊥ N , si 〈x, y〉 = 0 para todos x ∈ M,
y ∈ N .

(iii) El complemento ortogonal de M , denotado por M⊥, se define como

M⊥ = {x ∈ X / 〈x, y〉 = 0 ∀y ∈M } .

Es decir, es el conjunto de vectores que son ortogonales a todos los elementos
de M . Si un elemento x ∈ M⊥, esto es 〈x, y〉 = 0 ∀y ∈ M , diremos que x es
ortogonal a M y lo notaremos x ⊥M .

Propiedades adicionales se reunen en el siguiente teorema:

Teorema A.25. ([76]) Sean X un espacio con producto interno y M,N ⊂ X no
vacíos:
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i) {0}⊥ = X y X⊥ = {0}, es decir, 0 es el único elemento ortogonal a todo elemento
del espacio X .

ii) M⊥ es un subespacio vectorial cerrado de X , y vale que M ⊂
(
M⊥)⊥.

iii) Si M ⊂ N entonces N⊥ ⊂M⊥.

Definición A.26. Sea X un espacio con producto interno y sean V y W dos subespa-
cios de X con V ⊥ W (entonces tenemos que V ∩ W = {0}). En este caso, la suma
directa V ∔W se llama suma directa ortogonal y la notamos V ⊕W.

El motivo principal de algunas de las definiciones dadas hasta aquí ha sido procurar
definir un espacio de Hilbert, cuya estructura es relevante en ésta tesis:

Definición A.27. (E����� �� H�����)
Un espacio de Hilbert es un espacio con producto interno que es completo, como

un espacio normado bajo la norma inducida.

Teorema A.28. ([76]) Sean X un espacio de Hilbert y C ⊂ X un conjunto convexo,
cerrado y no vacío. Entonces, para cada x ∈ X existe un único xC ∈ C tal que

‖x− xC‖ = inf {‖x− y‖ / y ∈ C} .

Si el conjunto convexo en el teorema anterior es un subespacio cerrado de X ,
tenemos el siguiente teorema:

Teorema A.29. ([12]) Sean X espacio de Hilbert, V un subespacio cerrado de X y
x ∈ V. Si xV es el único elemento en V tal que ‖x− xV‖ = inf {‖x− y‖ / y ∈ V},
entonces x − xV ∈ V⊥. Recíprocamente, si xV ∈ V es tal que x − xV ∈ V⊥, entonces
‖x− xV‖ = inf {‖x− y‖ / y ∈ V}.

Sistemas ortonormales

Aquí, X siempre será un espacio de Hilbert separable (sobre k = R o C).

Definición A.30. (S����� O��������� - C�������)
Una familia numerable A = {φn}n∈N ⊂ X es un sistema ortonormal si

〈φn, φm〉 = δnm para todo n,m ∈ N (donde δnm denota la delta de Kronecker, es decir:
δnn = 1 para n ∈ N y δnm = 0 para n �= m). Además, A es un sistema ortonormal
maximal o completo (en X ) si no existe otro sistema ortonormal B tal que A � B.

Se puede mostrar, usando el Lema de Zorn, que todo espacio de Hilbert separable
posee un sistema ortonormal maximal ([76]).

El siguiente teorema proporciona un resultado de convergencia en espacios de
Hilbert.

Teorema A.31. ([5], [65]) (T������ �� R���-F�����)
Sean X un espacio de Hilbert sobre k y A = {φn}n∈N ⊂ X un sistema ortonormal.

Entonces, si αn ∈ k para todo n ∈ N se tiene que:
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(i)
∑∞

n=1 αn φn converge si y sólo si {φn}n∈N ∈ ℓ2 (i.e.,
∑∞

n=1 |αn|2 <∞).

(ii) Si
∑∞

n=1 αn φn = x, entonces αn = 〈x, φn〉 y ‖x‖2 =
∑∞

n=1 |αn|2.

Teorema A.32. ([5], [65]) Sean X un espacio de Hilbert y A = {φn}n∈N ⊂ X un
sistema ortonormal. Entonces:

(i) Todo subconjunto finito de A es linealmente independiente.

(ii) Si A es finito, es decir A = {φn}Nn=1, entonces para cada x ∈ X existen únicos
escalares αn = 〈x, φn〉, con n = 1, . . . , N tales que

∥
∥
∥
∥
∥
x−

N∑

n=1

αnφn

∥
∥
∥
∥
∥
≤ ‖x− y‖ ∀y ∈ spanA.

(iii) Para cada x ∈ X , se tiene que

∞∑

n=1

|〈x, φn〉|2 ≤ ‖x‖2 , (D��&	����� �� B�����)

y la serie converge en X .

(iv) A es completo si y sólo si spanA= X .

Definición A.33. (B��� O���������)
Una base ortonormal en un espacio de Hilbert separable X es un sistema ortonor-

mal {φn}n∈N que es maximal. Entonces todo x ∈ X tiene una expansión de Fourier
(generalizada) de la forma

x =
∞∑

n=1

〈x, φn〉 φn,

donde la convergencia se entiende en la norma de X .

Los coeficientes 〈x, φn〉 se llaman coficientes de Fourier de x con respecto a φn.
Además, para todo x, y ∈ X se tiene que

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

〈x, φn〉 〈y, φn〉.

En particular, para x = y tenemos la siguiente identidad

‖x‖2 =
∞∑

n=1

|〈x, φn〉|2 . (I������� �� P�������)

Observemos que la igualdad en la expansión de Fourier significa que
∥
∥
∥
∥
∥
x−

N∑

n=1

〈x, φn〉 φn

∥
∥
∥
∥
∥
→ 0 para N →∞.
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A.2 Operadores lineales sobre espacios normados

A.2.1 Nociones básicas

Cuando V y W son conjuntos, el símbolo f : V → W significa que f es un operador o
mapeo de V enW. Si A ⊂ V y B ⊂ W, la imagen de A, denotada por f(A), y la ima-
gen inversa o preimagen de B, denotada por f−1(B), estan definidas respectivamente
por

f(A)
.
= {f(x) / x ∈ A} ,

f−1(B)
.
= {x ∈ V / f(x) ∈ B} .

Estamos interesados en operadores T que mapean el conjunto D(T ) del espacio V
en el espacio W, ambos espacios vectoriales sobre k, que notaremos

T : D(T ) ⊂ V →W,

donde D(T )
.
= {v ∈ V / T (v) ∈ W} se llama dominio de T . Cuando escribimos

T : V → W se sobreentenderá que D(T ) = V.
En particular, cuando W = k, el operador T : D(T ) ⊂ V → k se dice funcional

sobre k, y en general se suele denotar con J .

Recordemos las siguientes definiciones básicas para operadores:

Definición A.34. Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre k.

(i) Si T : D(T ) ⊂ V → W y α ∈ k, entonces el operador α T está definido por

D(αT ) = D(T ) y (αT )(x) = αT (x) ∀x ∈ D(αT ).

(ii) Si S : D(S) ⊂ V → W y T : D(T ) ⊂ V → W, entonces el operador S + T está
definido por

D(S + T ) = D(S) ∩D(T ) y (S + T )(x) = S(x) + T (x) ∀x ∈ D(S + T ).

(iii) Si T : D(T ) ⊂ V → W y S : D(S) ⊂ W → Z, entonces el operador ST está
definido por

D(ST ) = {x ∈ D(T ) / T (x) ∈ D(S)} y (ST )(x) = S(T (x)) ∀x ∈ D(ST ).

(iv) Si S : D(S) ⊂ V → W y T : D(T ) ⊂ V → W, entonces T extiende a S o
T es una extensión de S (o bien S es una restricción de T ), y lo denotamos
T |D(S) = S, si

D(S) ⊂ D(T ) y S(x) = T (x) ∀x ∈ D(S).

Definición A.35. (N	́����, R��&� 2 G���� �� 	� O�������)
Sean V y W espacios vectoriales sobre k y T : D(T ) ⊂ V → W un operador. Los

siguientes conjuntos están naturalmente relacionados a T , y por consiguiente a V y a
W:
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(i) N (T )
.
= {v ∈ D(T ) / T (v) = 0}, llamado núcleo de T .

(ii) R(T )
.
= {w ∈ W / ∃ v ∈ D(T ) ∧ T (v) = w}, llamado rango de T .

(iii) Gr(T )
.
= {(v, Tv) / v ∈ D(T )} ⊂ V ×W, llamado grafo de T .

Notar que: N (T ) = T−1 ({0}) y R(T ) = T (D(T )) = {T (v) / v ∈ D(T )}.

Definición A.36. (O������� I��������)
Sean V y W espacios vectoriales sobre k. Un operador T : D(T ) ⊂ V → W es

inversible si existe un operador S : D(S)
.
= R(T ) ⊂ W → V tal que

(ST )(u) = u, u ∈ D(T ),

(TS)(v) = v, v ∈ R(T ),

en tal caso S se dice inverso de T y se denota S
.
= T−1.

Definición A.37. (O������� L����)
Sean V y W espacios vectoriales sobre k. Diremos que T : D(T ) ⊂ V → W es un

operador lineal si, para todo u, v ∈ D(T ) y para todo α ∈ k se tiene que:

(i) T (u+ v) = Tu+ Tv,

(ii) T (αu) = αTu.

Se sigue inmediatamente de la definición que, si αi ∈ k y vi ∈ D(T ) con
i = 1, 2, . . . , n, entonces

T

(
n∑

i=1

αi vi

)

=
n∑

i=1

αi Tvi

Cuando el operador T es lineal, se suele usar la notación sin paréntesis, y por lo tanto
más sencilla, para expresar por ejemplo el transformado del elemento u ∈ D(T ), esto
es Tu en lugar de T (u). Notar que, si T es lineal, el conjunto D(T ) es un subespacio
de V .

Definición A.38. (F	������ L����)
Sea V espacio vectorial sobre k. Un funcional lineal J es un operador lineal del

espacio vectorial D(J) ⊂ V en el campo escalar k, es decir J : D(J) ⊂ V → k, donde
k = R si V es real y k = C si V es complejo.

Proposición A.39. Sean V y W espacios vectoriales sobre k y T : D(T ) ⊂ V → W
un operador lineal. Entonces:

(i) N (T ) es un subespacio de D(T ) (y por consiguiente de V).

(ii) R(T ) es un subespacio de W.

(iii) Gr(T ) es un subespacio de V ×W.

Teorema A.40. Sean V y W espacios vectoriales sobre k y T : D(T ) ⊂ V → W un
operador lineal. Las siguientes propiedades valen:
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(i) T es inversible (sobre su rango) si y sólo si T es inyectivo (esto es: Tx = 0 =⇒
x = 0, vale decir, N (T ) = {0}).

(ii) Si T es inversible entonces T−1 : R(T ) ⊂ W → V es lineal e inversible.

En lo que resta de la sección consideraremos que X e Y son, al menos, espacios
normados (sobre k = R o C). Usualmente serán espacios de Banach o de Hilbert.

Diremos que, el operador T : D(T ) ⊂ X → Y es o está densamente definido si
D(T ) es denso en X , esto es si D(T ) = X .

Definición A.41. (O������� C����	�)
Sean X ,Y espacios normados y T : D(T ) ⊂ X → Y un operador (no necesaria-

mente lineal). Diremos que:

(i) T es continuo en x0 ∈ D(T ) si

∀ǫ > 0 ∃ δ > 0 : ∀x ∈ D(T ) ‖x− x0‖X < δ =⇒ ‖T (x)− T (x0)‖Y < ǫ.

Equivalentemente, T es continuo en x0 ∈ D(T ) si

∀ {xn}n∈N ⊂ D(T ) : xn
n→∞→ x0 se tiene que T (xn)

n→∞→ T (x0).

(ii) T es continuo en D(T ) si T es continuo en todos los puntos x ∈ D(T ).

Definición A.42. (F	������ S�������	� I�����������)
Sean X espacio normado y J : D(J) ⊂ X → k un funcional (no necesariamente

lineal). Diremos que J es semicontinuo inferiormente en x0 ∈ D(J) si

∀ǫ > 0 ∃ δ > 0 : ∀x ∈ D(J) ‖x− x0‖X < δ =⇒ J(x)− J(x0) < ǫ.

Equivalentemente, J es semicontinuo inferiormente en x0 ∈ D(J) si

J(x0) ≤ lim inf
x→x0

J(x).

Definición A.43. (O������� A������, N���� �� 	� O������� L����)
Sean X ,Y espacios normados y T : D(T ) ⊂ X → Y un operador lineal. Diremos

que:

(i) T es acotado si existe una constante c > 0 tal que ‖Tx‖Y ≤ c ‖x‖X ∀x ∈ D(T ).

(ii) Si T es acotado se define la norma de T , que denotamos ‖T‖, como

‖T‖ .
= sup

x∈D(T )
x �=0

‖Tx‖Y
‖x‖X

.

Una definición equivalente es, ‖T‖ .
= sup

x∈D(T )
‖x‖=1

‖Tx‖Y .
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Notar que ‖T‖ es la menor de las constantes c > 0 en (i). Ambas definiciones
satisfacen las condiciones para una norma (ver Definición A.9). Una consecuencia
inmediata de la definición anterior es que

‖Tx‖Y ≤ ‖T‖ ‖x‖X , ∀x ∈ D(T )

resultado que usaremos frecuentemente.

Para operadores lineales la continuidad y la acotación son conceptos equivalentes:

Teorema A.44. ([76]) Sean X ,Y espacios normados y T : D(T ) ⊂ X → Y un
operador lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es acotado,

(ii) T es continuo en x = 0,

(iii) T es continuo.

Teorema A.45. ([76]) (E������́� ��� C����	���)
Sean X espacio normado, Y espacio de Banach y T : D(T ) ⊂ X → Y un operador

acotado. Entonces existe una única extensión acotada de T , S : D(S) ⊂ X → Y , (es
decir, Sx = Tx para todo x ∈ D(T ) ) tal que D(S) = D(T ) y ‖S‖ = ‖T‖.

Definición A.46. Sean X ,Y espacios normados. El conjunto de todos los operadores
lineales acotados de X en Y, cuyo dominio es X , se denota por L(X ,Y). Esto es

L(X ,Y)
.
= {T : X → Y / T es lineal y acotado} .

En el caso X = Y, se denota a L(X ,X ) simplemente por L(X ).

Notar que, por la Definición A.37, el conjunto L(X ,Y) es un espacio vectorial.

Proposición A.47. ([76]) Sean X ,Y espacios normados. El espacio L(X ,Y) es un
espacio normado, con la norma del operador dada en la Definición A.43.

Si es necesario distinguir entre varias normas, escribiremos la norma del operador
como ‖·‖L(X ,Y).

El operador I : D(I) = X → X definido por I x = x ∀x ∈ X obviamente pertenece
a L(X ) y se tiene que ‖I‖ = 1, I T = T I = T para todo T ∈ L(X ).

Teorema A.48. ([76]) Sean X ,Y,Z espacios normados. Las siguientes propiedades
valen:

(i) Si T ∈ L(X ,Y), S ∈ L(Y,Z) entonces S T ∈ L(X ,Z) y se satisface que
‖S T‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖;

(ii) Si T, S ∈ L(X ) y α ∈ k entonces T + S, α T , T S ∈ L(X ) (esto es, L(X ) es
un álgebra).
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Teorema A.49. ([76]) Sean X ,Y espacios normados. Si T ∈ L(X ,Y) entonces N (T )
es un subespacio cerrado de X .

En el caso especial en que Y = k denotaremos al espacio L(X , k) por X ′, este
recibe el nombre de espacio dual de X . A sus elementos los notaremos por ℓ, es decir
ℓ ∈ X ′ es tal que ℓ : X → k es un funcional lineal y acotado. Análogamente, el espacio
(X ′)′ = X ′′ se llama bidual de X . La inmersión natural J : X → X ′′ definida por

(Jx)(ℓ)
.
= ℓ(x), x ∈ X , ℓ ∈ X ′,

es lineal, acotada, inyectiva y satisface ‖Jx‖X ′′ = ‖x‖X , ∀x ∈ X .

Definición A.50. (E����� R�������)
Sea X espacio normado. El espacio X se dice reflexivo si la inmersión natural

J : X → X ′′ es sobreyectiva.

Es posible introducir diferentes nociones de convergencia en el espacio L(X ,Y).
La natural, basada en la norma en L(X ,Y), se llama convergencia uniforme y es
una propiedad muy fuerte. Además tenemos dos nuevos conceptos “más débiles” de
convergencia: convergencia fuerte y convergencia débil.

Definición A.51. (C�����&���� U������, F	���� 2 D�́�� �� O���������)
Sean X e Y espacios normados y {Tn}n∈N ⊂ L(X ,Y). Diremos que:

(i) {Tn} converge uniformemente a T ∈ L(X ,Y), y lo notamos Tn → T , si

∀ǫ > 0 ∃N ∈ N : ∀n ≥ N ‖Tn − T‖L(X ,Y) < ǫ

(ii) {Tn} converge fuertemente a T ∈ L(X ,Y), y lo notamos Tn
s→ T , si para todo

x ∈ X Tnx
n→∞→ Tx, i.e. si

∀x ∈ X y ∀ǫ > 0 ∃N ∈ N : ‖Tnx− Tx‖Y < ǫ

(iii) {Tn} converge débilmente a T ∈ L(X ,Y), y lo notamos Tn
w→ T , si para todo

x ∈ X Tnx
w→ Tx, i.e. si

∀x ∈ X : ℓ(Tnx)
n→∞→ ℓ(Tx) ∀ℓ ∈ Y ′

donde Y ′ es el espacio dual de Y.

Notar que, para {Tn}n∈N ⊂ L(X ,Y) y T ∈ L(X ,Y) vale que ‖Tnx− Tx‖Y ≤
‖Tn − T‖L(X ,Y) ‖x‖X , ∀x ∈ X . En consecuencia,

������&����
	������

=⇒ ������&����
�	����

=⇒ ������&����
��́��
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Teorema A.52. ([5]) (P����� �� �� A������́� U������ - T������ ��
B�����-S�����	�)

Sean X espacio de Banach, Y espacio normado, I un conjunto de índices y
{Tα}α∈I ⊂ L(X ,Y) una familia de operadores lineales acotados. Si la familia
{Tαx}α∈I ⊂ Y es acotada para cada x ∈ X (esto es, ∀x ∈ X ∃Mx > 0, indepen-
diente de α, tal que ‖Tαx‖ ≤ Mx ∀α ∈ I), entonces la familia {‖Tα‖}α∈I ⊂ R es
uniformemente acotada en α (esto es, ∃M > 0 tal que ‖Tα‖ < M ∀α ∈ I).

La introducción del espacio X ′ conduce a un nuevo concepto de convergencia de
una sucesión en X .

Definición A.53. (C�����&���� ��́��, S	����́� ��́�� �� C�	��2 �� ����-
��� ��������)

Sean X espacio normado y {xn}n∈N ⊂ X . Diremos que:

(i) {xn}n∈N converge débilmente a x ∈ X , y lo denotamos xn
w→ x, si

ℓ(xn)
n→∞→ ℓ(x) para todo ℓ ∈ X ′.

(ii) {xn}n∈N es de Cauchy débil si {ℓ(xn)} es una sucesión de Cauchy en k para
todo ℓ ∈ X ′.

Se puede probar que, si existe el límite débil de una sucesión, es único ([5]). Notar
que, convergencia (fuerte) implica convergencia débil puesto que todo funcional lineal
y acotado es continuo. Lo recíproco no es cierto, es decir convergencia débil no implica
convergencia fuerte ([5]). En espacios de dimensión finita, convergencia débil y fuerte
son equivalentes ([5]).

Teorema A.54. ([14]) (T������ �� E������-S��	�2��)
Un espacio de Banach X es reflexivo si y sólo si toda sucesión acotada en X contiene

una subsucesión débilmente convergente.

Definición A.55. (O������� C�������)
Sean X ,Y espacios normados y K : X → Y operador lineal. Diremos que K es

compacto si mapea conjuntos acotados de X en conjuntos relativamente compactos de
Y (o sea, ∀S ⊂ X acotado, K(S) ⊂ Y es relativamente compacto).

Equivalentemente, para toda sucesión acotada {xn}n∈N ⊂ X , la sucesión {Kxn}n∈N
tiene una subsucesión convergente en Y.

Los operadores compactos tienen propiedades muy similares a las que poseen los
operadores arbitrarios sobre espacios de dimensión finita.

Teorema A.56. ([58], [5], [65]) Sean X ,Y espacios normados y T : X → Y un
operador lineal. Entonces las siguientes afirmaciones valen:

(i) Si T es compacto entonces T es continuo (i.e. T ∈ L(X ,Y) ).

(ii) Si T ∈ L(X ,Y) y dimR(T ) <∞ entonces T es compacto.

(iii) Si dimX <∞ entonces T es compacto.
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(iv) El operador identidad I, sobre el espacio de Banach X , es compacto si y sólo si
dimX <∞.

(v) Si T ∈ L(X ,Y) es compacto y R(T ) es cerrado, entonces dimR(T ) <∞.

Teorema A.57. ([5]) Sean X ,Y,Z espacios normados. Las siguientes afirmaciones
valen:

(i) Si K1 y K2 son operadores compactos de X en Y y α ∈ k, entonces K1 +K2 y
αK1 son compactos.

(ii) Si K1 ∈ L(X ,Y), K2 ∈ L(Y,Z) y K1 o K2 es compacto, entonces K2K1 es
compacto.

(iii) Si T ∈ L(X ,Y) y K : X → X es compacto, entonces K T y T K son compactos.

(iv) Sean X espacios normado, Y espacio de Banach y {Kn}n∈N ⊂ L(X ,Y) una
sucesión de operadores compactos. Sea K ∈ L(X ,Y) tal que Kn converge uni-
formemente a K (en la norma del operador), es decir :

‖Kn −K‖ .
= sup

x∈X
‖x‖=1

‖Knx−Kx‖ n→∞→ 0.

Entonces K es compacto.

El teorema anterior permite mostrar que el conjunto de todos los operadores com-
pactos de X en Y es un subespacio cerrado de L(X ,Y).

Teorema A.58. ([5]) Sea X espacio normado de dimensión infinita. Si K ∈ L(X )
es compacto, entonces o bien K−1, si existe, no es acotado (i.e. K−1 /∈ L(X ) ) o es
posible que K−1 sea acotado pero no puede estar definido sobre todo X .

Definición A.59. (O������� C������)
Sean X ,Y espacios normados y T : D(T ) ⊂ X → Y un operador lineal. Diremos

que T es cerrado si su grafo, Gr(T ), es un subespacio cerrado de X ×Y.
Equivalentemente,

T es cerrado si ∀ {xn}n∈N ⊂ D(T ) :

({

xn
n→∞→ x

Txn
n→∞→ y

=⇒
{
x ∈ D(T )

Tx = y

)

.

Teorema A.60. ([5]) Sean X ,Y espacios normados y T : D(T ) ⊂ X → Y un operador
lineal cerrado. Entonces si existe T−1, también es un operador lineal cerrado.

Teorema A.61. ([12]) (T������ ��� G���� C������)
Sean X ,Y espacios de Banach y T : X → Y operador lineal cerrado, entonces T es

acotado.

Teorema A.62. ([5]) Sean X ,Y espacios normados y T : X → Y operador lineal,
entonces existe T−1 y es acotado sobre el rango de T , T (X ), si y sólo si existe k > 0
tal que k ‖x‖X ≤ ‖Tx‖Y para todo x ∈ X .
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A.2.2 Operadores lineales sobre espacios de Hilbert

Todas las definiciones y teoremas dados para operadores lineales entre espacios norma-
dos son válidos para operadores lineales entre espacios de Hilbert, ya que un espacio
de Hilbert es un especial espacio normado. Sin embargo, debido a la estructura adi-
cional por el producto interno, podemos deducir propiedades extras de operadores entre
espacios de Hilbert que exploten dicha estructura.

El siguiente resultado provee una caracterización para el espacio dual de un espacio
de Hilbert.

Teorema A.63. ([76], [12]) (T������ �� R�����������́� �� R���)
Sea X espacio de Hilbert, entonces todo x ∈ X induce un funcional lineal acotado

sobre X , que denotamos ℓx, definido por

ℓx(y) = 〈y, x〉 , ∀y ∈ X .

Además, para todo ℓ ∈ X ′, existe un único xℓ ∈ X tal que

ℓ(y) = 〈y, xℓ〉 , ∀y ∈ X

y

‖ℓ‖X ′

.
= sup

x =0

|〈x, xℓ〉|
‖x‖ = ‖xℓ‖ .

Como consecuencia de este teorema tenemos la siguiente definición:

Definición A.64. (C�����&���� D�́��, S	����� ��́�� �� C�	��2 �� ����-
��� �� H�����)

Sean X un espacio de Hilbert y una sucesión {xn}n∈N ⊂ X . Diremos que:

(i) {xn}n∈N converge débilmente a x ∈ X , y lo denotamos xn
w→ x, si

lim
n→∞

〈xn − x, y〉 = 0 para todo y ∈ X . Es decir, 〈xn, y〉 n→∞→ 〈x, y〉 ∀y ∈ X .

(ii) {xn}n∈N es de Cauchy débil si para todo y ∈ X la sucesión {〈xn, y〉} es de
Cauchy en k.

Se puede probar que toda sucesión débilmente convergente es una sucesión de
Cauchy débil ([76]).

Teorema A.65. ([76]) Sea X un espacio de Hilbert.

(i) Si {xn}n∈N ⊂ X es tal que xn
w→ x, entonces ‖x‖ ≤ lim inf

n→∞
‖xn‖.

(ii) Toda sucesión de Cauchy débil en X es acotada.

(iii) Si {xn}n∈N es una sucesión de Cauchy débil en X , entonces existe x ∈ X tal que

xn
w→ x.

Teorema A.66. ([76]) Sea X un espacio de Hilbert. Entonces toda sucesión acotada
en X contiene una subsucesión que converge débilmente.
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Del Teorema A.63 también se deduce el siguiente resultado.

Teorema A.67. ([5]) Todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Otra consecuencia del Teorema A.63 es la existencia de un único operador adjunto
para cada operador lineal acotado entre espacios de Hilbert.

Definición A.68. (O������� A�3	��� �� 	� O������� A������, O����-
��� A	����3	���)

Sean X ,Y son espacios de Hilbert y T ∈ L(X ,Y). Entonces existe un único opera-
dor T ∗ ∈ L(Y,X ) que satisface

〈Tx, y〉Y = 〈x, T ∗y〉X ∀x ∈ X , ∀y ∈ Y.

Este operador T ∗ se llama el operador adjunto de T . Para X = Y, el operador T
se llama autoadjunto si T ∗ = T .

Teorema A.69. ([12]) Sean X ,Y,Z espacios de Hilbert sobre k. Sean T ∈ L(X ,Y),
R, S ∈ L(Y,Z) y α ∈ k. Las siguientes afirmaciones valen:

(i) I∗ = I, siendo I el operador identidad;

(ii) (αT )∗ = αT ∗;

(iii) ‖T ∗‖ = ‖T‖;

(iv) (R + S)∗ = R∗ + S∗;

(v) (ST )∗ = T ∗S∗;

(vi) T ∗T ∈ L(X ), T T ∗ ∈ L(Y) y ‖T ∗T‖ = ‖T T ∗‖ = ‖T‖2;

(vii) T ∗T y T T ∗son autoadjuntos;

(viii) (T ∗)∗ = T .

Teorema A.70. ([12]) Sean X ,Y espacios de Hilbert y T ∈ L(X ,Y). Las siguientes
igualdades valen:

(i) R(T )⊥ = N (T ∗);

(ii) R(T ) = N (T ∗)⊥;

(iii) R(T ∗)⊥ = N (T );

(iv) R(T ∗) = N (T )⊥.

Teorema A.71. Sea T ∈ L(X ), con X espacio de Hilbert.
T es autoadjunto si y sólo si 〈Tx, x〉 ∈ R, ∀x ∈ X .

Definición A.72. (O������� N� N�&����, P�����, C�������)
Sean X espacio de Hilbert y T ∈ L(X ) autoadjunto. Entonces
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(i) T es no negativo, y lo denotamos T ≥ 0, si 〈Tx, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ X .

(ii) T es positivo, y lo denotamos T > 0, si 〈Tx, x〉 > 0, ∀x ∈ X con x �= 0.

(iii) T es coercitivo si existe ǫ > 0 tal que 〈Tx, x〉 ≥ ǫ ‖x‖2 , ∀x ∈ X .

Además, si T1, T2 ∈ L(X ) son autoadjuntos, entonces escribimos T1 ≥ T2 para
T1 − T2 ≥ 0.

Definición A.73. (R�� C	������ �� 	� O�������)
Sea T ∈ L(X ) no negativo. Un operador S es raíz cuadrada de T si S es

autoadjunto y S2 = T . Además, si S ≥ 0 denotamos esta relación escribiendo S = T
1
2 .

Teorema A.74. ([58]) Sean X espacio de Hilbert y T ∈ L(X ) no negativo. Entonces

T tiene una única raíz cuadrada no negativa T
1
2 tal que (T

1
2 )2 = T (i.e. T

1
2T

1
2x = Tx

para todo x ∈ X ) y vale que
∥
∥
∥T

1
2

∥
∥
∥ = ‖T‖ 1

2 . Además, si T es positivo, entonces T
1
2

también es positivo.

Observar que si T ∈ L(X ,Y) es compacto, con X e Y espacios de Hilbert, entonces
T ∗T ∈ L(X ) es compacto, autoadjunto y no negativo. En consecuencia, tiene una única
raíz cuadrada no negativa, que denotamos (T ∗T )

1
2 , que es compacto y autoadjunto.

Análogamente para el operador T T ∗ ∈ L(Y).

Una de las clases más importantes de operadores no negativos es la de las proyec-
ciones ortogonales.

Definición A.75. (O������� P��2����́� O���&����)
Sean X espacio de Hilbert y P ∈ L(X ). Diremos que:

(i) P es una proyección en X si P 2 = P (i.e. si P es idempotente).

(ii) P es una proyección ortogonal si P 2 = P y P ∗ = P .

Notar que si P es una proyección, con P �= 0, entonces ‖P‖ = 1. Así, ‖Px‖ ≤ ‖x‖
∀x ∈ X .

Teorema A.76. ([76]) Sean X espacio de Hilbert y P ∈ L(X ). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) P es una proyección ortogonal;

(ii) I − P es una proyección ortogonal;

(iii) P es idempotente y R(P ) = N (P )⊥;

(iv) P es idempotente y autoadjunto.

Además, R(P ) = N (I − P ) y N (P ) = R(I − P ).
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Teorema A.77. ([76]) (T������ �� �� P��2����́� O���&����)
Sean X espacio de Hilbert y V ⊂ X un subespacio cerrado. Entonces V = (V⊥)⊥.

Todo x ∈ X posee una única descomposición de la forma x = xV + xV⊥, donde xV ∈ V
y xV⊥ ∈ V⊥ (o sea, X = V ⊕ V⊥). El elemento xV se llama la proyección ortogonal
de x sobre V.

El operador P : X → V definido por Px
.
= xV se llama la proyección ortogonal

de X sobre V y satisface las siguientes propiedades:

(i) Px = x ∀x ∈ V (i.e. P 2 = P );

( ii) ‖x− Px‖ ≤ ‖x− v‖ ∀v ∈ V (i.e. Px es la mejor aproximación de x ∈ X en el
subespacio cerrado V);

(iii) N (P ) = V⊥ y R(P ) = V, de modo que X = R(P )⊕N (P ).

En la tesis también necesitamos el adjunto de un operador lineal no acotado.
Generalicemos entonces la Definición A.68 al caso de tales operadores.

Definición A.78. (O������� A�3	��� �� 	� O������� L���� �� A������)
Sean X ,Y espacios de Hilbert y T : D(T ) ⊂ X → Y un operador lineal densamente

definido. Entonces el operador adjunto de T , que denotamos T ∗ : D(T ∗) ⊂ Y → X ,
se define como

D(T ∗) =
{
y ∈ Y / ∃ y∗ ∈ X tal que 〈Tx, y〉Y = 〈x, y∗〉X ∀x ∈ D(T )

}

y
T ∗y

.
= y∗ ∀y ∈ D(T ∗)

El operador T ∗ así definido es lineal. Para X = Y, el operador T se dice autoadjunto
si T ∗ = T .

Teorema A.79. ([76]) Sean X ,Y espacios de Hilbert y T : D(T ) ⊂ X → Y un
operador lineal densamente definido. Entonces:

(i) Si T ∗ también es densamente definido, entonces (T ∗)∗ es una extensión de T ;

(ii) N (T ∗) = R(T )⊥;

(iii) T es acotado si y sólo si T ∗ ∈ L(Y,X );

(iv) Si T es acotado, entonces ‖T‖ = ‖T ∗‖;

(v) Si T es acotado, entonces (T ∗)∗ es la extensión continua de T a todo el espacio
X . En particular, para T ∈ L(X ,Y) se tiene que (T ∗)∗ = T .

(vi) Si T es inyectivo y R(T ) es denso en Y, entonces T ∗ también es inyectivo y se
tiene que (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Teorema A.80. ([5]) Sean X ,Y espacios de Hilbert, T : D(T ) ⊂ X → Y y
S : D(S) ⊂ X → Y operadores lineales densamente definidos. Entonces:
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(i) (α T )∗ = ᾱ T ∗ para todo α ∈ k, D((αT )∗) =

{
D(T ∗) si α �= 0
Y si α = 0

;

(ii) Si T extiende a S, entonces S∗ extiende a T ∗;

(iii) Si T + S está densamente definido, entonces (T + S)∗ extiende a T ∗ + S∗

(i.e. D(T ∗ + S∗) ⊂ D((T + S)∗) y (T + S)∗ = T ∗ + S∗ en D(T ∗ + S∗) );

(iv) Si S ∈ L(X ,Y), entonces (T + S)∗ = T ∗ + S∗ con D((T + S) = D(T ∗).

Teorema A.81. Sean X , Y y Z espacios de Hilbert y T : D(T ) ⊂ X → Y,
S : D(S) ⊂ Y → Z operadores lineales densamente definidos. Entonces:

(i) Si S T está densamente definido, entonces (S T )∗ extiende a T ∗S∗

(i.e. D(T ∗S∗) ⊂ D((S T )∗) y (S T )∗ = T ∗S∗ en D(T ∗S∗) );

(ii) Si S ∈ L(Y,Z), entonces (S T )∗ = T ∗S∗.

Definición A.82. Sean X espacio de Hilbert y J : D(J) ⊂ X → k un funcional (no
necesariamente lineal). Diremos que J es débilmente semicontinuo inferiormente
en x ∈ D(J) si

J(x) ≤ lim inf
n→∞

J(xn) siempre que xn
w→ x.

A.3 Teoría espectral para operadores lineales

A.3.1 Teoría espectral general

En lo que sigue, X es un espacio normado sobre k (R ó C) y T : D(T ) ⊂ X → X un
operador lineal. El estudio de los λ ∈ k para los cuales λI − T es inversible y de las
propiedades de (λI − T )−1 : R(λI − T ) ⊂ X → X , siempre que este operador exista,
constituye lo que se llama la teoría espectral de T .

Definición A.83. (A	�������, A	��������, A	��������)
Sea X espacio normado sobre k y T : D(T ) ⊂ X → X operador lineal. Diremos

que λ ∈ k es un autovalor de T si existe x ∈ D(T ), x �= 0 tal que Tx = λx. Es decir,
λI − T no es inyectivo (N (λI − T ) �= {0}) y por lo tanto no inversible. El elemento
x ∈ N (λI − T ), x �= 0, se llama autovector de T que corresponde al autovalor λ.
El subespacio N (λI − T ) se llama autoespacio que corresponde a λ, la dimensión de
N (λI − T ) es la multiplicidad del autovalor λ.

Definición A.84. (C��3	��� R���������, E�������)
Sea X espacio normado sobre k y T : D(T ) ⊂ X → X operador lineal.

(i) El conjunto resolvente de T , denotado por ρ(T ), se define como

ρ(T )
.
=
{
λ ∈ k / ∃ (λI − T )−1 es acotado y densamente definido

}
.
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(ii) El conjunto espectro de T , denotado por σ(T ), se define como el complemento
en k de ρ(T ), es decir

σ(T )
.
= k \ ρ(T )

= {λ ∈ k / λI − T no tiene inverso acotado densamente definido} .

Notar que, σ(T ) es la unión de los siguientes tres conjuntos disjuntos denotados por
σp(T ), σc(T ) y σr(T ), respectivamente, donde:

• σp(T )
.
= {λ ∈ k / λI − T no es inversible}

σp(T ) es el espectro puntual de T . Obviamente, es el conjunto de los autova-
lores de T . Aquí R(λI − T ) puede ser denso o no.

• σc(T )
.
=
{
λ ∈ k / ∃ (λI − T )−1 es densamente definido pero no acotado

}

σc(T ) es el espectro continuo de T .

• σr(T )
.
=
{
λ ∈ k / ∃ (λI − T )−1 y no es densamente definido

}

σr(T ) es el espectro residual de T , aquí el operador (λI − T )−1 puede ser
acotado o no.

Así, σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ).

Teorema A.85. ([65]) Sea X espacio normado sobre k y T : D(T ) ⊂ X → X operador
lineal. El conjunto resolvente ρ(T ) es abierto, y en consecuencia el espectro σ(T ) es
cerrado.

Teorema A.86. ([5]) Sean T : X → X operador lineal (definido sobre todo X ) y X
espacio normado de dimensión finita. Entonces σr(T ) = ∅ y σc(T ) = ∅.

Teorema A.87. ([5]) Sean T : D(T ) ⊂ X → X operador autoadjunto y X espacio de
Hilbert. Entonces el espectro de T es real, esto es σ(T ) ⊂ R. Más aún, si T ∈ L(X )
tenemos adicionalmente que:

(i) σ(T ) ⊂ [m,M ], donde m
.
= inf

x∈D(T )
‖x‖=1

〈Tx, x〉 y M .
= sup

x∈D(T )
‖x‖=1

〈Tx, x〉

(ii) m, M ∈ σ(T )

(iii) ‖T‖ = max {|m| , |M |}

(iv) ‖T‖ = rσ(T ), donde rσ(T )
.
= sup

λ∈σ(T )
|λ| es el radio espectral de T y representa el

radio exacto de la menor bola que contiene el espectro de T .
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A.3.2 Teoría espectral para operadores compactos en espacios

de Hilbert

De la sección anterior es claro que las propiedades espectrales de operadores definidos
sobre espacios de dimensión infinita son más complicadas que para operadores definidos
sobre espacios de dimensión finita. Sin embargo, operadores compactos tienen un
espectro simple1. Reunimos los resultados más importantes en el siguiente teorema:

Teorema A.88. ([5], [76]) Sean K ∈ L(X ) operador compacto, con K �= 0, y X
espacio de Banach sobre k. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

(i) El espectro σ(K) consiste de autovalores y posiblemente el 0.

(ii) Si X tiene dimensión infinita entonces 0 ∈ σ(K) (0 puede estar en cualquier
parte del espectro).

(iii) K tiene a lo más un número infinito numerable de autovalores con λ = 0 como
el único posible punto de acumulación.

(iv) Si k = C, entonces K tiene al menos un autovalor2.

Además, el autoespacio de cada autovalor no nulo tiene dimensión finita.

Notar que:

1. Si λ �= 0 entonces λ ∈ ρ(K) ó λ ∈ σp(K).

2. Si λ = 0 ∈ σ(K) pero 0 /∈ σp(K), esto es N (K) = {0}, entonces 0 es el único
elemento de σr(K) ó de σc(K).

3. Si λ = 0 ∈ σp(K) y dimX = ∞, esto es si N (K) �= {0}, 0 es autovalor de K y
el correspondiente autoespacio tiene dimensión infinita.

Consideremos el caso de operadores compactos y autoadjuntos. Tales operadores
tienen algunas propiedades similares a aquellas de una matriz simétrica en Álgebra
Lineal.

Teorema A.89. ([76]) (T������ E�������� ���� O��������� C��������
A	����3	����)

Sea K ∈ L(X ) operador compacto y autoadjunto sobre un espacio de Hilbert X .
Entonces existe un sistema ortonormal {vn}n∈J ⊂ X , que consiste de autovectores de
K. Si X tiene dimensión infinita, los correspondientes autovalores, no nulos y repetidos
de acuerdo a sus multiplicidades, λn son reales y pueden ser ordenados en una sucesión
no creciente (en magnitud)

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · > 0

1Como ya se mencionó, los operadores compactos tienen propiedades similares a los operadores
definidos sobre espacios de dimensión finita.

2σp(K) podría ser vacío si k = R.
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donde λn → 0 cuando n→ ∞. Todo x ∈ X posee una expansión de Fourier generali-
zada de la forma

x = x0 +
∑

n∈J
〈x, vn〉 vn, x0 ∈ N (K)

y en este caso

Kx =
∑

n∈J
λn 〈x, vn〉 vn

Si dimR(K) = N tenemos que J = {1, 2, . . . , N} y si dimR(K) = ∞ tenemos que
J = N.

Aunque la demostración ha sido omitida, algunos aspectos de ella son importantes
de mencionar:

1. Para cada autovalor λj (sin repetirlos), j ∈ J , elegimos una base ortonormal
que corresponda al autoespacio N (K − λjI). Sabemos que, para cada autovalor
no nulo existe una cantidad finita de autovectores linealmente independientes; es
decir, los autoespacios N (K−λjI) tienen dimensión finita. Además, autovectores
que correspondan a autovalores diferentes son ortogonales (a pares) y linealmente
independientes. De modo que, por ser dimN (K − λjI) = mj (la multiplicidad
del autovalor λj), podemos asignar a cada λn �= 0 (repetidos de acuerdo a sus
multiplicidades) un autovector vn.

2. Si K es inyectivo, es decir N (K) = {0}, el conjunto {vn}n∈J forma un sistema
ortonormal completo en X , en cuyo caso

x =
∑

n∈J
〈x, vn〉 vn

3. El conjunto {vn}n∈J forma un sistema ortonormal completo en R(K) = R(K∗),
entonces podemos escribir

R(K) =
⊕

n∈J
N (K − λnI)

R(K) =
⊕

0 =λj∈σp(K)
(diferentes)

N (K − λjI)

de modo que tenemos la suma directa ortogonal

X = N (K)⊕R(K).

El teorema espectral para operadores compactos autoadjuntos tiene una extensión
a operadores compactos no autoadjuntos K : X → Y. Los valores singulares serán una
muy útil herramienta al tratar con estos operadores. Ellos se basan en el hecho que
el operador K∗K ∈ L(X ) es compacto, autoadjunto y no negativo para todo operador
compacto K.
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Notar que todo autovalor λ ∈ k del operador K∗K es no negativo ya que, si x es
un autovector asociado a él, K∗Kx = λx implica que

λ ‖x‖2 = λ 〈x, x〉 = 〈K∗Kx, x〉 = 〈Kx,Kx〉 = ‖Kx‖2 ≥ 0

es decir λ ≥ 0 pues ‖x‖ > 0.

Definición A.90. (V������ S�&	�����)
Sean X e Y espacios de Hilbert y K ∈ L(X ,Y) operador compacto. Llamaremos

valores singulares de K a las raíces cuadradas (no negativas) de los autovalores λn
del operador K∗K ∈ L(X ), o sea σn

.
=
√
λn con n ∈ J .

Aquí nuevamente, J ⊂ N puede ser finito o J = N.

Teorema A.91. ([76]) (T������ E�������� ���� O��������� C�������� ��
A	����3	���� - E������́� �� V������ S�&	�����)

Sean X e Y espacios de Hilbert y K ∈ L(X ,Y) operador compacto. Sea {σn}n∈J
la sucesión de valores singulares no nulos de K (repetidos de acuerdo a sus multiplici-
dades) ordenados en forma no creciente

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · > 0.

Entonces existen sistemas ortonormales completos {vn}n∈J ⊂ X y {un}n∈J ⊂ Y tales
que

Kvn = σn un, ∀n ∈ J, (A.3)

K∗un = σn vn, ∀n ∈ J. (A.4)

El sistema (σn; vn, un)n∈J se llama un sistema singular asociado a K. Todo x ∈ X
posee la descomposición en valores singulares

x = x0 +
∑

n∈J
〈x, vn〉 vn , x0 ∈ N (K)

y tal que

Kx =
∑

n∈J
σn 〈x, vn〉 un

Análogamente, todo y ∈ Y posee la descomposición en valores singulares

y = y0 +
∑

n∈J
〈y, un〉un, y0 ∈ N (K∗)

y tal que

K∗y =
∑

n∈J
σn 〈y, un〉 vn.

Observación A.92.

1) Si K ∈ L(X ,Y) es compacto, entonces K∗ ∈ L(Y,X ) es compacto. En este caso,
si (σn; vn, un)n∈J es un sistema singular asociado a K, entonces (σn; un, vn)n∈J es
un sistema singular asociado a K∗.

2) Si K ∈ L(X ,Y) es compacto y autoadjunto y (λn; vn)n∈J es el autosistema aso-
ciado a K, entonces

(
λ2
n; vn, un

)

n∈J es un sistema singular asociado tanto a K
∗K

como a KK∗.
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A.4 La derivada de Fréchet

En esta sección, recordaremos algunos de los resultados más importantes de cálculo
diferencial para mapeos no lineales sobre espacios normados.

Definición A.93. (D������ �� F��́����)
Sean X e Y espacios normados sobre k y T : X → Y un mapeo (posiblemente no

lineal). Diremos que:
T es diferenciable Fréchet en x ∈ X si existe un operador T ′(x) ∈ L(X ,Y),

llamado la derivada de Frechet de T en x, tal que

lim
h→0

‖T (x+ h)− T (x)− T ′(x)h‖Y
‖h‖X

= 0.

Definición A.94. (G�������)
Sean X espacio de Hilbert y J : X → R diferenciable Fréchet en x ∈ X . Entonces

existe ∇J(x) ∈ X , llamado gradiente de J en x, tal que

J ′(x)h = 〈∇J(x), h〉 ∀h ∈ X .

Proposición A.95. (D������ D��������-D������ �� G����	�) Sean X
espacio de Hilbert y J : X → R diferenciable Fréchet en x ∈ X . Entonces para todo
h ∈ X , el mapeo de R en R definido por t &−→ J(x+ t h) es diferenciable en t = 0 con

d

dt
J(x+ t h)

∣
∣
∣
∣
t=0

= 〈∇J(x), h〉 . (A.5)

Observación A.96. El lado izquierdo de (A.5) se llama la derivada direccional o
derivada de Gâteaux de J en x, en la dirección de h. Esta es a menudo denotada por
δ J(x, h).

Una de las aplicaciones más importantes de la derivada es la determinación de los
mínimos de funcionales. Los siguientes teoremas proveen condiciones necesarias de
primer orden para tales mínimos.

Teorema A.97. Sean X espacio de Hilbert y J : X → R diferenciable Fréchet. Si J
tiene un mínimo en x ∈ X , entonces ∇J(x) = 0.

Definición A.98. (F	������ C������, C�������)
Sean X espacio de Hilbert y J : X → R. Diremos que:

(i) J es un funcional convexo si

J(t x+ (1− t) y) ≤ t J(x) + (1− t)J(y) ∀x, y ∈ X ∧ 0 < t < 1.

J es estrictamente convexo si la desigualdad anterior es estricta siempre que
x �= y;

(ii) J es coercitivo si lim
‖x‖→∞

J(x) =∞ (i.e. J(xn)→∞ cuando ‖xn‖ → ∞).

Teorema A.99. Sea X espacio de Hilbert y J : X → R funcional convexo, diferencia-
ble Fréchet, y C ⊂ X un conjunto convexo y cerrado. Entonces, J tiene un mínimo en
x ∈ C si y sólo si

〈∇J(x), h− x〉 ≥ 0 ∀h ∈ C
Además, si J es estrictamente convexo y coercitivo, J tiene un único mínimo.
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A.5 Representación dual de un funcional convexo

Sea ϕ un funcional convexo definido sobre un conjunto convexo C ⊂ Rd. Para nuestro
propósito consideraremos d = 1, 2 o 3 y ϕ(x)

.
= |x| la norma euclideana de x ∈ C.

Definición A.100. El conjunto conjugado C⋆ se define por

C⋆ =

{

y ∈ Rd / sup
x∈C

[x · y − ϕ(x)] <∞
}

y el correspondiente funcional conjugado de ϕ es

ϕ⋆(y) = sup
x∈C

{x · y − ϕ(x)} (A.6)

Este funcional, que también se conoce como el transformado de Fenchel de ϕ, tiene al
conjunto conjugado C⋆ como su dominio.

Se puede probar (ver [43, Proposición 1, pag. 196]) que el conjunto conjugado C⋆

y el funcional conjugado ϕ⋆ son, respectivamente, un conjunto convexo y un funcional
convexo.
Los correspondientes conjugados segundos se definen de una manera obvia por:

C⋆⋆ = (C⋆)⋆ y ϕ⋆⋆ = (ϕ⋆)⋆.
En nuestro dado espacio de Hilbert de dimensión finita, se puede probar (ver [43,

Proposición 2, pag. 198]) que C⋆⋆ = C y ϕ⋆⋆ = ϕ. En cosecuencia, de (A.6) obtenemos
la representación dual

ϕ(x) = sup
y∈C⋆

{x · y − ϕ⋆(x)} (A.7)

Ahora derivamos la representación dual de la norma euclideana, ϕ(x)
.
= |x|, sobre

Rd.Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

x · y − |x| ≤ (|y| − 1) |x| (A.8)

con igualdad si y sólo si y = cx, para algún c ∈ R. Si |y| > 1, se puede hacer (A.8)
arbitrariamente grande tomando y = cx y haciendo crecer c. Si |y| ≤ 1, entonces (A.8)
es cero o negativo, y su máximo valor de cero es alcanzado en x = 0. En consecuencia,

sup
x∈Rd

{x · y − |x|} =

{
0, |y| ≤ 1
+∞, |y| > 1

Así, el conjunto conjugado es la bola unitaria

C⋆ =
{
y ∈ Rd / |y| ≤ 1

}

y el funcional conjugado ϕ⋆(x) = 0 para cada y ∈ C⋆. La representación dual (A.7) da
entonces

|x| = sup
y∈Rd:|y|≤1

{x · y} (A.9)

El siguiente ejemplo da la representación dual de una aproximación convexa para la

norma euclideana. Consideremos el funcional convexo ϕβ(x)
.
=
√

|x|2 + β con β > 0,
definido sobre C = Rd.
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Se puede probar que

sup
x∈Rd

{
x · y − ϕβ(x)

}
=

{

−
√

β
(
1− |y|2

)
, |y| ≤ 1

+∞, |y| > 1

En consecuencia, el conjunto conjugado es

C⋆ =
{
y ∈ Rd / |y| ≤ 1

}

y el funcional conjugado es

ϕ⋆
β(x) = −

√

β
(
1− |y|2

)

De modo que, con su segundo conjugado, la representación dual da

√

|x|2 + β = sup
y∈Rd:|y|≤1

{

x · y +
√

β
(
1− |y|2

)
}

(A.10)

A.6 Los símbolos de Landau

Los símbolos O(g) (usualmente llamado O grande) y o(g) (usualmente llamado o pe-
queño) son conocidos como símbolos de Landau y se definen como sigue:

Definición A.101. (N�����́� “O &�����”, “� ���	��̄�”)

(i) Notación O grande: Escribimos

f = O(g) para x→ x0

siempre que exista una constante C > 0 tal que

|f(x)| ≤ C |g(x)|

para todo x suficientemente cercano a x0.

(ii) Notación o pequeña: Escribimos

f = o(g) para x→ x0

siempre que

lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)| = 0.

Observación A.102. Las expresiones “O(g)” y “o(g)” no estan definidas por si mis-
mas. Deben estar siempre acompañadas por un límite, por ejemplo “para x → x0”,
aunque este límite está a menudo implícito.
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Apéndice B

Teoría espectral y cálculo funcional

Para la construcción y el análisis de los métodos continuos de regularización, para
problemas inversos mal condicionados, es indispensable el concepto de “función de un
operador autoadjunto”. Por este motivo, presentaremos en este anexo la definición
y algunas propiedades de tales funciones de operadores. El estudio de funciones de
operadores se hace en el contexto de cálculo funcional.

No se incluirán las demostraciones de algunas proposiciones, dado que dichos re-
sultados no son el objetivo central de la tesis. En ciertas demostraciones se evitará
demasiados detalles, aunque se mantendrá el rigor matemático. Para las demostra-
ciones de las mismas e información adicional de los puntos descriptos en este apéndice
referirse a [15] y [5].

B.1 Familia espectral - resolución de la identidad

El espectro de un operador lineal A no contiene toda la información que caracteriza
al operador. Esto lleva a introducir el concepto de “familia espectral para A”, la cual
(como veremos) sí caracteriza completamente al operador A.

En todo lo que sigue, el espacio X será un espacio de Hilbert.

Definición B.1. (F���� E��������) Una familia {Eλ}λ∈R de proyecciones orto-
gonales en X es una familia espectral o una resolución de la identidad si satisface
las siguientes condiciones:

(i) ∀λ, µ ∈ R, EλEµ = Emin{λ,µ};

(ii) E−∞ = Θ, E+∞ = I (donde E−∞x = lim
λ→−∞

Eλx, E+∞x = lim
λ→+∞

Eλx ∀x ∈ X );

(iii) ∀λ ∈ R, Eλ−0 = Eλ (donde Eλ−0x = lim
ε→0+

Eλ−εx ∀x ∈ X ).

Sean {Eλ}λ∈Runa familia espectral y E : R→ L(X ) una función tal que E(λ) = Eλ.
Por la condición (ii) de la Definición B.1 la función E es fuertemente continua por la
izquierda.

Definición B.2. Sean {Eλ}λ∈R una familia espectral y E : R → L(X ) tal que
E(λ) = Eλ. Diremos que:

189
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(i) λ ∈ R es un punto de constancia de E (o simplemente de Eλ) si

∃ ε > 0 : Eλ+ε − Eλ−ε = 0.

En caso contrario, λ es un punto de crecimiento de E.

(ii) λ ∈ R es un punto de salto de E (o simplemente de Eλ) si

Eλ+0 − Eλ �= 0.

En caso contrario, λ es un punto de continuidad de E.

La siguiente proposición nos permite definir una integral con respecto a una familia
espectral arbitraria.

Proposición B.3. Sean {Eλ}λ∈R una familia espectral, f : R → R una función con-
tinua y x ∈ X . Entonces, para todo a, b ∈ R tal que a < b, existe el límite en X de la
suma de Riemann

n∑

i=1

f(λ̃i) (Eλi − Eλi−1)x

cuando max
1≤i≤n

|λi − λi−1| → 0, donde −∞ < a
.
= λ0 < λ1 < · · · < λn

.
= b < +∞,

λ̃i ∈ (λi−1, λi], y se denota a este límite por

∫ b

a

f(λ) dEλx. (B.1)

Demostración. Ver Dautray y Lions ([15], Proposición 2 del §3).

Se ha introducido la representación integral (B.1) pues, como se verá más adelante,
ella generaliza a operadores autoadjuntos arbitrarios.

A continuación definiremos la integral impropia, si existe, de manera usual a partir
de representación integral (B.1).

Definición B.4. Sean {Eλ}λ∈R una familia espectral, f : R→ R una función continua

y x ∈ X . La integral impropia
∫ +∞
−∞ f(λ) dEλx se define como el límite en X , si existe,

de
∫ b

a
f(λ) dEλx cuando a→ −∞ y b→ +∞.

Lema B.5. Sea {Eλ}λ∈R una familia de proyecciones ortogonales en X . Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes:

(i) ∀λ, µ ∈ R, EλEµ = Emin{λ,µ};

(ii) ∀x ∈ X , ∀λ, µ ∈ R : λ ≤ µ, 〈Eλx, x〉 ≤ 〈Eµx, x〉.
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Demostración.

(i) ⇒ (ii) Supongamos que vale (i). Sean x ∈ X y λ ≤ µ. Entonces

〈Eλx, x〉 = ‖Eλx‖2 (pues Eλ es proyec. ortogonal)

= ‖EλEµx‖2 (por (i) pues λ ≤ µ)

≤ ‖Eλ‖
︸ ︷︷ ︸

=1

2 ‖Eµx‖2 (pues Eλ es proyec. ortogonal)

= 〈Eµx, x〉 (pues Eµ es proyec. ortogonal)

y por lo tanto 〈Eλx, x〉 ≤ 〈Eµx, x〉. En consecuencia, vale (ii).
(ii) ⇒ (i) Supongamos que vale (ii). Sean λ, µ ∈ R, sin pérdida de generalidad

consideremos λ ≤ µ . Sea x ∈ X , entonces
0 ≤ ‖(Eλ −EλEµ)x‖2 = ‖Eλ(I −Eµ)x‖2

= 〈Eλ(I − Eµ)x, (I −Eµ)x〉 (pues Eλ es proyec. ortogonal)

≤ 〈Eµ(I −Eµ)x, (I − Eµ)x〉 (por (ii) pues λ ≤ µ)

= ‖Eµ(I −Eµ)x‖2 (pues Eµ es proyec. ortogonal)

=
∥
∥(Eµ − E2

µ)x
∥
∥2 = 0 (pues Eµ es idempotente)

y por lo tanto ‖(Eλ −EλEµ)x‖ = 0. Como x es arbitrario, se tiene que EλEµ =
Eλ = Emin{λ,µ}. El caso λ > µ se concluye del anterior pues EµEλ = Eµ, entonces
se tiene que

Emin{λ,µ} = Eµ = E∗
µ = (EµEλ)

∗ = E∗
λE

∗
µ = EλEµ,

pues Eµ, Eλ son operadores autoadjuntos. En consecuencia vale (i).

Esto concluye la demostración del lema.

Así, para cada x ∈ X , la función
λ &−→ 〈Eλx, x〉 = ‖Eλx‖2

es monótona creciente, acotada superiormente por ‖x‖2 e inferiormente por 0. Además,
por la condición (iii) de la Definición B.1, es continua por la izquierda. En consecuencia,
define una medida completa sobre R que denotaremos d ‖Eλx‖2.
La siguiente proposición nos provee una condición necesaria y suficiente para garan-

tizar la existencia de la integral impropia
∫ +∞
−∞ f(λ) dEλx, en términos de una integral

de Riemann-Stieljes con respecto a la medida d ‖Eλx‖2.
Proposición B.6. Sean {Eλ}λ∈R una familia espectral, f : R → R una función con-
tinua y x ∈ X . Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) existe
∫ +∞
−∞ f(λ) dEλx,

(ii)
∫ +∞
−∞ f 2(λ) d ‖Eλx‖2 <∞.

Demostración. Ver Dautray y Lions ([15], Teorema 1 del §3).

Así, la integral impropia existe en X si y sólo si la integral de Riemann-Stieljes
existe y luego se prueba que tal integral puede usarse para representar puntualmente
a un dado operador.
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B.2 Funciones de operadores autoadjuntos

La siguiente proposición nos asegura la existencia de una única familia espectral que
permitirá representar a un operador autoadjunto A : D(A) ⊂ X → X , y también a
funciones de A, por medio de integrales.

Proposición B.7. Sea A : D(A) ⊂ X → X un operador autoadjunto. Entonces existe
una única familia espectral {Eλ}λ∈R tal que

D(A) =

{

x ∈ X :

∫ +∞

−∞
λ2 d ‖Eλx‖2 <∞

}

y

Ax =

∫ +∞

−∞
λdEλx, x ∈ D(A).

Simbólicamente escribimos

A =

∫ +∞

−∞
λ dEλ (B.2)

y llamamos a (B.2) la representación o descomposición espectral de A y, por
consiguiente, a {Eλ}λ∈R la familia espectral asociada a A.

Demostración. Salvo la unicidad de la representación, se probará la proposición para
el caso particular del operador autoadjunto A .

= K∗K, con K ∈ L(X ,Y) compacto y
X ,Y espacios de Hilbert. Para más detalles sobre la demostración referirse a Bachman
y Narici ([5], Teorema 29.6 del Capítulo 29) o Dautray y Lions ([15], Corolario 5 del
§3).

Sea entonces (σn; vn, un)n∈J un sistema singular para K. Puesto que (σ2
n; vn)n∈J es

un autosistema para el operador compacto autoadjunto K∗K, se tiene que

K∗Kx =
∑

n∈J
σ2
n 〈x, vn〉 vn.

Para λ ∈ R y x ∈ X definamos

Eλx
.
=







∑

n∈J:σ2
n<λ

〈x, vn〉 vn, si λ ≤ 0

∑

n∈J:σ2
n<λ

〈x, vn〉 vn + Px, si λ > 0,
(B.3)

siendo P la proyección ortogonal sobre N (K) = N (K∗K) = R(K∗K)⊥. El operador
Eλ puede escribirse de manera más simple como

Eλx
.
=

∑

n∈J:σ2
n<λ

〈x, vn〉 vn (+Px, si λ > 0) ,

adicionamos el término entre paréntesis cuando λ > 0.

Obviamente que para todo λ ∈ R, debido a la linealidad de P y del producto interno
(respecto de la primera variable), el operador Eλ es lineal.

Probaremos que {Eλ}λ∈R es una familia espectral:
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a) Sean x ∈ X y λ ≤ µ. Entonces

〈Eλx, x〉 =

〈
∑

n∈J:σ2
n<λ

〈x, vn〉 vn (+Px) , x

〉

(por (B.3) )

=
∑

n∈J:σ2
n<λ

|〈x, vn〉|2 (+ 〈Px, x〉) (por prop. del 〈·, ·〉 )

=
∑

n∈J:σ2
n<λ

|〈x, vn〉|2
(
+ ‖Px‖2

)
(pues P es proyec. ortog.)

≤
∑

n∈J:σ2
n<µ

|〈x, vn〉|2
(
+ ‖Px‖2

)
(pues λ ≤ µ)

= 〈Eµx, x〉 .

Como x, λ, µ son arbitrarios se tiene que 〈Eλx, x〉 ≤ 〈Eµx, x〉, ∀x ∈ X y
∀λ, µ ∈ R con λ ≤ µ. Del Lema B.5 se sigue que

EλEµ = Emin{λ,µ} ∀λ, µ ∈ R.

En consecuencia, Eλ satisface la condición (i) de la Definición B.1. De aquí se
concluye además que, para todo λ ∈ R, Eλ es idempotente (pues, para µ = λ se
tiene que E2

λ = Eλ). Por otro lado, para x, y ∈ X se tiene que

〈Eλx, y〉 =

〈
∑

n∈J:σ2
n<λ

〈x, vn〉 vn (+Px) , y

〉

(por (B.3) )

=
∑

n∈J:σ2
n<λ

〈x, vn〉 〈vn, y〉 (+ 〈Px, y〉) (por prop. del 〈·, ·〉 )

=

〈

x,
∑

n∈J:σ2
n<λ

〈y, vn〉 vn
〉

(+ 〈x, Py〉) (prop. del 〈·, ·〉 )

=

〈

x,
∞∑

n∈J:σ2
n<λ

〈y, vn〉 vn (+Py)

〉

= 〈x,Eλy〉

y por lo tanto Eλ es autoadjunto. Así, por la Definición A.75 y para todo λ ∈ R,
se tiene que Eλ es una proyección ortogonal sobre su rango

R(Eλ) = span {vn / n ∈ J, σ2
n < λ} (+N (K∗K), si λ > 0) .

b) Para λ ≤ 0 tenemos que σ2
n > 0 ≥ λ ∀n ∈ J , de modo que {vn / n ∈ J, σ2

n < λ} =
∅. Por lo tanto, Eλ = 0 para todo λ ≤ 0. En consecuencia, E−∞ = 0. Para λ > σ2

1

se tiene que 0 < σ2
n ≤ σ2

1 < λ ∀n ∈ J , de modo que {vn / n ∈ J, σ2
n < λ} =

{vn}n∈J . Así, {vn}n∈J generaR(K∗K) = N (K∗K)⊥ siendoR(Eλ) = R(K∗K) +
N (K∗K) = X y se tiene que

Eλx =
∑

n∈J:σ2
n<λ

〈x, vn〉 vn + Px =
∑

n∈J
〈x, vn〉 vn + Px = x,



194 APÉNDICE B. TEORÍA ESPECTRAL Y CÁLCULO FUNCIONAL

pues x =
∑

n∈J
〈x, vn〉 vn + x0, x0 ∈ N (K∗K) y P proyección sobre N (K∗K).

Entonces, Eλ = I para todo λ > σ2
1. Luego, E+∞ = I. En consecuencia, Eλ

satisface la condición (ii) de la Definición B.1.

c) Por último probemos que, para todo λ ∈ R, Eλ−0 = Eλ. Es decir, que la apli-
cación E : λ &−→ Eλ es fuertemente continua por la izquierda. Sea λ ∈ R, usando
la completitud de X , mostraremos primero que existe Eλ−0x

.
= lim

ε→0+
Eλ−εx para

todo x ∈ X . Sea {µn}n∈N una sucesión monótona no decreciente que converge
a λ por la izquierda. Como µn crece hacia λ, se sigue de (i) que la sucesión{〈
Eµn

x, x
〉}

n∈N es monótona no decreciente y está acotada superiormente por
〈Eλx, x〉, para todo x ∈ X . Por lo tanto, existe lim

n→∞

〈
Eµn

x, x
〉
y, en consecuen-

cia, dicha sucesión es de Cauchy en R. En virtud de ésto y como (para n > m)
∥
∥Eµn

x− Eµm
x
∥
∥
2

=
〈
(Eµn

− Eµm
)x, x

〉
(pues Eµn

− Eµm
proyec. ortog.)

=
〈
Eµn

x, x
〉
−
〈
Eµm

x, x
〉

(por prop. del 〈·, ·〉 ),
se tiene que lim

n,m→∞

∥
∥Eµn

x−Eµm
x
∥
∥ = 0. Esto es, la sucesión

{
Eµn

x
}

n∈N es una

sucesión de Cauchy en X . De la completitud de X , se sigue entonces la existencia
del límite Eλ−0x. Ahora queremos mostrar que Eλ−0 = Eλ. Supongamos λ > 0
y elijamos ε > 0 de modo que λ− ε > 0. Definamos entonces

Eλ−ε
.
=

∑

n∈J:σ2
n<λ−ε

〈·, vn〉 vn + P .

Puesto que 0 es el único punto de acumulación de σp(K
∗K), debe existir algún

ε > 0 tal que (λ− ε, λ) ∩ σp(K
∗K) = ∅. Para tal ε,

Eλ−ε =
∑

n∈J:σ2
n<λ

〈·, vn〉 vn + P = Eλ.

Obviamente que si λ > σ2
1, Eλ−ε = Eλ = I. De modo, Eλ satisface la condición

(iii) de la Definición B.1 para λ > 0. En forma sencilla se demuestra para λ ≤ 0,
pues λ− ε < 0 para todo ε > 0, y así Eλ = Eλ−ε = 0.

De a), b) y c) se sigue que {Eλ}λ∈R es una familia espectral asociada al operador
K∗K.

En lo que sigue probaremos que la función E : λ &−→ Eλ es constante a trozos y
tiene saltos en λ = σ2

n (y en λ = 0 si y sólo si N (K) �= {0}) de “altura”

Sλ(·) .
=

∑

n∈J:σ2
n=λ

〈·, vn〉 vn.

En efecto, la función E es constante en los intervalos (−∞, 0] y (σ2
1,∞) pues Eλ = 0

para λ ≤ 0 y Eλ = I para λ > σ2
1. Supongamos entonces j0 ∈ J tal que σ2

j0+1 �= σ2
j0
y

consideremos λ ∈
(
σ2
j0+1, σ

2
j0

]
. Puesto que

Eλ =
∑

n∈J:σ2
n<λ

〈·, vn〉 vn + P =
∑

n∈J:σ2
n<σ2

j0

〈·, vn〉 vn + P = Eσ2
j0
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se tiene que la función Eλ es constante en el intervalo
(
σ2
j0+1, σ

2
j0

]
. Veamos ahora que

tiene saltos en λ = σ2
j0
. Sabemos que para λ /∈ σp(K

∗K), con λ �= 0, debe existir
ε > 0 tal que [λ, λ+ ε) ∩ σp(K

∗K) = ∅. Entonces Eλ+ε − Eλ = 0, lo cual implica
Eλ+0 − Eλ = 0. Ahora, si λ ∈ σp(K

∗K) y λ �= 0 (es decir, si λ = σ2
j0
con j0 ∈ J),

elijamos ε > 0 tal que [λ, λ+ ε) ∩ σp(K
∗K) = {λ}. En consecuencia,

Eλ+ε(·)− Eλ(·) =
∑

n∈J:σ2
n=λ

〈·, vn〉 vn

de modo que
Sλ(·) .

= Eλ+0(·)− Eλ(·) =
∑

n∈J:σ2
n=λ

〈·, vn〉 vn

es el valor del salto de la función E en λ = σ2
n. En λ = 0 tiene salto si y sólo si

N (K) �= {0} pues en este caso Eλ+ε −Eλ = P �= 0.

Si recordamos que la integral con respecto a una función de peso constante por
tramos, se define como la suma sobre todos los valores de la función del integrando
donde la función de peso tiene saltos, multiplicada por el valor del salto, entonces

podemos escribir a K∗Kx =
∞∑

n=1

σ2
n 〈x, vn〉 vn como

K∗Kx =
∞∑

j=1
λj∈σp(K∗K)

λj Sλj =
∞∑

j=1

λj
(

Eλ+
j
−Eλj

)

x,

donde λ1 > λ2 > · · · > 0 son los autovalores de K∗K con multiplicidades m1, m2, · · · ,
respectivamente. O bien, como la siguiente integral de Riemann-Stieljes

K∗Kx =

∫ +∞

−∞
λ dEλx,

la cual se ajusta dentro del concepto teórico general de medida de una integral y será
meramente una notación para operadores compactos. Notar que, los límites de inte-
gración podrían ser 0 y ‖K‖2 + ε para cualquier ε > 0 puesto que
σ(K∗K) ⊂

[
0, ‖K‖2 + ε

]
; y para enfatizar esto podemos usar la siguiente notación

∫ ‖K‖2+
0

en lugar de
∫ +∞
−∞ .

Las familias espectrales asociadas a operadores autoadjuntos arbitrarios (posible-
mente no acotados) no tienen aquellas propiedades simples que poseen los operadores
autoajuntos compactos. Esto se debe a que el espectro de esos operadores es más
complicado que el espectro de los operadores autoajuntos compactos.

En virtud de la Proposición B.7 es posible definir ahora funciones de un operador
autoadjunto. Nos limitaremos al siguiente conjunto de funciones

M0 =
{
f : R→ R medibles respecto a la medida d ‖Eλx‖2 , ∀x ∈ X

}
.

Notar que las funciones continuas por tramos pertenecen aM0.
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Definición B.8. Sea A : D(A) ⊂ X → X un operador autoadjunto con familia espec-
tral {Eλ}λ∈R. Entonces, para f ∈M0, el operador f(A) esta definido por

f(A)x
.
=

∫ +∞

−∞
f(λ) dEλx, x ∈ D(f(A)), (B.4)

donde

D(f(A)) =

{

x ∈ X :

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλx‖2 <∞

}

.

Simbólicamente escribamos

f(A) =

∫ +∞

−∞
f(λ) dEλ.

Observación B.9. Notar que el operador f(A) definido en (B.4) es formalmente lineal
puesto que Eλ es lineal y el proceso límite también lo es. La linealidad del operador
f(A) se prueba como consecuencia inmediata del hecho que D(f(A)) es un subespacio
de X . En efecto:

(i) Sean x, y ∈ D(f(A)), entonces
∫ +∞
−∞ f 2(λ) d ‖Eλx‖2 <∞ y

∫ +∞
−∞ f2(λ) d ‖Eλy‖2 <

∞. Por la ley del Paralelogramo (ver Apéndice A, Definición A.21, Propiedad
adicional c) ) y el hecho que Eλ es lineal se tiene que

‖Eλ(x+ y)‖2 = 2 ‖Eλx‖2 + 2 ‖Eλy‖2 − ‖Eλ(x− y)‖2 ,

de modo que
∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλ(x+ y)‖2 ≤ 2

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλx‖2+2

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλy‖2 <∞.

Así, x+ y ∈ D(f(A)) y se tiene que f(A)(x+ y) = f(A)x+ f(A)y.

(ii) Sean α ∈ k y x ∈ D(f(A)), entonces
∫ +∞
−∞ f 2(λ) d ‖Eλx‖2 <∞. Entonces

‖Eλ(αx)‖2 = ‖αEλx‖2 (pues Eλ es lineal)

= α2 ‖Eλx‖2 (por prop. de ‖·‖ ),

de modo que
∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλ(αx)‖2 = α2

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλx‖2 <∞.

Así, αx ∈ D(f(A)) y se tiene que f(A)(αx) = αf(A)x.

En consecuencia, de (i) y (ii), el operador f(A) es lineal.

Proposición B.10. Sean A : D(A) ⊂ X → X un operador autoadjunto con fa-
milia espectral {Eλ}λ∈R, f ∈ M0 y f(A) definido por (B.4). Entonces, para todo
x ∈ D(f(A)) y para todo y ∈ X se tiene que

〈f(A)x, y〉 =
∫ +∞

−∞
f(λ) d 〈Eλx, y〉 . (B.5)
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Demostración. Ver Dautray y Lions ([15], Proposición 4 del §3), Akhiezer y Glazman
([3], Volumen II, Teorema pág 69-71).

Proposición B.11. Sean A : D(A) ⊂ X → X un operador autoadjunto con familia
espectral {Eλ}λ∈R y f, g ∈M0. Las siguientes afirmaciones valen:

(i) Para todo λ ∈ R, f(A) conmuta con Eλ sobre D(f(A)).

(ii) Si x ∈ D(f(A)), y ∈ D(g(A)) entonces

〈f(A)x, g(A)y〉 =
∫ +∞

−∞
f(λ) g(λ) d 〈Eλx, y〉 .

(iii) Si x ∈ D(f(A)) entonces f(A)x ∈ D(g(A)) si y sólo si x ∈ D((g.f)(A)) (donde
(g.f)(λ) = g(λ).f(λ) ). En tal caso

g(A) f(A)x = (g.f)(A)x.

(iv) Si D(f(A)) es denso en X , entonces f(A) es autoadjunto.

(v) Si f �= 0 c.t.p con respecto a la medida d ‖Eλx‖2 para todo x ∈ D(f(A)), entonces
existe (f(A))−1 y se tiene que

(f(A))−1 =

(
1

f

)

(A).

Demostración. (i) En lo que sigue utilizaremos dµ en lugar de d, para remarcar
la variable de diferenciación. Sea λ ∈ R, probaremos que Eλf(A)x = f(A)Eλx
∀x ∈ D(f(A)). Para ello, sean x ∈ D(f(A)), y ∈ X . Entonces

〈Eλf(A)x, y〉 = 〈f(A)x,Eλy〉 (pues Eλ es autoadjunto)

=

∫ +∞

−∞
f(µ) dµ 〈Eµx,Eλy〉 (por (B.5) )

=

∫ +∞

−∞
f(µ) dµ 〈EλEµx, y〉 (pues Eλ es autoadjunto)

=

∫ +∞

−∞
f(µ) dµ 〈EµEλx, y〉 (pues Eµ, Eλ conmutan por ser proyec.)

= 〈f(A)Eλx, y〉 (por (B.5) ),

donde la última igualdad se sigue del hecho que Eλx ∈ D(f(A)) pues

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλ(Eλx)‖2 =

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d

∥
∥E2

λx
∥
∥
2

=

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλx‖2 (pues Eλ es proyec.)

< ∞ (pues x ∈ D(f(A)) ).
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Como y ∈ X es arbitrario se tiene que

Eλf(A)x = f(A)Eλx, ∀x ∈ D(f(A)).

(ii) En lo que sigue utilizaremos dλ y dµ en lugar de d, para remarcar la variable
de diferenciación. Sean x ∈ D(f(A)), y ∈ D(g(A)). Entonces

〈f(A)x, g(A)y〉 =

∫ +∞

−∞
f(λ) dλ 〈Eλx, g(A)y〉 (por (B.5) )

=

∫ +∞

−∞
f(λ) dλ 〈x,Eλg(A)y〉 (pues Eλ es autoadjunto)

=

∫ +∞

−∞
f(λ) dλ〈Eλg(A)y, x〉 (por Def. A.20 (iii) )

=

∫ +∞

−∞
f(λ) dλ〈g(A)Eλy, x〉 (por (i) )

=

∫ +∞

−∞
f(λ) dλ

∫ +∞

−∞
g(µ) dµ 〈EµEλy, x〉 (∗)

=

∫ +∞

−∞
f(λ) dλ

∫ +∞

−∞
g(µ) dµ〈EµEλy, x〉 (pues g es real)

=

∫ +∞

−∞
f(λ) dλ

∫ λ

−∞
g(µ) dµ〈Eµy, x〉 (pues EµEλ = Emin{λ,µ})

=

∫ +∞

−∞
f(λ) g(λ) dλ〈Eλy, x〉

=

∫ +∞

−∞
f(λ) g(λ) dλ 〈x,Eλy〉 (por prop. del 〈·, ·〉 )

=

∫ +∞

−∞
f(λ) g(λ) dλ 〈Eλx, y〉 (pues Eλ es autoadjunto),

donde la igualdad (∗) se sigue de (B.5) ya que Eλy ∈ D(g(A)) pues
∫ +∞

−∞
g2(λ) d ‖Eλ(Eλy)‖2 =

∫ +∞

−∞
g2(λ) d

∥
∥E2

λy
∥
∥2

=

∫ +∞

−∞
g2(λ) d ‖Eλy‖2 (pues Eλ es proyec.)

< ∞ (pues y ∈ D(g(A)) ).

Queda probado entonces (ii).
En particular, si g = f , y = x se tiene que

‖f(A)x‖2 = 〈f(A)x, f(A)x〉 =
∫ +∞

−∞
f 2(λ) d 〈Eλx, x〉

=

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλx‖2 . (B.6)
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Más aún, si f ≡ 1 se tiene que ‖x‖2 =
∫ +∞
−∞ d ‖Eλx‖2.

(iii) En lo que sigue utilizaremos dλ y dµ en lugar de d, para remarcar la variable
de diferenciación. Sea x ∈ D(f(A)). Entonces

∫ +∞

−∞
g2(λ) dλ ‖Eλf(A)x‖2 =

∫ +∞

−∞
g2(λ) dλ ‖f(A)Eλx‖2 (por (i) )

=

∫ +∞

−∞
g2(λ) dλ 〈f(A)Eλx, f(A)Eλx〉

=

∫ +∞

−∞
g2(λ) dλ

∫ +∞

−∞
f 2(µ) dµ 〈EµEλx,Eλx〉 (por (ii) )

=

∫ +∞

−∞
g2(λ) dλ

∫ +∞

−∞
f 2(µ) dµ ‖EµEλx‖2 (pues Eµ es proyec.)

=

∫ +∞

−∞
g2(λ) dλ

∫ λ

−∞
f 2(µ) dµ ‖Eµx‖2 (EµEλ = Emin{λ,µ})

=

∫ +∞

−∞
g2(λ) f 2(λ) dλ ‖Eλx‖2

=

∫ +∞

−∞
(g.f)2(λ) dλ ‖Eλx‖2 .

Así ∫ +∞

−∞
g2(λ) d ‖Eλf(A)x‖2 <∞ ⇐⇒

∫ +∞

−∞
(g.f)2(λ) d ‖Eλx‖2 <∞.

Entonces, bajo la hipótesis general x ∈ D(f(A)), las dos condiciones f(A)x ∈ D(g(A))
y x ∈ D((g.f)(A)) son equivalentes. Además, si x ∈ D((g.f)(A)), y ∈ X se tiene que

〈g(A)f(A)x, y〉 =

∫ +∞

−∞
g(λ) d 〈Eλf(A)x, y〉 (por (B.5) )

=

∫ +∞

−∞
g(λ) d 〈f(A)Eλx, y〉 (por (i) )

=

∫ +∞

−∞
g(λ) dλ

∫ +∞

−∞
f(µ) dµ 〈EµEλx, y〉 (∗)

=

∫ +∞

−∞
g(λ) dλ

∫ λ

−∞
f(µ) dµ 〈Eµx, y〉 (pues EµEλ = Emin{λ,µ})

=

∫ +∞

−∞
g(λ) f(λ) dλ 〈Eλx, y〉

=

∫ +∞

−∞
(g.f)(λ) dλ 〈Eλx, y〉

= 〈(g.f)(A)x, y〉 (por (B.5) ).

donde la igualdad (∗) se sigue de (B.5) ya que Eλx ∈ D(f(A)) pues x ∈ D(f(A)).
Como y ∈ X es arbitrario, se sigue que

g(A) f(A)x = (g.f)(A)x, ∀x ∈ D(f(A)).
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(iv) Sea f ∈ M0 función acotada en casi todo punto con respecto a la medida
d ‖Eλx‖2 ∀x ∈ X . Entonces f es integrable con respecto a d ‖Eλx‖2 ∀x ∈ X , y se
tiene que

∫ +∞
−∞ f2(λ) d ‖Eλx‖2 < ∞. Así, D(f(A)) = X . En consecuencia, para todos

x, y ∈ X

〈f(A)x, y〉 =

∫ +∞

−∞
f(λ) d 〈Eλx, y〉 (por (B.5) pues x ∈ X = D(f(A)) )

=

∫ +∞

−∞
f(λ) d 〈x,Eλy〉 (pues Eλ es autoadjunto)

=

∫ +∞

−∞
f(λ) d〈Eλy, x〉 (por Def. A.20 (iii) )

=

∫ +∞

−∞
f(λ) d 〈Eλy, x〉 (pues f es real)

= 〈f(A)y, x〉 (por (B.5) pues y ∈ X = D(f(A)) )

= 〈x, f(A)y〉 (por Def. A.20 (iii) ). (B.7)

Luego, f(A) es autoadjunto.
Supongamos ahora que f ∈M0 no es acotada y que D(f(A)) denso en X (en otro

caso, no esta definido el adjunto del operador f(A) ). Sea y ∈ D((f(A))∗) entonces
existe y∗ ∈ X tal que

〈f(A)x, y〉 = 〈x, y∗〉 , ∀x ∈ D(f(A)). (B.8)

Debemos probar que y ∈ D(f(A)) y que y∗ = f(A)y. Para ello, denotemos por
en = {t ∈ R / |f(t)| < n} y definamos

fn(t)
.
=

{
f(t), t ∈ en
0, t /∈ en .

Obviamente que para todo n, fn es acotada y D(fn(A)) = X . Entonces, por el caso
anterior, para todo z ∈ X se tiene que

〈fn(A)z, y〉 = 〈z, fn(A)y〉 . (B.9)

Sea χen la función característica sobre en, de modo que χen ∈M0 (por ser continua por
tramos) y es acotada. Entonces el operador χen(A) esta definido sobre D(χen(A)) = X .
Además, χen es un operador proyección. En efecto, para cualquier z ∈ X se tiene que

(
χen(A)

)2
z = χen(A)χen(A)z = χ2

en(A)z (por (iii) )

=

∫ +∞

−∞
χ2
en(λ) dEλz =

∫ +∞

−∞
χen(λ) dEλz

= χen(A)z.



B.2. FUNCIONES DE OPERADORES AUTOADJUNTOS 201

Definamos entonces x .
= χen(A)z y probemos que dicho elemento esta en D(f(A)):

∫ +∞

−∞
f2(λ) d ‖Eλx‖2 =

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d

∥
∥Eλχen(A)z

∥
∥2

=

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d

∥
∥χen(A)Eλz

∥
∥
2
(χen conmuta con Eλ por (i) )

=

∫ +∞

−∞
f 2(λ) dλ

∫ +∞

−∞
χ2
en(µ) dµ ‖EµEλz‖2

=

∫ +∞

−∞
f 2(λ) dλ

∫ λ

−∞
χ2
en(µ) dµ ‖Eµz‖2 (EµEλ = Emin{λ,µ})

=

∫ +∞

−∞
f 2(λ)χ2

en(λ) d ‖Eλz‖2

=

∫ +∞

−∞
f 2
n(λ) d ‖Eλz‖2 <∞ (fn acotada, z ∈ X = D(fn(A)) ).

Luego, x ∈ D(f(A)). Así, tenemos que:
〈
χen(A)z, y∗

〉
=

〈
f(A)χen(A)z, y

〉
(por (B.8) )

=
〈
(f.χen)(A)z, y

〉
(por (iii) )

= 〈fn(A)z, y〉 (por definición de fn)

= 〈z, fn(A)y〉 (por (B.9) )

y en consecuencia, como χen(A) es proyección la igualdad anterior puede escribirse
como

〈
z, χen(A)y∗

〉
= 〈z, fn(A)y〉 .

Puesto que z es arbitrario, se sigue que χen(A)y∗ = fn(A)y. Por lo tanto

‖fn(A)y‖ =
∥
∥χen(A)y∗

∥
∥ ≤ ‖y∗‖ (pues χen(A) es proyec.)

y
∫ +∞

−∞
f 2
n(λ) d ‖Eλy‖2 ≤ ‖y∗‖2 . (B.10)

Tomando límite en (B.10) para n→∞ y por el Teorema de la Convergencia Dominada
(pues |fn| ≤ |f | y fn → f) se tiene que

∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλy‖2 ≤ ‖y∗‖2 <∞.

Luego, y ∈ D(f(A)). Resta probar que y∗ = f(A)y. Entonces, si y ∈ D(f(A)) se
puede demostrar en forma análoga a lo efectuado para probar la igualdad (B.7) que

〈f(A)x, y〉 = 〈x, f(A)y〉 , ∀x ∈ D(f(A)). (B.11)

De (B.8) y (B.11) se sigue que y∗ = f(A)y, como queríamos probar. Luego, f(A) es
autoadjunto.
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(v) Sabemos que

∃ (f(A))−1 ⇐⇒ (f(A)x = 0 =⇒ x = 0)

⇐⇒
(∫ +∞

−∞
f 2(λ) d ‖Eλx‖2 = 0 =⇒ x = 0

)

Esta última condición se satisface si y sólo si el conjunto {λ ∈ R : f(λ) = 0} tiene
medida nula para cada medida d ‖Eλx‖2, con x ∈ X . Como esta condición se satisface
por hipótesis, es evidente de (iii) que la función 1

f
define el operador (f(A))−1 como

(f(A))−1 =
(

1
f

)

(A). Esto concluye la demostración de la proposición.

Proposición B.12. Sean X espacio de Hilbert y A : D(A) ⊂ X → X un operador au-
toadjunto con familia espectral {Eλ}λ∈R y espectro σ(A). Entonces valen las siguientes
propiedades:

(i) λ0 ∈ σ(A) si y sólo si Eλ0−ǫ �= Eλ0+ǫ para todo ǫ > 0.

(ii) λ0 ∈ σp(A) si y sólo si Eλ0 �= Eλ0+0
.
= lim

ε→0
Eλ0+ǫ; el correspondiente espacio

propio está dado por

Vλ0

.
= R(Eλ0+0 − Eλ0) = (Eλ0+0 −Eλ0)X .

Demostración. Usaremos en repetidas ocasiones la siguiente representación

‖(A− λ0I)x‖2 =

∫ +∞

−∞
(λ− λ0)

2 d ‖Eλx‖2 ∀x ∈ D(A). (B.12)

(i) Probaremos la condición necesaria por el contrarecíproco. Supongamos que λ0 es
tal que existe ǫ > 0 con Eλ0−ǫ = Eλ0+ǫ, es decir λ0 es un punto de constancia. Entonces
para x ∈ D(A) la función λ &−→ 〈Eλx, x〉 es constante en el intervalo (λ0 − ǫ, λ0 + ǫ)
por ser no decreciente, de modo que

d ‖Eλx‖2 = 0 si |λ− λ0| < ǫ. (B.13)

En consecuencia

‖(A− λ0I)x‖2 =

∫

|λ−λ0|≥ǫ

(λ− λ0)
2 d ‖Eλx‖2 (por (B.12) y (B.13) )

≥ ǫ2
∫

|λ−λ0|≥ǫ

d ‖Eλx‖2

= ǫ2
∫ +∞

−∞
d ‖Eλx‖2 (por (B.13) )

= ǫ2 ‖x‖2 ,

de donde se sigue que ‖(A− λ0I)x‖ ≥ ǫ ‖x‖. Es decir, existe (A − λ0I)
−1 ∈ L(X ) y

por lo tanto λ0 /∈ σ(A) (ver Apéndice A, Definición A.84 (ii) ).
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Recíprocamente, razonando por reducción al absurdo, supongamos que λ0 /∈ σ(A)
y que Eλ0−ǫ �= Eλ0+ǫ ∀ǫ > 0. Entonces existe (A−λ0I)

−1 y es acotado, lo cual significa
que A − λ0I tiene inversa continua. En consecuencia existe una constante α > 0 tal
que

‖(A− λ0I)x‖ ≥ α ‖x‖ ∀x ∈ D(A). (B.14)

Elijamos ahora ǫ tal que 0 < ǫ < α. Puesto que Eλ0+ǫ − Eλ0−ǫ �= 0, existe y ∈ X tal
que (Eλ0+ǫ − Eλ0−ǫ)y �= 0. Definiendo

x
.
= (Eλ0+ǫ − Eλ0−ǫ)y �= 0 (B.15)

se obtiene inmediatamente que ‖Eλx‖2 = 〈Eλ(Eλ0+ǫ − Eλ0−ǫ)y, x〉 es igual a cero si
λ < λ0 − ǫ y es independiente de λ si λ > λ0 + ǫ. Para |λ− λ0| ≤ ǫ se tiene que

‖Eλx‖2 = ‖Eλ(Eλ0+ǫ −Eλ0−ǫ)y‖2
= ‖(Eλ − Eλ0−ǫ)y‖2 (pues EλEµ = Emin{λ,µ})

= 〈(Eλ − Eλ0−ǫ)y, y〉 (por ser Eλ − Eλ0−ǫ proyec. ortog.)

= 〈Eλy, y〉 − 〈Eλ0−ǫy, y〉 (por prop. del 〈·, ·〉 )
= ‖Eλy‖2 − ‖Eλ0−ǫy‖2 .

En consecuencia

d ‖Eλx‖2 =

{
0, si |λ− λ0| > ǫ

d ‖Eλy‖2 , si |λ− λ0| ≤ ǫ
. (B.16)

Además x ∈ D(A) puesto que

∫ +∞

−∞
λ2 d ‖Eλx‖2 =

∫

|λ−λ0|≤ǫ

λ2 d ‖Eλy‖2 (por (B.16) )

≤ (λ0 + ǫ)2
∫

|λ−λ0|≤ǫ

d ‖Eλy‖2

= (λ0 + ε)2
∫ +∞

−∞
d ‖Eλx‖2 (por (B.16) )

= (λ0 + ǫ)2 ‖x‖2 <∞.

De modo que, aplicando la desigualdad al elemento x definido en (B.15), se obtiene
que

α2 ‖x‖2 ≤ ‖(A− λ0I)x‖2 (por (B.14) )

=

∫

|λ−λ0|≤ǫ

(λ− λ0)
2 d ‖Eλy‖2 (por (B.16) )

≤ ǫ2
∫

|λ−λ0|≤ǫ

d ‖Eλy‖2

= ǫ2
∫ +∞

−∞
d ‖Eλx‖2 (por (B.16) )

= ǫ2 ‖x‖2 .
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Como x �= 0 se tiene que α < ǫ, lo cual es una clara contradicción por la manera en
que ǫ ha sido elegido.

(ii) Sean λ0 un valor propio del operador A y x un vector propio asociado a él.
Entonces

0 = ‖(A− λ0I)x‖2 =

∫ +∞

−∞
(λ− λ0)

2 d ‖Eλx‖2 (por (B.12) )

≥
∫

|λ−λ0|≥ǫ

(λ− λ0)
2 d ‖Eλx‖2

≥ ǫ2
∫

|λ−λ0|≥ǫ

d ‖Eλx‖2 ≥ 0 ∀ǫ > 0

y por lo tanto
∫

|λ−λ0|≥ǫ
d ‖Eλx‖2 = 0 ∀ǫ > 0. En consecuencia, para todo ǫ > 0,

∫ λ0−ǫ

−∞ d ‖Eλx‖2 +
∫ +∞
λ0+ǫ

d ‖Eλx‖2 = 0 implica que

∫ λ0−ǫ

−∞
d ‖Eλx‖2 = ‖Eλ0−ǫx‖2 − ‖E−∞x‖2 = 0

y
∫ +∞

λ0+ǫ

d ‖Eλx‖2 = ‖E∞x‖2 − ‖Eλ0+∞x‖2 = 0,

de donde se deduce inmediatamente que
{
‖Eλ0−ǫx‖2 = ‖E−∞x‖2 = 0 ∀ǫ > 0 (pues E−∞ = 0)
‖Eλ0+ǫx‖2 = ‖E∞x‖2 = ‖x‖2 ∀ǫ > 0 (pues E∞ = I)

. (B.17)

Puesto que la función λ &−→ ‖Eλx‖2 es continua por la izquierda y las normas en un
espacio de Hilbert son continuas, tomando límite en (B.17) para ǫ→ 0 se obtiene que

{
‖Eλ0−0x‖2 = ‖Eλ0x‖2 = 0

‖Eλ0+0x‖2 = ‖x‖2 . (B.18)

Por otro lado, como x = Eλ0+0x + (I − Eλ0+0)x, por el Teorema de Pitágoras (pues
Eλ0+0 ⊥ I −Eλ0+0) se tiene que

‖x‖2 = ‖Eλ0+0x‖2 + ‖(I −Eλ0+0)x‖2

y por (B.18) se sigue que ‖(I − Eλ0+0)x‖ = 0. Así,
{
Eλ0+0x = x
Eλ0x = 0

y en consecuencia

(Eλ0+0−Eλ0)x = x �= 0. Por lo tanto Eλ0+0 �= Eλ0 y x ∈ R(Eλ0+0−Eλ0). Se concluye
entonces que

N (A− λ0I) ⊂ R(Eλ0+0 −Eλ0). (B.19)

Recíprocamente, supongamos ahora que λ0 es tal que Eλ0 �= Eλ0+0. Entonces existe
y ∈ X tal que

x
.
= (Eλ0+0 −Eλ0)y �= 0. (B.20)

Por otro lado, la función ‖Eλx‖2 = 〈Eλ(Eλ0+0 − Eλ0)y, x〉 es igual a cero si λ < λ0
(pues EλEµ = Emin{λ,µ}) y es independiente de λ si λ > λ0. En consecuencia,
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d ‖Eλx‖2 = 0 para λ �= λ0 ya que ‖Eλx‖2 es continuamente constante en todos los
puntos excepto para λ = λ0. Entonces x ∈ D(A) pues

∫ +∞
−∞ λ2 d ‖Eλx‖2 = 0 < ∞.

Aplicando la representación (B.12) al elemento x �= 0, definido por (B.20), se obtiene
que ‖(A− λ0I)x‖ = 0 y en consecuencia Ax = λ0x. Por lo tanto λ0 es un valor propio
de A y esto implica que x ∈ N (A− λ0I). Se concluye entonces que

R(Eλ0+0 − Eλ0) ⊂ N (A− λ0I). (B.21)

De (B.19) y (B.21) se tiene que vale (ii).

A continuación enunciaremos algunas propiedades simples de funciones de ope-
radores autoadjuntos, las cuales son una consecuencia inmediata de la representación
integral de esos operadores y serán muy importantes en las demostraciones de algunos
resultados que se presentan en el Capítulo 2.

a) Si A : D(A) ⊂ X → X es un operador autoadjunto estrictamente positivo (i.e.
existe una constante α > 0 tal que 〈Ax, x〉 ≥ α ‖x‖2 ∀x ∈ D(A) ), con familia
espectral {Eλ}λ∈R entonces A tiene la representación integral

A =

∫ +∞

α

λ dEλ,

i.e., Eλ = 0 para λ ≤ α. En consecuencia, para toda función f ∈ M0 se tiene
que

f(A)x =

∫ +∞

α

f(λ) dEλx, x ∈ D(f(A)).

Luego, es suficiente con que la función f esté definida en el intervalo [α,∞).

b) Si A : D(A) ⊂ X → X es un operador autoadjunto tal que existe una constante
β > 0 con 〈Ax, x〉 ≤ β ‖x‖2 ∀x ∈ D(A), con familia espectral {Eλ}λ∈R entonces
A tiene la representación integral

A =

∫ β

−∞
λdEλ,

i.e., Eλ = I para λ > β. En consecuencia, para toda función f ∈ M0 se tiene
que

f(A)x =

∫ β

−∞
f(λ) dEλx, x ∈ D(f(A)).

Luego, es suficiente con que la función f esté definida en el intervalo (−∞, β).

c) Si A : D(A) ⊂ X → X es un operador autoadjunto tal que

inf
x∈D(A):x  =0

〈Ax, x〉
〈x, x〉

.
= α, sup

x∈D(A):x  =0

〈Ax, x〉
〈x, x〉

.
= β,

con familia espectral {Eλ}λ∈R entonces A tiene la representación integrales

A =

∫ β

α

λdEλ,
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i.e., Eλ = 0 para λ ≤ α y Eλ = I para λ > β. En consecuencia, para toda
función f ∈M0 se tiene que

f(A)x =

∫ β

α

f(λ) dEλx, x ∈ D(f(A)).

Luego, es suficiente con que la función f esté definida en el intervalo [α, β).

Consideraremos ahora el siguiente caso particular, que es de especial interes en
la tesis. Sean T ∈ L(X ,Y) y A .

= T ∗T ∈ L(X ) con la familia espectral {Eλ}λ∈R
tal que

inf
x∈D(A):x  =0

〈T ∗Tx, x〉
‖x‖2

= α ≥ 0, sup
x∈D(A):x =0

〈T ∗Tx, x〉
‖x‖2

= ‖T‖2 .

Entonces para toda función f ∈M0 y x ∈ D(f(A)) se tiene que

f(A)x =

∫ +∞

−∞
f(λ) dEλx =

∫ ‖T‖2+

0

f(λ) dEλx = lim
ε→0

∫ ‖T‖2+ε

0

f(λ) dEλx.

Luego la función f puede ser restringida al intervalo
[
0, ‖T‖2 + ε

]
para algún

ε > 0.
Proposición B.13. (D��&	����� �� I����������́�)

Sean X ,Y espacios de Hilbert y T ∈ L(X ,Y). Entonces, para todo s > r ≥ 0, se
tiene que

‖(T ∗T )rx‖ ≤ ‖(T ∗T )sx‖ r
s ‖x‖1− r

s . (B.22)

Demostración. Sea {Eλ}λ∈R la familia espectral asociada al operador autoadjunto
T ∗T ∈ L(X ) y sean s > r ≥ 0. Entonces

‖(T ∗T )rx‖2 =

∫ +∞

−∞
λ2 r d ‖Eλx‖2 (por (B.6) )

Entonces, usando la Desigualdad de Hölder1 con p = s
r
, q = s

s−r
, f(λ) = λ2 r y g(λ) = 1,

se obtiene que

‖(T ∗T )rx‖2 ≤
(∫ +∞

−∞
(λ2 r)

s
r d ‖Eλx‖2

) r
s
(∫ +∞

−∞
d ‖Eλx‖2

) s−r
s

=

(∫ +∞

−∞
λ2 sd ‖Eλx‖2

) r
s (
‖x‖2

) s−r
s

=
(
‖(T ∗T )sx‖2

) r
s
(
‖x‖2

)1− r
s (por (B.6) )

=
(

‖(T ∗T )sx‖ r
s

)2 (

‖x‖1− r
s

)2

,

de donde se sigue inmediatamente (B.22).

1
D�������	�	 	� H��	�� (para integrales): sean 1 < p, q < ∞ tales que 1

p
+ 1

q
= 1 entonces

∫

|f(λ)g(λ)| dλ ≤

(
∫

|f(λ)|p dλ

)
1

p

(
∫

|g(λ)|q dλ

)
1

q

.
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Proposición B.14. Sean X ,Y espacios de Hilbert, T ∈ L(X ,Y) y f una función
continua por tramos en el intervalo

[
0, ‖T‖2

]
. Entonces

(i) T f(T ∗T ) = f(T T ∗)T ;

(ii) T ∗f(TT ∗) = f(T ∗T )T ∗.

Demostración. Probaremos sólo (i) para el caso particular de f continua. En efecto,

si p(λ) =
N∑

j=0

aj λ
j es un polinomio, es natural definir

p(A)
.
=

N∑

j=0

aj A
j, ∀A ∈ L(X ).

En consecuencia, p(T ∗T )
.
=

N∑

j=0

aj(T
∗T )j. Así, para todo x ∈ X , se tiene que

T p(T ∗T )x = T
N∑

j=0

aj (T
∗T )jx =

N∑

j=0

aj T (T ∗T )jx

=
N∑

j=0

aj (T T
∗)j Tx = p(T T ∗)Tx.

Luego, T p(T ∗T ) = p(T T ∗)T .

Sea ahora f ∈ C
([

0, ‖T‖2
])
, por el Teorema de Aproximación de Weierstrass sabe-

mos que existe una sucesión de polinomios {pn}n∈N, con pn(λ) =
Nn∑

j=0

a
(n)
j λj tal que

‖f − pn‖∞ → 0 para n → ∞, donde ‖f − pn‖∞ = sup
λ∈[0,‖T‖2]

{
(f(λ)− pn(λ))

2}. Sea

{Eλ}λ∈R la familia espectral asociada a T ∗T :

‖f(T ∗T )x− pn(T
∗T )x‖2 =

∫ +∞

−∞
(f(λ)− pn(λ))

2 d ‖Eλx‖2

≤ sup
λ∈[0,‖T‖2]

{
(f(λ)− pn(λ))

2}
∫ +∞

−∞
d ‖Eλx‖2

= ‖f − pn‖∞ ‖x‖
2 → 0 para n→∞.

Así, pn(T
∗T )x

n→∞→ f(T ∗T )x, ∀x ∈ X . En forma análoga se prueba que
pn(T T

∗)y
n→∞→ f(T T ∗)y, ∀y ∈ Y. En consecuencia, para todo x ∈ X se tiene que

T f(T ∗T )x = T lim
n→∞

pn(T
∗T )x

= lim
n→∞

T pn(T
∗T )x (pues T es continuo)

= lim
n→∞

pn(T T
∗)Tx

= f(T T ∗)Tx.

Luego, T f(T ∗T ) = f(T T ∗)T , como se quería probar.
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Proposición B.15. Sean X ,Y espacios de Hilbert y T ∈ L(X ,Y). Entonces

R(T ∗) = R
(

(T ∗T )
1
2

)

.

Demostración. Sean {Eλ}λ∈R y {Fλ}λ∈R las familias espectrales asociadas a los ope-
radores autoadjuntos T ∗T ∈ L(X ) y T T ∗ ∈ L(Y), respectivamente. Definamos para
ρ > 0

fρ(λ)
.
=

1

λ
χ[ρ,∞)(λ) =

{
1
λ
, λ ≥ ρ

0, λ < ρ
.

Notar que fρ ∈M0. Entonces
∫ +∞

ρ

1

λ2 d ‖FλTx‖2 =

∫ +∞

−∞
f 2
ρ (λ) d ‖FλTx‖2

= ‖fρ(TT ∗)Tx‖2 (por (B.6) )

= ‖T fρ(T ∗T )x‖2 (por Proposición B.14 (i) )

= 〈T fρ(T ∗T )x, T fρ(T
∗T )x〉

= 〈fρ(T ∗T )x, T ∗T fρ(T
∗T )x〉

=
〈

fρ(T
∗T )x, (T ∗T )

1
2 (T ∗T )

1
2 fρ(T

∗T )x
〉

=
〈

(T ∗T )
1
2 fρ(T

∗T )x, (T ∗T )
1
2 fρ(T

∗T )x
〉

=
∥
∥
∥(T ∗T )

1
2 fρ(T

∗T )x
∥
∥
∥

2

=

∫ +∞

−∞
λ f2

ρ (λ) d ‖Eλx‖2 (por (B.6) )

=

∫ +∞

ρ

1

λ
d ‖Eλx‖2 .

Tomando límite para ρ→ 0 se tiene que
∫ +∞

0

1

λ2 d ‖FλTx‖2 =

∫ +∞

0

1

λ
d ‖Eλx‖2 . (B.23)

Probaremos ahora que R(T ∗) = R
(

(T ∗T )
1
2

)

. Entonces

x ∈ R(T ∗) ⇐⇒ ∃ y ∈ Y : x = T ∗y

⇐⇒ ∃ y ∈ Y : Tx = T T ∗y ∧ x ∈ N (T )⊥

⇐⇒ Tx ∈ R(T T ∗) ∧ x ∈ N (T )⊥

⇐⇒ Tx ∈ D
(
(T T ∗)†

)
∧ x ∈ N (T )⊥

⇐⇒
∫ +∞

0

1

λ2 d ‖FλTx‖2 <∞ ∧ x ∈ N (T )⊥ (por (B.23) )

⇐⇒
∫ +∞

0

1

λ
d ‖Eλx‖2 <∞ ∧ x ∈ N (T )⊥

⇐⇒ x ∈ D
(

(T ∗T |N (T )⊥)−
1
2

)

∧ x ∈ N (T )⊥

⇐⇒ x ∈ R
(

(T ∗T )
1
2

)

,

como se quería probar.
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