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RESUMEN 
 
Tesis: MODELACION Y ANALISIS COMPUTACIONAL DE SUELOS 
PARCIALMENTE SATURADOS 
 
Director: Dr. Ing. Civil Guillermo Etse 
 

En este trabajo se propone un modelo para suelos parcialmente 
saturados en el cual el comportamiento de estos materiales se describe como 
una generalización del comportamiento elastoplástico introduciendo dos 
variables independientes del estado de tensiones. Para ello se emplea el valor 
de la succión ( )wa pp −=s  y la presión neta total ( )app− , siguiendo la propuesta 
de Alonso et al. (1990), donde p  representa la componente hidrostática del 
tensor de tensiones totales, wp  representa la presión del agua y ap  la presión 
del aire ó fase gaseosa dentro de los vacíos del suelo. 
El modelo elastoplástico formulado en este trabajo, para medios cohesivos 
friccionales parcialmente saturados, resulta de una extensión del modelo MRS-
Lade desarrollado por Macari, Runneson y Sture [Sture et al. (1989)]. Este, a su 
vez resulta de una modificación del modelo de tres invariantes propuesto para 
suelos granulares por Lade (1972). Por lo tanto el modelo propuesto se 
denomina Modelo Extendido de MRS-Lade. 
El modelo extendido de MRS-Lade es formulado en el espacio tensional 
definido por los tres invariantes de tensiones netas y la succión, que es 
involucrada como una componente tensional adicional.   
Para la integración numérica del modelo se han desarrollado  algoritmos 
numéricos eficientes basados  en métodos iterativos y de interpolación inversa  
de orden adaptativo para mejorar la convergencia a la solución. 
El modelo así logrado se valida comparando la predicción del comportamiento 
mecánico de suelos parcialmente saturados en términos de curvas tensión 
deformación con resultados de ensayos triaxiales y edométricos de 
reconocidos autores sometidos a diversos caminos e historias de carga. 
La formulación de modelos constitutivos reviste también importancia desde el 
punto de vista de sus predicciones en cuanto al tipo de falla de suelos que se 
desarrollan, sea esta dúctil o frágil. En este sentido, es sabido que los suelos 
parcialmente saturados pueden conducir a fallas que cubren el amplio espectro 
de modos dúctiles y frágiles dependiendo, no solamente de sus propiedades 
mecánicas, sino también del grado de saturación.  
En esta tesis se generaliza el indicador de falla localizada ó frágil de las teorías 
continuas anelásticas al caso particular de modelos basados en la teoría 
elastoplástica de medios porosos parcialmente saturados.    
Este indicador matemático permite establecer tanto la posibilidad concreta de 
una falla frágil la cual se corresponde con una discontinuidad o salto en el 
campo de deformaciones extendidas que caracterizan a los medios porosos.  
La contribución novedosa en esta tesis consiste en la deducción del tensor de 
localización extendido para medios parcialmente saturados, cuya singularidad 
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puede deberse tanto a una discontinuidad en el campo de la deformaciones 
clásicas de medios continuos ó en el campo de las succiones. Esto otorga una 
complejidad ulterior a los medios porosos que responde a una mayor 
potencialidad de ocurrencia de fallas localizadas en relación a medios 
continuos inelásticos. 
En definitiva, se formula un nuevo indicador matemático para discontinuidades 
cinemáticas e hidráulico-gaseoso (succión) cuya solución explícita involucra 
también información relativa a las direcciones críticas de estos saltos o 
discontinuidades.  
Se analiza detalladamente los problemas y soluciones de valores de borde de 
medios continuos parcialmente saturados sometidos a condiciones de cargas 
mecánicas e hidráulicas variables. Adicionalmente se investiga la correlación 
entre las inestabilidades o fallas locales (a nivel material) y las inestabilidades o 
colapso globales (a nivel de elemento finito o estructural), así como la dirección 
crítica de las formas localizadas de falla. 
Además, se estudia mediante elementos finitos, la estabilidad de un talud con 
una base en la cresta bajo condiciones de saturación variables, 
determinándose la capacidad del modelo formulado para predecir la respuesta 
global del sistema y su forma y mecanismo de falla, el que a su vez es 
comparado con otras predicciones. 
También se incluye una simulación de la falla de taludes en ríos de llanura, por 
efecto de la infiltración de agua para corroborar la capacidad predictiva del 
modelo y algoritmos propuestos respecto de un problema real que involucra 
acoplamiento hidráulico-mecánico. 
 

ABSTRACT 
In this paper we propose a model for partially saturated soils in which the 

behaviour of these materials is described as a generalization of elastoplastic 
behaviour introducing two independent variables of the state of stress. This 
uses the value of suction ( )wa pp −=s  and the total net pressure ( )app− , 
following the proposal of Alonso et al. (1990), where p  represents the 
component of hydrostatic total stress tensor, wp  represents the water pressure 
and  ap  the pressure of air or gas phase within the voids of the soil.  
The elastoplastic model formulated in this work, for media cohesive frictional 
partially saturated, it is an extension of the MRS-Lade model developed by 
Sture et al (1989). This in turn results from a change in the three-invariant 
model proposed for granular soils by Lade (1989). Therefore the proposed 
model is called Extended Model MRS-Lade. 
The model extended the MRS-Lade is formulated in the space stress defined by 
the three invariants of the net stress and suction, which is involved as an 
additional component of the stress. For the numerical integration of the model 
have developed efficient numerical algorithms based interpolating iterative 
methods and adaptive inverse order to improve the convergence of the solution. 
The model thus made the prediction is validated by comparing the mechanical 
behavior of partially saturated soils in terms of  strain stress curves with results 
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of triaxial and edometric test of renowned author and undergoing various paths 
and stories of loads. 
The formulation of constitutive models is also important from the standpoint of 
their predictions regarding the failure type of soil that are developed, this is 
ductile or brittle. In this regard, it is known that the partially saturated soils can 
lead to failures that cover the broad spectrum of ductile and brittle modes 
depending not only on their mechanical properties, but also the degree of 
saturation. In this thesis is generalized indicator of localized or brittle failure of 
inelastic theories continued the particular case of models based on the 
elastoplastic theory of partially saturated porous media. 
This indicator allows both the mathematical possibility of a failure which 
corresponds to a discontinuity or jump in the field of extended strains that 
characterize the porous media. The novel contribution in this thesis is 
formulated the localization tensor issued to partially saturated media, whose 
uniqueness can be due to a discontinuity in the field of classical continuum 
deformation or in the field of suction. This gives a further complexity to the 
porous media that due to a greater potential for occurrence of faults located on 
a continuum inelastic. 
In short, it is a new indicator mathematical formula for cinematic discontinuities 
and water-gas (suction) solution which also involves explicit information on the 
critical directions of these jumps or discontinuities. Discusses in detail the 
problems and solutions of boundary value continuum unsaturated subjected to 
loads of mechanical and hydraulic variables. Research the correlation between 
the local instabilities (a material level) global instability or collapse (at the level 
of finite or structural element) and the critical direction of the localized failure. 
In addition, studies using finite elements, the stability of a slope with a ridge on 
the footing under conditions of saturation variables, determining the ability of the 
model developed to predict the response of the system and its overall shape 
and mechanism of failure, which in its time is compared with other predictions. 
Also included is a simulation of the failure of slopes in plain rivers, the effect   
the infiltration of water to corroborate the predictive ability of the model and 
algorithms proposed for a realistic problem that involves coupling hydraulic 
mechanic 
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CAPITULO  I 

INTRODUCCIÓN 

 
1.  DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

1.1. LA NATURALEZA DE LOS SUELOS 
Los materiales que constituyen la corteza terrestre son clasificados en 

dos categorías: suelo y roca. Se llama suelo a todo agregado natural de 
partículas minerales separables por medios mecánicos de poca intensidad, 
como por ejemplo agitación en agua. Por el contrario, roca es un agregado de 
minerales unidos por fuerzas cohesivas poderosas y permanentes. Los suelos 
son el producto de la descomposición física y química de las rocas. Si dichos 
productos se encuentran en el mismo lugar de origen constituyen los suelos 
residuales. Las arenas (partículas gruesas del suelo), las arcillas (fracción fina) 
y los limos (tamaño intermedio), que resultan de la desintegración de las rocas, 
pueden ser transportados por la gravedad, el viento, el agua o el hielo y 
depositados en otros lugares, constituyendo los denominados suelos 
transportados ó sedimentarios. 
Los suelos no son sólidos simples, son cuanto menos sistemas de dos fases: 
partículas sólidas y un liquido ó bien partículas sólidas y un gas. Con mucha 
frecuencia son sistemas de tres fases: partículas sólidas, un liquido y un gas, 
generalmente el liquido es agua y el gas aire con vapor de agua [Jiménez 
Salas et al. (1981), Lambe et al. (1972)]. 
Según el tamaño de los granos los suelos se clasifican en: gravas (tamaño 
mayor a 2 mm), arenas (de 2.00 mm a 0.05 mm), limos (de 0.05 mm a 0.005 
mm) y arcillas (tamaño menor a 0.005 mm) [ASTM (1950)]. 
Las principales propiedades de los granos de suelos son la forma y el tamaño y 
en los suelos arcillosos las características mineralógicas de las partículas.  
La estructura de un suelo  hace referencia a la orientación y distribución de las 
partículas dentro de su masa y a las fuerzas entre dichas partículas. Esta 
estructura puede describirse como: simple ó granular, flocular y dispersa. Una 
representación de dichas estructuras se grafica en Figuras 1.1a y 1.1b. Se dice 
que un suelo es granular ó de estructura simple si esta constituido por granos 
redondos o angulosos pero esencialmente individualizados, como ocurre con 
los suelos de granos gruesos por ejemplo gravas y arenas. En ellos cada grano 
tiene puntos de contacto con sus vecinos, de manera que el conjunto es 
estable aunque no hubiera fuerzas de adherencia en dichos puntos. El volumen 
de vacíos en tales suelos es relativamente reducido y susceptible de variar 
entre límites restringidos. El acomodamiento de los granos puede ser compacto 
o suelto  y las propiedades del conjunto se ven muy afectadas por el grado de 
compacidad. El comportamiento de estos dependerá además de la graduación 
de tamaños, forma de las partículas y composición mineralógica. 
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En el caso de los suelos finos, como las arcillas, no es posible una estructura 
compacta semejante debido a las fuerzas electroquímicas de atracción entre 
las diminutas partículas escamosas. Durante el proceso de sedimentación, 
estas fuerzas hacen que las partículas se agrupen constituyendo racimos 
sueltos llamados flóculos, resultando una estructura flocular ó en panal, cuyo 
volumen de vacíos es mucho mayor que en la estructura granular. La rotura de 
esta estructura original arracimada y muy suelta de los suelos finos se traduce 
en una fuerte deformación volumétrica del mismo. A esto se debe en gran 
medida el hecho que la porosidad y el contenido de humedad de los suelos 
finos, lo mismo que la amplitud de la variación de su densidad sea grande en 
comparación con las arenas [Tschebotarioff (1972)].  
La Figura 1.1b ilustra, según Casagrande (1940), la estructura flocular de las 
arcillas limosas, en la que las partículas de arcillas floculadas entre los granos 
de limos están comprimidas en los puntos de contacto con estos granos por el 
peso de las capas superiores, formando un armazón resistente, dentro del cual 
hay una gran cantidad de vacíos. Si por alguna razón, estos vínculos entre 
granos se rompen, se destruye la armazón resistente produciendo grandes 
deformaciones volumétricas. 
 

 
(a)   (b) 

 
Figura 1.1a: Estructuras del suelo: (a) granular y (b) dispersa 

 

 
 

Figura 1.1b: Estructura flocular  de las arcillas. 
En la estructura dispersa los bordes, esquinas y caras de las laminas de 
arcillas tienen cargas eléctricas semejantes, por lo que las partículas se repelen 
entre si y toman posiciones paralelas. Aunque la estructura dispersa pudiera 
haber estado muy suelta cuando se efectuó la sedimentación, la presión puede 
obligar a las placas adyacentes a alzanzar un estado más denso, más 
fácilmente que si poseyeran estructura flocular [Peck et al. (1982)]. 
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Las arcillas  poseen una naturaleza coloidal y de ella derivan otras propiedades 
físico químicas como la capacidad de formar dispersiones permanentes, de 
intercambiar cationes con la solución y un arreglo espacial que es el 
responsable de su plasticidad. Estas propiedades permanecen aun para un 
amplio intervalo del contenido de humedad [Petersen et al. (1975)]. 
La distinción entre limos y arcillas no se basa únicamente en el tamaño de las 
partículas, que son microscópicas,  porque las propiedades físicas importantes 
de estos materiales están relacionadas indirectamente con dicho tamaño, por 
ejemplo los limos presentan comportamiento friable ó de muy baja plasticidad y 
tienen mayor permeabilidad y menor cohesión que las arcillas. 
La mayor parte de los suelos naturales se componen de una mezcla de dos ó 
más de estos elementos descriptos anteriormente y se los denomina con el 
nombre de la fracción que tiene mayor influencia en su comportamiento y las 
otras se usan como adjetivos. Así, una arcilla limosa tiene predominantemente 
las propiedades de una arcilla, pero contiene una cantidad significativa de limo 
[Peck et al. (1982)]. 
De acuerdo con Terzaghi et al. (1948) las propiedades más significativas de los 
suelos son: para suelos granulares friccionales, la densidad relativa ó 
compacidad y para los suelos puramente cohesivos, la consistencia. 
Indudablemente, la propiedad más importante  de los suelos finos en estado 
natural es la consistencia, que se expresa como: consistencia plástica blanda, 
media, firme ó dura. Como estos términos son imprecisos la consistencia de un 
suelo cohesivo se expresa en función de su resistencia a la compresión simple 

uq  ó bien en función del valor de su cohesión no drenada uc .  

1.1.2. Suelos parcialmente saturados 
Al ser los suelos medios porosos la característica de los fluidos que 

contengan sus vacíos condiciona su comportamiento. 
El agua contenida en los poros del suelo puede tener dos orígenes: el “agua de 
sedimentación” es la que ha quedado incluida en los vacíos  durante el proceso 
sedimentario al producirse el depósito de las partículas ó bien la proveniente de 
la lluvia, ríos ó deshielos como “agua de infiltración”. 
Se denomina “nivel freático ó napa freática” el lugar geométrico de los puntos 
en los que la presión del agua dentro de los poros del suelo es igual a la 
atmosférica.  
Por debajo del nivel de la napa freática, el suelo se encuentra saturado y la 
presión de poros ó presión intersticial es positiva. Por encima del mismo existe 
el agua capilar, cuya presión es negativa. En toda la zona capilar el agua está 
en comunicación con la freática. Por encima de la zona capilar se encuentra el 
“agua de contacto”, sin comunicación con la de la zona inferior y el terreno, 
naturalmente, no está  saturado y la presión del agua es también negativa 
[Jiménez Salas et al (1981)]. Por lo tanto, en esta zona el suelo se halla  
parcialmente saturado y sus poros se encuentran ocupados parte por aire y 
parte por agua y la presión resultante viene dada por la diferencia entre la 
presión del aire ap  y la presión del agua wp  que se denomina succión 
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( )wa pp −=s , como se indica en la Figura 1.2. [Fredlund (1979), Fredlund 
(1995)]. 
 

 
Figura 1.2. Clasificación de los suelos atendiendo a sus propiedades 

hidráulicas a nivel mesoscópico. 
Se denomina suelos parcialmente saturados a los que tienen presiones de 
poros negativas, generalmente suelen estar cerca de la superficie del terreno y 
están fuertemente influenciados por la condiciones del medio ambiente. Dentro 
de ellos podemos citar una amplia gama de suelos con comportamientos muy 
diferentes entre sí, a saber [Lloret et al. (1980), Alonso (1998), Alonso et al. 
(1995), Gens (1995), Gens et al. (1995), Grigorian (1997), Puppala et al. 
(2006)]: 

• Suelos de climas áridos 
• Suelos colapsables 
• Suelos residuales 
• Suelos expansivos 
• Suelos compactados 

 
Dentro de los suelos de climas áridos se distinguen los denominados loess, 
característicos de las zonas áridas y semiáridas. En tales regiones que pueden 
estar tanto en climas fríos como muy cálidos, reviste gran importancia la 
erosión debida al viento que transporta grandes cantidades de polvo (limos) 
intercalados con granos de arena fina sueltos. Al disminuir la velocidad del 
viento se depositan los granos de arena de mayor tamaño, mientras que las 
partículas más finas, de tamaño generalmente menores a 74 micrones van más 
lejos y forman los depósitos conocidos en la mecánica de los suelos como 
loess. Estos depósitos de loees son de espesores importantes, muy 
característicos en cuanto al tamaño y uniformidad de sus granos. Tienen 
relativamente poca ó nula cohesión, el agua los erosiona fácilmente y su 
comportamiento es muy inestable sobre todo en condiciones de incremento de  
su humedad [Tschebotarioff (1972)].  
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Generalmente están constituidos por limos y mezclas de limos y arcillas, con 
contenido escaso de granos de arena fina. Estos loess, como los de nuestra 
región centro y noroeste del país, presentan a su vez característica colapsable, 
es decir que por incremento del contenido de humedad en sus poros hasta 
valores cercanos a su límite líquido, experimentan la rotura de su estructura 
flocular ó dispersiva experimentando rápidas deformaciones volumétricas.  
En Figura 1.3 se observa el corte vertical de una calicata en suelo loéssico con 
contenido de humedad natural bajo. Con este contenido de humedad natural 
bajo es aparentemente un suelo de gran estabilidad pero el efecto que produce 
su colapso por humedecimiento a valores críticos en las estructuras se muestra 
también en Figura 1.3. 
De acuerdo con Larionov (1968), el colapso es debido a un complejo 
mecanismo físico químico inducido por diversos factores: características 
químicas y mineralógicas el suelo, tipo de estructura, elevada porosidad, bajo 
contenido de humedad y pobre resistencia de los agregados a la acción erosiva 
del agua. Las causas principales que predisponen a un suelo a poseer 
propiedades colapsables son: alta porosidad (>40%), bajo grado de saturación 
(menor a 60%), elevado contenido de partículas finas (superiores al 30%) y 
elevada dispersividad a la acción del agua [Grigorian (1997)].  
Los suelos compactados también pueden experimentar estos fenómenos, por 
ejemplo en un suelo de características arcillosas que ha sido compactado del 
lado seco de la curva del ensayo de compactación (Proctor), la orientación de   

       
 
Figura 1.3 Suelo Loéssico y efecto del colapso del suelo en vivienda cimentada 

sobre platea (Santiago del Estero, Argentina) 
las partículas es muy inferior y con mayor cantidad de macroporos a la que se 
logra cuando se la compacta con contenido de humedad mayor a la óptima. La 
humedad óptima se define como el contenido de humedad para el cual se 
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obtiene en el ensayo de compactación, para una energía determinada, la 
densidad seca máxima. 
La orientación de las partículas aumenta con las deformaciones de corte a que 
es sometido el suelo durante la compactación. Un suelo compactado del lado 
seco del óptimo ofrece más resistencia y por ello el esfuerzo de compactación 
se gasta en reducir volumen principalmente pero no produce deformaciones 
por corte importantes.  Por el contrario, al compactarse del lado húmedo del 
óptimo la resistencia es menor  y el esfuerzo de compactación produce el 
deslizamiento de las partículas unas sobre otras, produciendo paquetes de 
partículas paralelas.  
El fenómeno de colapso también puede producirse en suelos que sean 
compactados del lado seco del óptimo, es decir con contenidos de humedad 
menor al óptimo [Jiménez Salas et al (1981, a)].  
Brito Galväo et al. (1995) informan de casos de suelos lateríticos que 
experimentan también fenómenos de colapso.  La meteorización química 
intensa, en regiones tropicales y subtropicales con lluvias abundantes y 
temperaturas elevadas, produce un intenso drenaje ó “deslave” en los perfiles 
de terrenos arcillosos cuyos minerales se descomponen liberando su sílice que 
puede llegar a desaparecer. Estos suelos están constituidos principalmente de 
óxido de aluminio ó de óxidos hidratados de hierro ó bien la fracción fina 
consiste en agregados limosos cementados por mineral de óxido de hierro, 
conformando lo que se conoce como suelos lateríticos ó lateritas [Peck et al. 
(1982)]. En ellos la fracción fina arcillo limosa está cementada con óxidos de 
hierro, cuyo mineral constitutivo, sea este caolinita, hematina ó gibosita (óxido 
de alumnio hidratado, Al(OH)3) posee carga superficial que depende del pH del 
suelo. En su trabajo indican el importante rol que cumplen el mineral que 
constituye la fracción arcillosa, las fuerzas de adhesión entre partículas y los 
fenómenos de capilaridad en el comportamiento del suelo parcialmente 
saturado. 
El fenómeno de la expansión de los suelos también está relacionado con 
cambios en el contenido de humedad, los que  a su vez están regidos por las 
leyes de transferencia de agua. Además este fenómeno expansión está 
directamente asociado con las características mineralógicas de las arcillas que 
determinan el tipo de estructura, por lo que para una comprensión de estos 
fenómenos se debe tener en cuenta este aspecto microestructural [Alonso 
(1998)].  

1.2 EVOLUCIÓN HASTA EL PRESENTE DEL CONOCIMIENTO SOBRE 
EL COMPORTAMIENTO HIDROMECÁNICO DE SUELOS  NO SATURADOS 

1.2.1 Medios porosos saturados 
El desarrollo de las teorías básicas, como el concepto de tensión, la 

teoría de la elasticidad, las leyes fundamentales de Delesse (1848), Fick (1855) 
y Darcy (1856), y la formulación de la teoría de mezclas de Maxwell y Stefan 
(1872), así como las leyes de la termodinámica, han proporcionado la base 
teórica para el estudio del comportamiento de los sólidos. 
Desde principios del siglo pasado se han realizado progresos notables en la 
formulación de la teoría de medios porosos, debido a grandes avances como 
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ser: el descubrimiento e investigación de importantes efectos mecánicos 
conocidos como la fricción, capilaridad y la tensión efectiva en los sólidos 
porosos saturados rígidos y en segundo lugar por el avance en el estudio del 
los sólidos porosos saturados deformables.  
El descubrimiento del comportamiento de los medios porosos saturados 
deformables y la formulación inicial de la teoría de medios porosos se deben  a 
Paul Fillunger (1913) y a Karl von Terzaghi (1923). En 1923 Terzaghi formula 
su “Teoría de la consolidación”  con la resolución mediante ecuaciones 
diferenciales parciales del problema de la consolidación unidireccional de las 
arcillas. Cuando una carga aplicada a un suelo se hace variar repentinamente, 
esta variación es absorbida conjuntamente por el fluido intersticial y el 
esqueleto mineral. La variación de la presión intersticial obliga al agua de los 
poros a moverse a través del suelo, con lo cual las propiedades de dicho suelo 
varían con el tiempo. A este proceso de expulsión gradual del agua se 
denomina consolidación.  
Para su resolución se asumen las siguientes hipótesis [de Boer (2000), J.Salas 
et al. (1981, a)]: 

• El modelo es binario: consistente en una fase líquida incompresible 
(agua) y otra fase sólida también incompresible (partículas de arcillas) 

• Los poros están homogéneamente distribuidos en la masa de suelo. 
• Se considera un problema unidimensional, con solo dos variables 

independientes la coordenada z y el tiempo t. 
• El proceso de consolidación es isotermal. 
• Flujo unidimensional. 
• Validez de la ley de Darcy. 
• No se consideran efectos viscosos. 
• Los desplazamientos y las deformaciones son pequeños (deformación 

infinitesimal). 
Biot generalizó la teoría de  consolidación de Terzaghi extendiéndola para el 
caso tridimensional, y formulando las ecuaciones para cualquier tipo de carga 
arbitraria. La teoría asume el comportamiento isotrópico y lineal elástico del 
suelo y se discuten un número de constantes físicas necesarias para 
determinar las propiedades y poder desarrollar ecuaciones  para predecir el 
estado tensional y asentamientos en problemas tridimensionales, lo que tuvo 
inmensa influencia en la descripción del comportamiento de los medios 
compresibles saturados en las últimas décadas [Biot (1935), Biot (1941, a)]. 
El comportamiento del suelo y de otros materiales como el  concreto, en la que 
los poros de la fase sólida están llenos de un fluido, no puede ser descrito 
como material de una sola fase. De hecho, puede ser una cuestión abierta si tal 
material poroso, como se muestra en la Figura 1.4, se puede tratar por los 
métodos de mecánica de medios continuos. En ella se ilustran dos materiales 
diferentes: el primero tiene una estructura granular suelta, por lo general no 
cementada, las partículas están en contacto unas con otras y el segundo es 
una matriz sólida con poros interconectados entre si. 
La respuesta a la pregunta sobre la posibilidad de su tratamiento como un 
continuo es evidente. Siempre que la dimensión de interés y de los 
infinitesimales dx y dy, sean suficientemente grandes en comparación con el 
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tamaño de los granos y los poros, es evidente que la aproximación a un medio 
continuo es aceptable. 

 
Figura 1.4: Idealización de la estructura de sólidos porosos saturados: a) 

material granular, b) sólido con vacíos interconectados. 
Es evidente que las fuerzas intergranulares pueden ser afectadas por la 
presión en el fluido p  para una sola fase, ó las presiones 1p  y 2p , etc., sin hay 
más fases presentes. Por lo tanto el esfuerzo resultante en la parte sólida del 
medio poroso, del que dependen tanto la deformación como la falla del 
material, solo podrá determinarse si se conocen los valores de dichas 
presiones intersticiales.  
Utilizando el concepto de “tensión efectiva” es posible reducir el problema de la 
mecánica del suelo a un problema del comportamiento de material de una sola 
fase [Zienkiewicz et al. (1999)].  
El principio de “presión efectiva”, formulado por Terzaghi [Terzaghi (1923), 
Terzaghi et al. (1948)] define a dicha presión efectiva como “presión total 
menos presión neutra”, wpσσ −=′ , la que se considera como una variable 
adecuada que define el estado de tensiones de los suelos saturados, en donde 
la presión neutra wp  es la presión intersticial ó presión del agua en los poros. 
El concepto de tensión efectiva está basado en el equilibrio de fuerzas en el 
sistema compuesto por partículas, líquido y gas. El equilibrio de las fuerzas en 
la sección transversal es 

( )wsws AAAAAP −−++= aws ppp     (1.1) 
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Figura 1.5. El principio de tensión efectiva: equilibrio de fuerzas entre fases. 

Donde P  es la fuerza normal en la sección, sp  la presión de contacto entre 
partículas sólidas, sA  sección de contacto entre partículas, wA  sección de 
contacto agua sólido, wp  y ap  presión del agua y aire en los poros 
respectivamente. Dividiendo ambos términos de la ec. (1.1) por la sección 
transversal total de la partícula A  
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( ) ( ) ( )( )χaaaχaχa −−−+−+=−−++= 1pp1pp1pppσ wawsaws    (1.3) 

Se obtiene la ecuación de la tensión total σ , en donde a  y χ  son la relación de 
área de contacto sólido-sólido y agua respecto a la sección total, 
respectivamente. Obsérvese que la relación χ  no solo indica la relación de 
área del líquido en contacto sobre el área transversal de la sección y que 
dependerá del grado de saturación, sino que también será una medida de la 
tensión superficial.  
Si el suelo esta saturado entonces 01 =−− χa , la ec. (1.3) resulta 

( )aa w −+= 1ppσ s       (1.4) 

La relación a  es muy pequeña comparada con la sección transversal para 
niveles bajos de tensiones y aunque tienda a cero, sp  se incrementa, por lo 
que, definiendo como “tensión efectiva” a asp , la ec. (1.4) se escribe 

wpσσ −=′        (1.5) 

Que es la ecuación de la presión efectiva para suelos saturados. 

1.2.2 Medios porosos parcialmente saturados 
Las ec. (1.1) á (1.3) indican la presencia de tres fases, sólida, líquida y 

gaseosa en la ecuación de equilibrio, y la presión relativa de las fases líquida y 
gaseosa influyen en el comportamiento de los suelos.  
Para suelos parcialmente saturados, la  ecuación de la presión “efectiva” 
equivalente requiere el uso de dos variables tensionales independientes que se 
obtienen combinando la presión total y la presión del agua y aire en los poros. 
Las variables adoptadas generalmente son la presión normal neta ( )apσ−  y la 
succión de matriz ( )wa pp −  [Fredlund et al. (1993)] 

Bishop (1959), propuso una fórmula para la presión “efectiva” para los suelos 
parcialmente saturados que es equivalente a la que Terzaghi formulara para 
suelos saturados 

( )waa pppσσ −+−=′ χ     (1.6) 
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Donde σ′  es la presión “efectiva”, ap  la presión del aire, wp  la presión del agua 
en los poros y χ  un parámetro que depende del grado de saturación rS  , tipo 
de suelo y efectos de histéresis según la trayectoria que ha seguido el suelo 
para alcanzar su estado actual, no tan solo de tensiones sino también de 
humedad y que varía de cero para suelo seco a uno para suelo saturado, como 
se observa en Figura 1.6. 
La ec. (1.6) ya no tiene por lo tanto, el mismo grado de valor prácticamente 
absoluto como la de Terzaghi, ya que depende  de un parámetro 
esencialmente variable  como es χ . Además es preciso demostrar dos cosas: 

• Que variando de cualquier manera   ( )wa pp −  por un lado y ( )apσ−  por 
otro, de modo que el valor de σ′  permanezca constante, no se produce 
cambio en el suelo. 

• Que el comportamiento del suelo, en todos los aspectos que 
consideramos, depende solamente de la presión así calculada y que 
solo en este caso podría recibir el nombre de “efectiva”. 

Varios ensayos experimentales han puesto en evidencia  la no validez del 
principio de presión efectiva en suelos parcialmente saturados y la razón de 
esto es que la succión y la carga externa aplicada a un elemento  actúan de 
diferente manera sobre el esqueleto del suelo. Jennings y Burland (1962) 
presentaron resultados de ensayos edométricos y de compresión isotrópica 
para suelos de granulometrías distintas desde arcillas a arenas. Matyas (1963) 
y Matyas et al. (1968) pusieron de manifiesto las discrepancias de la realidad 
con esta hipótesis y Bishop y Blight (1963) reexaminaron el asunto 
críticamente. 
 

 

 
Figura 1.6 Valores de χ  en función de rS para diferentes suelos [Zerhouni M.I. 

(1991), Nuth M. y Laloui L. (2007)] 
De todo ello resulta que, en primer lugar, la variación del coeficiente χ  no 
permite que la ec. (1.6) tenga sentido real y en segundo lugar, que el valor de 
χ no es único, sino que se deben considerar dos valores distintos, uno para 
cálculo de resistencia y otro para las deformaciones. El rango de variación de 
χ  para la resistencia es reducido, por lo que la ec. (1.6) es más adecuada para 
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tratar los problemas de rotura. En la deformación, en cambio, la variación de χ  
es grande e incluso se encuentran valores negativos.  
Jennings y Burland (1962) comparando el modelo teórico de Bishop y Donald 
(1961) con ensayos experimentales establecen que  para un fenómeno de 
colapso χ  es positivo mientras que para una expansión el valor es negativo. 

Aitchison (1965) identifica tres posibles fuentes de error cuando se emplea el 
criterio de presión efectiva: 

• La presión del aire debe incluirse como variable independiente 
• Los cambios en la presión intersticial son causados no solo por el 

aumento de tensiones, sino también por otros factores hidráulicos. 
• El principio de presión efectiva no es aplicable a suelos con 

comportamientos complejos (ej. suelos cementados, etc.) 
Según Newland (1965) estas anomalías corresponden a la existencia de dos 
partes de distinta naturaleza en la presión que denominamos “efectiva” en 
suelos no saturados. Una de ellas actúa de modo diferente a lo visto en suelos 
saturados, se trata de fuerzas que aparecen en los meniscos situados en los 
mismos contactos entre partículas y actúan normalmente al plano tangente a 
las mismas. Se trata de tensiones endógenas y éstas aumentan la resistencia a 
la separación ó al deslizamiento en los puntos de contacto entre ellas.  
En cambio las fuerzas exógenas, como la que produce la tensión efectiva, 
producen la tendencia al deslizamiento ó reordenamiento de partículas.  
De esta manera, se puede explicar el fenómeno de colapso, las tensiones 
endógenas refuerzan la estructura del suelo como una fuerza cohesiva, si la 
disminuimos (p.ej. incrementando el contenido de humedad) e incluso 
aumentamos el sumando exógeno, pretendiendo conservar el valor de la 
tensión “efectiva” según la ec. (1.6), se producirán reordenamiento de las 
partículas y el colapso. 
Por lo tanto, no es conveniente el uso de una variable tensional única y debe 
incluirse la succión como segunda variable independiente. 
Matyas y Radhakrisna (1968) concluyen, que es necesario plantear el problema 
mediante la utilización de tres variables definidas como: índice de poros ó 

relación de vacíos 
Vs
Vve =  (volumen de vacíos sobre volumen de sólidos), 

presión neta ( )apσ −  y la succión ( )wa pp − . De manera experimental 
determinan la superficie que expresa la función que las vincula y demuestran 
también que esta superficie es única y dentro de determinadas condiciones 
permanente para un tipo de suelo, definiendo el concepto de “superficie de 
estado”.  
En la Figura 1.7 se representa la superficie de estado en función de la relación 
de vacíos. En ella se observa que, ocurre un incremento del volumen del suelo 
(hinchamiento) para el humedecimiento con bajos valores de presión neta y 
una reducción de volumen (colapso) para el humedecimiento con valores 
elevados de presión neta [Escario et al. (1973), Wheeler y Karube (1995), 
Wheeler y Sivakumar (1995)]. 
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En la última década, el comportamiento de los suelos con contenido de 
humedad variable ha sido motivo de numerosas investigaciones teóricas, 
numéricas  y experimentales, en diferentes centros de investigación 
internacionales. Ensayos edométricos (compresión confinada) y ensayos de 
compresión triaxial con succión controlada (no drenados), han puesto en 
evidencia que, el humedecimiento a valores críticos ó la saturación del suelo 
bajo presiones de confinamiento variables pueden inducir deformaciones 
volumétricas irreversibles con grandes asentamientos que producen 
irremediablemente la falla (parcial o total) de la estructura que soportan [Matyas 
et al. (1968), Fredlund et al. (1977), Alonso et al. (1990)]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Figura 1.7. Superficies de estado (Matyas y Radhakrishna) 

El comportamiento mecánico de suelos expansivos parcialmente saturados ha 
sido investigado por medio de ensayos experimentales con diferentes caminos 
de carga y con succión controlada [Josa et al. (1987)].  
Ensayos edométricos con succión controlada de arcillas compactadas y 
mezclas de arenas arcillosas fueron realizados por Gheling et al. (1995), con el 
objeto de distinguir las componentes reversible e irreversible de la deformación. 
Los resultados obtenidos demostraron que  la deformación de hinchamiento 
plástico macroestructural disminuye continuamente con la presión de 
confinamiento y puede alcanzar valores negativos (colapso irreversible) a partir 
de una presión de confinamiento inferior al valor de la presión isotrópica de 
preconsolidación. 
Estos resultados indican que, la interacción entre las deformaciones 
microestructural y macroestructural que fuera sugerida por Gens et al. (1992), 
que predecía solo expansión de los macrovacíos con el hinchamiento 
microestructural, debe ser revisada y además, que existe un significativo y 
complejo acoplamiento entre la microestructura y macroestructura en términos 
de las deformaciones y tasa de deformaciones en suelos expansivos, lo que 
incrementa la complejidad en la formulación de modelos constitutivos. 
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El desarrollo de la mecánica de los suelos no saturados, ha permitido una 
generalización de la misma para validar  su aplicación para la gran mayoría de 
los suelos encontrados en la ingeniería práctica, con grados de humedad 
variables.  
Esta involucra el estudio de una gran diversidad de tipos de suelos, con una 
gama de propiedades muchas veces no comparables entre sí, como se ha 
descrito anteriormente. 

1.2.3. Definición de succión de matriz. 
La succión en un suelo parcialmente saturado está conformada por dos 

componentes denominadas: succión de matriz  y succión osmótica. A la  suma 
de ambas componentes se denomina succión total.  
La succión de matriz se define como la diferencia entre la presión del aire ap   y 
la presión del agua en los poros  wp , por lo tanto será ( )wa pp −=s . 

La succión osmótica es una función de la cantidad y tipo de sales disueltas en 
el agua de los poros. La ec. (1.6) sólo se aplica a agua pura, la presencia de  
solubles añade otro término para la succión, la succión osmótica [Fredlund y 
Rahardjo (1993), Mitchell (1993)]. La succión osmótica π  es también 
importante en los sistemas de suelo [Mitchell (1993), Tindall y Kunkel (1999)] y 
es igual a  
 

∆cTKπ =       (1.7) 
 

donde K es la constante de Boltzmann, T es la temperatura absoluta y ∆c  es 
la diferencia de concentración química a través de una membrana 
semipermeable [Porras Ortiz (2004)] .  
Esta componente de la succión, no es considerada en esta investigación por la 
razon que se invocan más adelante. 
La succión de matriz puede ser expresada mediante la ecuación de Laplace, 
que incluye el efecto de la tensión superficial sT  
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Cho y Santamarina (2001) proponen una expresión de la tensión efectiva 
equivalente basado en la micromecánica. Estas ecuaciones muestran la 
contribución de las fuerzas capilares a las fuerzas de contacto. 
Para un simple arreglo de partículas esféricas, la tensión efectiva equivalente 
se expresa 
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Para arreglo tetraédrico     
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Figura 1.7. Definición de los radios en la ecuación de Laplace. 
 
Donde R  es el radio de las partículas, sG  la gravedad específica y w  el 
contenido de agua. 
Lu et al. (2006) presenta el concepto de curva característica de tensión de 
succión basado en las fuerzas micromecánicas entre las partículas y el 
concepto clásico de tensión efectiva. Identifica tres tipos de fuerzas: a) fuerzas 
de contacto entre granos, b) fuerzas activas cerca de los contactos 
interpartículas y c) fuerzas pasivas que contrarrestan a las anteriores. 
La succión de matriz es la que interesa principalmente en la mayoría de los 
problemas de la ingeniería geotécnica, porque esta variable del estado de 
tensiones está fuertemente influenciado por los cambios ambientales [Schefler 
et al (1997)], ascensos y descensos de la napa freática, cambios del contenido 
de humedad por infiltración de agua superficial, etc. 
En la Figura 1.8 se representa la variación de las presiones de poros en los 
vacíos del suelo. 
La terminología de mecánica de suelos saturados y parcialmente saturados 
sugiere  que es el grado de saturación ó contenido de agua en los poros del 
medio el que distingue a ambas categorías. Debido a la dificultad de determinar 
con precisión el grado de saturación del suelo, el indicador para distinguir a 
ambos tipos de suelos es el valor de la presión de agua en los poros. Cualquier 
suelo con presión de agua en los poros negativa es considerado dentro de la 
mecánica de suelos como parcialmente saturado.  
Los principios físicos que se aplican para suelos secos son esencialmente los 
mismos que para los suelos saturados. La diferencia entre un suelo 
completamente saturado y otro seco se debe a la compresibilidad del fluido 
existente en sus poros. El agua en un suelo saturado es esencialmente 
incompresible. En cuanto aparecen burbujas de aire contenida en los poros  se 
torna compresible. El caso más corriente en la ingeniería práctica es cuando el 
aire y el agua forman un continuo a través de los vacíos del suelo [Fredlund  
(1995)].  
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Figura 1.8.  Variación de las presiones de poros en el suelo. 

1.3  ESTADO DEL ARTE DE LA MODELACIÓN DEL COMPORTAMIENTO 
HIDROMECÁNICO DE SUELOS  PARCIALMENTE SATURADOS 

El primer investigador que propuso y publicó una condición de falla para  
materiales fue Coulomb (1773), quien dentro de su trabajo sobre las presiones 
ó empujes laterales de tierra para superficies verticales formula la ley de 
fluencia que hoy se conoce por su nombre.  
Macquorn Rankine (1856) extiende las ideas de Coulomb para el estado de 
tensiones y deformaciones tridimensional, aunque limitada a materiales 
granulares puros no cohesivos.  
Mohr (1871,1872) es quien extiende la teoría de falla de Rankine considerando 
la cohesión, con lo que obtiene la expresión del criterio de falla para materiales 
cohesivos friccionales, conocido como el criterio de Mohr-Coulomb 

0φcoscφsen
2
σσ

2
σσ

=−
+

+
− 3131    (1.11) 

Donde 1σ  y 3σ  son la tensiones principales mayor y menor respectivamente, c  
la cohesión y φ  el ángulo de fricción interna del suelo. 

Al mismo tiempo que Macquorn Rankine, Mohr, Tresca y otros establecen los 
criterios de falla de materiales, Saint Venant y Lévy formulan importantes 
principios para la creación de la teoría general de la plasticidad.  
Saint Venant (1871, a), en base los trabajos de Cauchy, Poisson y Navier 
establece los fundamentos de la mecánica del continuo, teoría de la elasticidad 
y la teoría de fluidos. Saint Venant llegó a la formulación de las ecuaciones 
básicas de la teoría de plasticidad  y Tresca (1864) formula su teoría 
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postulando que el material llega al estado plástico cuando la tensión máxima de 
corte alcanza un determinado valor K, determinado para cada material, lo que 
se conoce como el criterio de Tresca. 
Un avance importante en la formulación de la teoría de la plasticidad para 
materiales granulares y frágiles es el realizado por Drucker y Prager (1952), 
quienes extienden  la teoría clásica de la plasticidad de von Mises para la 
descripción del comportamiento plástico de los suelos.  
Ellos extienden la función de fluencia de von Mises para materiales dúctiles 
para incluir la influencia de la presión hidrostática en el criterio de falla. Lo 
hacen a través del primer invariante de tensiones ( )σtrσσσI 3211 =++= , de 

( ) ( ) ( )[ ] 2
13

2
23

2
12

2
1133

2
3322

2
22116

1 σσσσσσσσσ +++−+−+−=D2J , segundo invariante 

del tensor desviador de tensiones y despreciando la influencia del tercer 
invariante del tensor desviador de tensiones 3J .  

La función de fluencia se expresa 

( ) ( ) ( ) 0κ,KJIαc,,J,IF 2121 =−+= ϕϕϕ     (1.12) 

Este criterio depende de dos parámetros, del ángulo de rozamiento interno ϕ  , 
y la cohesión c . En la ec. (1.12), ( )ϕα  depende del ángulo de rozamiento 
interno ϕ  y ( )ϕκ,K  de la cohesión c  y  ϕ  [Oller (2001)]. 

En su formulación  emplean la regla de flujo asociada, aunque von Mises ya 
había observado en 1928,  que ella no debía utilizarse pues se obtienen 
resultados que no se compadecen con la realidad en cuanto a los cambios 
volumétricos. Su trabajo fue una fuente de inspiración para que se lleve a cabo 
una intensa investigación tanto teórica como experimental en este campo. 

1.3.1 Modelos tipo “Cam-Clay” 
En la década de 1960, Roscoe et al. (1968) proponen el modelo basado 

en la teoría de la plasticidad, denominado “cam-clay” para una mejor 
descripción del comportamiento mecánico de las arcillas saturadas, con regla 
de flujo asociada y sin considerar la influencia del tercer invariante del tensor 
de tensiones.   

Para la condición triaxial axialsimétrica   32 σσ =  y 32 εε = , el trabajo realizado 
por unidad de volumen viene dado por 

31 dε2dεdW 31 σσ +=      (1.13) 

Definie la presión media como 
3
I1=

+
=

3
2σσp 31 , el invariante desviatórico 

D2J3=−= 31 σσq , 31 dε2dεd +=vε  la deformación volumétrica y 

( )31 dεdεd −=
3
2

sε , la deformación desviadora. Entonces la energía disipada 

resulta 

sv dεdεdW qp +=      (1.14) 
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Figura 1.9. a) Camino de tensiones en ensayo no drenado, b) Curva plne− . 

En la Figura 1.9 se representa el camino de tensiones en función de la relación 
de vacios del suelo e (volumen de vacios sobre volumen de sólidos) y la 
presión volumétrica. 
Cuando una muestra de suelo es ensayada al corte, el camino de esfuerzo 
pasa a través de numerosas superficies de fluencia (capas de endurecimiento), 
causando deformaciones plásticas, hasta que el suelo alcanza una relación de 
vacíos crítica, la que permanece constante para deformaciones posteriores. 
Esta relación de vacíos se denomina “relación de vacíos crítica” [Casagrande 
(1936)].  
Roscoe et al. (1968), en base a una serie de ensayos triaxiales drenados y no 
drenados y la observación de este fenómeno obtienen la curva de 
consolidación isotrópica, la que representada en la forma plne− , denominada  
“línea de estado crítico”, la que a su vez, es  paralela a la línea de 
consolidación isotrópica.  
La Figura 1.10, muestra la línea de estado crítico (L.E.C.), en la cual, la 
pendiente de la línea pq −  es el parámetro material “M” y además se observan 
las denominadas superficies límites ó superficies de capa  del modelo.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Figura 1.10. Superficies límites modelo “Cam-clay”. 
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La presión correspondiente a la intersección de la superficie límite  con el eje 
de presiones  es 0p  y cada una de  ellas es usada para definir  el 
endurecimiento del material.  

1.3.2 Modelo tipo Capa 
Basados en las ideas de Drucker et al. (1957), Di Maggio y Slander 

(1971) desarrollan un modelo  de capa  basado en una superficie de fluencia 
para un  estado tridimensional de tensiones y en el que se  restringe el rango 
del endurecimiento del material por fricción al plano triaxial.  
El nombre de “capa” deriva de la forma elíptica de la superficie de fluencia.  
La superficie de fluencia fija, que se considera como estado último, se expresa 
como [Di Maggio y Slander (1971)] 
 

( ) 0J,If D211 =      (1.15) 
La superficie de capa: 

( ) 0k,J,If 1D212 =     (1.16) 
 

Donde, 1I  es del primer invariante de tensiones, D2J  el segundo invariante del 
tensor desviador de tensiones y el parámetro 1k  está definido por la historia de 
la deformación, usualmente  la deformación plástica volumétrica, por lo que los 
puntos de la superficie límite tienen igual deformación volumétrica. 
Durante estas dos décadas, se incrementan las investigaciones en  la 
descripción  de las diferentes propiedades de lso suelos, para estados de 
compresión y extensión  con distintos rangos de endurecimiento, la influencia 
de la presión principal intermedia, el comportamiento plástico y la propuesta de 
superficies límites con funciones de curvatura suave.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Figura 1.11. Modelo de capa. 
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1.3.3 Modelo de  Lade 
Lade (1972), en su tesis doctoral, desarrolla una condición de fluencia  

para suelos granulares en función del primer y del tercer invariante de 
tensiones. 
Matzuoka y Nakai (1974), mediante una extensa serie de ensayos, formulan un 
criterio de fluencia similar al que propusiera Lade.  
Lade y Duncan (1973) extienden el modelo original de Lade proponiendo una 
formulación elastoplástica basada en la expansión de la superficie límite y 
rigidizable energéticamente, para suelos granulares (puramente friccionales 
como las arenas).  
La función propuesta para la superficie de falla, basada en ensayos 
experimentales de la arena de Monterrey es 

0JκI 31
3

1 =−      (1.17) 

Donde 3211 σσσI ++=  es el primer invariante del tensor de tensiones,  

3213 σσσJ =  el tercer invariante del tensor de tensiones y 1κ constante que 
depende de la densidad del material. Los modelos basados en esta expresión  
se denominan como teoría κ . 
La expansión de la superficie de fluencia se define por la función, conocida 
como parámetro de rigidización 

3

3
1

J
If =       (1.18) 

Los valores de f  varían con la carga desde 27 para el estado hidrostático 
hasta un valor final  de 27>1κ cuando se llega a la rotura [Jiménez Salas et al. 
(1981, b), Yang et al. (2003), (2004)]. 
La función de potencial plástico se expresa como: 

3
3

1 JκIQ 2−=                (1.19) 

La función de potencial plástico es de igual forma que la de fluencia en el plano 
octaédrico, es decir una formulación asociada. Para el caso contrario de ser 
diferentes se obtiene una formulación no asociativa.  
La proyección de las funciones en el espacio 1σ  - 3σ2  es una línea recta. 
Posteriormente, la función de fluencia fue modificada para obtener superficies 
curvas y constituye la denominada teoría η  [Desai et al. (1984)]. 
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Figura 1.12. Superficies de fluencias del modelo de Lade-Ducan en el espacio 

de tensiones principales. 

1.3.4 Modelos Constitutivos de Estado Crítico 

1.3.4.1 Modelo de Barcelona 
Los trabajos pioneros en cuanto a la evaluación y predicción del 

comportamiento de los suelos parcialmente saturados  datan de las 
importantes contribuciones hechas por  Jennings y Burland (1962), Barden 
(1965), Matyas y Radhakrishna (1968) y Fredlung y Morgenstern (1977).  
Todos ellos demostraron que el uso del concepto de presión efectiva original de 
Terzaghi para suelos saturados, no resuelve satisfactoriamente los diferentes 
aspectos de los suelos parcialmente saturados.  
El desarrollo de modelos constitutivos para suelos parcialmente saturados es 
más reciente y su comportamiento de alta complejidad y variabilidad ha 
motivado  la formulación de gran número de modelos constitutivos que 
dependen de diferentes idealizaciones matemáticas. 
Coleman (1962), Bishop y Blight (1963), Matyas y Radhakrishna (1968), 
Barden et al. (1969), Aitchinson y Woodborn (1969), Fredlund y Morgerstern 
(1977), entre otros propusieron diferentes variables tensionales, siendo la 
presión neta ( )apσ −   y  la succión ( )wa pp − , como variables independientes, 
las más frecuentemente empleadas.  
Fredlund y Morgerstern (1977) plantean el equilibrio de las diferentes fases de 
un suelo no saturado y obtienen que, si se consideran las partículas sólidas 
incompresibles se puede determinar completamente su estado tensional a 
partir de cualquiera de las siguientes parejas de tensiones 
 

( ) ( ) ijwaijaij δppδpσ −− y     (1.20) 
( ) ( ) ijwaijwij δppδpσ −− y     (1.21) 
( ) ( )ijwijijaij δpσδpσ −− y     (1.22) 



Modelación y analisis computacional de suelos parcialmente saturados  
 

 30

Donde: ijδ  es el delta de Kronecker. 

Bajo la premisa, “Un conjunto aceptable de variables de estado de tensión (ó 
parejas de tensiones anteriores) independientes, son aquellas que no producen 
distorsión ni cambios de volumen de un suelo, cuando las componentes 
individuales de dichas variables de estado tensional ( )ijwijaij δpδp,σ y  se 
modifican, pero las variables en sí mismas se mantienen constantes”.  
Los autores citados realizan los denominados “test nulos”, que consisten en 
ensayos edométricos y triaxiales con un caolín, para comprobar esta premisa y 
concluyen que cualquiera de las tres parejas anteriores se pueden considerar 
como efectivas, cuyo cambio y solo él, produce variaciones en el estado del 
suelo. 
Fredlund (1979) concluye que la pareja más conveniente es 
( )ijaij δpσ − y ( ) ijwa δpp − , es decir la presión neta y la succión, que son las 
variables tensionales independientes adoptadas en esta tesis. 
Es importante resaltar que el efecto de la matriz de succión y la presión neta 
inducida por la carga externa sobre las partículas en sus puntos de contacto, 
son desacoplados [(Vinale et al. (2001), Cho y Santamarina (2001)].  
La propuesta de Bishop (1959)  de una presión “efectiva” en suelos 
parcialmente saturados, ec. (1.6), a pesar de su uso común tiene sus 
limitaciones pues mezcla aspectos de lo local con lo global del medio [Fredlund 
y Rahardjo (1993)]. 
En este apartado se desarrollan en forma resumida dos modelos constitutivos 
para suelos parcialmente saturados basados en la teoría clásica de la 
plasticidad rigidizable y de estado crítico. Estos modelos son: el de Alonso, 
Gens y Josa (1990) y el modificado del anterior por Wheeler y Sivakumar 
(1995). Ambos modelos utilizan como referencia  al modelo Cam-Clay 
modificado propuesto por Roscoe et al. (1968). 
Desde el punto de vista teórico,  la introducción de los conceptos básicos para 
la formulación de un modelo para suelos no saturados fue realizada por Alonso, 
Gens y Hight (1987).  
De acuerdo a esa formulación matemática propuesta es posible identificar tres 
condiciones básicas que definen las características fundamentales del modelo 
propuesto: 

 Adopción de dos variables del estado tensional independientes: 
La presión total neta  ( )apσ −  y la succión ( )wa pp −=s  

 Definición de una superficie de fluencia “Carga-Colapso” (LC) 
 Consistencia con modelos de suelos convencionales 

 
Se denomina colapso, como fue descrito anteriormente, al fenómeno según el 
cual se producen deformaciones irrecuperables de volumen debido a un 
aumento del grado de saturación del suelo, manteniendo constante el estado 
de tensiones externo. 
Las deformaciones volumétricas debidas tanto a la acción de cargas externas 
como al colapso por humedecimiento se vinculan por la formulación de la 
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superficie de fluencia carga colapso (Loading-Collapse, LC). La adopción de 
esta superficie LC indica que la deformación irreversible desarrollada durante la 
carga a succión constante tiene similares efectos en la estructura del suelo que 
el colapso por humedecimiento. 
El modelo constitutivo para suelos parcialmente saturados basado en la teoría 
de estado crítico propuesto por Alonso, Gens y Josa (1990) es conocido como 
modelo de Barcelona. 
En este modelo, las  variables adoptadas son 

• Presión neta media   ap
3

σσσp 321
n −

++
=   (1.23) 

• Tensión desviadora    31 σσq −=     (1.24) 
• Succión     ( )wa pp −=s     (1.25) 

Y una función que depende de esas variables que es el volumen específico 
 
      eν += 1      (1.26) 
 
Donde e  es la relación de vacíos. 

Para extender el modelo para el estado triaxial de tensiones, adoptan la 
superficie de fluencia del modelo tipo Cam-Clay, donde dicha superficie límite 
es una elipse para succión constante. Cuando se alcanza la saturación, 
succión nula ( )0=s , el modelo coincide con el Cam-Clay modificado, como se 
indica en Figura 1.13. 
Un aumento de la succión provoca un incremento de la cohesión del suelo, es 
decir la intersección de la línea de estado crítico (CSL) en el espacio ( )pq,  con 
el eje q . La pendiente M de las líneas de estado crítico se considera constante 
y no dependiente de la succión y es la misma que la que tiene el suelo en 
estado saturado. 
La intersección de las superficies de fluencia con el eje p  tiene la expresión 
 

sks −=−= pp      (1.27) 
 

Donde k es un parámetro que indica la tasa de aumento de la cohesión con la 
succión. 
Basados en el concepto de estado crítico y en resultados de ensayos 
experimentales con carga isotrópica y ensayos edométricos con succión 
controlada, proponen una función límite en el espacio de presiones netas y 
succión definida como curva Carga-Colapso (LC). 
La superficie de fluencia carga colapso propuesta es de tal forma que presenta 
un dominio elástico pequeño en condición de suelo saturado y que se 
incrementa, aumentando dicho dominio de comportamiento elástico al 
incrementarse la succión, es decir cuando el suelo pierde humedad. 
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Figura 1.13. Superficies de fluencias del modelo (Alonso et al. (1990)). 
 
Por lo tanto, en el modelo, la deformación del suelo parcialmente saturado se 
describe en función de la tensión neta y de la succión, en el marco de un 
criterio de "estado crítico" y con variables de endurecimiento en función del 
trabajo plástico desarrollado. 

La expresión de la superficie de fluencia en el espacio ( )pq, , correspondiente a 
un valor de s , es 
 

( ) ( )( ) 0sM 2 =−+− ppppq 0s
2     (1.28) 

 
Una característica que distingue al modelo es el decrecimiento del parámetro 
de rigidez ( )sλ  con el incremento de la succión de matriz s  y se expresa  
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]rexpr1 +−−= sβ0λsλ     (1.29) 
 

Donde ( ) ( )00r λ/sλ →=  y β  es el parámetro que controla la tasa de 
incremento de la rigidez del suelo con la succión. 
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Se define la superficie de fluencia Carga-Colapso (LC), como un conjunto de 
tensiones de fluencia  ( )s0p  asociadas con cada valor de la succión 
 

( ) ( )
( )
( ) κsλ

κ0λ

s −
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

c
0

c
0

p
0p

p
p      (1.30) 

 
Donde cp  es la presión media de preconsolidación en condiciones saturadas. 

La segunda característica que distingue al modelo es que asume regla de flujo 
no  asociada en la dirección del incremento de las deformaciones plásticas de 
corte  p

qdε   en el plano ( )pq,  

( )[ ]s2M
α2

dε
dε

2p
vp

p
q

0s ppp
q

−+
=      (1.31) 

Donde p
vpdε  es el incremento de la deformación plástica volumétrica. 

Su trabajo puede  ser reconocido como una de las primeras  formulaciones 
más comprensivas para suelos parcialmente saturados que incorpora el 
comportamiento de humedecimiento y colapso. 

1.3.4.2 Modelo de Oxford 
Wheeler y Sivakumar (1995) presentan una formulación similar al 

modelo de Barcelona, pero adoptando puntos de inicio diferentes. El modelo 
asume que todas las variaciones de los parámetros materiales con la succión 
se adoptan de acuerdo a resultados experimentales, incluso la inclinación e 
intersección de la línea de estado crítico (CSL) en el plano ( )pq,  y los 
parámetros de rigidización del suelo en el plano  ( )pν, .  

Una descripción más detallada del modelo se puede consultar en Sivakumar 
(1995) y en Wheeler y Sivakumar (1995).  

El modelo postula una función de fluencia Carga-Colapso (LC) en el plano ( )s,p  
de la forma 
 

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

at

at

at

00

p
p

p
p sκ0NsN0lnκ0λln s

atp
sps κλ  (1.32) 

 
Donde incorpora a la presión atmosférica atp  (101 kPa) como presión de 
referencia. El significado físico de los parámetros se indica en la Figura 1.14. 
En contraste con el modelo de Barcelona, asume regla de flujo  asociada  para 
predecir el desarrollo de los incrementos de las deformaciones plásticas de 
corte p

qdε , de la forma 
 

( )xpp
q
−

= 2p
vp

p
q

Mdε
dε

    (1.33) 
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Figura 1.14. Superficies de fluencias del modelo de Oxford. 
 
Macari et al. (2003) presentan un detallado estudio comparativo de estos dos 
modelos constitutivos, el de Barcelona y el de Oxford, mediante la simulación 
numérica de ensayos de compresión triaxiales convencionales con succión 
controlada comparando la respuesta con la obtenida en ensayos 
experimentales.  
La implementación numérica la realizan mediante técnicas de integración 
explícita e implícita, empleando algoritmos numéricos para el camino de carga 
en el plano desviatórico mediante control mixto. 
 
1.3.4.3 Modelo de Kohgo et al. 

Kohgo et al. (1995), con el fin de lograr la transición del estado saturado 
a parcialmente saturado, presentan una variación en el estudio del efecto de la 
succión y la influencia que tiene la condición de saturación en suelos no 
saturados, basando en los resultados experimentales obtenidos por  van 
Genuchten [Feng (2007)]. 
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Dividen esta condición en tres partes, como se indica en Figura 1.15: 1) 
Saturación insular, el aire se encuentra en forma de burbujas dentro del líquido 
que llenan los vacíos, 2) Saturación borrosa, como situación intermedia donde, 
en los poros más pequeños el agua está en la primera condición mientras que 
en los poros de mayor tamaño del suelo el agua se encuentra de manera 
capilar formando meniscos alrededor de los granos y 3) Saturación pendular, 
en todos los poros del suelo solo existe agua capilar con formación de 
meniscos. 
 

  
Figura 1.15. Condiciones de saturación de Kogho et al. (1995) y Valores 

experimentales [Feng (2007)] 
 
En condición de saturación insular postula que se cumple el principio de 
presión efectiva de Terzaghi 
 

wp−=′ σσ       (1.34) 
 

En su postulación asume para poder aplicar este principio, que la presión del 
aire dentro de las burbujas ocluidas en el líquido que llenan los vacíos es igual 
a la presión del líquido. Para la condición de saturación pendular, en la que 
solo existe agua en los poros formando meniscos alrededor de los puntos de 
contacto de las partículas sólidas, las fuerzas capilares se incrementan con 
aumento de succión. Un incremento de esas fuerzas capilares induce el 
incremento de la tensión de fluencia y la resistencia a las deformaciones 
plásticas. Este efecto de la succión se estima por medio de la superficie de 
estado formulada por Matyas y Radhakrishna (1968). 
Con estos postulados define 
  

Succión    ( )wa pp −=s     (1.35) 
 

Succión efectiva   ess −=*s     (1.36) 
 

Presión neta media   a
31

3
σσ p2p −

+
=    (1.37) 

 

Grado de saturación (%) 

Succión s 

100 

Saturación borrosa Saturación insular Saturación  
pendular 

0 
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Presión  media efectiva  
3
σσ 31 ′+′

=′ 2p     (1.38) 

 
 
Tensión desviadora    31 σσ −=q     (1.39) 

 
Dicha superficie de estado planteada en el espacio con ejes p′ , *s  y la relación 
de vacíos e  se expresa como [Kohgo et al. (1993, a)] 
 

** Γlogλe +′−= p     (1.40) 
 

y
λλ*

+
=

1
     (1.41) 

y1
a
seΓ

Γ

sn

s

*

0
*

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=     (1.42) 

 
Donde *λ  es la inclinación de la curva p′− loge  en el rango plástico,  Γ el valor 
de *Γ   en estado de saturación, es  el punto donde comienza a actuar la 
succión por fase gaseosa y sa , sn   y  0e  parámetros materiales. 

La condición que se encuentra en  forma transitoria entre la saturación insular y 
la pendular se denomina saturación borrosa, en la que los poros pequeños 
están saturados  con valores altos de presión, mientras que los poros grandes 
están aún vacíos.  
El comportamiento del suelo depende tanto de la parte saturada como de la no 
saturada y esta succión compleja produce los dos efectos que se detallan a 
continuación: 

a) Un incremento de la tensión efectiva por el incremento de succión que 
se calcula  

eqσσ p−=′      (1.43) 
( )esss ≤−= sipp aeq    (1.44) 

 

( )e
*

e
*

ec
ea sss

as
sss >⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

+−= sippeq    (1.45) 

Donde ea  es un parámetro del material y cs  es la succión crítica. 

b) La fuerza capilar debida al incremento de la succión induce el aumento 
de la tensión límite y la resistencia a la deformación plástica, que se 
evalúan mediante las ecs. (1.40) á (1.42) 

El modelo constitutivo elastoplástico que describe los dos efectos mencionados 
anteriormente se indica en la Figura 1.16, y se formula en función de los 
invariantes de tensiones efectivos 1I  , 2J  y θ  (ángulo de Lode). 



Modelación y analisis computacional de suelos parcialmente saturados  
 

 37

 ( ) ( )210
*2

1
*

1 PII;0K
θg
J

Iαf ≤≤=−+=    (1.46) 

( )
( )

( )01c
2*2

2
222

01
2*

2 III;0ba
θg

JaIIbf ≤≤=−+−=    (1.47) 

Presión de fluencia ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−= *

p
v

*

c A
εBexp3I       (1.48) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 1.16. Superficies de fluencias del modelo de Kohgo et al. (1995).  

En donde cs
*α , a , *b , 0I  y *K  son parámetros del modelo. La deformación 

plástica volumétrica p
vε  se considera como parámetro de endurecimiento  

haciendo variar la intersección de la función de fluencia 2f  con el eje de 
presiones volumétricas 1I . Mayores detalle del modelo se pueden consultar en 
Kohgo et al. (1993, b). 
Esta formulación  induce a una diferencia en el valor de la presión de 
preconsolidación de la curva Carga-Colapso (LC), en la transición entre 
presione efectivas y presiones neta en la zona de transición, que es de 
fundamental importancia en la modelación de cambios de volumen bajo 
caminos de carga de hidráulicos [Nuth M. y Laloui L. (2008)].  

Formula una función  ( )s,Sξ~ξ r=  entre el grado de saturación y la succión que 
garantiza la continuidad de la tangente  en la curva de retención de agua, por lo 
que se conoce como “modelo tangencial de curva de retención de agua”.  
 

 

 Ic  I0  -I1  0 

( ) 0J,If D211 =

2J  Línea de estado 
crítico (CSL) 

2f  

 

Superficie de 
fluencia 1f  Superficie de fluencia 

 K*  a 

 b*  α*cs 

1 

 P2 
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Figura 1.17. Dos interpretaciones de Curvas LC. Ensayos experimentales de 

Sivakumar (1993)  
 
En este aspecto, no es sencilla la interpretación de la tensión neta y la succión 
en  la transición  del estado no saturado al saturado y es ciertamente incorrecto 
que aparezcan ambos en la zona saturada ( )ess ≤ . 

Nuth M. y Laloui L. (2007), en su importante trabajo trata de unificar los 
diferentes conceptos ó formulaciones de la “tensión efectiva” e identificar las 
variables de estado tensionales definidas para suelos no saturados. 
Con el objeto de lograr un criterio “generalizado”, en coincidencia con Gens 
(1995), establece tres tipos de formulaciones: 

1) Formulación con dos variables de tensiones independientes 

2)  Formulación en “tensiones efectivas” (Categoría 1): propuesta por 
Kogho et al. (1995), ecs. (1.43) á (1.46)  y por Modaressi y Abou-Bekr 
(1994) adoptando las variables: 

   ( )sµ~σσ 1n +=′       (1.49) 

 

   ( )s,Sξ~ξ r=       (1.50) 

 

Donde nσ  es la tensión neta, ( )sµ~1  es una función dependiente de la 
succión y ξ  otra función que depende del grado de saturación rS  y la 
succión s  . 

3) Formulación en “tensiones efectivas” (Categoría 2): propuesta por 
Bolzon, Schrefler y Zienkiewicz (1996); Jommi y Di Prisco (1994), Sheng 
et al. (2004). 

Esta categoría reúne las mayores formulaciones de modelos avanzados para 
suelos parcialmente saturados en los últimos cinco años. Se plantea que la 
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deformación del suelo está totalmente gobernada por el principio de “tensión 
efectiva” de Bishop  y para lograr una completa descripción del comportamiento 
hidráulico se le adiciona una segunda variable de tensión. 
 

   ( )r2n Ss,µ~σσ +=′      (1.51) 

 

   ( )s,Sξ~ξ r=       (1.52) 

 

Donde nσ  es la tensión neta, ( )r1 Ss,µ~  y ξ  son variables que dependen del 
grado de saturación rS  y la succión s  . 

Diversos tipos de funciones compatibles se han propuesto para las variables 
indicadas anteriormente, en consecuencia, la decisión tomada por el autor es 
una cuestión de conveniencia, siempre que se tenga en cuenta  la unión y el 
efecto irreversible de los procesos. La mayoría de trabajos de investigación 
tienden, sin embargo, a formulaciones simples de las tensiones dentro de un 
contexto de comportamiento elastoplástico más complejo. 
Uno de las primeras  formulaciones de modelos constitutivos  que emplean 
esta variable de tensión “efectiva” (tipo Bishop) denominada “tensión 
generalizada eficaz”  σ′  es la de Jommi y Di Prisco (1994), que fuera ampliada 
por Jommi (2000).  
La tensión efectiva media se define como la diferencia entre  la tensión neta y 
el valor medio de la presión hidrostática ponderada por el grado de saturación. 

   sSσσ rn +=′       (1.53) 
La que según los autores presenta una dependencia directa del 
comportamiento hidráulico reflejada por la succión y el grado de saturación y la 
necesidad de conocer la curva de retención de agua.  
Una formulación similar es la propuesta por  Bolzon et a. (1996) con diferencias 
en el planteo de la variable ( )s,Sξ~ξ r=  . 
Las observaciones experimentales  mostraron que un aumento de la succión es 
susceptible de producir dos efectos:  

• En primer lugar se induce una deformación y el esfuerzo del material se 
rige por los cambios en los esfuerzos efectivos.  

• En segundo lugar, la succión induce un endurecimiento que debe 
tenerse en cuenta y que es atribuido a la evolución de las fases en el 
suelo. 

Para tratar de unir estos efectos y como no está incluido en la formulación tipo 
Bishop, varios autores proponen hacerlo con una segunda variable. 
Otros investigadores, prefieren mantener la segunda variable tensional en 
forma simple e introducir un acoplamiento con una formulación elastoplástica 
más compleja  del modelo.  
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Sheng et al. (2004) motivan su elección en el trabajo conjugado de tensiones y 
deformaciones, la que a su vez presenta ventaja en la implementación en 
códigos de elementos finitos, de la forma 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′

rS
ε

y
s
σ

    (1.54) 

 
Es más, esta forma de implementación parece más ventajosa ya que la 
mayoría de los códigos de elementos finitos están programados para suelos 
saturados, lográndose una extensión a suelos no saturados. 
Se debe prestar atención que  la curva de secado, Figura 1.18 no es 
recuperada después del humedecimiento, sino que deja detrás de sí una 
disipación característica de  la histéresis hidráulica.   
 

 
 

Figura 1.18. Curvas de retención de agua de un limo. Datos experimentales. 
Gray et al. (1993). 

 
Obviamente, la consecuencia de la histéresis hidráulica, es que para un mismo 
nivel de succión, dos diferentes estados de saturación pueden obtenerse de 
acuerdo a la variación de dicha succión.  
Aunque este efecto no se vincula  directamente  con  el endurecimiento 
inducido por la succión, sin embargo el estado tensional y las deformaciones si 
son influidos por la  irreversibilidad hidráulica, lo que demuestra la complejidad 
del problema. 
Con la inclusión del producto de la succión por el grado de saturación dentro de 
la formulación  del modelo en  tensiones efectivas eficaces, tratan en lo  posible 
de simular la histéresis hidráulica.  

1.4 ECUACIONES DE GOBIERNO EN MEDIOS POROSOS NO 
SATURADOS 

El comportamiento de  los materiales del tipo multifases  se describen 
dentro del marco de  un desarrollo de la mecánica del continuo  a través del 
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uso de la teoría de medios porosos. Esta teoría se considera como una 
generalización de la teoría de Biot de mezclas de dos fases para medios 
porosos parcialmente saturados. 
Las ecuaciones de gobierno para un medio poroso deformable, que interactúa 
con las fases de fluido, son derivados de la teoría de Biot (1935) aplicando el 
principio de la conservación de la masa para la fase sólida y la conservación de 
la cantidad de movimiento para todo el sistema. 
Los métodos de análisis de problemas  deformación en suelos no saturados 
emplean una formulación  del flujo en medios porosos que puede ser 
desacoplado ó  bien un enfoque hidro-mecánico totalmente acoplado.  
En el primer caso, la ecuaciones de continuidad para el flujo de fluidos son  
resueltas asumiendo la condición de cuerpo rígido no deformable [Richard  
(1992), Li et al. (1995)]. La información así obtenida se utiliza para resolver la 
ecuación de equilibrio y cálculo de desplazamientos. Una desventaja de este 
enfoque es la incoherencia entre las ecuaciones de continuidad para un cuerpo 
rígido y las ecuaciones de equilibrio mecánico para un cuerpo deformable. 
 Aunque atractivo por su simplicidad, este procedimiento está claramente 
limitado a los suelos que no experimentan importantes cambios de volumen en 
el tiempo. 
 La formulación totalmente acoplada hidro-mecánica, es más riguroso y se 
basa en la ecuación de continuidad de medios deformables [Alonso et al. 
(1988), Loret et al. (2000)]. Estas ecuaciones se acoplan con las de equilibrio 
mecánico a través la tasa de deformaciones volumétricas y de la relación entre 
tensiones y presiones de poros, las que se resuelven simultáneamente. En 
comparación  a un enfoque desacoplado, este tipo de formulación es 
conceptualmente más completa y se ha convertido en una corriente importante 
en el análisis de la deformación de los suelos no saturados.  
Las ecuaciones matemáticas para el flujo en un suelo no saturado, son 
derivadas de principios físicos y principios termodinámicos, y diferentes tipos 
de formulaciones se han presentado en la literatura [Alonso et al. (1988), 
Gatmiri et al. (1995)]. Estos contienen por lo menos tres conjuntos de 
ecuaciones diferenciales parciales: para el equilibrio mecánico, para el flujo de 
agua en los poros, y para el flujo de aire en los poros.  
Otras formulaciones consideran también la posibilidad de otros procesos como 
la transferencia de calor y el transporte de productos químicos componentes 
(poluentes) (Di Rado (2007).  
Feng (2007) desarrolla un modelo  con formulación del flujo de la fase líquida y 
gaseosa  basado en la ley de Dracy aplicada a medios no saturados, en donde 
la permeabilidad se considera una función del grado de saturación y de la 
relación de vacíos.  La ecuación de balance del momento de cada fase está 
basada en los  principios de teoría de mezclas de Truesdell (1984).   
Schrefler (2001), propone un marco teórico para modelar problemas 
geomecánicos por medio del método de los elementos finitos (MEF), 
asumiendo que el medio poroso es un sistema multifase , donde los vacíos 
intersticiales de la matriz sólida (fase sólida) está ocupados con agua (fase 
líquida), vapor de agua y aire seco (fase gaseosa) y contaminantes. Estos 
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contaminantes pueden ó no mezclarse con la fase líquida; si no se mezclan se 
considera como una fase adicional (fase inmiscible). 
 
Si bien estos aspectos más complejos con varias fases líquidas son, sin duda, 
importantes para ciertos problemas de ingeniería, especialmente de 
contaminación, no serán considerados en esta tesis.  
Cuando se discretiza el problema por medio del método de los elementos 
finitos, las ecuaciones que gobiernan el flujo en un medio poroso parcialmente 
saturado dan lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.  
Debido a la naturaleza elastoplástica de la estructura del suelo, y  la 
dependencia de la succión con el grado de saturación y la permeabilidad, todos 
los coeficientes de las matrices en estas ecuaciones no son lineales.  
Esto es claramente diferente de la formulación estándar de la consolidación en 
un suelo saturado, donde sólo la matriz de rigidez elastoplástica es no lineal.  
Las ecuaciones que rigen para  suelos no saturados también se distinguen de 
las de un suelo saturado en el sentido de que suelen ser asimétricos y mal 
condicionada [Sheng et al. (2003, a)].  
Debido al relativamente reciente desarrollo de un marco teórico sólido para la 
modelización del comportamiento de suelos no saturados, muy poca 
investigación se ha llevado a cabo sobre la aplicación de  modelos avanzados 
para medios porosos no saturados en códigos de elementos finitos. 
Thomas et al. (1997), por ejemplo, utiliza una formulación  de  punto medio 
implícito que resulta ser estable para problemas de flujo acoplados  no lineales 
con temperatura. Gatmiri et al. (1995) utiliza el método θ  más general para la 
resolución por pasos. Aunque ambos   procedimientos se han aplicado a 
problemas no lineales, su exactitud, robustez y eficiencia no son grandes. 
Además, todos estos métodos estándar requieren que el usuario seleccione los 
pasos de tiempo. Esto a menudo conduce a soluciones poco precisas ó 
ineficaces. 
En su forma generalizada, la deformación de los suelos no saturados implica el 
flujo de los fluidos en los poros, el equilibrio mecánico, la transferencia de calor 
y, posiblemente, el transporte de componentes químicos.  
Un modelo global que incluye todos estos aspectos es complejo y requiere una 
gran cantidad de parámetros materiales. Para formular una teoría más 
accesible a los problemas ingenieriles prácticos, es necesario  aislar a los 
procesos más importantes y aproximar el efecto de los demás. La temperatura, 
por ejemplo, principalmente afecta la velocidad del cambio de fase del fluido en 
los poros, excepto en los casos en que las tensiones debidas a la temperatura 
son significativos, como en el caso de depósitos de residuos nucleares. Esto 
sugiere que es posible tratar la temperatura como un parámetro o, en caso 
contrario, resolver el problema independientemente de la ecuación de 
transferencia de calor.  
Igualmente, es también posible considerar la presión del aire en los poros como 
una constante en la mayoría de los problemas ingenieriles. El cambio de fase 
entre el líquido y el vapor en los poros puede ser convenientemente modelada 
con apropiadas condiciones de borde [Sheng et al. (2003, a)]. 
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Por lo tanto, las formulaciones más simples que captan las características 
principales del comportamiento tenso deformacional de suelos no saturados, se 
basan en el principio  de conservación de la masa  y equilibrio mecánico del  
volumen total del suelo.  
En ellas, la ecuación de continuidad del flujo (Principio de conservación de la 
masa) y la ecuación de equilibrio de la mecánica del sólido,  vienen dadas por 

( ) ( ) 0v =
∂
∂

+ rww Snρ
t

ρdiv     (1.55) 

 
 0bσ =+∇T       (1.56) 

(Para el caso de que la aceleración es nula  0vi =
dt

d ) 

Donde wρ  es la densidad del fluido en los poros, n   es la porosidad, rS  el 
grado de saturación, v  es el vector velocidad según Darcy, ∇  es el operador 
diferencial, σ  es el tensor de tensiones de Cauchy y b es el vector fuerza del 
cuerpo. 
El desarrollo de tal modelo hidromecánico también puede proporcionar una 
buena plataforma para hacer frente a problemas más generales, incluidos 
aquellos con variación térmica y con efectos químicos [Sheng et al. (2003, a), 
Richards (1995), Richards et al. (1995), Gräsle et al. (1995)]. 

1.5 FORMULACIONES ELASTOPLASTICAS  Y SU IMPLEMENTACION 
NUMERICA 

Una clase importante, que posee una larga tradición en el modelado de 
materiales constitutivos complejos,  son las formulaciones basadas en la teoría 
del flujo de la plasticidad. Para su implementación numérica, las relaciones 
constitutivas de los modelos elastoplásticos, requieren de un tratamiento 
adecuado de la condición de carga y descarga en la integración de las 
ecuaciones diferenciales con incrementos de carga que son realmente finitos.  
Dependiendo de cada aplicación, el control de las variables puede ser de las 
siguientes maneras: control total de deformaciones,  control de tensiones ó bien 
con control mixto. Debido al importante rol que cumplen las deformaciones en 
las formulaciones de los elementos finitos, la mayoría de estos modelos están 
basados en un verdadero control de deformaciones. 
Los modelos para materiales porosos basados en la teoría del flujo de la 
plasticidad que incorporan la dependencia de las variables de estado en la 
presión y la succión son considerados los que más apropiadamente 
representan el particular comportamiento de estos materiales, en especial de 
los cohesivo-friccionales, por la existencia de deformaciones inelásticas 
debidas a tensiones de corte y/o presiones volumétricas.  
Como contrapartida, estas teorías constitutivas poseen una gran complejidad 
matemática, en particular la relacionada con la ley del flujo, las leyes  de 
endurecimiento-ablandamiento (dependiente de la deformación inelástica o del 
trabajo de disipación plástica) y la función de potencial plástico que describe 
indirectamente el comportamiento volumétrico del  material. Adicionalmente, se 
presenta la complejidad numérica relacionada con la integración temporal de 
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las ecuaciones diferenciales altamente no lineales y con fuerte acoplamiento 
que resultan, para la solución de incrementos de tensiones en función de 
incrementos de deformaciones realmente finitos.  
En lo relacionado a la formulación de modelos para suelos parcialmente 
saturados se destacan las contribuciones de Kohgo et al. (1993, b), Wheeler y 
Sivakumar (1995), Fredlund (1996) , Gatmiri y Moussavi (1996), Thomas y He 
(1997) y Sheng et al. (2004).  
Aun con estas importantes contribuciones existen al presente preguntas 
abiertas relevantes, relacionadas con los siguientes puntos: 

• Formulación del criterio de carga plástica  y descarga elástica para estados 
de succión variables. 

• Solución analítica o numérica de la condición de consistencia incremental 
extendida por la presencia de la succión, la cual deberá satisfacer la 
presencia de una o más superficies de deslizamiento plástico que se activan 
simultáneamente. 

•  Estabilidad y precisión incremental. 

• Eficiencia del algoritmo adoptado especialmente en puntos singulares de las 
superficies. 

Los métodos más usados en la resolución de la integración de la ecuación 
constitutiva se pueden clasificar en dos categorías: implícitos  y explícitos.  
Los métodos implícitos en general, con el esquema del predictor elástico y 
corrector plástico, como extensión de la  estrategia  original de “retorno Radial” 
de Wilkins (1964), resuelven  las ecuaciones constitutivas no lineales por 
iteración y son por lo general exactos pero difíciles de aplicar, ya que requieren 
de segunda derivadas del potencial plástico evaluadas dentro del rango del 
estado tensional. Por otra parte, no son especialmente robustos y necesitan de 
procedimientos especiales cuando el proceso de iteración no converge.  
Los métodos explícitos son robustos en general, pero dependen mucho de su 
implementación numérica. En su forma más simple, estos procedimientos usan 
los gradientes de la función de fluencia y del potencial  plástico en el inicio del 
incremento de la deformación, y su precisión sólo puede ser controlada por 
subdivisión de los incrementos de deformaciones en subincrementos [Sloan 
(1987), (Wissman et al. (1983)]. 
El relativo rendimiento de ambos métodos es dependiente en gran medida del 
modelo constitutivo. Si bien los métodos para la integración de modelos 
constitutivos para suelos saturados han sido bien estudiados, la investigación 
sobre algoritmos numéricos para la evaluación de las relaciones constitutivas 
de los suelos no saturados es muy limitada.  
Las relaciones constitutivas de estos últimos son bastante distintos de los 
primeros, ya que implican diferentes variables de estado de tensiones, diferente 
comportamiento  plástico de fluencia y con distintas leyes de endurecimiento.  
Por ejemplo, en muchos modelos constitutivos para suelos no saturados, la 
succión es tratada como una variable adicional del estado tensional, aunque 
puede ser obtenida directamente de las ecuaciones globales de la misma 
manera que los desplazamientos o las deformaciones.  
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Esta característica puede causar dificultades computacionales adicionales a los 
esquemas tradicionales de integración de tensiones.  
Vaunat et al. (2000) presenta un esquema de integración implícito basado en el 
método de proyección al punto mas cercano.  
Por otro lado, Zhang et al. (2001)  extienden el algoritmo de retorno mapeado 
implícito de Simo y Taylor para integrar el modelo constitutivo para suelo no 
saturado de  Bolzon et al. (1996). 
Como estas formulaciones ignoran la tasa de la succión en la condición de 
consistencia, esta variable no se encuentra en la relación tensión deformación 
(que son  función exclusiva de la tensión y de la tasa de deformación). Esto se 
traduce en una relación tensión deformación similar a las formulaciones para 
un suelo saturado, salvo que algunos parámetros, tales como el módulo de 
plástico están influidos por la succión variable.  
Aunque esta formulación de las ecuaciones constitutivas simplifica 
enormemente el esquema de integración de tensiones, no es matemáticamente 
riguroso. 
Es de destacar que los esquemas de integración implícitos (de uno o de 
multipasos) son más robustos y versátiles para emplearse en aquellos casos 
en que la naturaleza de las  cargas es altamente variable. Uno de estos 
esquemas más frecuentemente empleado es una generalización del método  
de retorno de Backward Euler para superficies de fluencias convexas 
arbitrarias, conocido como “Método de proyección la punto más cercano” 
(Closet Point Projection Method, CPPM). Fue propuesto primero y analizado 
matemáticamente por Johnson (1976) en base a una formulación convexa en 
conjunción con la teoría plástica de la deformación total de Hencky.   

Fröier y Samuelsson (1978), implementaron los algoritmos para plasticidad - 2J  
y por otra parte, Runesson et al. (1986) lo extendieron al caso del criterio de 
Tresca.   
Un caso especial de CPPM incluyendo el algoritmo de Retorno Radial para el 
criterio de Von Mises en el espacio general de tensiones  lo propone Wilkins 
(1964).  
Sobre la base del CPPM, Simo y Taylor (1985) y Runesson et al. (1986), 
desarrollaron el denominado algoritmo del operador tangente consistente  
obtenido por “linearización consistente” de la función de respuesta  para el 
criterio de plasticidad - 2J  [Etse y Willam (1996)]. 

En lo referente a las soluciones e implementaciones numéricas de modelos que 
incorporan la succión en sus ecuaciones constitutivas, se han realizado 
recientemente trabajos destacados debidos a Lloret y Khalili (2000), Macari, 
Hoyos y Arduino (2003) y Sheng, Sloan, Gens y Smith (2003).  
 
La introducción de múltiples superficies de fluencia, por ejemplo los modelos 
con superficies límites  de “cono” y “capa”, como el formulado en esta tesis, con 
distintos criterios de endurecimiento y ablandamiento incrementan 
notablemente la complejidad involucrada en el proceso de integración de 
tensiones.  
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Es importante destacar que, aun cuando las contribuciones al presente son 
numerosas en la modelación de suelos parcialmente saturados y su 
implementación numérica, no existe al presente un modelo suficientemente 
general que cubra todas las diferentes condiciones friccionales y cohesivas que 
pueden presentar estos materiales, y mas aun, que evalúen detalladamente la 
influencia de integraciones numéricas basadas en estrategias multipasos.  
En estas, la solución del incremento de tensiones se desglosa en diferentes 
planos de la superficie de tensiones y también se separa la integración o 
actualización de las variables de estado tensional.  
Esta es una cuestión a tratar en la tesis, con el objetivo de lograr tasas de 
convergencia superiores en pasos realmente finitos de cargas/deformaciones. 
 

1.6 LOCALIZACIÓN DE DEFORMACIONES Y BIFURCACIÓN 

1.6.1 Indicadores de pérdida de estabilidad 
Los materiales friccionales sometidos a procesos inelásticos provocados 

por la acción de desplazamientos impuestos, exhiben después de un cierto 
límite un fenómeno denominado ablandamiento. Durante un proceso de carga 
este ablandamiento se presenta físicamente como una disminución en la 
magnitud de la tensión acompañado de un incremento de las deformaciones.  
Este concepto ha sido expresado por Valanis (1985) de la forma 

 
0<ε:σ &&      (1.57) 

 
Donde σ&  es la tasa del tensor de tensiones de Cauchy y ε&  es la tasa del 
tensor de deformaciones. 
La pérdida de estabilidad material instantánea fue definida por Hill como 
 

00:
2
1

2
1

ep
2 ≠∀≤== εε:Eεε:σ &&&&&Wd    (1.58) 

Siendo Wd 2 el funcional de densidad de trabajo interno de segundo orden  y 
ep

TE   el operador material elastoplástico tangente. 

El segundo postulado de estabilidad de Drucker define la estabilidad local del 
comportamiento de un punto de un sólido sometido a un estado tenso-
deformacional, que está relacionado con el axioma de la máxima disipación 
plástica. Si un punto de un sólido sometido a un estado de tensiones 

( )k,εε,σσ p=   y deformación ε , tal que en el instante previo sus magnitudes 
eran ( )k,ε,εσσ p** = , se dice que el comportamiento ha sido estable si se 
cumple la desigualdad 
 
 

( ) 0≥−→≥ pp ε:σσε:σε:σ &&&
**      (1.59) 
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Donde σ  es el tensor de tensiones de Cauchy, pε  es la parte plástica del 
tensor de deformaciones y k  es un conjunto de variables internas. 

Como se observa la definición de ablandamiento de Valanis coincide 
plenamente con el de inestabilidad de Drucker. 
La ec. (1.58) establece una condición suficiente para definir la existencia de 
ablandamiento durante el comportamiento en un punto del sólido. El 
incremento de tensiones, para un comportamiento elastoplástico, viene dado 
por 
 

ε:Eσ &&
T
ep=       (1.60) 

 

Donde T
epE es el tensor constitutivo tangente elastoplástico de cuarto orden, 

expresado gracias a sus simetrías como una matriz de (6x6), que también 
puede estar afectado por un efecto de pérdida de rigidez por degradación.  
Sustituyendo la ec. (1.60) en la (1.57) resulta la forma cuadrática siguiente 
 

00 ≠∀≤ ij
T ε,ε:E:ε &&     (1.61) 

 
De donde se deduce que para que exista un proceso de ablandamiento por 
deformación en un punto del sólido se debe cumplir que la matriz  TE sea 
definida  negativa [Bazan (1978)]. 
Existe la hipótesis, en el criterio de muchos investigadores, de que la 
microfisuración en los materiales friccionales frágiles se debe a una pérdida 
instantánea de la cohesión intergranular, consecuencia del deslizamiento 
experimentado entre las partículas o granos del sólido, luego de superar ciertos 
límites la deformación [de Borst et al. (1984), Bazant (1986)].  
Debido a esto, se considera que el ablandamiento es un fenómeno inexistente 
a nivel intergranular, manifestándose solamente a escala macroscópica, como 
consecuencia del comportamiento promedio de los puntos contenidos en una 
zona de dimensiones finitas.  
Coincidiendo con este razonamiento varios investigadores [Desai et al. (1984), 
Valanis (1985)]  han puesto en duda la validez del concepto de ablandamiento 
como una propiedad de cada punto del material (fenómeno local), 
considerando que es un fenómeno de la estructura ó del conjunto (fenómeno 
no local) que provoca un fenómeno no deseable de inobjetividad de la 
respuesta y han propuesto modelos constitutivos que parten de la hipótesis de 
no admitir el ablandamiento como propiedad del material.  
No obstante y en total acuerdo con esta hipótesis, la mayoría de los modelos 
que actualmente reciben el nombre de modelos locales se formulan para ser 
utilizados dentro del método de elementos finitos, donde un punto de 
integración numérica representa un espacio finito del dominio. Así, cada punto 
de este espacio representa el comportamiento de los infinitos puntos materiales 
encerrados en su área de influencia. Por eso se considera que a esta escala sí 
tiene sentido admitir el ablandamiento como un fenómeno dependiente del 
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material y del tamaño de la zona de influencia del punto del espacio discreto 
(longitud característica). 
Este concepto es aceptado implícitamente por distintos autores quienes 
consideran de alguna forma la medida del punto discreto en la ecuación 
constitutiva [Bazant (1983), (1986), Rots (1986)]. 
Experimentalmente se observa en algunos sólidos que al llegar a un cierto nivel 
de deformaciones, hasta entonces continuas, aparece una alta concentración 
de las mismas en una zona muy estrecha, mientras que en el resto del sólido 
se produce una relajación del campo de deformaciones. Este fenómeno 
llamado también localización de deformaciones ocurre en una gran variedad de 
materiales dúctiles y frágiles. Una vez que se inicia la localización comienza a 
crecer la deformación en la zona de comportamiento inelástico, acompañada 
por una disminución de la deformación (proceso de descarga) en la zona 
restante.  
La aparición de este fenómeno de localización esta ligado a una bifurcación de 
la respuesta en los puntos situados en la zona inelástica respecto de aquellos 
situados en la zona elástica [Oller (2001]. 
El fundamento teórico para el análisis de bifurcación en elasto-plasticidad, fue 
presentado por primera vez por Hill (1962), dentro de su teoría general de 
unicidad y estabilidad para sólidos elastoplásticos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1.19. Comportamiento de un sólido con ablandamiento por deformación. 
 
En ella establece para los materiales metálicos una relación entre la bifurcación 
en la respuesta con la localización de deformaciones en una banda, 
denominada banda transversal. Este estudio teórico ha sido ampliado por 
Rudnicki y Rice (1975) y luego en un trabajo de Willam y Solbh (1987), donde  
se considera que la bifurcación en la respuesta no solo debe analizarse a partir 
de un simple estudio de valores propios del tensor E , sino que también debe 
ser complementado con el estudio de las condiciones críticas de propagación 
de ondas de aceleración plana.  

 

Trayectoria no localizada 

Trayectoria  localizada por 
una perturbación 

Trayectoria  localizada  
Trayectoria  de descarga 

Punto de bifurcación 
σ 

ε 
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Por ello estos últimos autores proponen un análisis de valores propios del 
tensor acústico de segundo orden ó tensor de localización 
  

NENQ
rr

⋅⋅= epep      (1.62) 
 

Donde N
r

representa el vector normal al plano de discontinuidad ó plano de 
fractura, que se forma por efecto del fenómeno de localización de 
deformaciones [Leppin et al. (1997)]. 
Como se expresó anteriormente, el fenómeno se manifiesta en forma de una 
banda de corte, en una estrecha zona de intenso esfuerzo a través de un 
campo cinemático  de deformaciones del cuerpo que puede ser discontinuo. La 
formación de la banda corte  en el cuerpo es acompañado por un 
ablandamiento  y  generalmente conduce a un colapso completo de la 
estructura.  
La deformación localizada es común en los suelos y rocas,  materiales que son 
susceptibles a la formación de grietas y falla  al ser sometidos a esfuerzos de 
corte [Roscoe (1970), Scarpelli et al. (1982)]. 
En las Figuras 1.20, 1.21 y 1.22 se observa el progresivo desarrollo de la zona 
con deformaciones localizadas hasta alcanzar la banda de corte, en ensayos 
experimentales no drenados realizados en un suelo limo arcilloso de baja 
plasticidad (CL-ML), denominado SE-3 de nuestra provincia. 
      

                     
   Figura 1.20 Desarrollo de la deformación y localización 
 
En estos ensayos se puede ver la influencia que ejerce el contenido de 
humedad en el comportamiento de suelos limos arcillosos de baja a media 
plasticidad. En la Figura 1.21 se observa la formación de banda de corte en 
muestra de suelo ensayada con humedad natural del 12 %. 
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Figura 1.21 Banda de corte en muestra de suelo con 12% de humedad 
(Fotografía después de secada a temperatura ambiente) 

 
En la Figura 1..22 se observa la muestra de suelo ensayada con humedad 
crítica cercana al límite líquido del 26%, en este caso solo se produce un tipo 
de falla difusa sin una clara banda de corte que denota la importancia del valor 
de la matriz de succión ( contenido de humedad en poros) en la respuesta del 
material. 
 

 

 
Figura 1.22 Muestra de suelo ensayada con 26% de humedad 

(Fotografía después de secada a temperatura ambiente) 
 
 
La predicción de la formación de bandas de corte depende del comportamiento 
del material.  
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Un enfoque clásico de la bifurcación consiste en una solución homogénea 
considerando el salto del gradiente de la deformación [Hill et al. (1975), 
Rudnicki et al. (1975)], denominada “discontinuidad débil" [Simo et al. (1993)]. 
El análisis identifica la pérdida de fuerte elipticidad de las ecuaciones de 
equilibrio (cuando kijkljil nEnQ = se vuelve singular corresponde a baja 
elipticidad), y las señales de la aparición de soluciones discontinuas, mientras 
que bifurcaciones continuas pueden aparecer en régimen de fuerte elipticidad 
[Ottosen y Runesson (1990)]. 
 
De acuerdo con Rice y Rudnicki (1980) se tiene  
 

• bifurcación continua    )()( afueraadentro epep EE =  

• bifurcación discontinua   )()( afueraadentro epep EE ≠  
 

La banda de corte puede emerger dentro de un campo uniforme de tensiones 
cuando el material es rigidizable. 

 
El criterio 0)det(det ep =⋅⋅= NENQ

rr
 es necesario pero no suficiente para  la 

formación de la banda de corte. 
 

En la bifurcación discontinua el material fuera de la banda de corte esta 
descargado elásticamente. 

 
La orientación de la banda de corte no es única en bifurcación discontinua. 

 
El espesor de la banda de corte no esta determinado.  
 
Desafortunadamente, los modelos de plasticidad  clásicos independientes de la 
tasa, no poseen una característica intrínseca de longitud de escala que permite 
la continuación de los análisis más allá del punto de bifurcación. 
Se han formulado ideas alternativas para el análisis de  localización en sólidos 
elastoplásticos que implican la asunción de un campo de desplazamiento 
discontinuo, denominado "discontinuidad fuerte" [Simo et al. (1993)].  
La idea es equivalente a la de asumir una banda de espesor nulo, a fin de que 
al modelo constitutivo no se exija de proporcionar una escala de longitud 
característica.  
Como señalan Borja et al. (1993), ésta hipótesis tiene justificación física en las 
observaciones de materiales geológicos, y de hecho fue fundamental para el 
desarrollo de la teoría la formulada por Coulomb (1773), la de Rankine (1956) y 
los métodos de cálculo de presión de tierra, así como el desarrollo de métodos 
de análisis de estabilidad del taludes en  aplicaciones geotécnicas [Terzaghi 
(1923), Bishop (1959)].  
En el contexto del análisis con  elementos finitos, el desafío matemático 
impuesto por la presencia de un campo de fuerte discontinuidad, se resolvió 
satisfactoriamente  mediante la introducción artificial de un enriquecimiento de 
las funciones de forma del elemento. El enfoque general se inscribe en el 
marco de los métodos de elementos enriquecidos [Simo et al. (1990), (1993)], 
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en el que la cinemática de la discontinuidad fuerte se resuelve por la 
introducción de un  parámetro artificial del salto en el campo de 
desplazamientos y  que aumenta el nivel débil de la ecuación con otra auxiliar. 
Por lo tanto, el salto se convierte en un parámetro artificial de la solución y se 
elimina la indefinición. 
Este enfoque ha sido probado con buenos resultados para modelos de 
plasticidad desviatóricos con un módulo constante de ablandamiento post-
localización [Borja (2000), Simo et al (1993), Garikipati (1996)]. 
Los métodos de elementos finitos empleados en los análisis son sensibles ó 
dependientes  del tipo de malla empleada en la discretización, la banda de 
corte se contrae al  tamaño del lado de los elementos de menor tamaño. 
Como métodos de regularización se identifican 

• Modelos de gradientes de deformación [Aifantis (1984), Mindlin (1965)] 
[Vardoulakis y Aifantis (1989), Zbib y Aifantis (1989)] 

• Teorías no locales [Bazant et al. (1984), Pijaudier-Cabot y Bazant (1987) 
, Brinkgreve (1994)] 

• Teoría del contínuo de Cosserat [Cosserat y Cosserat (1909), Muhlhaus 
(1986), Vardoulakis (1989), De Borst (1990)] 

 
La respuesta mecánica de un sólido continuo cambia drásticamente cuando 
evoluciona la localización de un estado difuso a un  estado de falla localizada ó 
bien falla discreta y por esta razón el tema de ha recibido mucha atención 
últimamente en la investigación. 
Borja y Lai (2002) estudian el problema de localización de falla en un 
tablestacado vertical mediante la formulación de discontinuidad fuerte y 
tratando el relleno como material friccional elastoplástico, aplicando un modelo 
de Drucker-Prager no asociado. Sus resultados indican que la condición de 
localización para el tablestacado rígido del problema es en primer lugar 
satisfecha en la superficie del terreno  y luego la discontinuidad se propaga 
hacia abajo en una línea con un ángulo que depende del estado de tensiones 
activa o pasiva. Esto contrasta con la teoría de Rankine que afirma que la falla 
se produce simultáneamente en todos los puntos del relleno granular. 
Por todo lo expuesto, es importante  el análisis de las condiciones de falla 
localizada y la propuesta de un indicador matemático eficiente para detectar 
este tipo de situación en medios porosos parcialmente saturados donde el 
campo succional juega un rol decisivo.  
No existe en la literatura al presente un indicador de falla localizada para este 
tipo de medios porosos que tenga en cuanta la dependencia con la succión.  
Este déficit se busca subsanar con las presentes investigaciones. 
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1.7  OBJETIVO DE LA TESIS 

Para la investigación del comportamiento hidromecánico de falla de 
suelos parcialmente saturados se pueden adoptar dos metodologías: el análisis 
experimental de la respuesta para condiciones de  succión variables (contenido 
de humedad variable) ó bien la simulación teórico numérica mediante la 
formulación  de un modelo constitutivo, su implementación computacional y la 
verificación de su capacidad predictiva. En este trabajo se adopta la segunda 
opción. 
Las deficiencias en el estado del conocimiento a nivel de modelación 
constitutiva y de la formulación de indicadores matemáticos confiables del tipo 
de falla que se desarrolla en suelos, que son abordados en este trabajo 
doctoral, tienen también su contraparte a nivel de problemas de valores de 
borde. Estos últimos se refieren a los problemas de deformación de medios de 
suelos parcialmente saturados sometidos a condiciones de cargas mecánicas e 
hidráulicas en sus contornos, generando soluciones acopladas en la historia de 
deformaciones y de tiempo. Estos problemas se abordaron en estas 
investigaciones con el fin de definir la correlación entre las inestabilidades o 
fallas locales (a nivel material) y las inestabilidades o colapso globales (a nivel 
de elemento finito ó estructural). 
La formulación de un indicador matemático de falla que se desarrolla en suelos 
parcialmente saturados, modelados en el marco teórico de los medios porosos, 
permite establecer tanto la posibilidad concreta de una falla sin preaviso (falla 
frágil), como también la posibilidad que esta discontinuidad en el campo de 
deformaciones que caracteriza a las roturas frágiles (en la forma de una 
discontinuidad fuerte en la solución del problema integro diferencial de 
equilibrio) esté o no acompañado por una discontinuidad en el campo de las 
deformaciones (o tensiones) adicionales, representado por la succión.  
El objetivo principal de la tesis  es desarrollar un modelo constitutivo  capaz de 
reproducir adecuadamente la respuesta de medios cohesivos friccionales  
parcialmente saturados bajo condiciones de carga y humedad variables. En ella 
se  discute la formulación de   un modelo constitutivo elastoplástico para 
materiales cohesivos friccionales parcialmente saturados, en el cual se 
incorpora como componentes del estado tensional,  la presión neta total y la  
succión. El mismo fue formulado sobre la base del modelo de Lade para 
materiales cohesivos friccionales y  que fuera extendido por Sture et al. (1989) 
y conocido como modelo MRS-Lade, consistente en un criterio de falla del tipo 
“cono-capa”. 
Objetivos específicos: 
 

1. La formulación y calibración de un modelo constitutivo elastoplástico 
para suelos parcialmente saturados, sobre la base de la teoría del flujo 
de la plasticidad  de pequeñas deformaciones. 

2. Desarrollo de algoritmos apropiados para la implementación numérica 
del modelo mediante la consideración de la succión como cuarta 
dimensión tensional junto con los invariantes de tensiones. Este 
algoritmo está basado en procedimientos de interpolación de orden 
adaptativo comenzando con el orden elemental a través del método de 
Pickard. De esta manera se evita la baja tasa de convergencia de los 
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métodos iterativos clásicos cuando se consideran condiciones de 
fluencia dependientes de los tres invariantes de tensiones. 

3. Extensión del indicador de falla localizada para el caso de medios 
porosos de tipo elastoplásticos. 

4. Evaluación de las predicciones de falla localizada y dúctil del modelo 
constitutivo ha desarrollar para suelos parcialmente saturados. 

5. Verificación de la capacidad predictiva del modelo y algoritmos a 
desarrollar frente a caminos de tensiones complejos y soluciones 
experimentales en el marco de análisis mediante elementos finitos. 

6. Implementación computacional de la teoría constitutiva extendida para 
suelos parcialmente saturados en programa computacional de 
elementos finitos apto para el estudio de problemas acoplados. 

7. Calibración del modelo para suelos parcialmente saturados con 
resultados de ensayos experimentales confiables publicados a nivel 
internacional,  involucrando diferentes tipos de suelos, de granulares a 
puramente cohesivos con contenidos diferentes de humedad. 

8. Estudio y determinación de la influencia que ejerce el tercer invariante 
sobre la respuesta del modelo sobre el comportamiento tensional y 
volumétrico según el parámetro de excentricidad. 

9. Extensión del indicador de falla localizada. Análisis de las predicciones 
de modos de falla localizadas de suelos parcialmente saturados, 
mediante la resolución numérica del tensor de localización.  Formulación 
de un indicador de falla localizada para el caso particular de medios 
porosos con succión, basado un una extensión de la formulación del 
tensor acústico clásico para medios continuos. Con estos desarrollos se 
podrán estudiar las propiedades de fallas localizadas de suelos 
parcialmente saturados. 

10. Análisis computacional de problemas de falla de fundaciones y taludes 
de suelos parcialmente saturados. 

11. Conclusiones de los estudios. 
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CAPITULO II 

ELASTOPLASTICIDAD – TEORIA DE MEDIOS POROSOS PARCIALMENTE 
SATURADOS 

2.1 INTRODUCCION 
Como se ha descrito en el Capitulo I, la terminología de mecánica de 

medios porosos saturados y parcialmente saturados sugiere  que es el grado 
de saturación del medio el que distingue a ambas categorías. La diferencia 
entre un suelo completamente saturado y otro seco se debe a la 
compresibilidad del fluido existente en sus poros debido a que el agua que 
llena los vacíos del medio poroso es esencialmente incompresible. En cuanto 
aparecen burbujas de aire el medio poroso  se torna compresible.  
El caso más corriente en la ingeniería práctica es cuando el aire y el agua 
forman un continuo a través de los vacíos del suelo [Fredlund  (1995)]. La 
succión de matriz es la que interesa principalmente en la mayoría de los 
problemas de la ingeniería geotécnica y es la que se adoptó en  la presente 
formulación. 
En esta teoría de medios porosos parcialmente saturados se describe su 
comportamiento mediante un modelo constitutivo elastoplástico adoptándose 
dos variables independientes del estado de tensiones, la succión de matriz 

( )wa pp −=s  y la tensión neta apIn −= σσ , como se aplica en el modelo de 
Alonso, Gens y Josa (1990) y Sheng et al. (2004), donde σ  es el tensor de 
tensiones totales, wp  representa la presión de agua en los poros y ap  la 
presión del aire ó fase gaseosa e I  el tensor identidad de segundo orden. 

2.2  TENSIONES CONSTITUTIVAS 
El medio poroso parcialmente saturado se describe en función del tensor 

de tensiones denominado “efectivo” ó “constitutivo” σ′ , [Schiava (2001)] que 
viene dado por 

sw &&&&& II n +=−=′ σσσ p     (2.1) 

( )wa pp −=s       (2.2) 

apIn −= σσ         (2.3) 

Donde s  es la succión, nσ  tensor de tensiones neto, es decir la presión total en 
exceso ó sobre la presión del aire en los poros, σ  tensor de tensiones total, wp  
representa la presión de agua en los poros y ap  la presión del aire ó fase 
gaseosa e I  el tensor identidad de segundo orden. 
El término dado al tensor de tensiones “efectivo” σ′ ,  es utilizado por Lloret y 
Kahlili (2000), en cambio Sheng et al. (2003, a) proponen el nombre de 
“constitutivo”, nombre que se utiliza en esta tesis, para diferenciarlo del 
concepto clásico de presión efectiva dado por Terzaghi para suelos saturados.  
En muchos casos geotécnicos prácticos la presión aire en los poros es la 
misma que la atmosférica y permanece constante por lo que la succión resulta 
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igual a la presión de agua negativa en los poros del suelo. De todos modos la 
presente  formulación constitutiva esta basada en la succión para generalizar el 
modelo. 

2.3 FORMULACION GENERAL CONSTITUTIVA ELASTOPLASTICA 
El modelo constitutivo empleado, como se verá en el capítulo siguiente, 

consiste en un fragmento de superficie de fluencia curva alisada que es la 
superficie de fluencia movible del cono hasta alcanzar la última superficie de 
falla y otra superficie extendida entre el cono y el eje hidrostático que también 
evoluciona con el trabajo plástico de endurecimiento.  
La superficie de fluencia tiene la forma de un cono asimétrico, con el vértice 
localizado a la izquierda del origen del espacio de tensiones, dependiendo de 
las características cohesivas del material y representada por la ecuación 

     { }κFi s,,σ′       (2.4) 

En varios  modelos elastoplásticos, tales como los de Tresca (1864), Mohr-
Coulomb y los criterios de fluencia con superficies de cono-capa como el MRS-
Lade, dichas superficies límites están definidas por  curvas muy tendidas.  

Cada superficie convexa de función de fluencia,  { }κs,,σ′iF  en el caso de 
medios porosos parcialmente saturados está definida en función de la tensión 
constitutiva, la succión  y de un conjunto de variables escalares de 
endurecimiento - ablandamiento iκ , donde iκ  representa un arreglo de 
variables que indica  una medida del trabajo plástico  ó la deformación plástica  
efectivamente desarrollada en conjunción con el modelo elastoplástico que se 
formula en el capitulo siguiente. 

La  intersección del conjunto de esfuerzos definidos por { } 0κFi ≤′ s,,σ    define el 
conjunto convexo { }κB  de tensiones constitutivas plásticamente admisibles σ′  
y de succiones s  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Figura 2.1 Conjunto de tensiones plásticamente admisibles 
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                    { } { }{ }M,1,2,......i0F =≤′′= ,κs,,s,κ σσ iB    (2.5) 

Ecuación que puede expresarse de la forma 

{ } { } { }{ }M,1,2,......i0si0,Fss,, i =>≤′′= ,s,,κs,,κ &&&&& εσσε ii
B λλ       (2.6) 

que comprende la carga plástica y la descarga elástica, donde se han 
introducido el parámetro iλ&  escalar no negativo denominado parámetro de 
consistencia plástica que se determina a partir de la propia condición de 
consistencia de Prager. Estos parámetros  M,1,2,......i =,iλ&  definen  las 
superficies que están activas y la carga plástica  ocurre cuando 0>iλ& . 

De acuerdo con Weihe (1989) la regla de fluencia se formula en términos del 
espacio de las sub-diferenciales ∂Fλ , representando un conjunto de normales 
admisibles a las superficies de falla. 
 

{ } ( ) { }{ }s,κ,,|κ,s, &&&& εσσσεσ λλ Boo ∈′∀≥′−′=′∂ 0a:a,F   (2.7) 

 
Partiendo de las relaciones constitutivas generales de la teoría de la plasticidad 
para deformaciones infinitesimales, con ley de fluencia no asociada y 
asumiendo la descomposición aditiva del tensor de deformación total en sus 
partes elástica eε  y plástica pε , según la teoría de Prandtl-Reus 
 

pe εεε &&& +=          (2.8) 
 

( )pεεEσ &&& −=′ :       (2.9) 

 

( ) κ),s(, &&& ,εσε:Aσσ Bopo ∈′∀≥′−′ 0:     (2.10) 

 

)ε( phκ && =       (2.11) 

Donde E  es el tensor constitutivo de cuarto orden, pε& representa la porción 
plástica de la tasa del tensor de deformaciones totales ε&  y la función h  es un 
vector homogéneo de primer grado. 
La ecuación (2.10) representa el segundo postulado de Drucker que define la 
estabilidad local del comportamiento de un punto de un sólido sometido a un 
estado tenso-deformacional y que en el problema no lineal está relacionado 
con el axioma de máxima disipación plástica.   
En la teoría del flujo de la plasticidad la definición de la regla de flujo plástico 
asociada a la superficie de fluencia es fundamental para la integración de la ley 
constitutiva y la resolución de los problemas globales en elementos finitos, ver 
Ortiz y Popov (1985), Simo y Taylor (1985), Runesson et al. (1988) y Crisfield 
(1991,1997), entre otros.  



Modelación y analisis computacional de suelos parcialmente saturados  
 

 58

Sin embargo, el caso contrario de formulación del flujo plástico con superficie 
potencial de fluencia, flujo no asociado, es empleado en el análisis teórico 
[Lubliner (1990), Lade (1994)]  y en la descripción formal del modelo a 
instancias de Pramono y Willam (1989) y Etse y Willam (1994). 
En orden de implementar una regla de flujo no asociativa, tres formulaciones 
son posibles:  

1) Definir la regla de flujo (usualmente del potencial del flujo) 
directamente de resultados experimentales independiente de las características  
del modelo [Lade y Duncam (1975), Lade y Kim (1988)] 

2) Prescribir el vector de flujo modificando la normal a la función de 
fluencia (el correspondiente potencial de flujo se obtiene por integración) 
[Runesson (1987), Alawaji et al. (1992)  y Larsson y Runeson (1996)] 

3) La definición de la función de potencial como una modificación de la 
función de fluencia [Macari et al. (1994), Jeremic y Sture (1994), Macari et al. 
(1997)].  
En la presente formulación teórica se adopta esta tercera opción. 
La ecuación (2.11) a su vez expresa un conjunto de leyes de endurecimiento 
que gobiernan la evolución de las variables plásticas y considerando que exista 
el tensor de transformación de cuarto orden  A . Si la regla de fluencia es 
asociada para la tasa de las deformaciones plásticas pε& será IA = , donde I    
es el tensor identidad de cuarto orden [Etse y Willam (1996)].  
La forma variacional de la regla de flujo no asociativa de la ecuación (2.9) 
puede expresarse alternativamente en forma de tasas y con las condiciones de 
Kuhn-Tucker de la forma 

 

∑λ=
U

i
i
σmε ip

&&   0≥λ i
&  0F =ii λ&     (2.12) 

 
donde 

σσ n:Am 1−=        (2.13) 

 

σ
mσ

′∂
∂= Q    

σ
nσ

′∂
∂= F             (2.14) 

En la ecuación (2.13) los tensores de segundo orden σσ nm y representan el 
gradiente de la función de potencial plástico iQ   y de la superficie de fluencia 

iF   , respectivamente con respecto a las tensiones constitutivas. 

2.3.1 Condiciones  de Consistencia en Medios Porosos Parcialmente 
Saturados 

En el marco de una formulación constitutiva elastoplástica para medios 
porosos parcialmente saturados, la condición de consistencia para carga 
plástica viene dada por 
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1,2,....Ui0:F ==++′= ,κsns
i &&&&

ii rσnσ     (2.15) 

con  

s
n

∂
∂

= is
i

F        (2.16) 

iκ∂
∂

= i
ir

F                (2.17) 

)(hκ iii
σλ m&& =        (2.18) 

Comparando con las condiciones de consistencia de modelos elastoplásticos 
clásicos la ecuación (2.15) incluye el término adicional sns

i & , que describe la 
evolución del gradiente de la función de fluencia con la succión [Schiava y Etse 
(1999), Schiava (2001)].  
Sheng et al. (2003, a) también introducen este término en la condición de 
consistencia y señalan que otros autores, por ejemplo Zhang et al. (2001), 
simplemente no han considerado este término adicional en la formulación 
constitutiva de medios porosos parcialmente saturados, por lo que su condición 
de consistencia no es matemáticamente rigurosa.  
Reemplazando la ecuación constitutiva (2.9) en la ecuación (2.15) la expresión 
explícita del multiplicador plástico resulta 
 

ihri

i
i −

+
= σ

i
σ
i m:E:n

ε:E:n sns
i &&&

σ

λ          (2.19) 

Substituyendo la ecuación (2.19) en la regla de flujo expresada en forma de 
tasa en la ecuación (2.9) se obtiene la relación constitutiva en forma compacta 
 

ε:Dσ ep ′=′ &&           (2.20) 

 
Donde, y de acuerdo con Sheng et al. (2003, a) se ha introducido la tasa de 
deformaciones extendida, que incluye la tasa del tensor de deformaciones 
totales y la tasa de la succión. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′

Is&
&

&
ε

ε         (2.21) 

 
Por lo tanto el operador material de la ecuación (2.20) se define como 
 

( )sepep EED =          (2.22) 
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i

U

i
∑

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
⊗

−=
1

ep Hσσ

σσ

m:E:n
E:nm:E

EE        (2.23) 

 

      
i

U

i

s

s

n
∑

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
⊗

−=
1 H

I
σσ

σ

m:E:n
m:E

E       (2.24) 

 
con ,....U,i 21= . El modulo de endurecimiento-ablandamiento de la superficie 
activa se define como 

)(hrH iiii
σm−=      (2.25) 

 
Reemplazando la ecuación  (2.21) y (2.20) en (2.1) se obtiene la evolución del 
tensor de tensiones totales 
 

( )
( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=→==

+−−=→=

+−+=

+′=

ε:Eσ

:Eε:Eσ

:Eε:Eσ

σσ

&&&&

&&&&

&&&

&&&

epwa

wepa

ep

w

0pp

p0pp

Si

Si

sgeneral Caso

I

I

I ssym

ssym

Ι

Ι

  (2.26) 

    

Donde  symΙ  es el tensor unitario y simétrico de cuarto orden.  

En la fórmula (2.26) se observa la influencia que ejerce la succión sobre el 
valor de la tensión total, para el caso general de presiones de aire y de agua en 
los poros, expresado por medio de un nuevo tensor denominado de “succión” 

sE que se añade al tensor elastoplástico clásico epE . 

2.4  INTEGRACION DE TENSIONES (MPPC) 
El Método de Proyección al Punto más Cercano (MPPC) (Closet-Point 

Projection Method), es una generalización del método de retorno de Euler para 
superficies de fluencia arbitrarias. Corresponde a la minimización de la energía 
de disipación plástica en el espacio métrico definido por el operador elástico 
modificado mediante el  tensor de cuarto orden A ,  [Etse y Willam (1996)], 
que describe la relación entre el gradiente a la superficie de fluencia y el 
gradiente del potencial plástico. 

)(: pεεEσ &&& −=′      (2.27) 

 

     )ε( phκ && =                (2.28) 
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Asumiendo que la dirección de potencial plástico σm , y calculada en relación al 
gradiente de la función de fluencia σn vía la transformación A , puede 
expresarse de la forma  
 

σσ n:Am 1−=      (2.29) 
 
Considerando una variación volumétrica no asociada mediante la expresión 
 

        II ⊗+= β
3
1IA                           (2.30) 

 

II ⊗
+

−=−

)( 13
1

β
βIA                  (2.31) 

 
donde β  es el parámetro de dilatancia e I   es el tensor identidad de cuarto 
orden. 
La regla de fluencia será asociada si  0=β , mientras que si 0>β  corresponde 
a flujo no asociado. 
Para una superficie de fluencia convexa y  para un valor particular de las 
variables de endurecimiento y ablandamiento κ y aplicando la condición de 
normalidad se obtiene  la desigualdad variacional 
 

( ) ( )κ,s,: &&& ,εσε:Aσσ Bopo ∈′∀≥′−′ 0           (2.32) 
 

 ( ) ( )( ) 0
1

≥−′−′ −
ε:Eε:A:σσ &&

e*    ( )κ∈′∀ ∗ B,σ          (2.33) 
 
 
La expresión variacional  en el espacio de tensiones efectivas resulta 
 

( ) ( ) 0:: 1ne1ne
A

1n1n ≥′−′′−′ +++∗+ σσCσσ  , ( )κ, B∈′∀ ∗σ       (2.34) 
 
 
donde e1ne

A
1n : CAC ++ =    es el tensor de elasticidad complementario 

( ) 1ee −
= EC transformado con la no asociatividad inherente en A . 

Sustituyendo ecuación (2.1) 
 
 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 01n1e11111 ≥+−++−+ +++++∗++ II::II nnene

A
nnn ssss * σσCσσ     

 
                                                         ( )κs, 1+∗∗ ∈′∀ nBσ                  (2.35)  
 
Se  puede observar que  la solución a la desigualdad anterior, sujeta a la 
condición de consistencia plástica, se la obtiene como un problema de 
encontrar la solución que satisfaga  la condición de minimización de la energía 
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complementaria [Macari et al. (1997)], que en la presente formulación es 
dependiente además de la succión [Schiava (2001)] 
  

( ) ( )κs,s,min 1+∗∗∗∗ ∈′∀ n
A BE σσ    (2.36) 

 
donde ( )∗∗ s,σAE  representa la distancia desde e1σ+n , e1s+n  al conjunto    

( )κ1+nB ,  medida como la norma de la energía  complementaria transformada. 

A esta formulación de la energía complementaria en función de la tensión total 
y de la succión, Macari et al. (2003) denominan energía complementaria 
modificada. En dicho trabajo realizan la integración implícita de las relaciones 
constitutivas aplicando el Método de Proyección al Punto más Cercano para el 
modelo de Barcelona. 

2.5   EL  MPPC EN EL  ESPACIO DE INVARIANTES DE TENSIONES 
Para el caso especial considerado en esta tesis de endurecimiento 

isotrópico, la expresión de la energía puesta en la forma invariante  es más 
conveniente.  
Definiendo los invariantes de tensiones 

 

3
Ip 1n

n −=       (2.37) 

 
D2J3q =         (2.38) 

 

3
D2

D3

J

J
2

33θ3
)(

cos =      (2.39) 

 
En donde 1nI  es el primer invariante del tensor de tensiones netas igual a la 
traza de tensiones netas, D2J  y D3J  el segundo y tercer invariante de tensiones 
netas desviatórico, respectivamente y θ  es el ángulo de Lode, cuyo valor 0θ =  

define el plano triaxial en extensión  y 
3

θ π=  el plano triaxial de compresión. 

Para mayores detalles de las expresiones de los invariantes ver Anexo C. 
El conjunto es definido como  
 
   { } ( ) ( ){ }0κs,,Fs,κB ≤= θq,,pθq,,p nn    (2.40) 
 
donde el tensor de tensiones neto es expresado en término de los invariantes 
de tensiones np  , q  , θ  y s , el que puede ser considerado como un cuarto 
invariante [Wheeler et al. (1995)].  
Para elasticidad isotrópica, la rigidez elástica y el módulo elástico 
complementario pueden expresarse en términos del módulo volumétrico K  y 
de corte G   
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IIe ⊗⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= GKG

3
22 ID             (2.41) 

 

  IIIIe ⊗+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⊗−=

KG 9
1

3
1

2
1 IC            (2.42) 

 
Aplicando la transformación al tensor elástico complementario 
 

IIIIe
A ⊗

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⊗−=

KG2 9
1

3
11 βIC                (2.43) 

 
Se observa que  e

AC  es simétrico y con dos autovalores positivos considerando 
β > 0 
 

 ( )
K3

1
1

βω +
=         

G2
1

2 =ω      (2.44) 

 
Finalmente resulta la expresión de la energía, puesta en función de los 
invariantes 
 

( ) ( ) ( )[ ] +−−+−= ∗+∗+∗+ qqθθqqθ,q,p e1ne1n 1n2
A cos1

G3
2

G3
1s,E2  

 

     ( ) ( ) ( )( )2∗+
+

∗+
+

−
+

+−
+

+ ss
K
β1

K
β1 e1n

1n
2

1n

ppe1n                  (2.45) 

 
La solución de mínima ( )s,EA θ,q,p sujeta  a  la condición de consistencia 

( ) 0θ,q,pF ≤κs,,  puede establecerse minimizando la nueva función, 
Lagrangiana expresada con la condición de minimización 

 
 

 ( ) ( ) 0θ,q,pθ,q,p =−= + κ,s,Fλs,EL 1n         (2.46) 
 
 
donde λ  es el multiplicador Lagrangiano asociado a la condición de 
consistencia. 
En correspondencia con el extremo de la condición del estado de carga plástica  
se obtiene  [Schiava (2001)] 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ++++

p
Fpp e1n

∂
∂φµ 1n1n1n                   (2.47) 

 

( ) 0
q
Fθθqq 1ne1n =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−− +++++

∂
∂µcos 1ne1n1n             (2.48) 
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( ) 0
θ
Fθθqq ee =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− +

∂
∂µsen 1n              (2.49) 

 
 

0F
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− ++++

s
φµss 1n1ne1n1n

∂
∂             (2.50) 

 
 

( ) 0θ,q,p 1n =+++ κ,s, 1n1nF              (2.51) 
 

con 
 
 λGµ 3=            (2.52) 
 
que es el  multiplicador Lagrangiano modificado con la condición de 
consistencia y φ es un escalar definido de la forma 
 

                     ( ) )1()ν21(9
)ν1(2

13 ββG
K

+−
+

=
+

=φ                              (2.53) 

 
Se observa la dependencia de las características de compresibilidad elásticas ( 
ν , coeficiente de Poisson) y plásticas (β ). 
En esta tesis se ha implementado la ley constitutiva con control mixto. La 
formulación mixta es una generalización del estado de tensión pura y del 
control de deformaciones y es conveniente para usarse con control de variables 
de tensiones, succiones y deformaciones ó combinaciones de ellos (por 
ejemplo en ensayos  de compresión triaxial) [Schiava  y Etse  (2008)]. 
Macari et al. (2003) aplicando el Método de Proyección al Punto más Cercano 
en la integración de la ecuación constitutiva del modelo de Barcelona, llegan a 
una formulación similar. 

 2.6 Resolución del problema numérico 
El proceso de iteración consiste en un simple bucle de iteración que 

comprende las soluciones de las ecuaciones (2.47) á (2.51).  
En un caso extremo puede resolverse directamente para el multiplicador 
Lagrangiano µ vía iteración de la condición de consistencia, pero para criterios 
de fluencia de múltiples superficies complejas esto puede traer dificultad 
especialmente en el cambio de superficies activas. 

Con el objeto de lograr un máximo control en el cálculo de n+1 p, n+1 q, n+1θ, n+1µ  
y  n+1s para la proyección, se adoptan dos niveles de iteración. 

En primera instancia, las variables  n+1θ  , n+1κ se mantienen fijas durante la 
proyección de tensiones sobre la superficie de fluencia fija. Después de la 
convergencia,  se calculan nuevos valores de las variables  n+1θ , n+1κ , que 
definen una nueva superficie de fluencia. En la proyección a la superficie de 
fluencia fija, para un valor dado de   κ , el sistema de ecuaciones (2.47) á (2.51)  
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es resuelto para n+1p, n+1q, n+1θ y  n+1s  mediante dos niveles de iteración 
procediendo con los valores elásticos de invariantes de tensiones y predictor de 
succión (pe, qe, θe  y se). 

Para un dado θ = θ ,  pudiéndose tomar como valor inicial θ = θe se resuelve de 
la manera siguiente 
 
1° nivel de iteración:  κ  fijo   y  eθθ =  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ++++

p
Fpp e1n

∂
∂φµ 1n1n1n        (2.54) 

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= +++++

q
θθqq 1ne

∂
∂ Fµcos 1n1ne1n1n      (2.55) 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ++++

s
φµss 1n1ne1n1n

∂
∂ F        (2.56) 

 
( ) 0,θ,q,p 1n =+++ κ,s1n1nF        (2.57) 

 
2° Nivel: calcula  θ  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= +

θ
Fθθq ee

∂
∂µ)sen(q)(θz 1n       (2.58) 

3° Nivel: se itera  sobre la variable de endurecimiento κ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Figura 2.2  CPPM basado en integración implícita dentro del esquema  s 
constante 

 

( ) 0F =κs,,σn  

( )ee s, 1n1n ++ σ  

o 

( ) 0F1 =+ κs,,σn  

( )s, 1n1n ++ σ  

( )s,nnσ  

( )s, ∆∆σ( )ŝ,ˆ nn σ  
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Cuando se obtienen los valores de   n+1p,  n+1q,  n+1µ, n+1s se calcula un nuevo 
valor de θ  de la ecuación haciendo                                                        

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= +++++

θ
Fθθqq 1nee1n

∂
∂µ)sen()(θz 1n1n1n      (2.59) 

Una vez obtenidos los invariantes  (n+1p, n+1q, n+1θ , n+1s), para los valores fijos 
de    κ  , se calculan los componentes cartesianos de  n+1σ  vía tensiones 
principales y direcciones principales de tensiones. 
 
El procedimiento de integración implícita (MPPC), paso a paso de la ecuación 
constitutiva se  desarrolla de la siguiente manera: 

 
1) Dado: s,,,s,, n ∆∆εε,εσ pnn κn  
2) Calcular: ∆sss; ne1n +=∆+= ++ σσσ nen 1  
3) Con en σ1+  calcular eee θ,p,q  
4) Iterar sobre s, θq,p, usando el método Newton hasta la convergencia 
5) Iterar θ hasta la convergencia 
6) Chequear el criterio de convergencia de proyección de tensiones: 
 6.1 No Converge: repetir pasos 4-6 
 6.2 Si Converge: Continue 
7) Iterar variables de endurecimiento 
8) Chequear el criterio de convergencia 

8.1 No Converge: repetir pasos 4-7 
 8.2 Si Converge: salida de sy 1n++ σ1n  
9) Fin del algoritmo. 
 
 

2.7  Medida de la Deformación y del Trabajo de Endurecimiento. 
 Después de obtenerse las solución de los invariantes s, θq,p,  las 
componentes cartesianas de σ1+n  se obtienen a través de las tensiones y las 
direcciones  principales. El incremento de la deformación plástica p∆ε  se 
calcula utilizando la regla de Koiter en ec. (2.11) 
 
 

Ip
v

p
d

M

1i
ii

p ∆ε
3
1∆mλ∆ +== ∑

=

εε     (2.60) 

 

donde  ( )εtrε v =  es la parte volumétrica de la deformación y Id vε3
1

−= εε  es la 

parte desviatórica. Ambas componentes de la deformación son 
 

( )d
1ne

d
1np

d 2G
1∆ σσε ++ −=      (2.61) 
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( )pp
K
1∆ε 1ne1np

v
++ −−=      (2.62) 

                
Estas expresiones se utilizan para calcular el incremento del trabajo plástico en 
la ley de endurecimiento, definido como 
 
   p

v
p
d

p1np ∆w∆w∆:∆w +== + εσ     (2.63) 
 
donde p

v
p
d ∆w,∆w  son la parte desviatórica y volumétrica respectivamente 

 
      p

q
1np

dd
1np

d ε∆q∆:∆w ++ == εσ     (2.64) 
 

p
v

1np
v ε∆p∆w +=       (2.65) 

 
 
Donde p

vε∆  es el incremento de la deformación volumétrica debida a la presión 
y p

dε∆  es el incremento de la deformación plástica desviatórica [Macari et al. 
(1997)]. 

Como el ángulo entre σe
d  y   σd  es   (θe  -  θ), reemplazando en ecuación 

(2.57) se obtiene el incremento de la deformación plástica desviatórica 
 

   0)q)θθ(cos(q
3G
1∆ε 1ne1nep

q ≥−−= ++    (2.66) 

 
La tensión en la ec. (2.63) tiene significativa influencia en la respuesta del 
material por las características de endurecimiento-ablandamiento, como puede 
observarse para la historia de carga correspondiente a un ensayo de 
compresión triaxial. [Weihe (1989)].  

2.8   Resolución numérica del parámetro de endurecimiento 

La función de endurecimiento ( )s, 11 ++= nn σκκ  tienen una elevada no 
linealidad y una solución analítica cerrada no siempre existe debido a la 
dependencia implícita de los valores finales de tensión y succión, que 
necesariamente obligan a adoptar un esquema complejo de resolución.  
Como regla general los esquemas que convergen más rápidamente, como los 
métodos de orden elevado, requieren una ajustada estimación inicial y el uso 
de un número significativo de dígitos para su convergencia. Por lo tanto  es 
recomendable iniciar con un método simple y luego usar otro método de orden 
mayor para la rápida convergencia en pocas iteraciones.  
En consecuencia, se inicia el procedimiento con un método de orden bajo para 
los pasos iniciales y que provee los datos para el ingreso necesarios en un 
esquema más complejo de orden mayor de convergencia. 
En la presente formulación se ha empleando el algoritmo propuesto por Weihe  
(1989) y mejorado por  Arduino (1992), por lo tanto, se asume que la variable 
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de endurecimiento ( )s, 11 ++= nn σκκ  (considerando por el momento a la 
superficie de fluencia que dependa solamente de la variable de 
endurecimiento-ablandamiento κ ) es una función de un escalar px  variable 
definida usualmente por el trabajo plástico acumulado (ec. (2.63)).  
En dicho algoritmo, la salida de la variable de endurecimiento-ablandamiento 
se obtiene por combinación del método de Iteración de Picard (PI), también 
conocido como iteración de “punto fijo” sobre la variable κ  y por la 
interpolación de orden inverso adaptativo (AOII), sobre la diferencia de la 
subsiguiente iteración de κ . 

No es necesario que con  la iteración de Picard se alcance la convergencia de 
la solución, sino que una vez que se obtiene un valor final aproximado, se 
prosigue con el método de interpolación de orden inverso adaptativo para 
encontrar la solución definitiva [Macari et al. (1997)]. 
En esta tesis se ha implementado la ley constitutiva en un código  específico de 
elementos finitos que incluye la aproximación del transporte hidráulico en 
adición al problema de deformación.  
La solución de este problema dual permite actualizar la succión, las tensiones y 
variables de estado, que resultan en cada paso ó incremento. 
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    CAPITULO  III 

MODELO ELASTOPLASTICO PARA MATERIALES 
COHESIVOS FRICCIONALES PARCIALMENTE SATURADOS 

3. 1 HIPÓTESIS FUNDAMENTALES 
El modelo constitutivo elastoplástico para medios cohesivos granulares 

parcialmente saturados que se propone, es una extensión de modelo de cono y 
capa conocido como MRS-Lade. El modelo MRS-Lade es una extensión del 
modelo desarrollado en la Universidad de Colorado por Macari-Pascualino, 
Runneson y Sture [Sture et a. (1989), Jéremic y Sture (1994), Macari et al. 
(1997)], el cual es un posterior desarrollo del modelo de tres invariantes 
propuesto por Lade [Lade (1972), Lade y Duncam (1973), Lade (1989)], para 
suelos no cohesivos. Este modelo ha sido desarrollado para simular la 
respuesta de materiales friccionales con baja cohesión,  como las arenas, para 
estados de confinamientos variables.  
El modelo que se formula en esta tesis es una extensión del modelo de MRS-
Lade para suelos parcialmente saturados. Como se expresara anteriormente, 
en el punto 1.1.2 del capítulo I, la denominación de suelos parcialmente 
saturados engloba una amplia gama de tipos de suelos con comportamiento 
disímiles entre sí. 
En vista de ello, la formulación del modelo se orienta en general a suelos 
parcialmente saturados, comprendiendo  aquellos suelos que dentro de la 
clasificación unificada de Casagrande se distinguen como: arcillas de baja 
plasticidad (CL), limos inorgánicos (ML),  arcillas limosas y limos arcillosos (CL-
ML), mezclas de ellos con contenidos variables de arenas muy finas y a las 
arenas limo arcillosas (SM-SC), es decir suelos cohesivos-friccionales. 
Dentro de estos tipos de suelos, se encuentran los loess con características 
colapsables que son los causantes de graves daños en distintos tipos de 
estructuras y en la infraestructura hidráulica y vial. 
El modelo extendido de MRS-Lade se formula en el espacio de tres invariantes 
de tensiones y en el que se adiciona la succión como una variable tensional 
adicional.  Para simular el complejo comportamiento de los medios porosos 
parcialmente  saturados se  consideran, en la presente formulación las 
siguientes hipótesis: 
 

• Superficies de fluencia tipo cono-capa, una superficie curva cuadrática 
“aplanada”  correspondiente al cono que se intersecta con otra 
superficie curva también cuadrática de capa en el plano meridiano. 

 
• Las variables de endurecimiento y ablandamiento de ambas superficies 

evolucionan con el trabajo plástico de disipación. 
 

• Regla de flujo no asociada volumétrica en la región del cono ó de baja 
presión de confinamiento  y asociada en la región de capa de alto 
confinamiento.  
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• Regla de flujo asociada en el plano desviatórico en la región del cono.  
 

• Dependencia de la superficie de fluencia de la succión a través de la 
curva Carga-Colapso (L.C., Loading-Collapse) [Gens (1995), Schrefler y 
Bolzon (1997), Nuth y Laloui  (2007)].   

 
• Dependencia de la superficie de fluencia en la región de cono del tercer 

invariante de tensiones, confiriendo a la misma una forma no circular en 
su representación desviatórica. 

 
En Figura 3.1 se representa  el criterio de fluencia del modelo propuesto en el 
espacio de tensiones principales 321 σ,σ,σ  
 

 
Figura 3.1. Superficie de fluencia del modelo Extendido de MRS-Lade en el 

espacio 321 σ,σ,σ . 

En Figura 3.2 se representa  el criterio de fluencia del modelo en el espacio 
s,, npq , en el regimen de endurecimiento. La intersección de la superficie de 

fluencia con el plano s−np  define la curva Carga-Colapso (LC).   

La superficie de fluencia  L.C., está definida en el espacio s−np , donde np  es 
la presión en exceso de la presión atmosférica, se indica en la Figura 3.3  y en 
ella se observa que al aumentar el valor de la succión se incrementa el dominio 
elástico.  
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Por otro lado un incremento de la succión produce un incremento de la 
cohesión aparente del suelo según la función )(pc s . 
 

 
 

Figura 3.2. Superficie de fluencia del modelo Extendido de MRS-Lade en 
el plano meridiano de compresión. 

 
 

 
 

            
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Figura 3.3. Superficies de fluencia  en el plano np−s . 

 
En la Figura 3.4, se observa que cuando el suelo se humedece ( )0→s  en 
condición de baja presión, punto B, por debajo de la presión de 
preconsolidación en condición saturada ( )*

01p , el material permanece en  
régimen elástico. Por el contrario cuando actúa una presión superior a la de 

 

s 

pn 

Dominio 
elástico 

L.C. pc(s) 
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preconsolidación en condición saturada  ( )*
01p  como en el punto D de la figura, 

un aumento del contenido de humedad conduciría a una deformación 
irreversible y corrimiento de la superficie de fluencia 
Este movimiento de la superficie de fluencia está caracterizado por un cambio 
de la presión isotrópica ∗

op , que se define como la presión de preconsolidación 
para la condición de suelo saturado 0=s , y  se considera un parámetro de 
endurecimiento característico del modelo [Gens (1995), Schrefler y Bolzon 
(1997), Nuth y Laloui  (2007)]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura 3.4. Superficies de fluencia Carga-Colapso (L.C.) 
 
 

3.2 CONDICION DE FLUENCIA 
Tanto la porción de cono como la de capa de la condición de fluencia se 

desplazan o evolucionan isotrópicamente en régimen de edurecimiento. 
La superficie de fluencia de cono posee el vértice localizado a la izquierda del 
origen del espacio de tensiones, dependiendo de las características cohesivas 
del material en cuestión. 
En la región de cono, la condición de fluencia se define en términos del primer 
invariante del tensor de tensiones, del segundo y tercer invariante del tensor de 
tensiones desviatórico q  y θ  respectivamente y de las variables de 
endurecimiento/ablandamiento conoκ . 

Definiendo la presión efectiva en función de la presión neta np  y de la succión 
s , la función de fluencia  se expresa como 

( ) ( ) ( ) 0)pp(κηθ,qf,θ,q,pF cncononcono =−+−= sκ,s cono         (3.1) 
 
con 

( ) ( )θg
q
q1qθ,q,f

m

a
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=s      (3.2) 

 
spcc rp =         (3.3) 

 

  
s 

pn p*02 
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elástico 

L.C. 
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E 
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Donde m  es una constante del material que controla la curvatura del cono en el 
plano meridiano ( )qpn , , aq  es la tensión desviadora de referencia, η  el ángulo 
de fricción interna definido en función del parámetro de endurecimiento conoκ , 

cp  la cohesión del material expresada en función de la succión y pcr  una 
constante del material. 
Los invariantes están dados por 
 

3
Ip 1n

n −=       (3.4) 

 
D2J3q =         (3.5) 

 

3
D2

D3

)J(

J
2
33θ3cos =       (3.6) 

 
Siendo np   la presión volumétrica neta, n1I  es el primer invariante del tensor de 
tensiones netas, q  el invariante desviatórico, D2J  y D3J  el segundo y tercer 
invariante de tensiones netas desviatórico, respectivamente y θ  el ángulo de 
Lode. 

Finalmente, ( )θg  es la función de Willam y Warnke (1975),  que controla la 
variación continua de la resistencia cortante entre el meridiano de compresión y 
el de tracción, dando lugar a una superficie elíptica convexa en el plano 
desviatórico  
 
 
 
                                                                                  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Figura 3.5. Función de Willam-Warke ( )θ
1

g
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 212222

222

45θ1412θ12
12θ14θ /coscos

cos
eeeee

eeg
−+−−+−

−+−=    (3.7) 

 

El parámetro de excentricidad e  debe cumplir con la condición 1e
2
1 ≤< .   

Para 1e =  se obtiene ( ) 1g =θ  y se anula la influencia del tercer invariante, la 
forma en el plano desviatórico resulta circular, correspondiendo a una similitud 

del criterio de Drucker-Prager. Cuando 
2
1e → se tiende a una forma triangular 

(criterio de fluencia de Rankine), como se indica en Figura 3.5. 
En  Figura 3.6 se muestra la proyección de la superficie de fluencia del modelo 
extendido de MRS-Lade en el plano meridional para valores del ángulo de Lode 

de  0θ =   y 
3

θ π
= . El valor capaPα  fija el valor de la presión volumétrica donde 

se intersectan ambas superficies de cono y capa, siendo α parámetro del 
modelo.  
       

 
 

 
 

Figura 3.6.  Superficie de fluencia en plano meridional  
 

La presión spcc rp =  es la que define la intersección del cono con el eje 
hidrostático y por lo tanto es una medida de la cohesión.  

En la formulación propuesta cp  es función de la succión, de acuerdo con las 
de Gatmiri  y Delage (1995) y Schrefler y Bolzon (1997).  
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En Figura 3.7 se muestra la superficie de fluencia en el plano desviatórico. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3.7.  Superficie de fluencia en plano desviatórico 
 
El parámetro m  es una constante del material que controla la curvatura del 
cono en el plano meridiano ( )qpn , , con 1m0 ≤≤ , si 0m =  se obtiene una 
superficie cónica rectilínea que implica que el ángulo de fricción interna no 
varía con la presión hidrostática actuante. 
Por lo tanto, se observa que el modelo contiene como caso particular al criterio 
de Drucker-Prager lineal, en el caso que  0m =  y la excentricidad 1e = . La 
ecuación (3.1) se reduce entonces a la forma 
 

)s( cncono ppqF −+−= conoη      (3.8) 
 
La superficie de capa, que involucra principalmente la respuesta volumétrica, 
viene dada por una ecuación elíptica en plano meridional, expresada en 
términos de los invariantes de tensiones 
 

( ) ( ) 01
f
θq,f

p
ppκ,θ,q,,pF

2

r

2

r

mn
capancapa =−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=s         (3.9) 

 
donde se ha introducido las siguientes presiones de referencia 
 
 

( ) ( )[ ]
( ) ( )capacapar κp

αα12
αα1α1p

+−
+−−

=
ϕ

ϕ                (3.10) 

 
 

( )[ ]
( ) ( )capacapa

22

m κp
αα12
αα1p

+−
+−

=
ϕ

ϕ                            (3.11) 
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( )[ ] ( ) ( )capacapa

1/2

conor κp
αα12

ααα1ηf ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

+−=
ϕ

ϕ              (3.12) 

 
 

cono

capa

η

η
=ϕ                 (3.13) 

( ) n
12

<ϕ<
α−

α
−                (3.14) 

 
El parámetro α determina la forma de la superficie elíptica y capaη  representa la 
inclinación de la superficie de capa en intersección con el cono.  

La presión de fluencia isotrópica capap  es una función del parámetro de 
endurecimiento capaκ  y de la succión según la función 
 

( ) ( )[ ]1/r
capacap,0capacapa κ1pκp +=     (3.15) 

 
Donde r  es un parámetro del material. 
La intersección de la superficie límite de la capa con el eje de presiones 
volumétricas capap  es dependiente de la succión y de la variable de 
endurecimiento. Esta dependencia se materializa a través de la presión 
volumétrica cap,0p , que corresponde a la presión inicial del suelo para un valor 
de succión dado. 
Diversos autores han propuesto distintas fórmulas para expresar esta relación, 
por ejemplo, Jommi y Di Prisco (1994), en función  de la presión de 
preconsolidación en saturación *

0p  y del grado de saturación rS  
 

( )( )rSGr −= 1exppp *
0cap,0     (3.16) 

 
Kohgo et al. (1993), en función de la succión y la deformación plástica 
volumétrica 
 

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
= *

*

s
sexp
A

B p
vε

cap,0p     (3.17) 

 
Siendo, p

vε  la deformación plástica volumétrica, ( ) ( )** ss ByA  variables de 
estado  y *s  la succión efectiva definida en ec. (1.36). 

Schrefler y Bolzon (1997), en base a la interpolación de datos experimentales 
proponen una función lineal, que es la adoptada en esta tesis 
  

si+= ∗
ocap,0 pp                (3.18) 
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Donde ∗
op  en la ecuación (3.18) representa la presión de preconsolidación 

para la condición de suelo saturado ( )0=s , para la cual ∗= ocap,0 pp . Esta es la 
ecuación adoptada en el modelo extendido de MRS-Lade para tener en cuenta 
la dependencia de cap,0p  con la succión, en la que i es una constante del 
material que produce el incremento de dicha presión con el aumento de la 
succión. 
Valores de la constante i para arcillas y limos obtenidos mediante ensayos 
experimentales de laboratorio se pueden consultar en Escario y Saez (1973), 
Alonso et al. (1990), Cui y Delage (1996) y Schrefler y Bolzon (1997). Con la 
función lineal definida en ec. (3.19), se obtiene una respuesta del modelo 
compatible al comportamiento de los suelos loéssicos considerando los niveles 
de succión experimentados.  
En la Figura 3.8 se representan las funciones de fluencia de cono y capa, 
obtenidas numéricamente, en el meridiano de compresión y tracción. 
En la Figura 3.9 se representa las funciones de cono y capa para distintos 
valores de la succión en el meridiano de compresión. 
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Figura 3.8.  Funciones de fluencia  del modelo en el espacio p-q, meridiano de 

compresión y de tracción. 
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Función de Fluencia en espacio p - q 
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Figura 3.9. Funciones de fluencia en cono y capa para diferentes valores de 
succión en el espacio p-q. 

 
3.3. FUNCIONES DE POTENCIAL PLÁSTICO  
 

El modelo emplea dos funciones de potencial plástico, una para la parte 
de cono y otra para el régimen de capa. Se asume una ley de flujo no asociada 
para el cono en correspondencia con un comportamiento volumétrico 
expansivo para bajas presiones de confinamiento y viene da por la expresión 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0ppκηnθq,fκ,θ,q,,pQ cnconocononcono =−+−= ss   (3.19) 
 

donde n  es el parámetro escalar de no asociatividad volumétrica, que controla 
la tasa del flujo plástico. La ecuación que define la dependencia de n en el 
estao de tensiones es 
 
 

capn

capn

pp
pp

n
α+

α−
γ=      (3.20) 

 
 
con  γ parámetro material. 
 
Se observa que si  capan pαp = , 0n =  por lo tanto en cercanía de ese punto el 
material se vuelve incompresible. 
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La regla de flujo asociada, gobierna el comportamiento volumétrico y 
desviatórico en la región de la capa. Por lo tanto la función de fluencia coincide 
con la función de potencial plástico que viene dada  

 
capacapa FQ =       (3.21) 

 
Debe notarse que esta condición puede causar algún problema de 
convergencia en el proceso de retorno de tensiones plásticas a ambos lados de 
la intersección de ambas superficies. Para evitar esto se aplica la condición 
  

n≤ϕ        (3.22) 
 
por lo tanto la ecuación (3.20) resulta 
 
 

( ) n
12

≤ϕ<
α−

α
−       (3.23) 

 
 
En el caso general, para cualquier valor aceptable de ϕ  puede producirse una 
“región gris”, como se indica en Figura 3.6, con problemas de convergencia en 
la intersección de ambas superficies de fluencia de cono y capa, conocido 
como “problema de esquina” y para tales casos es necesario  el uso de un 
algoritmo para solucionarlo. 
Perez Foguet y otros, [ver Perez Foguet et al. (2000), Perez Foguet et al. 
(2001)], han propuesto una técnica para solucionar dicho problema  
proponiendo  modificar la función de fluencia de capa y la función de potencial 
plástico en el cono del modelo MRS-Lade, para logar la traslación del espacio 
de tensiones. 
En la presente formulación, se asume que 0=ϕ  que con la aplicación de un 
algoritmo conveniente se reduce considerablemente el esfuerzo computacional.  
En el Anexo B se puede consultar la implementación numérica aplicada para 
solucionar el problema de múltiples superficies de fluencia y la resolución del 
problema de esquina empleado, que es el método denominado de Activación 
Elástica (MAE) que fuera propuesto por Simo et al. (1987) y con iteración sobre 
el parámetro de retorno equivalente r. 
 

3.4  LEY DE ENDURECIMIENTO Y ABLANDAMIENTO  
Los parámetros de endurecimiento y ablandamiento capacono y κκ se 

definen en término del trabajo plástico acumulado pw  
 
 

∫
+

=

p
ij

1

0

p
ijij

p dεσw
εn

     (3.24) 
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expresado mediante la ley incremental 
 

p
l

a

cn

acono
cono w

p
pp

pc
1κ &&

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

s     (3.25) 

 

p
r

a

cap,0

acapa
capa w

p
p

pc
1κ &&

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=      (3.26) 

 
 
con rlpcc acapacono ,,,,  parámetros materiales 
 
Las variables de endurecimiento influyen directamente en la superficie de 
fluencia y fueron descriptas por Sture et al. (1989). 
Las relaciones se definen como 
 

( )conocono κη=η      (3.27) 
 

( )capacapa pp κ=      (3.28) 
 
de manera que la superficie exhibe una suave transición del régimen elástico al 
plástico, y eventualmente indican un comportamiento de ablandamiento. 

 
Las funciones ( )conocono κη=η  y ( )capacapa pp κ=  se expresan en términos de los 
parámetros de endurecimiento y ablandamiento de la forma 

 

{ } ( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

++−=
cono

cono
cono2

1/ν
cono1conoconocono κ

κηkκkκbexpaκη
ε

  (3.29) 

siendo 
 
 

( ) cono
2

1/ν

1

η
1
k1

k1
1bexpa ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
ε

     (3.30) 

 

( ) ( ) ( )2

2

1 k11
k

k1ν
1b

−++
+

+
=

εε
ε      (3.31) 

 
y εkk ,,, ν21  son  parámetros adicionales  del material correspondientes a las 
funciones de endurecimiento-ablandamiento.  
Para mayor información  sobre la implementación se puede consultar en el 
trabajo de Sture et al (1989) y Jeremic (1994). 
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3.4.1 Influencia del parámetro de endurecimiento 
La formulación del modelo implica que el valor de la fricción en la 

superficie de fluencia de cono es dependiente de la variable de endurecimiento 
conoκ  resultando ( ) conocono 1 η=η    y ( ) 01 =η′ , es decir que conoη  toma el valor 

máximo de la fricción  conoη  para 1cono =κ . 
El valor residual  es cono2cono k η=η   cuando ∞→κcono .  

En la Figura 3.10 se observa la influencia del parámetro de 
endurecimiento/ablandamiento para diferentes valores de la deformación axial 
sobre la evolución de la variable de estado friccional conoη . 

La variación de η  en función de la deformación total y de la variable de 
endurecimiento κ   para distintos valores del parámetro material ε  se presentan 
en las  Figura 3.10 y  Figura 3.11. 
A diferencia con los modelos constitutivos de “estado crítico”  y “Cam Clay 
modificado”, que asumen que la inclinación de la “línea de estado crítico” 
(L.E.C.) que representa el ángulo de fricción del material, es constante e 
independiente de la succión [Alonso et al. (1990), Wheeler y Sivakumar (1995) 
y Gens (1995), Sheng et al. (2003, a)], en la presente formulación la fricción es 
dependiente del valor de la succión a través del parámetro de endurecimiento 

conoκ . 

Parámetro ε  = 0.005

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

-0.18-0.13-0.08-0.03

Deformación axial 

η
 co

no

e=0.70
 

Figura 3.10. Función de endurecimiento ablandamiento de cono. 
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Figura  3.11 .Influencia del parámetro de endurecimiento-ablandamiento 

κ cono  sobre  η cono,  según el valor de ε. 
 
 

3.5  SUMARIO DE LOS PARAMETROS DEL MODELO  
PARAMETROS DEL MODELO EXTENDIDO DE MRS-LADE 
 
E(kPa) = Módulo de elasticidad 
 
ν = Módulo de Poisson 
 
e = Parámetro de excentricidad 
 
m= Constante de curvatura de cono 
 
n = Parámetro de no asociatividad 
 

conoν = Constante de cono 
 
l = Constante de cono 
 

1k = Parámetro de endurecimiento de fricción en cono 
 

2k = Parámetro de endurecimiento  de fricción en cono 
 

conoη = Fricción en cono 
 

conoc = Constante de cono 
 

capac = Constante de capa 
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r = Constante de capa 
 

pcr = Parámetro de cohesión 
 

( )kPap*
0 = Presión de preconsolidación en condición saturada 

 
i = Parámetro de función de carga-colapso 
 
ε = Parámetro de endurecimiento 
 

cono

capa

η

η
=ϕ = Relacion de fricción cono-capa 

 
α = parámetro de forma de la superficie elíptica 
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CAPITULO IV 

ANALISIS FLUJO-MECANICO DE SUELOS PARCIALMENTE SATURADOS 

4.1. INTRODUCCION 
Los suelos parcialmente saturados involucrados en problemas de 

ingeniería de fundaciones ó de túneles, han  sido tratados en los últimos años  
como medios porosos continuos, lo que ha llevado a una  descripción más 
realista de la compleja relación existente entre el proceso hidráulico y la 
respuesta  mecánica inducida por el mismo.  
En general, la deformación de un suelo parcialmente saturado involucra el flujo 
del agua en los poros del suelo, el equilibrio mecánico, transferencia de calor  y 
la posibilidad del transporte de componentes químicos (sales). Un modelo que 
incluya todos estos aspectos resulta muy complejo y requiere un número 
grande de parámetros materiales. Para  formular un modelo teórico más 
accesible, es necesario aislar los procesos más importantes y aproximar los  
efectos secundarios. La temperatura, por ejemplo, principalmente afecta la 
velocidad del cambio de fase del fluido en los poros, excepto en los casos en 
que las tensiones debidas a la temperatura son significativos, como es el caso 
de depósitos de residuos nucleares. 
Los espacios intersticiales ó poros del medio, pueden ser considerados como 
llenos de dos fluidos solamente, líquido y aire. La proporción del volumen total 
de poros ó porosidad  puede, por lo tanto, definirse en función del grado de 
saturación wS  para el agua y aS para el aire, de la forma  
 

1=+ aw SS       (4.1) 
Los dos fluidos (líquido y gas) pueden presentar diferentes áreas de contacto 
con las partículas sólidas del material de la forma en que se indica en Figura 
4.1. 
 

 
 
Figura 4.1 Dos fluidos en los poros de un sólido granular: a) El aire ocluido en 
el líquido y b) Ambos fluidos en contacto con la superficie de la partícula sólida. 
 
La presión intersticial promedio se puede expresar como: 
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aw ppp aw χχ +=       (4.2) 

 
Donde los coeficientes aw χyχ  referidos al agua y aire respectivamente 
son tales que 

1=+ aw χχ      (4.3) 
Las presiones se pueden referir a la diferencia entre ambas 
 

awc ppp −=       (4.4) 
  
Esta presión es dependiente de la magnitud de la tensión superficial ó 
capilaridad  y a la que se refiere como presión capilar. 
Igualmente, en la mayoría de los problemas que involucran suelos parcialmente 
saturados, es posible considerar la presión del aire en los poros como 
constante e igual a la presión atmosférica debido a la interconexión entre ellos 
(Zienkiewicz et al. 1999). El cambio de fase entre el líquido y el vapor en los 
poros puede ser convenientemente modelado con apropiadas condiciones de 
borde. Por lo tanto una simple y adecuada formulación para simular 
numéricamente el comportamiento de suelos parcialmente saturados se basa 
en los principios de conservación de la masa y del equilibrio mecánico  del 
volumen total del suelo [Sheng et al. (2003, a)].  
En la presente formulación, se utiliza este principio de conservación de la masa 
y del equilibrio mecánico para la aplicación del modelo constitutivo 
elastoplástico para medios cohesivos friccionales parcialmente saturados, del  
tipo cono–capa extendido de MRS-Lade, al que se le suma una estrategia de la 
integración numérica  de las ecuaciones constitutivas para un acoplamiento 
parcial de las tensiones, deformaciones y flujo en medios porosos.  
La técnica comprende a un amplio espectro del comportamiento en régimen 
transitorio de  suelos parcialmente saturados a saturados con una formulación 
simple. El flujo del agua en los suelos se describe como el resultado del 
gradiente del potencial y de las características del sistema de poros descrito 
por medio de la distribución, tamaño y tortuosidad de los poros. Estas 
propiedades hidráulicas se resumen por medio de la  curva de retención de 
agua y del coeficiente de permeabilidad hidráulica. El flujo del agua en el medio 
es resuelto mediante la ecuación de continuidad y la ley de Darcy. 

4.2 ECUACIONES DE TRANSPORTE. LEY DE CONSERVACION DE LA 
MASA EN MEDIOS POROSOS. 

Para representar el comportamiento del medio poroso parcialmente 
saturado se emplea la ecuación propuesta por Richards (1992, 1995). Esta 
ecuación se deriva de la combinación de la ecuación de conservación de la 
masa ó ecuación de continuidad y la ley de Darcy, asumiendo que los efectos 
del aire ocluido en el agua y la compresibilidad de la matriz sólida son 
despreciables. La porosidad del suelo se describe en base a la curva de 
retención del agua ( )sθ  y al tensor de conductividad hidráulica o permeabilidad 

(s)K , que pueden ser  expresados, según Croney y Coleman (1961), Philips y 
Smiles (1969), Richards et al. (1995), Spierenburg et al. (1995), Gräsle et al. 
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(1995) y Sheng et al. (2003, a), como funciones de la succión s. 
La ecuación de continuidad del flujo  viene dada por 
    

( ) Gθ
+∇−=

∂
∂ q

t
s     (4.5) 

siendo 

( ) p∇−= sKq      (4.6) 

 
donde  q es el flujo volumétrico dado por la ley de Darcy (vector velocidad), G 
la velocidad a la que se genera o se pierde flujo por unidad de volumen en 
régimen estacionario ó permanente, s la succión, t el tiempo,  ( )sθ  el contenido 
volumétrico de agua, )(sK tensor de conductividad hidráulico, p  es el potencial 
del agua en poros del suelo y ∇   el operador matemático ( )yx ∂∂∂∂ /,/ . 

El potencial del agua en el suelo se define como la energía libre del agua en el 
punto considerado como la elevación ó carga de agua, ó bien como una 
presión equivalente, succión ó carga. Por lo tanto se tendrá   

 

s−= zgρp w       (4.7) 

con 
 g  = aceleración de la gravedad 
 z  = altura de la columna de agua 
 wρ   = densidad del agua 

Generalmente, los parámetros del suelo empleados para estas funciones se 
asumen como invariantes en el tiempo de acuerdo a la  formulación de Van 
Genuchten (1980). Para comportamientos de histéresis se pueden adoptar 
diferentes curvas de humedecimiento y secado, como las que da Mualem 
(1976). 
La presión total se puede definir entonces como la succión equivalente en el 
punto considerado relativa a la presión del agua libre [Gräsle et al. (1995), 
Richards et al. (1995)]. 
Combinando las ecuaciones  (4.5) y (4.6) resulta 

 

[ ( ) ] Gs
t
s

s
θ +∇∇=

∂
∂

∂
∂ pK        (4.8) 

con  ( )sc
s

=
∂
∂θ  es la capacidad capilar  ó la pendiente de la curva succión-

volumen de agua contenido, que es una característica del suelo.  
En Figura 4.2 se representa la relación entre curvas características de 
retención de agua y permeabilidad en función de la succión para arcillas y 
arenas. 
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Figura 4.2. Funciones empíricas típicas de Gardner: relación entre contenido de 

agua y permeabilidad con la succión. 
Varios autores han propuesto una fórmula general para la relación de la curva 
características de  contenido de agua en el suelo, entre ellos Lee et al. (1995) y 
Fredlund y Xing (1994) 

( )[ ]

b

a
wa

sw pp
1θθ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+
=

a/sln e
    (4.9) 

Donde  

wθ  es el contenido volumétrico de agua en saturación 

e = 2.718… 

as    valor de la succión en el punto de inflexión de la curva característica 

a  tasa de desaturación 

b  contenido de agua residual 

En la presente formulación se emplea la función de propuesta por van 
Genuchten  y Hillel, también utilizada por Sheng et al. (2003, a), representada 
en la Figura 4.3., que es de la forma 
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( )( )cbs/a+
=

1

1θ       (4.10) 

Donde a, b y c son parámetros materiales del suelo, a calibrar en cada caso. 
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Figura 4.3. Función van Genuchten 
La ecuación diferencial de segundo grado de Richards (1995) resulta  

 

( ) [ ( ) ] Gp
t

c +∇∇=
∂
∂ sss K     (4.11) 

Para materiales isótropos, en este caso para simplicidad, considerando K   
constante  y para cuerpos bidimensionalesse  obtiene 

 

( )
t

cG
y
p

x
p

2

2

2

2

∂
∂=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂ ss(s)K    (4.12) 

Debe observarse que, es necesario computar la derivada segunda del potencial 
para encontrar la solución. 
Se resalta que la predicción del flujo del agua en suelos parcialmente saturados 
reviste un grado de complejidad elevado por las heterogeneidades del medio y 
la gran cantidad de variables involucradas. La ecuación  (4.12) es fuertemente 
no lineal por la dependencia  con la succión. 

4.3 FORMULACIÓN DEL FLUJO 
 La solución de las ecuaciones utilizadas para el flujo hidráulico en 

medios porosos, está sujeta a ciertas simplificaciones por el grado de 
complejidad que ellas implican. Por lo tanto para la formulación se considera: 

 
• Las funciones )θ(s y )(sK  se consideran exclusivamente dependientes 

de la succión. De esta manera se desprecian las características 
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histeréticas y extremadamente no lineales de estas funciones. 
• Se desprecian efectos térmicos como también la salinidad del suelo y los 

cambios de las propiedades hidráulicas debido a cambios tensionales. 
• Se desprecia el flujo del aire. 
• Se asume como válida la ley de Darcy para la modelación del flujo 

hidráulico. 
• La matriz sólida del suelo se considera rígida a los fines de simular el 

flujo en el medio poroso. 
• El flujo hidráulico es supuesto como isotermal. 

Si a la ecuación de Richards dada en ec. (4.8), la multiplicamos por la función 
arbitraria ( )ixW  

   ( ) ( ) ( ) 0qGpcxWpqWg iiii =+−= ,,, &    (4.13) 

El gradiente del flujo volumétrico puede obtenerse a partir de la ec. (4.6), 

indicando como 
y
q

x
qq ii, ∂

∂+
∂
∂= , se tiene 

 

( )[ ]pq ii, ∇∇= sK       (4.14) 

 
Integrando en el dominio  Ω  
 

( ) ( ) ( ) 0dqGpcxWpqWG iiii =Ω+−= ∫
Ω

,,, &             (4.15) 

Planteando por partes, aplicando luego el teorema de Green e introduciendo 
nq , que representa el flujo en el borde, se obtiene 
 

( ) ( ) ( ) 0dqWdqWdGpcxWpqWG
q

niiii =Γ+Ω−Ω−= ∫ ∫∫
Ω ΓΩ

,,, &            (4.16) 

( ) ( ) ( ) 0dΓqWdΩpKWdΩGpcxW,pW,qG
Ω Γ

n,i,i
Ω

ii

q

=++−= ∫ ∫∫ &            (4.17) 

Obsérvese que esta forma tiene solo derivadas de primer orden en 
contraposición de las segundas derivadas en la ecuación original, forma que es 
debida a  Zienkiewicz y Taylor (1994). 

4.4 SOLUCIÓN APROXIMADA. MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS 
La forma débil de resolución de un conjunto de ecuaciones diferenciales 

por el método de los elementos finitos, se construye de la manera siguiente: 
1. Se multiplica la ecuación diferencial por una función arbitraria que 

contrae la ecuación. 
2. Integra el resultado obtenido en el dominio considerado  hΩ  
3. Integra por partes usando el teorema de Green para reducir las 

derivadas a su mínimo orden. 
4. Reemplaza las condiciones de borde por una forma adecuada. 
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Para la solución aproximada mediante elementos finitos se define cada integral 
como la suma de las integrales de cada elemento. 

 

∑
=

Ω=Ω≈Ω
Nel

1e
eh      (4.18) 

 
donde hΩ es la aproximación del dominio creado por el conjunto de 
elementos, eΩ es el dominio del elemento y elN  es el número de elementos, 
por lo tanto será 

 

( ) ( ) Ω=Ω≈Ω ∑ ∫∫∫
= ΩΩΩ

ddd
el

eh

N

e 1
(*)**      (4.19) 

 
Para el problema de flujo hidráulico la ecuación integral resulta 

 

( ) ( ) ( ) 0dqWdqWdGpcxWpqWGG
e q

elel

e

el

n

N

1e
ii

N

1e
i

N

1e
ih =Γ+Ω−Ω−=≈ ∫ ∫∑∑∫∑

Ω Γ==Ω=
,,, &  

           (4.20) 
Las integrales deben estar bien definidas, para evitar problemas en las 
integrales de superficie entre elementos adyacentes. Esto ocurre porque  

( )ixW  y p son continuas en el dominio, pero con la aproximación sus primeras 
derivadas pueden ser discontinuas. Este caso, en que las funciones son 
continuas y no sus derivadas primeras definen a las funciones del tipo 0C . 
Comúnmente el método de elementos finitos usa elementos isoparamétricos 
para construir funciones 0C  [Taylor (2000)]. 

Considerando la condición que ( )ixW  y p sean continuas en Ω , y las 
primeras derivadas puedan ser discontinuas en Ω , definimos los elementos 

isoparamétricos de condición 0C   mediante las aproximaciones 
 

    ( )∑
=

ζ=
elN

1I

I
iIi xNx      (4.21)  

 

    ( )∑
=

ζ=
elN

1I

I
iIi pNp      (4.22) 

 
para las coordenadas y la presión equivalente en el agua contenida en el suelo 
respectivamente. 

En las ecuaciones I  representa el número nodal, IN  la función de forma para 
el nodo I  y ζ   las coordenadas naturales del elemento, I

ix  representa las 
coordenadas del nodo, I

ip   los valores nodales de las presiones de poros 
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dependientes del tiempo y elN  el número de nodos conectados al elemento. 
Las funciones de forma estándar cumplen la condición 
 

( )∑
=

=ζ
elN

1I
I 1N &       (4.23) 

 
Esto asegura que la aproximación contiene el término ( )ix1,  y por lo tanto que 
la solución converge. Para las interpolaciones se tiene 

 
( ) I

iIi xNx ζ= &       (4.24) 
 

( ) I
I pNp ζ= &       (4.25) 

 
( ) I

I WNW ζ= &       (4.26) 
 

donde IW  son parámetros arbitrarios (método de Galerkin). 
Las funciones de forma para un elemento cuadrilátero de cuatro nodos en dos 
dimensiones se escriben 

 

    ( ) ( )( )2
I
21

I
11 11

4
1N ζζ+ζζ+=ζ      (4.27) 

 
siendo I

iζ   las coordenadas naturales en el nodo I. 
 

Las derivadas para los elementos isoparamétricos se construyen empleando la 
regla de la cadena 

 

ji
j

I

i

j

j

I

i

I J
x
Nx

x
NN

∂
∂

=
ζ∂

∂
∂
∂

=
ζ∂

∂      (4.28) 

 
con 

 

i

j
ji

x
J

ζ∂

∂
=       (4.29) 

 
que es el transformador de coordenadas Jacobiano. 
Esto constituye un conjunto de ecuaciones lineales que se resuelven para cada 
valor específico de las derivadas de las funciones de forma, de las 
coordenadas naturales, en cada punto de cuadratura. 
Según 

1
ji

i

I

j

I JN
x
N −

ζ∂
∂

=
∂
∂      (4.30) 

Utilizando las derivadas de las funciones de forma, el gradiente de las 
presiones de poros puede aproximarse como 
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Igualmente las funciones de peso 
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Finalmente el cambio de la presión de poro en cada elemento será 
 

( ) ( )tpNp I
I &&&& ζ=      (4.33) 

 
Para cada elemento resulta 
 

    ∫ =
Ωe

J
IJ

I pSWdΩpcW &&     (4.34) 

con 

    ∫=
eΩ

JIIJ dΩNcNS      (4.35) 

 

    ∫=
eΩ

p
T
p dΩNcNS      (4.36) 

define la matriz de capacidad capilar elemental del suelo. 
De igual manera 

    ∫ =
Ωe

J
IJ

I
,i,i pKWdΩpkW     (4.37) 

donde 

∫=
eΩ

J,iI,iIJ dΩNkNH    ∫ ∇∇=
eΩ

p
T
p dΩNkNH   (4.38)  

define la matriz de conductividad elemental.  
 

Finalmente 

   ∫ ∫ =−
Ωe

I
I

Γ
n qWdΓqWdΩGW

eq

    (4.39) 

con 

   ∫ ∫−=
Ωe Γ

nIII
ext

eq

dΓqNdΩGNQ     (4.40) 

donde nq es la velocidad del fluido prescripta como condición de borde y I
extQ   

el vector de los términos de borde. 
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En forma variacional será 
 

   ∑
=

=−+=
elN

1e
I

J
IJ

J
IJ

I
h 0)qpKp(SWG &     (4.41) 

 

y como  IW  es un parámetro arbitrario se debe cumplir que 
 

   ∑
=

=−+
elN

1e
I

J
IJ

J
IJ 0)qpKp(S &      (4.42) 

 
La ecuación de filtración puede ahora ser discretizada mediante la forma 
estándar de Galerkin como 
 

    0QpHpS =−+ ext
&     (4.43) 

La integración se resuelve aplicando el método de Newmark [Taylor (2000)]. 
 

4.4.1 INTERACCIÓN SUELO-FLUIDO INTERSTICIAL. EQUILIBRIO 
MECÁNICO 
La ley de conservación de la cantidad de momento lineal establece que 

la resultante de las fuerzas exteriores es equivalente a la variación de la 
cantidad de movimiento 

 

∫ ∫ ∫ρ=ρ+
S V V

ii
n

i dVv
dt
ddVbdSt )(     (4.44) 

 
Empleando la fórmula de Cauchy y aplicando el teorema de la divergencia de 
Gauss para transformar la integral de superficie en una integral de volumen, la 
ec. (4.45) se transforma en 
 

∫ =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ρ−ρ+σ

V

0dV
dt
dvbdiv       (4.45) 

 
para un volumen arbitrario, el integrando debe ser nulo, resulta  
 

dt
ddiv vbσ ρ=ρ+       (4.46) 

 
Donde b es el vector fuerza del cuerpo y v  es el vector velocidad. 

Las ecuaciones anteriores se denominan ecuaciones de equilibrio de la 
mecánica de sólidos. Básicamente estas representan la forma local ó fuerte de 
la condición de equilibrio. Su contrapartida viene dada por la forma integral ó 
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débil que resulta de plantear la estacionalidad del potencial total de medios 
continuos con condiciones de borde. 
Aplicando el teorema de Green-Gauss y el método de Galerkin de pesos 
residuales a la ec. (4.46), se obtiene 

 
dsdVdVdV

V S

T
uVV

T
u

T
u∫ ∫∫∫ =ρ−+ tNvbNσB &&&      (4.47) 

 
donde  V es el volumen interesado, S la superficie donde se aplican las fuerzas 
externas , t  es el vector fuerza externa, uB   y uN  las matrices de las funciones 
de forma de deformaciones y  de desplazamientos respectivamente . Siendo U  
el vector desplazamiento nodal que se aproxima como 

 

    UNu u=       (4.48) 

UBε u=       (4.49) 

uNB ∇=u       (4.50) 

 
El tensor de tensiones efectivas es 

s&&&&& II n +=−=′ σσσ wp     (4.51) 

La relación general tensión deformación viene dada por 
 

    )(: pεεEσ &&& −=′      (4.52) 

donde  E  es la matriz de rigidez elástica, ε&  es la tasa de deformación total y 
pε&  la plástica . 

El término que involucra las tensiones se  expresa ahora de la forma 
 

   ∫∫∫ −≡ dVpdVdV T
u

T
u ITBσBσB '    (4.53) 

introduciendo así las relaciones entre tensiones efectivas y deformaciones.  
Discretizando las presiones de la forma 

     pNp p≈      (4.54) 

se obtiene   

∫ Ω= dp
T NBQ I      (4.55) 

 

( ) UKUBEBσB =Ω=Ω ∫∫ dd T
u

T
u

T
u '    (4.56) 

donde  K es la matriz de rigidez clásica  y Q  acopla el campo de presiones y 
las ecuaciones de equilibrio. 
La ecuación estructural discreta resulta 



Modelación y analisis computacional de suelos parcialmente saturados  
 

 95

 

   0FpQUKUCUM =−−++ &&&     (4.57) 

donde FCM ,,  tienen el significado de matrices de masa, amortiguamiento y 
fuerza respectivamente. El término de acoplamiento aparece debido a las 
presiones especificadas en el contorno y es pQ . 

El  formato de las ecuaciones acopladas puede escribirse como 
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  (4.58)  

El sistema es globalmente no simétrico, a pesar de la simetría inherente de las 
matrices HSKCM y,,,  y la simetrización se realiza mediante la ponderación 
de las variables de desplazamiento y presión mediante funciones de peso 
diferentes [Zienkiewicz y Taylor (1994)]. 
En la anterior discretización se ha utilizado, de forma conveniente, las mismas 
formas de elemento para las variables U  y  p , aunque también pueden usarse 
interpolaciones diferentes. Las ecuaciones dinámicas se acoplan al campo de 
presiones equivalentes con la ecuación adicional de flujo transitorio [ec. (4.43)]. 
La formulación propuesta se ha implementado en el programa Feap v.7.3 
[Taylor (2000)], donde la solución de las ecuaciones para problemas no lineales 
en régimen transitorio se obtiene mediante el método de Newmark y 
adoptándose una integración en los pasos de tiempo mediante el método de 
Backward Euler. 
El análisis flujo-mecánico se realizó utilizando dicha formulación para el 
problema de flujo acoplado parcialmente, con la introducción el modelo 
constitutivo propuesto, en el que interviene la succión como variable 
independiente del estado de tensiones.  
Las simulaciones realizadas indican una respuesta acorde a la esperada y 
consistente con simulaciones y los ensayos de laboratorio realizados y 
publicados [Khogo (1995)]. El método propuesto se considera adecuado para 
analizar problemas estáticos geomecánicos que involucran cambios en la 
presión de poros, especialmente en suelos que presentan características de 
colapso cuando la succión tiende a anularse. 
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CAPITULO V 

VALIDACION DEL MODELO    
 

5.1  INTRODUCCIÓN  
Con el objeto de estudiar la respuesta del modelo a nivel constitutivo y 

su capacidad predictiva, se han realizado diferentes simulaciones numéricas de 
ensayos representativos y se han comparado con los resultados obtenidos en 
ensayos experimentales de laboratorio sobre muestras de suelo en condiciones 
de carga variable y de succión controlada, que fueran publicados por distintos 
autores  [Cui et al. (1995), Gens et al. (1995), Kohgo (1995), Macari et al. 
(2003)]. Previamente a los ensayos ó estudios de validación del modelo, las 
funciones y parámetros internos y externos fueron calibrados con ensayos 
edométricos ó de compresión confinada. Para tal fin se tuvo en cuenta no solo 
la curva tensión deformación sino también el comportamiento volumétrico del 
suelo. 
 

5.2 ENSAYOS EDOMÉTRICOS    

5.2.1 Ensayos edométricos con succión controlada. 
Para estudiar la respuesta del modelo a nivel constitutivo, se simula 

numéricamente un ensayo edométrico ó de compresión confinada, con succión 
controlada y constante durante todo el ensayo y se compara con los resultados 
experimentales realizados y publicados por Cui et al. (1995) y  (1996).   

 

 
Figura 5.1 Ensayo edométrico con succión controlada 

 
La simulación numérica se realiza con control de las deformaciones axiales e 
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imponiendo deformaciones nulas en las otras direcciones y manteniendo el 
valor de la succión constante con un valor de s = 200 kPa. 
En la Figura 5.1 se pueden observar las curvas volumen específico-presión 
volumétrica obtenida en la simulación numérica y en comparación con los 
ensayos experimentales. El comportamiento del material en estas condiciones 
es reproducido satisfactoriamente, observándose una ligera sobrestimación de 
las presiones volumétricas. 

 

5.2.2 Ensayos edométricos con succión variable 
En el caso previo el material fue ensayado bajo la condición de succión 

constante durante todo el experimento. En este caso la muestra es ensayada   
en compresión  triaxial con confinamiento lateral y bajo estado de tensiones 
axialsimétrico. 
El suelo ensayado experimentalmente por Gens et al. (1995) es un limo de baja 
plasticidad de Barcelona con un contenido del 30% de arena, 46% limo y 24% 
de arcilla, con un Limite Líquido de 30.5% y un Índice de Plasticidad de 11.8 %. 
Las muestras fueron compactadas estáticamente con presiones de 0.60 MPa 
obteniéndose una densidad seca de 1.75 gr/cm3. 
La Figura 5.2 muestra las curvas Densidad seca - Humedad %, 
correspondientes a las presiones verticales de 0.3 y 0.6 MPa, graficadas en un 
formato tipo ensayo Proctor. En ellas se puede observar que los puntos 
correspondientes a condiciones óptimas se acercan  a la línea de saturación.  
Las líneas punteadas indican los valores de la succión que fueran 
determinadas para cada muestra después de compactada para diferentes 
combinaciones de densidad seca y humedad. Naturalmente la succión crece 
fuertemente cuando la humedad de compactación decrece. 
Los ensayos edométricos convencionales se realizaron con control de succión, 
aplicando  cargas verticales prescriptas y al final de cuyo estado la muestra fue 
saturada (condición s = 0 kPa), para observar el comportamiento de colapso 
por humedecimiento. 
Para identificar el efecto de la “estructura” sobre comportamiento del suelo es 
necesario comparar ambas muestras compactadas “seca” y “húmeda” pero en 
idénticas condiciones iniciales. 
En la Figura 5.2 se indica las dos condiciones de preparación de las muestras y 
donde Sr se designa al grado de saturación. Una serie D fue compactada seca, 
la otra serie W fue compactada húmeda obteniéndose para esta última una 
menor densidad seca, utilizando en ambos casos  un esfuerzo de 
compactación de 0.6 MPa. Después de la compactación, a las muestras de la 
serie W se le incrementó su valor de succión hasta alcanzar el valor de la serie 
D.  
En la misma figura se muestra el camino de carga llevado en el proceso de 
secado. En este proceso el suelo de la serie W experimenta reducción de su 
porosidad hasta alcanzar la densidad seca final de la serie D. Al final del 
proceso ambas muestras experimentan la misma succión (1.00 MPa), un 



Modelación y analisis computacional de suelos parcialmente saturados  
 

 98

contenido de humedad de (14 ± 0.25%) y una densidad seca de (1.75 ± 0.02 
gr/cm3). 
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Figura 5.2. Condición de compactación de las muestras en los ensayos 
Gens et al. (1995) 

 
La simulación numérica mediante el modelo constitutivo, se realiza utilizando 
control mixto, es decir aplicando pasos de tensiones axiales e imponiendo 
deformaciones nulas en las otras dos direcciones, bajo succión constante y en 
el último paso de carga se reduce la succión  (condición de s = 250 kPa).  
En Tabla 5.1 se indican los parámetros del modelo utilizados para reproducir el 
comportamiento del suelo ensayado. 

 
Tabla  5.1. Resumen de parámetros del modelo extendido MRS-Lade 

E = 100.000 kPa 
 

n= 0.10 
 

ν cono = 1.50 l = 1.35 rpc = 0.00 

ν = 0.30 Ψ = 0.00 k1 = 0.50 ccapa = 0.30 i = 0.55 - 0,15 

e = 0.7 α = 0.80 k2 = 0.75 r = 1.50  

m = 0.03871 ηcono  = 2.54 - 
0.00092 ccono= 0.009 p*

o = 400 kPa  

 
En la Figura 5.3 se visualiza la curva obtenida con el modelo material 
comparado con la experimental, se puede observar la correspondencia entre la 
modelación y los valores experimentales hasta el final del estado de 
deformaciones impuesto. También se puede observar el incremento de las 
deformaciones verticales cuando el suelo se satura. Se observa el diferente 
comportamiento de los dos especimenes dependiendo de su conformación ó 
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“estructura” previa aunque se ensayen en idénticas condiciones iniciales de 
densidad y contenido de humedad.  
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Figura 5.3. Ensayo edométrico: curvas experimentales y simulación 
 

De la simulación numérica surge que, para obtener la respuesta del 
comportamiento de los suelos de manera de evidenciar las diferencias de 
conformación ó “estructura” de los mismos, solo se deben modificar dos 
parámetros del modelo constitutivo: el parámetro de fricción del cono ( )conoκη y 
el parámetro  i  de dependencia de la presión cap,0p , intersección de la 
superficie límite de “capa” con el eje de presiones volumétricas, con la succión 
de acuerdo a la fórmula si+= ∗

ocap,0 pp . Esto puede observarse en Figura 5.4, 
que grafica  la función límite de carga-colapso en el plano p−s  [Schiava y 
Etse (2008)]. 
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Figura  5.4. Línea  Carga-Colapso (L.C.) 
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5.3 ENSAYOS TRIAXIALES 
5.3.1 Validación del modelo mediante ensayos triaxiales en suelos 

areno-limosos. 
Para verificar la capacidad predictiva del modelo propuesto se 

consideraron una serie de ensayos de compresión  triaxiales (CTC)  bajo 
succión constante en un suelo areno limoso y publicados por Macari et al. 
(2003). El material en estudio es una arena limosa con baja plasticidad (SM) y 
con un contenido de humedad en estado natural entre el 25% y 33% 
dependiendo de las condiciones climáticas. Las fracciones que lo componen 
son: arena 58.4 %, limo 36.8% y arcilla 4.8 %, con limites de Atterberg: limite 
líquido 28%, limite plástico 24%, resultando un Índice de plasticidad de 4% y 
con una relación de vacíos inicial eo= 0.98 %. Las muestras ensayadas fueron 
cúbicas de 10.00 cm de lado, la succión de matriz fue inducida y mantenida 
constante mediante la técnica de eje de traslación. 
 

5.3.2 Descripción de los ensayos experimentales   
  Los ensayos experimentales sobre las muestras de suelo consistieron 

en tres etapas:  
Etapa I: igualación del estado succional de las muestras después de la 
compactación mediante pisón; Etapa II: consolidación isotrópica hasta una 
presión de 400 kPa y Etapa III: ensayos de compresión axial simétricos. 
La muestras fueron preparadas mediante compactación por apisonado con una 
energía mucho menor a la correspondiente al ensayo Proctor estándar, con el 
que se obtuvo una densidad seca  γ =10.8 kN/m3, con un volumen específico 
de  ν= (1+ e) = 2.15, donde e es la relación de vacios, y un grado de saturación 
de Sr = 48%. Por otro lado, para el ensayo Proctor estándar se alcanzó una 
densidad seca  γ =16.1 kN/m3 para un contenido óptimo de humedad ωop = 
17%. 
La intención de los autores era lograr una muestra de suelo con límite de 
fluencia bajo, de tal manera que fuera relativamente fácil la consolidación del 
suelo desde su estado virgen. 
A continuación en la Etapa I se prosigue con la igualación de las presiones de 
los fluidos agua y aire en los vacíos del suelo para un valor preestablecido de 
succión (s = 50 kPa, 100 kPa, 200 kPa) y se prosigue con la Etapa II de 
consolidación isotrópica aplicando una presión neta de po = -100 kPa  y  po = -
400 kPa con disipación de la presión de aire en exceso diluida en poros. La 
Figura 5.5 indica el proceso en las dos etapas iniciales.  
Finalizada esa fase se prosigue con la Etapa III  que es el ensayo de 
compresión triaxial simétrico (CTC) para valores de tensión de confinamiento 
de σconf = -100 kPa y  σconf = -400 kPa. 
Para mayores detalles del ensayo se puede consultar en el trabajo de Macari et 
al. (2003). 
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Figura 5.5. Serie de ensayos de compresión isotrópica bajo succión constante 

en plano (p, s) 

  5.3.3 Respuesta del modelo extendido de MRS-Lade  
En Tabla 5.2 se muestran las constantes del modelo extendido de MRS- 

Lade para reproducir la respuesta del suelo para consolidación isotrópica y 
ensayos de compresión axialsimétrico con control de succión (succión 
constante). El parámetro de no asociatividad n se ha considerado en este 
caso, como una función del valor de la succión de acuerdo a la fórmula: 

26 se20,002n −+= a fin de ajustar la respuesta al requerimiento de los ensayos 
experimentales. 
 

Tabla  5.2. Resumen de parámetros del modelo extendido MRS-Lade 

E = 10.000 kPa 
 

n= 0.002 
 

ν cono = 1.15 l = 1.0656 rpc = 0.10 

ν = 0.30 Ψ = 0.00 k1 = 0.05 ccapa = 0.00583 i = 1.50  

e = 0.7 α = 0.80 k2 = 0.9673 r = 1.102  

m = 0.03871 ηcono  = 1.13 ccono= 0.1337 p*
o = 800 kPa  

5.3.4 Respuesta en consolidación isotrópica. 
La respuesta del modelo  en la simulación numérica se obtiene mediante 

control de tensiones las cuales son incrementadas para cubrir el rango desde   
-50 kPa hasta  -400 kPa, en las tres direcciones espaciales. 
La Figura 5.6  muestra las curvas ν= (1+ e) - p (volumen específico- presión 
neta) obtenidas con el modelo para compresión isotrópica bajo succión 
constante así como la comparación con los resultados experimentales.   
 
 



Modelación y analisis computacional de suelos parcialmente saturados  
 

 102

1.9

1.95

2

2.05

2.1

2.15

2.2

-450-350-250-150-50
Tensión neta media   ( kPa)

vo
lu

m
en

 e
sp

ec
ífi

co
 (1

+e
)

Modelo s= 50 kPa Modelo s= 100 kPa
Modelo s=200 kPa Exp s=50 kPa
Exp s=100kPa Exp s=200 kPa

 
Figura 5.6. Curvas experimentales y predictivas para consolidación isotrópica 

para p = -50 kPa hasta - 400 kPa 
 

Se observa que las predicciones del modelo muestran una variación lineal. 
Esto es debido a la formulación isotrópica, la cual evita captar precisamente las 
variaciones tensionales por efectos debidos a anisotropía. En este sentido, las 
características anisótropas de la muestra real son debidas a la conformación 
inicial aplicada mediante compactación. 

   

  5.3.5 Ensayos de Compresión Triaxial Covencional (CTC) 
La simulación numérica se realiza con control mixto, es decir se aplican 

las tensiones σ1 =  σ2  = σconf  en las direcciones 1 y 2 que permanecen 
constantes   durante todo el ensayo como presión de cámara, mientras que en 
la dirección restante se aplican deformaciones 3ε y  siempre manteniendo el 
valor de la succión prescripta constante. 
El paso inicial en todos estos ensayos numéricos, similarmente a los 
experimentales, consiste en aplicar una presión isotrópica hasta alcanzar los 
valores iniciales de las pruebas en laboratorio σconf = -100 kPa y  σconf = -400 
kPa. A partir de este estado se inicia el proceso de tensión desviadora 
inducida. 

La  Figura 5.7 muestra las curvas  qq ε− y  qε−ν  de predicción del modelo 
para una serie de ensayos de compresión triaxiales (CTC), con presión de 
confinamiento de 100 kPa, bajo succión constante (s= 50 kPa, s= 100 kPa y s= 
200 kPa), comparadas con las obtenidas experimentalmente y además con las 
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Figura 5.7. Resultados experimentales y predicciones del modelo de la 
respuesta de muestras de arena limosa compactada en CTC,  σconf = -100 kPa 
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del modelo de Barcelona con integración explícita de la ecuación constitutiva, 
de acuerdo al trabajo publicado por Macari et al. (2003). 
En ellas se observa una satisfactoria reproducción del modelo de la respuesta 

qq ε− del suelo, con una sobreestimación para valores bajos de la 
deformación de corte para el caso s = 50 kPa. También se observa que el valor 
pico se obtiene para una deformación de corte del 12%, en concordancia con el 
modelo de Barcelona y los datos experimentales. En cuanto a la predicción de 
las deformaciones volumétricas qε−ν , el modelo presenta una buena 
aproximación para deformaciones de corte de hasta el 5 %, a partir de cual 
presenta una mayor dilatación sobre todo para s = 200 kPa, y que se debe a la 
regla de fluencia adoptada y el parámetro de no asociatividad. Esta mayor 
dilatación predicha por el modelo propuesto es responsable de un 
comportamiento tenso deformacional menos dúctil. 

 
La  Figura 5.8 muestra las curvas  qq ε− y  qε−ν  de predicción del 
modelo para una serie de ensayos de compresión triaxiales (CTC), con presión 
de confinamiento de -400 kPa, succión constante (s = 50 kPa, s = 100 kPa  y   
s = 200 kPa), comparadas con las obtenidas experimentalmente y además con 
las del modelo de Barcelona, con integración explícita de la ecuación 
constitutiva, de acuerdo al trabajo citado. 
En ellas se puede observar una reproducción precisa del modelo de la 
respuesta qq ε− , con una subestimación de la tensión desviadora  para 
valores bajos de la deformación de corte. En cambio, la aproximación es mayor  
para deformaciones mayores al 8%. También se observa que el valor pico se 
obtiene para una deformación de corte del 12%, en concordancia con el 
modelo de Barcelona y los datos experimentales. En cuanto a la predicción de 
las deformaciones volumétricas ν , el modelo presenta una buena 
aproximación de la curva experimental. 
En todos los casos el modelo presenta una disminución de la variación 
volumétrica por dilatación para deformaciones próximas al punto de bifurcación 
debida a la formulación de la función de no asociatividad. 
Las respuestas pq − (tensión desviadora-presión neta) del modelo extendido 
de MRS-Lade comparada con los valores experimentales de la arena-limosa en 
estado límite y con la que se obtiene con el modelo Barcelona para la línea de 
estado crítico  CSL (Critical State Line), se grafican en la Figura  5.9, 
observándose una buena correlación entre ambos modelos. 
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Figura 5.8. Resultados experimentales y predicciones del modelo de la 

respuesta de muestras de arena limosa compactada en CTC,  σconf = -400 kPa 
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Figura 5.9. Curvas experimentales y predicciones numéricas correspondientes 
al suelo en estado crítico  

 

  5.3.6 Ensayos de Compresión Triaxial  (TC) 
En los ensayos de Compresión Triaxial (TC) las tensiones se aplican de 

manera que las mismas permanecen siempre en el plano octahédrico. Es decir  
se incrementa  σ3, mientras que σ1 y  σ2  se reducen tal que  σoct   permanece 
constante. La simulación numérica se realiza con control de tensiones, 
realizando inicialmente una consolidación isotrópica hasta σ1= σ2= σ3= -200 
kPa  y a continuación incrementando σ3, con incrementos constantes ∆σ3 = -10 
kPa  mientras que  σ1 y  σ2 decrecen una cantidad   ∆σ3 /2 = 5 kPa. 
 La  Figura  5.10 muestra las curvas  qq ε− y  qε−ν  de predicción del 
modelo para una serie de ensayos de compresión triaxiales (CT), con presión 
inicial de -200 kPa, y succión constante (s = 50 kPa, s = 100 kPa y s = 200 
kPa) y comparadas con las obtenidas experimentalmente y además con las del 
modelo de Barcelona, de acuerdo al trabajo publicado por  Macari et al. (2003). 

 
En ellas se observa una satisfactoria reproducción del modelo de la respuesta 

qq ε− . También se observa que el valor pico se obtiene para una 
deformación de corte del 12%, en concordancia con el modelo de Barcelona y 
los datos experimentales.  
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Figura 5.10. Resultados experimentales y predicciones del modelo de la 

respuesta en TC de una arena limosa compactada para  σini = -200 kPa 
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En cuanto a la predicción de las deformaciones volumétricas qε−ν , el 
modelo presenta una respuesta diferente a los valores de ensayo, 
evidenciando un comportamiento de deformación a volumen constante a partir 
del inicio del ensayo de corte por compresión triaxial (TC), e inclusive una 
disminución del volumen por dilatación para los valores de succión mayores. 
Este comportamiento del modelo se atribuye a su formulación constitutiva 
isotrópica que no se corresponde con los ensayos de laboratorio con muestras 
que fueran preparadas por compactación en capas y que seguramente 
presentan una fuerte anisotropía transversal. Debido a este efecto el 
especímen experimenta una disminución volumétrica inicial para esfuerzos de 
corte a presión constante, el cual no es precisamente reproducido por la 
formulación isotrópica propuesta. 

 

5.3.7 Ensayos de Compresión Triaxial  de suelos Limo Arcillosos 
En este caso se compara la respuesta del modelo Extendido MRS-Lade 

con los resultados experimentales publicados por Cui et al. (1995),  en suelos 
limosos de baja plasticidad  compactados estáticamente y ensayados a 
compresión triaxial (CTC) con succión controlada. El suelo ensayado posee las 
siguientes características: limo arcilloso designado como (Jossingny silt), 
constantes de Atterberg: Limite líquido LL = 37%; Limite Plástico LP =19%; 
Indice de Plasticidad IP = 18%; con una densidad máxima del suelo 
compactado estáticamente de  γ max = 16.7 kN/m3, para una  humedad optima  
wopt = 18%. 
Se compara la respuesta del modelo extendido de MRS-Lade con los 
resultados de ensayos experimentales de compresión triaxial del  suelo descrito 
anteriormente, con una presión de confinamiento de σ1 = -200 kPa y succiones 
constantes  de s = 200, 400 y 800 kPa.  
En la Tabla 5.3 se muestran las constantes del modelo extendido MRSLade 
utilizadas para reproducir la respuesta del suelo limo arcilloso compactados 
estáticamente y  ensayado a compresión triaxial convencional con control de 
succión (succión constante). 
 

Tabla  5.3. Resumen de parámetros del modelo extendido MRS-Lade 

E = 30.000 kPa 
 

n= 0.005 
 

ν cono = 1.50 l = 1.35 rpc = 0.10 

ν = 0.20 Ψ = 0.00 k1 = 0.05 ccapa = 0.0058 i = 1.10  

e = 0.6 α = 0.80 k2 = 0.9673 r = 1.102  

m = 0.03871 ηcono  = 0.96 ccono= 0.1337 p*
o = 800 kPa  
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Figura 5.11. Curvas experimentales y predictivas 3q ε− y 3v ε−ε de la 
respuesta de un limo-arcilloso compactado para σconf = -200 kPa. 

En las Figuras 5.11 se representan las curvas de respuesta del modelo 
correspondientes a 3q ε−  (tensión desviadora–deformación axial) y 3v ε−ε  
(deformación volumétrica-deformación axial)  y los resultados experimentales. 
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En ellas se observa una buena aproximación en la predicción de las curvas 
tensión desviadora – deformación axial, para valores de la succión de s = 200 
kPa y  400 kPa, con una leve subestimación de la tensión pico. 
Sin embargo para succiones mayores  de s = 800 kPa y  1500 kPa se observa 
una sobreestimación de la tensión desviadora respecto a la obtenida 
experimentalmente.  
Tambien debe notarse que el modelo numérico produce una subestimación de 
dicha tensión desviadora  al comienzo de la deformación. 
También es satisfactoria la predicción del modelo en cuanto a las  variaciones  
volumétricas para succión de 400 kPa,  siendo en general para los demás 
valores de succión, superior a las determinadas en los ensayos de  laboratorio.  
Cuando se alcanza el estado crítico, se observa una mayor expansión de la 
respuesta numérica, comportamiento que se atribuye al grado de no 
asociatividad de la formulación del modelo. 
La razón de estas diferencias observadas se debe a que ciertos tipos de suelos 
compactados  muestran un incremento de la rigidez elástica con la succión. 
Este comportamiento fue observado en resultados de ensayos de corte por 
Delage (1987) y descrito por Cui et al. (1995) mediante la formulación de un 
modelo que  considera al módulo E dependiente de la succión y de la presión 
media p, tomándose el menor valor (inicial) para la condición de suelo saturado 
(s =  0 kPa). 
En los modelos con supericie de fluencia carga-colapso (LC, Loading-colapse), 
como el modelo propuesto, la elasticidad se supone isotrópica y el módulo de 
elasticidad se considera independiente de la succión.  
Los resultados obtenidos en las simulaciones numéricas, demuestran la 
capacidad del modelo  extendido de MRS Lade para predecir razonablemente 
el comportamiento   de  suelos parcialmente saturados. 
 

5.4 ANALISIS FLUJO MECANICO 
Para verificar la respuesta del modelo implementado, se realiza la 

simulación numérica de un ensayo de filtración a través de un suelo de relleno 
contenido en una caja rígida de dimensiones que se indica en Figura 5.12, que 
fuera presentado por  Kohgo (1995).  
El ensayo fue ejecutado para simular el proceso de filtración y de asentamiento 
de un terraplén de presa de tierra constituido por una arcilla limosa de baja 
plasticidad compactada. El nivel del agua que ingresa a la caja por su lado 
derecho es de h=37.50 cm y se permite el egreso del flujo por el lado izquierdo 
hasta el nivel indicado, como condiciones de borde  aplicadas. 
En Figura 5.13 se muestran las curvas tensión-deformación correspondientes 
al ensayo de compresión triaxial realizado con control de succión para distintos 
valores de succión constante, con la finalidad de evaluar los parámetros 
utilizados en el modelo constitutivo. En ella se puede observar que las 
magnitudes de la tensión de corte se incrementan al aumentar el valor de la 
succión, concordantes con la respuesta dada por los ensayos de laboratorio. 
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Figura 5.12. Malla y condiciones de borde 
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Figura 5.13. Respuesta en ensayo triaxial 

 
El proceso de filtración a través del suelo con la distribución de las presiones 
equivalentes, el asentamiento y estado de tensiones verticales se realiza 
utilizando el análisis  flujo-mecánico parcialmente acoplado detallado en el 
capítulo IV. La malla de elementos finitos, sus dimensiones  y las condiciones 
de borde se indican en la Figura 5.12. El análisis se realizó en condición de 
deformación plana. Para modelar la malla se han usado elementos 
cuadriláteros isoparamétricos de 8 nodos. En el borde superior se aplicó una 
presión uniforme q = 147 kPa que produce el asentamiento del suelo inicial a 
presión de poros constante antes de comenzar la infiltración. 
Los parámetros materiales del modelo utilizado se indican en Tabla 5.4  y en 
Tabla  5.5 las características del medio poroso. 
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Tabla 5.4. Constantes del modelo para ensayo flujo-mecánico 
Elasticidad E=25000 kPa n= 0.10 k1= 0.5 600*

0 =p kPa 

Mod. Poisson  ν= 0.20 α= 0.80 k2= 0.75 ccapa= 1.50 
e= 0.70 η= 1.023 ccono= 0.009 rcapa= 1.50 

m= 0.038 νcono= 1.50 lcono= 1.35 i= 1.00 
  

Tabla 5.5. Parámetros del medio poroso para ensayo flujo-mecánico 

Permeabilidad  Kx =  6 x10-5  m/d Retención c = 1.0 γ= 14.7 kN/m3 
Permeabilidad  Ky = 6 x10-5   m/d ρ = 0.20  

Los resultados de la simulación con la distribución de las presiones de poros 
equivalente y los desplazamientos verticales se indican a continuación. 
Los valores del estado de succión inicial del relleno y la distribución inicial de 
deformaciones debidos a la carga aplicada e inmediatamente antes de 
comenzar el flujo, se muestran en las Figuras 5.14 y 5.15.   
En el instante inicial del proceso de filtración el relleno posee un valor de 
presión de poros entre 20 kPa y 28 kPa medido experimentalmente mediante 
trasductores variando en el modelo entre 15 y 30 kPa. La deformación vertical 
inicial máxima de 0.49 cm, debido a la presión  aplicada que se obtiene en la 
simulación numérica es concordante con la observada en los ensayos 
experimentales.  
También las Figuras 5.14 y 5.15 indican el estado de presiones de poros y 
desplazamientos verticales  para un tiempo intermedio de t= 100 minutos y 
finalmente para el estado estacionario t=300 minutos.  
La distribución de presiones de poros y de desplazamientos verticales del 
relleno debido a la filtración progresiva es consistente con los ensayos 
ejecutados en laboratorio y al problema geotécnico analizado. 
La distribución de las presiones de poros y succiones  modeladas adquiere la 
forma hidrostática en la simulación, coincidente con la obtenida numéricamente 
por Kohgo (1995), siendo la distribución en los ensayos  algo más compleja. 
Esto puede atribuirse a la falta de uniformidad inicial en el experimento. Por 
otro lado se observan diferencias con valores ligeramente subestimados y en la  
distribución de succiones antes de comenzar la filtración. El valor máximo de la 
succión se obtiene en la esquina superior de la discretización numérica, del 
lado donde desciende el flujo, en concordancia con el experimento. 
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Figura 5.14. Distribución de presiones de poros 
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Figura 5.15. Distribución de desplazamientos verticales por filtración 
 
La distribución de los desplazamientos verticales en la modelación muestra 
similitud con el ensayo, pero con valores máximos levemente menores a los del 
laboratorio, posiblemente porque requiera mayor ajuste de los parámetros del 
modelo constitutivo. 
La simulación realizada indica una respuesta consistente con la experimental. 
En base a los resultados obtenidos se considera que el modelo propuesto es 
apropiado para analizar problemas geomecánicos estáticos y transitorios que 
involucren cambios en la presión de poros. 
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5.5  PREDICCIONES DEL MODELO 
Como se describe en Capitulo III, la regla de flujo del modelo propuesto, 

asume de manera similar a la formulación original [Sture et a. (1989), Jéremic y 
Sture (1994), Macari et al. (1997)], una regla de flujo no asociativa en la parte 
del cono.  
Ahora, para estas simulaciones se propone una regla de flujo volumétrico en la 
región del cono dependiente de la succión con el fin de reproducir la tendencia 
a un flujo asociado  en los medios porosos con reducción de la dilatancia 
debido a un decrecimiento de la succión. Entonces se define la función de 
potencial plástico en la región del cono de la forma 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0pp
s

n1nθq,fθq,,pQ cn
max

max
n =−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−+−= ssss,, cono

t

conocono κηκ  (5.1) 

Donde ( )θq,f  se define en  ec. (3.2), n es el parámetro tal que 1n0 ≤< , 

maxs  es el valor máximo de la succión (presión de poros) y t es un parámetro 
que controla la tasa del flujo plástico hasta alcanzar la condición de normalidad 
cuando 0→s , con 1≥t . Con esta formulación cuando 0=s  se tiene flujo 
asociado conocono FQ =  y el máximo nivel de no asociatividad volumétrica se 
alcanza cuando maxss = , por ejemplo para suelo en estado seco.  

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

→→

→→

n
F
Q:

FQ:0
:
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cono

cono
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ss

s
límiteCasos    (5.2)  

Los análisis numéricos se realizaron para estado de deformación plana y bajo 
control mixto, es decir se imponen desplazamientos verticales, con tensión de 
confinamiento lateral constante y deformaciones nulas en el otro plano, siendo 
incógnitas las tensiones verticales 3σ , la deformación en la dirección del 
confinamiento constante y las tensiones en la dirección del desplazamiento 
nulo 2σ . 
 

Figura 5.16. Condiciones de los ensayos PSP y PSA. 
En Figura 5.16 se grafican las condiciones  de tensiones y deformaciones así 
como las condiciones de borde impuestas, para ensayos de deformación plana 
pasiva (PSP) y deformación plana activa (PSA).  
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Los parámetros materiales utilizados en la simulación numérica, indicados en 
Tabla 5.6, corresponden a una arena limosa medianamente  densa 
denominada (44T-7M) usada por  Gemperline y por Peric (1990) para la 
modelación de fundaciones superficiales y análisis de localización de falla en 
taludes, respectivamente. 

Tabla 5.6. Parámetros del modelo extendido de MRS-Lade 

Parámetros Valor 
E ( kPa) 66000 

ν 0.20 
e 0.70 
m 0.03871 
n 0.10 

Ψ=ηcap/ ηcone
 0.00 

α 0.80 
ηcone 1.54 

 rq = ν cono 1.50 
k1 0.50 
k2 0.75 

ccono 0.009 
l 1.35 

ccap 0.30 
r 1.50 

P*
o 20000 

rpc -0.10 
i 1.00 

La Figura  5.17 muestra la predicción del modelo para el estado deformación 
plana pasiva (PSP), en donde se grafica la tensión total 3σ  con respecto a las 
deformaciones verticales y axiales para diferentes niveles de succión [Schiava 
y  Etse (2006)]. 
Los resultados observados muestran la fuerte influencia de la succión sobre el 
comportamiento de los medios porosos parcialmente saturados en términos de 
la tensión límite, la deformación lateral y la ductilidad.  
Particularmente se observa que con el incremento de la succión hay una 
disminución de la ductilidad con el aumento de la tensión pico y una reducción 
de la deformación lateral. Esto concuerda muy bien con el comportamiento 
característico observado experimentalmente de los suelos parcialmente 
saturados con humedad decreciente. 
Las Figuras 5.18 y 5.19 muestran las predicciones del modelo correspondiente 
al ensayo en estado de deformación plana activo (PSA), en este caso, a 
diferencia del PSP, se aplica  deformaciones de extensión en la dirección 
vertical 3σ  y se grafica el segundo invariante de tensiones desviatóricas con 
respecto a las deformaciones desviatóricas e para diferentes estados de 
succión.  
El ensayo se realiza bajo control mixto de tensiones y deformaciones. 
Contrariamente al caso anterior, ahora en la dirección 3 se imponen 
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deformaciones verticales de extensión 3ε . 

Deformación plana pasiva σ1=-172 kPa

-2.50E+03

-2.00E+03

-1.50E+03

-1.00E+03

-5.00E+02

0.00E+00
-0.2-0.100.10.20.3

ε1 ε3

σ3

ε3

σ1

ε2=0

Pb

s= 10 Kpa

s= 100 Kpa

s= 400 Kpa

 
Figura  5.17.  Predicciones del modelo en PSP (Plain Strain Pasive). 

Se puede observar la significativa influencia de la succión en la respuesta del 
suelo parcialmente saturado en condiciones de deformación plana, 
particularmente el comportamiento dúctil que se evidencia en estado de suelo 
saturado 0=s  y la disminución de su ductilidad con mayor endurecimiento 
cuando aumenta la succión, incrementándose consecuentemente la tensión 
desviadora máxima. 
Finalmente, la Figura 5.20 muestra la respuesta del modelo propuesto en 
compresión uniaxial, en estado axialsimétrico, para diferentes niveles de 
succión. Se observa el marcado comportamiento dúctil para valores bajos de 
succión s = 10 kPa, en cambio, para valores de succión mayores muestra un 
pico ó tensión límite seguido de un ablandamiento posterior.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura 5.18. Predicciones del modelo en PSA (Plain Strain Active) 
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Figura 5.19. Deformaciones volumétricas en PSA  
Es de resaltar la notable diferencia de la respuesta que se observa para el caso 
de PSP, en donde para s = 10 kPa muestra un comportamiento continuo de 
endurecimiento. La mayor ductilidad observada en el ensayo  PSP con 
respecto al caso de compresión uniaxial se debe a la presencia de la tensión 
de confinamiento  ( )1σ en el primer caso.  
Comparando los resultados obtenidos en las Figuras 5.19 y 5.16 se puede 
deducir que la influencia de la succión decrece cuando se incrementa la 
presión de confinamiento como era de esperar y contrariamente se observa 
una fuerte dependencia de la presión pico con la succión para el caso en que 
no haya ó sea baja la  presión de confinamiento. 

 Compresión axial
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Figura 5.20. Predicciones del modelo en ASS (Axial Symmetric Stress State) 
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5.5.1 Respuestas comparativas con el modelo MRS-Lade 
Para comparar la respuesta tenso deformacional del modelo propuesto 

con el modelo de MRS-Lade se simulan ensayos de compresión triaxiales 
convencionales (CTC) sobre probetas cilíndricas, utilizando para ambos 
modelos aquellas constantes físicas que le son comunes. Las curvas obtenidas 
se muestran en Figura 5.21. 

 

Compresión Triaxial  (CTC)
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Figura 5.21. Repuestas comparativas del modelo propuesto con el modelo 

MRS-Lade. 
 

Se observa el cambio de la respuesta que induce la succión en el 
comportamiento del material, tornandolo menos dúctil cuando aumenta la 
succión y valores de pico de tensión mayor, acorde con los resultados 
experimentales.  
En los dos modelos la rama inicial  es concordante pues el tensor de rigidez 
inicial es el mismo en ambos y además se observa un menor valor de la 
deformación correspondiente al pico de tensión para el modelo propuesto. 

 

5.6  INFLUENCIA DEL TERCER INVARIANTE EN LA RESPUESTA DEL 
MODELO EXTENDIDO DE MRS-LADE 

5.6.1 Introdución 
Como se desarrolló en capítulos anteriores, el modelo extendido de 

MRS- Lade está formulado en el marco general de la teoría de medios porosos 
y de la teoría del flujo de la plasticidad.  
La variación de la resistencia al corte trixia, para un valor establecido del primer 
invariante de tensiones y de la succión, se define con la función g{θ}  
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desarrollada  por Willam y Warnke (1975), que genera la traza asimétrica de la 
superficie de fluencia en el plano desviatórico y asegura una superficie 
continua, suave y convexa en dicho plano.  

Dicha función g{θ} es dependiente del parámetro de excentricidad 
c

te
ρ
ρ

=  

(relación entre resistencia máxima en el meridiano de tracción sobre resistencia 
máxima en el meridiano de compresión), que debe cumplir con la 
condición: 00.1e50.0 ≤< .  

En los desarrollos precedentes las simulaciones numéricas se realizaron para 
un valor de 700e .= empleado por diversos autores [Sture et a. (1989), Jéremic 
y Sture (1994), Jeremic B. (1994), Macari et al. (1997)]. 
En esta sección es evalúa la influencia del tercer invariante a través de la 

variación de 
c

te
ρ
ρ

= , en términos de la succión actuante, sobre la predicción del 

modelo de la respuesta tensión deformación  y del comportamiento volumétrico 
en la simulación de ensayos de compresión simple, compresión triaxial y 
deformación plana activa y pasiva.  
 

5.6.2  Influencia del tercer invariante 
Para evaluar la influencia que ejerce el tercer invariante sobre la 

predicción del modelo, según el valor que adopta el parámetro de excentricidad 
y para un determinado valor de la succión, se investiga la respuesta en 
ensayos con diferentes caminos de carga.  
Se consideran, estado de deformación plana pasiva (PSP) (compresión 
triaxial), deformación plana activa (PSA) (extensión triaxial), ensayos de 
compresión uniaxial y de compresión triaxial convencional (CTC), todos para un 
mismo valor de la succión de 100 kPa, con el objeto de excluir su influencia en 
la respuesta y que ya fuera analizada en secciones  anteriores. 
 

Tabla 5.7 Control de Variables 

Control           Variables Camino de 
Tensiones Dirección  1 Dirección  2 Dirección  3 

PSP 
 

σ = const ε2     ε3= 0 

PSA 
 

ε1 σ2= const ε3= 0 

CTC 
 

σ1=σ2 =const ε3 

CTE ε1          σ2=σ3 =const 

  

Todos los ensayos numéricos señalados anteriormente se evaluaron a nivel 
constitutivo material bajo control mixto de carga.  
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El control de las variables involucradas en cada caso se indica en la Tabla 5.7.  
Cabe señalar que en estado de deformación plana los índices 1 y 2 
corresponden a la mayor y menor dirección principal respectivamente, mientras 
que el 3 corresponde a la dirección fuera del plano. En dicha tabla las flechas 
en ascenso y en descenso indican  el aumento o la disminución de la variable 
seleccionada. 

5.6.3  Ensayos de compresión axialsimétrico y de compresión 
triaxial 

En los ensayos de compresión uniaxial y compresión triaxial 
convencional, el camino de las tensiones transcurre en el meridiano de 
compresión 3/π=θ , por lo tanto no tiene influencia la variación del valor de la 

excentricidad 
c

te
ρ
ρ

=  en la respuesta del modelo. 

La simulación de ensayos se hace para la condición de deformación plana, ya 
sea activa ó pasiva, muy usual en los casos de la geotecnia sobre todo en el 
estudio de estabilidad de taludes y terraplenes con estados de empuje activo ó 
pasivo. 

5.6.4  Ensayos de deformación plana pasiva (PSP) 
Las simulaciones numéricas de los ensayos de deformación plana 

pasiva se han realizado para valores de excentricidad de  e = 0.58 y e = 1.00, 
con una presión de confinamiento de kPa1721 −=σ  y un valor de succión de 
100 kPa.  
La respuesta tensión deformación del modelo se grafica en la Figura 5.22 y se 
puede observar un incremento de la tensión pico y una disminución de la 
ductilidad cuando la excentricidad aumenta.  
Se destaca que el pico tensional se obtiene para mayor deformación en el caso 
de excentricidad e = 1.00 que para e= 0.58.  
En la Figura 5.23 se observan las variaciones volumétricas que predice el 
modelo, notándose una mayor compactación volumétrica para e = 1.00 y mayor 
dilatancia en el caso e= 0.58. 

La Figura 5.24 muestra la variación de la fricción conoη  en función de la 
deformación para distintas excentricidades en el ensayo de deformación plana 
pasiva. Puede observarse que el valor máximo de la fricción se obtiene para 
deformaciones mayores en el caso de  e = 1.00 que para e= 0.58, lo que 
explica porqué el pico tensional se logra para una mayor deformación en el 
primer caso. 

La Figura 5.25 muestra la variación de la tensión desviadora con la 
deformación desviadora en el ensayo PSP para distintas excentricidades, 
observándose la fuerte influencia de dicha excentricidad en la respuesta del 
modelo. Se debe a que, en la formulación del modelo propuesto, la variación de 
la deformación plástica desviadora está en función del tercer invariante. Esto 
explica también la diferencia entre la respuesta volumétrica en el ensayo PSP 
para las distintas excentricidades y la mayor dilatancia en el caso e= 0.58. 
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Figura 5.22. Tensión deformación en deformación plana pasiva 
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Figura 5.13. Variación volumétrica en deformación plana pasiva 
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Parámetro ε  = 0.005
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Figura 5.24. Variación de la fricción conoη con la  deformación para distintas 
excentricidades en ensayo PSP 
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Figura 5.25. Tensión desviadora en función de la deformación desviadora en 
ensayo PSP para distintas excentricidades 

5.6.5  Ensayos de deformación plana activa (PSA) 
Los resultados obtenidos en ensayos de deformación plana activa se 

muestran en  Figura 5.26 y Figura 5.27.  
En este caso, si bien con el aumento de la excentricidad e se observa un 
aumento de la tensión desviatórica en pico, es menos sensible la respuesta 
material respecto al valor de e considerado en relación al ensayo de 
deformación plana pasiva. 
También la influencia sobre las deformaciones volumétricas de dilatación no es 
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tan marcada en el presente ensayo. 

Deformación plana activa (PSA)
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Figura 5.26. Tensiones y deformaciones desviadoras 
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Figura 5.27. Variación volumétrica en deformación plana activa 
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Parámetro ε  = 0.005
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Figura 5.28. Variación de la fricción conoη con la  deformación para distintas 
excentricidades en ensayo PSA 

 
En la Figura 5.28 se muestra la variación de la fricción conoη con la  deformación 
para distintas excentricidades en el ensayo PSA. En ella se observa la 
influencia poco significativa del valor adoptado de la excentricidad sobre la 
evolución de la fricción conoη  , lo que produce poco cambio en la respuesta del 
modelo propuesto para este tipo de ensayo. 

5.6.6  Análisis de la respuesta para confinamiento elevado. 
La subestimación de la resistencia máxima en el meridiano de tracción 

tρ  en relación al de compresión cρ  considerada por el modelo MRS-Lade, en 
relación a los valores de excentricidad e mayores que demuestran en los 
ensayos experimentales las arcillas y las arenas arcillosas en régimen de alto 
confinamiento, conlleva a predicciones erróneas de la resistencia al corte por la 
asociatividad del flujo plástico considerado en el plano desviatórico. 
En la Figura 5.29 se muestran ensayos triaxiales realizados por Prashant A. y 
Penumadu D. (2004), sobre muestras de arcillas caoliníticas consolidadas bajo 
una presión de 207 kPa, donde se puede observar una respuesta con valores 
mayores de excentricidad (e = 0.925). 
Este no es el caso en régimen de bajo á medio confinamiento donde los 
valores de excentricidades adoptados en el modelo MRS-Lade (e = 0.70) por 
diversos autores, responde más precisamente a los valores reales denotados 
especialmente en arenas secas.  
Esto puede corroborarse por los ensayos realizados en arenas limosas por 
Park Hyun J. (2005), para valores elevados de succión (mayores de 1033 kPa) 
y presión octahédrica (entre 178 kPa y 275 kPa), que se muestran en Figura 
5.30. 
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Figura 5.29. Ensayos triaxiales en arcillas caoliníticas [Prashant A. y Penumadu 
D. (2004)] 
. 

 
Figura 5.30. Superficies de falla en el plano octahédrico para arenas limosas, 
para diferentes succiones [Park Hyun J. (2005)] 

 
Del análisis precedente surge que para ajustar el modelo extendido de MRS-
Lade para adecuar su respuesta en alto confinamiento, se propone formular la 
dependencia del parámetro de excentricidad con el nivel de presiones 
volumétricas a que está sujeto el material. 
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Una formulación de este tipo debe ser de la forma 
 

510
p
p07210

p
p62950

p
p32750e

ref

2

ref

3

ref

.... +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  (5.3) 

 
Donde refp  es la presión de referencia, como parámetro material. 
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Figura 5.31. Variación de la excentricidad con la presión volumétrica 

En la Figura 5.31 se observa la variación de la excentricidad con el nivel de 
presiones volumétricas propuesta para ajustar el comportamiento con niveles 
de confinamientos elevados. 
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CAPITULO  VI 

ANÁLISIS  DE INDICADORES  DE  FALLA 

6.1  INTRODUCCION 
Como se ha descrito en los capítulos anteriores en la última década se 

han desarrollado diversas formulaciones materiales constitutivas para simular 
el comportamiento de suelos parcialmente saturados. Sin embargo, en este 
caso, el análisis de la condición de bifurcación discontinua y la forma de falla 
localizada no ha recibido considerable atención. El acoplamiento intrínseco 
hidro-mecánico en medios porosos parcialmente saturados y la presencia de la 
succión en las ecuaciones constitutivas afecta fuertemente a los indicadores de 
localización de falla. Como consecuencia de ello la solución de la bifurcación 
discontinua,  en términos de los estados tensionales y de succión críticos que 
conllevan a la pérdida de unicidad, particularmente en régimen de prepico 
como también las direcciones críticas dependen, no solo de las propiedades 
mecánicas no lineales de la formulación material, por ejemplo, función de 
fluencia, no asociatividad, ley de evolución de las variables de endurecimiento-
ablandamiento, etc, sino también de las condiciones hidráulicas durante la 
historia de deformación.  
En este capítulo se evalúan los indicadores de falla difusa y localizada para 
medios continuos elastoplásticos y las correspondientes soluciones se 
particularizan para el caso particular del Modelo Extendido de MRS-Lade.  

 

6.2  TENSIONES CONSTITUTIVAS. CONDICIONES DE CONSISTENCIA 
Según lo desarrollado en el Capitulo II, los medios porosos parcialmente 

saturados se describen generalmente en función del tensor de tensiones  
“constitutivo” σ′  que viene dado por 

spw &&&&& II n +=−=′ σσσ     (6.1) 

( )wa pp −=s       (6.2) 

apIn −= σσ      (6.3) 

Donde  s es la succión, nσ  tensor de tensiones neto, es decir la presión total 
en exceso ó sobre la presión del aire en los poros, σ  tensor de tensiones total, 
I   es el tensor identidad de segundo orden, pa  y pw son las presiones de aire y 
de agua en los poros respectivamente.  
Como se ha indicado en la ec. (2.15), la condición de consistencia para carga 
plástica en unmedio elastoplástico se define en función de los gradientes de la 
condición de fluencia resepcto de las tensiones constitutivas, de las variables 
de estado y de la succión. 
Asimismo, la tasa del multiplicador  plástico viene dada por la ec. (2.19) 
mientras que el operador material epD  se define mediante las ecuaciones 
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(2.22) a (2.24) en función de los operadores tensoriales correspondientes a la 
parte mecánica e hidráulica de la respuesta epE  y  sE , respectivamente. 

Finalmente, la evolución ó tasa del tensor de tensiones totales toma la forma 
expresada en ec. (2.26). 

 
 
6.3  Clasificación de los Mecanismos de Falla  

El estudio de  los indicadores de falla se remonta a las condiciones de 
inestabilidad del equilibrio infinitesimal ó material. A partir de estas condiciones 
autores tales como (Hill, 1962), Rudnicki, 1977), (Aydin y Johnson, 1978),  
(Pietruszczak Mroz, 1981),  (Leer y Hegemier 1984),  (Viggiani et al. 1994) 
entre otros, han desarrollado la condición de localización del equilibrio que se 
relaciona con una condición de bifurcación del equilibrio y simultáneamente de 
discontinuidad ó salto del campo cinemático de primer orden en el espacio y 
tiempo (tasa de deformaciones). 
La localización se produce en los geomateriales bajo diversas condiciones de 
estados tensionales, desde el simple caso de compresión uniaxial  en muestras 
cilíndricas de suelo y roca, hasta comportamientos más complejos como estado 
triaxial, de deformación plana pasiva y activa. Por lo tanto, es importante poder 
predecir cuando y con que orientación se produce esta  banda de corte. Para 
los materiales  friccionales es sabido que existe una etapa de ablandamiento  
en la cual la resistencia es inferior a la del pico Esta respuesta con 
ablandamiento suele ser acompañado por deformación localizada (Peric  et al. 
1992 y 1993).  
En los últimos años, se ha centrado mucho esfuerzo de investigación en el 
desarrollo matemático y de modelos numéricos para capturar los fenómenos de 
localización observados experimentalmente. En muchos casos, la banda de 
corte puede tener un espesor infinitesimal en el que el continuo experimenta un 
salto de desplazamiento denominado discontinuidad fuerte (Simo et al. 1993). 
Para evitar el problema de bifurcación discontínua ó localización se han 
desarrollado de modelos ó teorías materiales especiales y no convencionales, 
tales como los basados en modelos no local  (Bazant y Pijaudier - Cabot 1988), 
gradiente de plasticidad  (Borst y Muhlhaus 1992), (Borst et al. 1995), (Oka et 
al. 2000); técnicas de adaptación por remallado (Zienkiewicz et al. 1995) y  
elementos enriquecidos (Ortiz et al.1987), (Larsson et al. 1993), (Simo et al. 
1993), (Armero y Garikipati ,1995), formulaciones unificadas para modelos  no 
lineales (Chambonet al., 2000), entre otros. 
Considerando en un medio continuo elástico-perfectamente plástico una 
deformación homogénea como se muestra en la Fig. 6.1 y asumiendo que la 
respuesta constitutiva es descrita por la función de fluencia F  y de potencial 
plástico Q, y que e

ijklD  indica las componentes del tensor tangencial elástico que 
posee las propiedades de simetrías mayor y menor, así como definidos 
positivo. Podemos identificar dos modos de inestabilidad por bifurcación en la 
banda de corte: bifurcación continua ó fuerte y bifurcación discontinua ó débil.  
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En la bifurcación continua, se supone que el continuo esta en fluencia plástica 
de ambos lados de la banda en el inicio de la inestabilidad, en la bifurcación 
discontinua  se considera que dentro de la banda se esta en fluencia plástica y 
fuera de ella en descarga elástica.  
Estos dos modos de bifurcación han sido identificados por Rudnicki y Rice 
(1975) y Rice y Rudnicki  (1980).  
En el marco del concepto de fisura difusa (smeared crack), los modos de falla 
localizada están relacionados con bifurcaciones discontínuas del equilibrio y 
conducen a la pérdida de la elipticidad de las ecuaciones que gobiernan el 
equilibrio estático (Ottosen y Runesson, 1991) y (Willam y Etse, 1990). 
En un documento reciente, (Borja 2002a) demuestra que los dos modos, de 
hecho, tendrán lugar al mismo tiempo para el caso de plasticidad perfecta. 
  

 
Figura 6.1. Continuo elastoplástico seccionado por banda de corte 

 
Si aceptamos entonces que la falla estructural es debida a la falla material ó 
falla en lo pequeño se deduce la importancia que tiene evaluar los distintos 
mecanismos de falla a nivel constitutivo. 
La evolución del  proceso de falla, que deviene en la fractura de los materiales 
puede describirse como la transición de tres modos según el grado de 
continuidad del campo cinemático, que se distinguen de la siguiente manera: 

 
 Falla difusa: describe el proceso de falla en el cual se 

satisfacen las condiciones de compatibilidad cinemática del 
continuo. O sea, la falla no va acompañada de discontinuidades 
espaciales. 

 
 Falla localizada: indica la formación de discontinuidades 

espaciales débiles, es decir, de un salto en el campo de la tasa 
de deformaciones a lo largo de una superficie de 
discontinuidad, en tanto el campo de desplazamientos 
permanece continuo. 

 
 Falla discreta: es el resultado de degradaciones superiores 

de las relaciones de compatibilidad cinemática, introduciendo 
saltos no solo en el campo de deformaciones sino también en 
el campo de desplazamientos. 
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Figura 6.2. Mecanismos cinemáticos de falla 

 
La Figura 6.2 resume los tres niveles  del mecanismo cinemático de falla 
requeridos para clasificar  la degradación del continuo original en un 
discontinuo cuando las propiedades de continuidad son relajadas. 

 
6.4 CONDICIÓN DE LOCALIZACIÓN.  

En esta sección se analiza los modos de la condición de falla localizada 
en la forma de bifurcación discontinua. El análisis de la localización se basa en 
la condición de propagación de ondas acústicas planas en sólidos, según 
Thomas (1961) y Hill (1962). 
Si consideramos un sólido homogeneo, sometido a un proceso de carga cuasi-
estático monótono creciente en deformaciones infinitesimales, sobre el que se 
estudiará la localización de deformaciones y bifurcación de la respuesta. 
Cuando ocurre una singularidad de segundo orden en el campo de las 
deformaciones, se tiene una discontinuidad débil, aun cuando el campo de la 
tasa de desplazamientos permanezca continuo.  

 
[ ][ ] 0=−= −+ uuu &&&             (6.4) 
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Considerando el Teorema de Maxwell (1873), [Truesdell y Toupin (1969)], de 
condición de compatibilidad, la  condición de “salto” del gradiente de  la 
velocidad, la ec. (6.6) puede escribirse 

 
[ ] NMu

rr
&& ⊗=∇ γx      (6.7) 
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donde M

r
 es el vector unitario que determina la dirección del salto , N

r
 el 

vector unitario normal a la superficie de discontinuidad y γ&  la magnitud escalar 
del salto.  
Entonces, según la definición del continuo clásico, el salto de la tasa del tensor 
de deformaciones será 
 
    [ ][ ] [ ][ ]uε &&

sim∇=       (6.8) 
 

[ ][ ] )()( NMMNuuε
rrrr

&&&& ⊗+⊗=∇−∇= −+ γ
2
1

2
1

xx     (6.9) 

De acuerdo al lema de Cauchy, en la condición de equilibrio del contorno, el 
salto de la tasa del vector de tracción permanece continuo a través de la 
superficie de singularidad en el interior del sólido.  
La condición de equilibrio y teniendo en cuenta la simetría del tensor 

T
jilk

T
ijkl EE = , toma la forma 

 
[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0εENσNt

r
&

r
&

r&r =⋅=⋅= :ep              (6.10) 
 
O sea     0MQ

rr
=⋅        (6.11) 

 
Y    NENQ

rr
⋅⋅= epep      (6.12) 

 
 
Por lo tanto, para no tener una solución trivial, se define la condición de 
bifurcación discontinua en función del tensor de localización cuando 

 
( ) 0det ep =Q       (6.13) 

 
Por otro lado, basada en la teoría de propagación de ondas se establece la 
relación 
 

( ) ( ) MQMMNENM
rrrrrr

⋅⋅=⊗⊗= :: ep
2cρ   (6.14) 

 
siendo ρ la densidad del material y c la velocidad de onda. La condición c = 0 
puede interpretarse como la existencia de una superficie de discontinuidad que 
impide la propagación de las ondas en sólidos. Esta discontinuidad se conoce 
como pérdida de la elipticidad fuerte [Knops y Payne (1971), Ogden (1984)] y 
conduce a la singularidad del tensor de localización simetrizado, ec (6.13). 
Para operadores materiales no simétricos, en el caso de flujo plástico no 
asociado, la pérdida de la elipticidad fuerte, sinónimo de singularidad del 
operador simetrizado de localización, antecede a la condición de punto límite o 
máxima resistencia, aún en régimen de endurecimiento (H positivo). 
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6.4.1 Criterios de indicadores de falla 

Como se señaló anteriormente existen dos indicadores de localización 
de falla 

 pérdida fuerte de elipticidad:  02 ≤cρ     (6.15) 

 pérdida de elipticidad:  ( ) 0det ep ≤Q     (6.16) 

El teorema de Bromwich  restringe la forma cuadrática de la ec. (6.14)  del 
espectro de los tensores de localización no simétricos ep

t
ep QQ ≠ . Esto significa 

que se hace nula la velocidad de la onda en el último instante antes de la 
singularidad. 
El resultado de esto, es una jerarquía de indicadores para la falla difusa y 
localizada [Sobh et al. (1990), Willam y Etse (1990)]. En comparación con el 
material, se logra mayor simetría del  operador de localización a través de la 
contracción del tensor elastoplástico epE  , con la dirección de N

r
, por lo tanto 

la ec. (6.12) será 
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Con sus valores propios obtenidos de  

( ) ( ) kl
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Finalmente debido a la simetría adicional 

( ) ( ) kl
ep
lkji

ep
ikjl
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ljki
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ijklijep MNEEEENM

4
1

+++=Qλ   (6.19) 

Es decir que el operador de localización solo será nulo si la forma simétrica de  
sim
epE   es positiva definida y la discontinuidad de la tasa de deformación toma la 

forma  
[ ][ ] [ ][ ]MNε

rr
& ⊗=       (6.20) 

La condición de estabilidad, dada por el segundo postulado de Drucker es 

0:: ep >εEε &&       (6.21) 

Esta condición, conjuntamente con la singularidad del operador de localización 
material simetrizado, son una condición suficiente y presenta un límite mas 
bajo, tanto respecto al límite del estado de falla como para los puntos 
bifurcación. 

Debido a la relación de simetría adicional de epQ  y epE  la pérdida de 
elipticidad no coincide necesariamente con la singularidad de los operadores 
conectados. Esto significa una singularidad en el tensor de localización en la 
bifurcación discontínua [Etse (1992)]. 
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6.4.2 Condición de continuidad en el campo hidráulico. 
Admitiendo, en primera instancia, continuidad en el campo hidráulico 

definido mediante la  tasa de succiones 
 

[ ][ ] 0sss =−= −+
&&&      (6.22) 

 
Si consideramos el modelo constitutivo elastoplástico cuya ley de 
comportamiento viene dada por la relación ε:Eσ ep ′=′ && , los estados de tensión 
y deformación a uno y otro lado del plano de discontinuidad son 
respectivamente: ++ ′→′ σε &&  y −− ′→′ σε && , la variación de la tensión será: 

 
[ ][ ] ( ) ( ) −−++−+ ′−′=′−′=′ ε:Eε:Eσσσ epep &&&&&    (6.23) 

 
Admitiendo por hipótesis, que a ambos lados de  la superficie donde se 
produce la singularidad están en estado de carga plástica, y considerando la 
expresión de la ec. (6.9), el salto de la tensión total será función de la ley 
constitutiva elastoplástica del salto de la tasa de deformaciones: 
 

[ ][ ] ( ) ( )−+−+ ′−′=′−′=′ εεEσσσ ep &&&&&    (6.24) 
 

[ ][ ] [ ][ ] ( ) ( )[ ]MNNM:Eσσ
rrrr

&&& ⊗+⊗=′= epγ       (6.25) 
 

De acuerdo al lema de Cauchy, en la condición de equilibrio del contorno, el 
salto de la tasa del vector de tracción permanece continuo a través de la 
superficie de singularidad en el interior del sólido.  
La condición de equilibrio teniendo en cuenta la simetría del tensor sim

epE , toma 
la forma:  
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2
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T
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Expresada en forma tensorial: 

 
[ ][ ] [ ][ ] 0MQσNt

rr
&&

r&r =⋅== epγ:       (6.28) 
 

donde 
NENQ ep

rr
⋅⋅=ep         (6.29) 

 
Es el denominado  tensor acústico ó de localización. 

 
Por lo tanto se define la condición de bifurcación discontinua en función del 
tensor de localización para que no se tenga una solución trivial, cuando 
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( ) 0det ep =Q      (6.30) 

 
6.4.3 Resolución de la condición de localizacion 

 
De acuerdo con Ottosen y Runesson (1990), la condición de localización 

puede analizarse mediante la resolución del problema de autovalores 
normalizados 
 

( ) 321epe
1 ,,j,jjj ==⋅⋅− xxQQ rr λ     (6.31) 

 
321 λλλ ≥≥     (6.32) 

 
La condición de localización será  03 =λ     (6.33) 

La ec. (6.30) representa la condición de localización de medios porosos 
elastoplásticos parcialmente saturados, para el caso particular considerado de 
continuidad en el campo de las presiones de poros, la cual coincide con la 
condición de localización de continuos clásicos [Schiava y Etse (2006)]. 
De acuerdo a la ec. (6.30) la aparición de la localización ocurrirá en el primer 
instante en que exista una dirección in  en la que el tensor acústico asociado 
posea un autovalor nulo. En este caso, el autovector correspondiente im   
determinará junto con in  la configuración  de la bifurcación desarrollada. 

6.4.4 Caso alternativo: discontinuidad en el campo hidráulico 
En este caso el campo cinemático y el tensor material se extienden por 

efecto del flujo hidráulico, que en la presente formulación se tiene en cuenta 
mediante la succión. 
En el caso más general, la tasa del tensor de tensiones totales viene dado por 
la ec. (2.26) 

 
( ) sp ssymepw &&&& II :Eε:Eσσ +−+=+′= Ι           (6.34) 

 
El salto de la tasa de succión será 
 

[ ][ ] ( ) ( )NMMN
vrrr

&&&& ⊗+⊗=∇−∇= −+
sxx III γ

2
1

2
1 sss   (6.35) 

 

Donde sγ&  es la magnitud escalar del salto para la succión.  

Sustituyendo  la ec. (6.35) y la  ec. (6.9)  en ec. (6.34) 
Considerando que ambos lados de  la superficie donde se produce la 
discontinuidad están en estado de carga plástica, y admitiendo la existencia de 
un salto en el campo de las tasas de succiones, el salto de la tensión total será  
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[ ][ ] ( ) ( )[ ] [ ] ( ) ( )[ ]NMMN:ENMMN:Eσ sep

rrrr
&

rrrr
&& ⊗+⊗−+⊗+⊗= syms Ιγγ u  (6.36) 

Donde, llamamos uγ&  a la magnitud escalar del salto del gradiente de la 
velocidad. 
De acuerdo al lema de Cauchy el salto de la tasa del vector de tracción 
permanece continuo a través de la superficie de singularidad en el interior del 
sólido. La condición de equilibrio toma la forma 

 
[ ][ ] [ ][ ] 0MQMQσ:Nt sep

rr
&

r
&&

r&r =⋅γ+⋅γ== su    (6.37) 
 

donde 
NENQ epep

rr
⋅⋅=      (6.38) 
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rr
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Admitiendo igualdad en la magnitud de los saltos: 

 
γ=γ=γ &&& su           (6.40) 

 
La condición de localización vendrá dada por: 

 
( ) 0det ep =Q        (6.41) 

y / ó 
( ) 0det =sQ        (6.42) 

 
Estas igualdades, que pueden darse por separado ó simultáneamente, 
representan la condición de localización general en  la presente formulación 
para  medios porosos parcialmente saturados. 
En la próxima sección se analizan las  predicciones del modelo formulado del 
comportamiento de suelos parcialmente saturados, para diferentes caminos de 
tensiones e historias de deformaciones y se discute la influencia de la succión 
sobre dicho comportamiento. 
 

6.5     PREDICCIONES DEL MODELO  
Las soluciones de bifurcación discontínuas ó localización del modelo 

propuesto de medios porosos parcialmente saturados, se analizan para 
diferentes caminos de tensiones e historias de deformaciones. En particular se 
discute la influencia de la succión sobre dicho comportamiento. Los análisis 
numéricos en esta sección se focalizan en los ensayos de deformación plana 
activa (PSA), deformación plana pasivo (PSP) y de compresión simple 
axialsimétrico (ASS).  
Se realizan una serie de análisis numéricos de la condición de falla localizada a 
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nivel constitutivo del modelo extendido de MRS-Lade, para diferentes estados 
de tensiones. Para ello se investigan ensayos con diferentes caminos de carga 
en estados de  Deformación Plana Pasiva (PSP), Deformación Plana Activa 
(PSA), Compresión Uniaxial y Compresión Triaxial, los que ya fueron 
evaluados en el Capítulo V con las correspondientes prediciones del modelo. 
Todos los ensayos numéricos señalados anteriormente se ejecutan a nivel 
constitutivo material en modo de control mixto.  
El control  de las variables involucradas en cada caso se indica en la Tabla 5.6.   

 Tabla 6.1 Control de Variables 

Control           Variables Camino de 
Tensiones 

(Stress 
Path) 

Direction  1 Direction  2 Direction  3 

PSP 
 

σ = const ε2     ε3= 0 

PSA 
 

ε1 σ2= const ε3= 0 

CTC 
 

σ1=σ2 =const ε3 

CTE 
 

ε1                      σ2=σ3 =const 

 
Las flechas              y               indican  el aumento o la disminución de la 
componente tensional ó de deformaciones respectivamente.  

 
 
6.5.1 Caso I: Condición de continuidad en el campo hidráulico 

En ésta sección se considera el caso particular de falla localizada en 
forma de bifurcación discontinua, que se plantea bajo la condición de flujo 
hidráulico contínuo. Es decir se analiza la falla localizada considerando la 
continuidad en el campo adicional de la succión,  

6.5.1.1 Ensayos en estado de deformación plana pasiva para 
kPa172cteσ −==  

Los ensayos numéricos, que se indican a continuación, se realizaron 
para un valor de la tensión kPa172cteσ −== . 

La Figura 6.3 indica la condición de localización en forma de epdet Q , obtenida 
numéricamente, al 90,0% de la carga máxima en ensayo  de deformación plana 
pasiva (PSP). Se observa que la condición ( ) 0det ep =Q  se logra para el estado 
tensional correspondiente a un nivel de succión s = 400 kPa, localizando para 
un ángulo o56θ = .  

En los otros casos con niveles de succión mas bajos de s = 100 kPa y s = 10 
kPa se observa una condición de falla difusa, y el tensor acústico no  
singulariza.  
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Por lo tanto, se verifica que aún cuando se considera la existencia de un campo 
hidráulico continuo, el modo de falla desarrollado (difusa ó localizada) y la 
dirección crítica de la banda de corte depende del grado de saturación del 
suelo.  
 

PSP en 90% de tensión pico
 σ1 = -172 kPa 
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Figura 6.3. Localización en ensayo PSP en el 90% de la carga máxima. 

Las Figuras 6.4 y 6.5 grafican el indicador de localización en el ensayo PSP 
para el estado tensional correspondiente a la resistencia pico y de tensiones 
residuales, respectivamente.  
En el primer caso de resistencia pico, se observa que el tensor de localización 
permanece positivo para la condición de succión mínima de s= 10 kPa, 
mientras que para succión de 100 kPa y 400 kPa se verifica la condición de 
localización, con angulos de o59θ = y o56θ =  respectivamente. 

 Es decir que el ángulo de la dirección crítica de localización disminuye al 
aumentar la succión, lo que se corresponde con los ensayos experimentales 
que al aumentar la succión el ángulo de fricción se incrementa. 
En el segundo caso, se verifica la localización para  succión de 100 kPa y 400 
kPa con angulos de o56θ =  y o55θ = , respectivamente. 
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PSP en tensión pico 
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Figura 6.4. Localización en ensayo PSP en el  pico. 

PSP en tensiones residuales 

-0.20

0.00

0.20

0.40

0.60

0.80

1.00

1.20

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

θ (grados)

D
et

 Q
ep

 / 
D

et
 Q

el

s=100 kPa s=400 kPa s=10 kPa

θ= 55° θ= 56°

 
Figura 6.5. Localización en ensayo PSP en tensiones residuales. 

 
Por lo tanto se concluye que la reducción de succión suprime la localización o 
condición de bifurcación discontinua e indica un modo de falla difusa.  
En ese sentido los estudios llevados a cabo en esta tesis, demuestran que el 
efecto de estabilización por reducción de la succión se produce antes que el 
suelo esté completamente saturado. 
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6.5.1.2 Ensayos en estado de deformación plana pasiva para 
variable=σ  

 Las simulaciones numéricas anteriores se particularizaron para una 
presión  kPa172cteσ −==  constante y  bajo succión variable.  

Ahora, para una succión  s= 400 kPa se verifica la condición de localización 
para confinamiento variable.  
En la Figura 6.6 se grafica la condición de localización en tensión pico, para 
valores de la tensión de confinamiento kPa172σ1 −= , -1892 kPa, -2172 kPa, -
3172 kPa y -3672 kPa, verificandose que la condición ( ) 0det ep =Q  ocurre 

hasta una presión de confinamiento de kPa3172σ1 −=  con un ángulo de 
o58θ = .  

Se verifica que, con excepción del caso de máximo confinamiento 
kPa3672σ1 −= , la condición de localización en resistencia pico se verifica en 

los otros tres casos.  
Es decir el aumento del confinamiento conduce a la supresión de la condición 
de localización y para una presión de confinamiento elevada de 

kPa.6723σ1 −=  la falla comienza a ser difusa. 

Por otro lado, en la Figura 6.7 se indica el sector sobre la superficie de fluencia 
de la formulación teórica en el espacio p-q  donde se produce localización y el 
ángulo correspondiente, para el ensayo en PSP y para una succión de s= 400 
kPa. 

Localización en PSP - s  = 400 kPa
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Figura 6.6. Localización en ensayo PSP en tensión pico para 
confinamiento variable. 



Modelación y analisis computacional de suelos parcialmente saturados  
 

 141

 
 

PSP- s = 400 kPa

0

5000

10000

15000

20000

25000

-1500 3500 8500 13500 18500 23500

Invariante p= -I /3 (kPa)

 In
va

ria
nt

e 
D

es
vi

at
ór

ic
o 

q 
(k

P
a)

Sector donde localiza

θ =56°

θ=58°

 
Figura 6.7. Sector de localización en superficie límite del cono y ángulo, 
para ensayo PSP en pico y confinamiento variable. 

 
A continuación se contrastan los valores del ángulo de localización de falla 
obtenidos  numéricamente con el criterio del tensor acústico, con los que 
resultan de la teoría clásica en concordancia con Ottosen  et al. (1990) y 
Ottosen et al. (1998). 
Aplicando el criterio de Mohr – Coulomb, que asume que el plano de falla es 
paralelo al plano sujeto al estado de tensiones último, ver Figura 6.8, cuando se 
alcanza el estado plástico y asumiendo plasticidad asociada, los planos de 
separación ó bifurcación tienen la orientación 
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      (6.43) 

 
Donde φ  es el ángulo de fricción del material. 

La relación de tensiones principales mayor y menor representadas en el círculo 
de Mohr vendrá dada por 
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El ángulo de localización viene dado por: 
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Figura 6.8. Criterio de falla de Mohr Coulomb 
 
Para valores de succión  s = 400 kPa y con  tensiones principales en el pico   

kPa82059σ3 ,−=  y kPa172σ1 −= , resulta un ángulo de localización de 
o253θ .=  ( o056θ .=  en el análisis acústico) y una fricción del material de  φ = 

16.5°. 

6.5.1.3  Ensayos en estado de Deformación Plana Activa (PSA) 
En la Figura 6.9 se indica la condición de localización para carga 

máxima en el ensayo PSA. Los ensayos numéricos que se indican a 
continuación se realizaron para un valor de la tensión kPacte 172σ −== . 

En dicha figura se observa que la condición de falla localizada ó difusa tanto 
como la dirección crítica depende del grado de saturación. 
En este caso de estado de deformación plana activa, se evidencia una 
disminución del efecto de la succión, alcanzando la condición de localización 
con singularización del tensor acústico hasta valores bajos de succión (100 
kPa)  cercanos a la saturación.  
Los valores del ángulo crítico se pueden comparar con los obtenidos por D. 
Peric (1990) para el modelo MRS-Lade, observándose la fuerte influencia que 
sobre el mismo ejerce la condición de humedad del suelo que pone en 
evidencia el modelo extendido desarrollado en esta tesis. 
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Localización PSA en tensión pico
 σ 1 = -172 kPa
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Figura  6.9. Localización en ensayo PSA en tensión pico. 

 
La dependencia del modo de falla con la presión de confinamiento y los niveles 
de succión son más relevantes en el caso de deformación plana pasiva que en 
activa. 
 

6.5.1.4 Ensayos en Compresión Uniaxial. 
En la Figura 6.10, se grafica la condición de localización del modelo 

propuesto para el ensayo de compresión uniaxial y con condiciones de succión 
del material variable de s = 10 kPa, s = 100 kPa y s = 400 kPa. 
Además, en dicha figura se ha incorporado también el resultado de la condición 
de localización para el modelo MRS-Lade para el estado de tensión ó 
resistencia pico del ensayo de compresión uniaxial. El mismo, es coincidente 
con los resultados obtenidos por D. Peric [56], que muestran que el modelo 
clásico MRS-Lade no indica falla localizada para esta condición de ensayo.  
En el caso del modelo extendido de MRS-Lade, se puede observar la influencia 
de la succión en el comportamiento de falla del material. Como indica la Figura 
6.10  y para la ntensión pico se alcanza la localización en el caso de elevada 
succión s = 400 kPa, con un ángulo crítico θ = 61º. 
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Compresión uniaxial en tensión pico 
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Figura 6.10. Localización en compresión uniaxial en tensión pico 

 
Los análisis  predictivos del modelo propuesto demuestran su capacidad para 
reproducir las más relevantes formas de respuestas del comportamiento de los 
suelos parcialmente saturados. 
Por otro lado, el análisis de la condición de localización indica también que el 
nivel de succión produce una desestabilización en el criterio de bifurcación y  
modifica la forma de la falla de difusa a localizada.  
Los resultados demuestran la influencia relevante de la succión en la dirección 
crítica de falla.  
 
 

6.5.1.5 Ensayos en Compresión Triaxial Convencional 
Finalmente se analiza mediante el modelo propuesto MRS-Lade 

extendido la condición de localización para el ensayo de compresión triaxial 
convencional y bajo condiciones de succión del material. Esta respuesta se la 
compara con la predicción obtenida con el modelo original MRS-Lade para 
materiales secos ( )∞→s  .  

En la Figura 6.11 se observa la diferencia de respuesta de ambos modelos: en 
el modelo MRS-Lade el determinante del tensor acústico no se singulariza 
correspondiendo a una falla difusa [ver D. Peric (1990)]. Por el contrario el 
modelo extendido aquí propuesto, si bien no localiza para succiones bajas, en 
cambio si lo hace para un valor de s= 400 kPa y con un ángulo de 62°. 
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Localización en tensión pico
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Figura 6.11. Localización en compresión triaxial convencional 

 
En conclusión, el modelo constitutivo propuesto es capaz de reproducir la 
fragilidad creciente del material con el incremento de la succión, la cual es 
responsable de la incipiente bifurcación discontínua. 
 

6.5.2 Caso II: Discontinuidad en el campo hidráulico 
En este caso la condición de localización requiere la singularidad del 

tensor de localización clásico y del tensor de localización debido a la succión, 
alternativamente.  
La condición de localización es analizada para PSP y PSA y los resultados se 
observan en figuras 6.12, 6.13 y 6.14. 

De la simulación numérica surge  que la desestabilización de sQ se manifiesta 
para un espectro mayor de direcciones posibles con el decremento de la 
succión, lo cual es razonable. 

Se observa que la condición 0det s ≤Q   cubre la totalidad de la región donde  
0detdet elep →QQ / . Por lo tanto la condición de localización esta controlada 

por la singularidad del tensor sQ al tener mayor tendencia a la 
desestabilización. 
Por último, en la Figura 6.14 se grafica la condición de localización, en PSA con 

kPa172σ1 −= . Se ilustran en dicha figura los determinantes del tensor acústico 
clásico y del tensor acústico de succión Qs. 
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Localización en tensión pico para PSP 
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Figura 6.12. Localización en PSP con succión variable 

Localización en tensión pico para PSP 
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Figura 6.13. Localización en PSP con confinamiento variable 
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Localización en tensión pico para PSA
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Figura 6.14. Localización en PSA con succión variable 

 
El análisis realizado indica que el estado de tensiones  y la configuración de la 
carga juega un rol importante en el fenómeno de localización de medios 
porosos parcialmente saturados.  

También surge que al ser el 0det ep <Q  en la tensión pico, significa que la 
primera desestabilización y bifurcación discontínua ocurre en prepico ó regimen 
de endurecimiento.  
El modelo propuesto predice localización en regimen de endurecimiento para 
succión elevada en el ensayo de compresión triaxial convencional (CTC),  a 
diferencia del modelo MRS-Lade original. 
Para la condición de ensayos de deformación plana sea activa ó pasiva se 
demuestra la influencia de la succión sobre la condición de localización, su 
dirección crítica y el nivel de deformación a la que ocurre. 
Se deduce que la condición de localización en suelos parcialmente saturados 
requiere de la consideración del tensor sQ que tiene en cuenta la posibilidad 
de saltos en el campo hidráulico. 
Además, el análisis implica que al haber falla localizada, o sea la formación de 
discontinuidades espaciales débiles, con salto en el campo de la tasa de 
deformaciones a lo largo de una superficie de discontinuidad, debe producir 
necesariamente en la masa del suelo un salto de su relación de vacíos hacia 
ambos lados, lo que induce indefectiblemente un salto en la relación entre la 
presión del agua y la del aire, o sea un salto en la tasa de succión. 
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6.6 INFLUENCIA DEL TERCER INVARIANTE  SOBRE LA 
CONDICIÓN DE LOCALIZACIÓN 
En esta sección se analiza el indicador de falla localizada en la forma de 

bifurcación discontinua de la manera desarrollada anteriormente. 
El análisis de localización se realiza con las relaciones desarrolladas para la 
condición de propagación de ondas acústicas planas en sólidos, según Thomas 
(1961)  y Hill (1962). Por lo tanto la bifurcación discontinua comienza cuando el 
tensor de localización se vuelve singular 

 

 ( ) 0det ep =Q  (6.46) 

Esta igualdad representa la condición de localización en la presente 
formulación para  medios parcialmente saturados, en el caso particular de 
continuidad en el campo de las presiones de poros. 
El análisis numérico de la condición de bifurcación se  realiza para las 
simulaciones de ensayos relatados en el punto 5.6 del capítulo anterior, 
considerándose un valor fijo de la succión igual a 100 kPa, con el objeto de 
prescindir de su influencia  en el indicador de falla. 
En Figura 6.15 se grafica, la condición de localización en tensiones pico, en el 
caso de deformación plana pasiva (PSP), para distintos valores de la 
excentricidad  desde e = 0.58 á e = 1.00. 

Se puede observar que el ángulo de localización experimenta una variación de 
56° a 54°, es decir el ángulo  de la dirección crítica de localización disminuye al 
aumentar  la excentricidad. 
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Figura 6.15. Condición de localización en deformación plana pasiva 

La condición de localización clásica fue graficada en las Figuras 6.16 y 6.17 
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correspondiente al caso de deformación plana activa (PSA) y para el pico del 
estado tensional y el valor residual de tensiones, respectivamente.  

Localización en PSA en tensión  pico
s  = 100 kPa
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Figura 6.16. Localización en deformación plana activa en tensión pico 

En ellas se observa una mayor influencia del valor de la excentricidad sobre el 
ángulo de localización que para deformación plana pasiva.  

Localización en PSA para tensiones residuales
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Figura 6.17. Localización en deformación plana activa con tensiones residuales 
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En pico varia entre 33 y 38°, localizando únicamente para e=0.58 y en estado 
de tensiones residuales entre 35° y 38°.  

Se observa que el ángulo crítico de localización aumenta con el incremento de 
la excentricidad (el comportamiento material tiende al comportamiento de una 
arcilla con reducción del angulo de fricción)  

Se debe observar que la mayor variación de la dirección crítica se produce para 
una excentricidad de e=0.58  y para la cual, aún en estado de tensiones 
residuales el indicador de localización no se singulariza. 

El análisis numérico realizado indica la fuerte influencia que ejerce el tercer 
invariante, mediante el valor adoptado para la excentricidad, sobre la respuesta 
y modo de falla del modelo extendido de MRS-Lade para suelos parcialmente 
saturados, especialmente en el caso de estados de deformación plana pasiva 
tanto en la relación tensión deformación como en el comportamiento 
volumétrico. 
En el caso de deformación plana activa, la relación tensión deformación 
muestra una dependencia mayor en el tercer invariante que las variaciones 
volumétricas que reproduce el modelo.  
Al aumentar la excentricidad el modelo muestra un comportamiento con 
aumento del pico tensional y disminución de la ductilidad.  
La condición de bifurcación y el ángulo localización de falla también están 
influenciados por el tercer invariante, y esa influencia es mayor para el caso de 
deformación plana activa. 
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CAPITULO VII 
 

ANÁLISIS  DE ESTABILIDAD DE TALUDES 
 

7.1 INTRODUCCIÓN  
En este capítulo se presentan los resultados obtenidos con  aplicación 

del modelo constitutivo propuesto para medios porosos no saturados, en el 
análisis de estabilidad de taludes, con el fin de corroborar su aplicabilidad en la 
simulación numérica de estructuras, tanto en la determinación de la resistencia 
última como en  verificar los mecanismos de falla. 
En el trabajo se pone especial énfasis en la influencia que ejerce el diseño de 
la malla de elementos finitos adoptada para la discretización de la estructura en 
el estudio del mecanismo de falla. 
El problema que se estudia es el de una zapata continua que está implantada 
en la cresta de un talud. Corresponde éste a un problema  clásico en 
geotecnia. El análisis se realiza para estado plano de deformaciones. Tanto la 
geometría como las características del material del talud considerado para el 
estudio son los mismos que los empleados en el trabajo de tesis de D. Peric 
(1990), con el objeto de comparar resultados de aplicación de distintos 
modelos. 
El suelo del talud  es una arena designada en dicho trabajo como 44T-7M. La 
geometría del talud fue seleccionada teniendo presente que el mismo sea 
estable en condiciones naturales de peso propio y por lo tanto el problema 
planteado consiste en evaluar  la capacidad de carga última bajo la acción de la 
zapata.  

 
Los métodos  utilizados en este trabajo para la resolución del 

problema son: 
 
1. Análisis mediante elementos finitos con determinación 

de carga última; análisis de localización y procedimiento 
de alineamiento de la malla en la dirección crítica de la 
localización. 

2. Determinación de la capacidad de carga última mediante 
la teoría clásica con el criterio de Prandtl-Terzaghi 
[Terzaghi (1923), Terzaghi et al, (1948)]. 

3. Análisis mediante elementos finitos, de las condiciones 
de estabilidad debida a cambios en el contenido de 
humedad del suelo del talud por infiltración de agua de 
lluvia. 
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Figura 7.1. Geometría del talud y condiciones de borde.  

 
La geometría del talud analizado y sus condiciones de borde se muestran en la 
Figura 7.1 y sus dimensiones en Tabla 7.1. 
 

Tabla 7.1. Dimensiones del modelo 

Dimensión Modelo (m) 
A 26.00 
B 18.82 
C 10.37 
D 10.37 
E 2.90 

 

7.2 ANÁLISIS MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS   
Para el análisis mediante elementos finitos con determinación de la 

carga última, análisis de localización y procedimiento de alineamiento de la 
malla, dependiente de la dirección crítica de localización, se consideran dos 
tipos de discretizaciones denominadas R1 y R2. 
En las Figuras 7.2 y 7.3 se muestran las mallas R1 y R2 en estudio, ambas 
conformadas con elementos triangulares de tres nodos isoparamétricos. 
La Figura 7.4 muestra las curvas comparativas de las cargas pico y sus 
correspondientes  desplazamientos verticales impuestos  a la zapata para las 
mallas R1 y R2.  
En ellas se observa que para ambas discretizaciones los valores de la presión 
de contacto promedio son aproximadamente similares hasta deformaciones del 
orden de 0.350 m. Sin embargo con la malla R2 se alcanza el pico de tensiones 
con un suave ablandamiento posterior, que no  experimenta la malla R1. 
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Figura 7.2. Malla R1 

 

 
Figura 7.3. Malla R2 
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Figura 7.4. Presión de contacto promedio en función de los desplazamientos 
verticales. 
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Estas diferentes predicciones  se adjudican, en primera instancia, a la  
influencia de la forma del mallado, al tipo de elemento empleado y al tamaño ó 
numero de los mismos en todo el dominio.  
Diversos investigadores [Etse, Steinmann y Willam  (1991), entre otros] han 
demostrado que el CST es uno de los mejores elementos planos para captar 
problemas de localización, en el marco de formulaciones continuas de tipo 
"smeared crack" como las utilizadas en este trabajo. Esto es debido a la 
estabilidad numérica implicada. Sin embargo, son requeridas discretizaciones 
muy densas para lograr soluciones precisas de banda de localización. 
También se observa para la malla R2  en etapa de postpico tiende a 
estabilizarse para un mismo valor de carga residual.  
La Tabla  7.2 provee los valores comparativos de las cargas pico y su 
correspondiente desplazamiento vertical de la base para las diferentes mallas. 

Tabla 7.2. Comparación entre carga máxima y su correspondiente 
desplazamiento vertical para las diferentes mallas 

Malla Presión pico de 
contacto 

Promedio (kPa) 

Desplazamiento 
vertical  

 (m) 
R2 2265 0,1685  
R1 2394 0,335 

7.3  ANÁLISIS DE LOCALIZACIÓN 
El estudio  de la condición de localización, se comienza analizando los 

elementos de la malla R1.  
El análisis de la localización de falla se realiza de idéntica forma a la que se 
desarrolla en el Capítulo VI, utilizando el estado tensional y las variables de 
estado para el elemento en cuestión, en el paso de deformación considerado. 
Del análisis se observa que la localización comienza en  el elemento 188, ver 
Figura 7.5,  adyacente al lado de la base  y localiza con un ángulo crítico de θ= 
52° para un desplazamiento de 0.099 m, como se indica en Figura 7.6.  
La dirección crítica progresa hasta un ángulo de θ= 51° en el elemento 188 y el 
elemento 187 lo hace con un angulo crítico de θ= 55° para un desplazamiento 
de la zapata de 0.114 m, mientras que el elemento 168 no acusa localización 
hasta dicho desplazamiento, ver Figura 7.7.  
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Figura 7.5. Ubicación de los elementos 188, 197 y 168 de malla R1 

Esta orientación del ángulo de localización del elemento 188, sugiere el punto 
de inicio y la dirección de la banda de corte para el diseño de la malla  R2.  
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Figura 7.6. Condición de localización en elemento 188 de malla R1 
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Localización malla R1
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Figura 7.7. Localización en elementos 168, 187 y 188 de malla R1 

7.3.1 Análisis de localización en malla R2 
Se analiza la condición de localización detectada en los puntos de 

Gauss para la malla R2.  
En la Figura 7.8 se muestra en detalle los elementos en el sector 
correspondiente a la parte de talud inmediatamente debajo de la zapata en los 
que se analiza la localización. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figura 7.8. Detalle de elementos en malla R2. 
 

De acuerdo a los resultados obtenidos se observa que la localización comienza 
en  los elementos adyacentes al lado izquierdo de la base  donde se inicia la 
localización y banda de corte, la cual progresa subsecuentemente hacia abajo 
hasta alcanzar el  talud.  
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En la Figura 7.9 se indican los puntos de la curva carga-desplazamiento donde 
se ha analizado la condición de localización. 
Del análisis surge  que la localización comienza en el elemento 40 con un 
ángulo crítico  θ = 52° para un desplazamiento vertical de la base de 0,104 m. 
Simultáneamente se desarrolla también la condición de localización en los 
elementos 13 y 17 ubicados dentro de la banda de corte con un ángulo θ  = 
52°, como se observa en las Figuras 7.10  y 7.11. 
Con el incremento de los desplazamientos impuestos comienzan a localizar  
otros elementos próximos, como ser el elemento 15 en el que se manifiesta la 
localización bajo un ángulo θ  = 54° y para un desplazamiento vertical de la 
base de 0.1685 m correspondiente al pico de la curva carga-desplazamiento, 
como se indica en la Figura 7.12. 
El sector de incio de la banda de corte obtenida en estos resultados es 
coincidente con el determinado por Borja y Lai (2002), en el estudio de falla de 
un tablestacado, en este caso en discrepancia con Rankine que afirma que la 
falla se produce simultáneamente en todos los puntos del relleno granular.  
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Figura 7.9. Presión de contacto promedio-desplazamiento vertical de la base 

para malla R2. 
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Localización malla R2 Desplazamiento u= 0.104
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Figura 7.10. Localización en elemento 40 para desplazamiento u=0.104 m. 
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Figura 7.11 Localización elementos 13 y 17 para desplazamiento u =0.104 m. 

Por otra parte, el análisis en este trabajo esta referido a suelos parcialmente 
saturados, donde el espesor de la zona de localización tiene un ancho 
realmente finito y no implica una discontinuidad abrupta en la región espacial. 
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Localización Malla R2 - u = 0.1685 (en pico) 
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Figura 7.12.  Localización elementos 15 y 40, desplazamiento u =0.1685 m. 

 
El elemento 15 continúa localizando con un ángulo θ  = 51° en fase de 
ablandamiento, para un desplazamiento vertical de la base de 0.375 m, como 
se indica en la Figura 7.13. 
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Figura 7.13. Localización elementos 15 y 40 para desplazamiento u =0.375 m 
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Figura 7.14. Detalle de elementos en malla R2. 
 

Finalmente, la Figura 7.14 muestra la ubicación del elemento 145 el cual 
localiza con un ángulo 90°-θ  = 36° en fase de ablandamiento , para un 
desplazamiento vertical de la base de 0.486 m, como se indica en la Figura 
7.15. 
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Figura 7.15. Localización elemento 145  para desplazamiento u =0.486 m. 
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Las Figuras 7.16, 7.17 y 7.18 muestran la malla deformada y los vectores 
desplazamientos principales para la malla R2 correspondientes a los tres 
puntos P1, P2 y P3  indicados en la curva carga-desplazamiento. 
De acuerdo a las figuras la localización de las  deformaciones comienzan en la 
vecindad del lado izquierdo de la base, en concordancia con lo determinado a 
través de la condición de localización y que progresan gradualmente hacia 
abajo del talud hasta alcanzar el punto de salida [Darve y Laouafa (2000)]. 
Es interesante notar que se vislumbra la formación de dos bandas de corte 
simultáneamente, una primaria al lado izquierdo de la base y otra secundaria a 
la derecha para cuya captura no fuera diseñada la malla R2. La banda 
secundaria, que es de forma recta, conecta el lado derecho de la base con la 
banda primaria y el punto de intersección entre ambas bandas se encuentra 
por debajo de la base y a una profundidad aproximadamente igual al lado de la 
base. 
Aquí, el mecanismo de falla que se visualiza es similar a la representación de 
“falla general”, con una zona de estado activo de Ranking (inmediatamente por 
debajo de la zapata) que “empuja” a las zonas de estado plástico radial en 
coincidencia con el esquema de rotura propuesto en la teoría de Prandtl-
Terzaghi. 

 
 
 

 
Figura 7.16. Malla deformada R2 y desplazamientos para  u = 0.104 m. 

 

 
Figura 7.17. Malla deformada R2 y desplazamientos para  u = 0.1685 m. 
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Figura 7.18. Malla deformada R2 y desplazamientos para  u = 0.375 m. 

 
 

La Figura 7.19 muestra la malla R1 deformada y los vectores desplazamientos 
y se puede observar que no capta adecuadamente el mecanismo de falla. 

 
 

 
Figura 7.19. Malla deformada  R1 y desplazamientos para  u = 0.40 m. 

 
 
De los resultados obtenidos anteriormente se concluye que solo un diseño 
apropiado de la  malla puede capturar el mecanismo de falla y predecir 
satisfactoriamente la carga máxima.  
 

7.4  ANÁLISIS DEL TALUD CON INFILTRACIÓN DE AGUA 
Para analizar la influencia en el comportamiento del talud cuando el 

suelo se humedece por infiltración de agua de lluvia, se considera la malla R2 
en donde se aplican cargas verticales en coincidencia con la posición de la 
fundación. Estas cargas  aplicadas a la base corresponden al resultante para 
un desplazamiento de 0.104 m en condiciones de suelo con succión  s = 300 
kPa que fuera analizado anteriormente. 
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Figura 7.20. Malla   R2 y condiciones de borde y carga para análisis de flujo 

En Figura 7.20, se puede observar las condiciones de borde y las cargas 
verticales  aplicadas a la zapata en la simulación numérica. 
En la Figura 7.21 se indican las condiciones de presiones de poros impuestas 
para simular infiltración de agua de lluvia desde la parte superior del talud, que 
afecta el estado original de succión s= 300 kPa en que el suelo se encontraba 
en su faz inicial. Se observa que en la parte superior el suelo se satura al 
alcanzar una presión de poros final de s = 0 kPa. 

 
Figura 7.21. Condiciones de presión de poros impuestas, malla R2. 
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Figura 7.22. Desplazamientos verticales obtenidos con infiltración. 
 
En la Figura 7.22 se observan los valores de desplazamientos verticales 
obtienidos de 0.22 m que resultan más del doble que los resultantes en el 
análisis  anterior de 0.104 m para un estado de succión de s= 300 kPa.  
También se visualiza un cambio en el mecanismo de falla, denominado de 
“rotura local”, sin desarrollo de las superficies de falla general. 

7.5  DETERMINACIÓN DE LA CAPACIDAD DE CARGA CON EL MÉTODO 
CLÁSICO.  

Para evaluar la capacidad de carga de la base en consideración se 
aplica el método clásico de cálculo de la resistencia última a rotura por corte del 
suelo, de acuerdo al criterio de Pradtl-Terzaghi [Terzaghi (1923)] modificado.  
Para este caso correspondiente a una base superficial sobre  la cresta del 
talud, la resistencia viene dada por 
 

γγ+ξ= BNNcq cgcult 2
1      (7.1) 

donde  ultq  es la capacidad de carga última 

c  es la cohesión del suelo 
γN;Nc  son los factores de capacidad de carga 

cgξ  factor que tiene en cuenta la inclinación del talud 
γ  el peso unitario del suelo 
 
De acuerdo con Winterkorn y Fang (1975) el factor cgξ viene dado por 
 

    ( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡
+π
ω

−=ξ
2

21cg      (7.2) 

 
donde ω  es el ángulo de inclinación del talud, que para este caso es de 33.7°. 
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 Los valores obtenidos para la capacidad de carga última usando el método 
clásico se resumen en la Tabla 7.3. Los valores de los parámetros mecánicos 
del suelo, cohesión y fricción, estan referidos al ensayo de compresión triaxial 
convencional (CTC). 

Tabla 7.3. Capacidad de carga última de talud según método clásico 

Parámetros 
C (kPa) φ 

Autor ultq  
(kPa) 

Observación 

Terzaghi 3466 
Brinch-Hansen 3457 

 
45 

             
38° 

Meyerhof 3300 

CTC 
parámetros 
en tensión 
pico 

Terzaghi 2390 
Brinch-Hansen 2343 

 
20 

             
37° 

Meyerhof 2240 

CTC 
parámetros 
en tensión 
residual 

Se ha realizado un estudio del mecanismo de falla de taludes en suelos 
parcialmente saturados con determinación de la condición de localización en 
estado plano de deformaciones.  
Se observa que el modelo propuesto tiene capacidad para reproducir 
adecuadamente el mecanismo de falla de estructuras de taludes y terraplenes, 
verificar sus deformaciones y predecir la capacidad de carga última en 
condiciones de humedades y/o succiones diferentes. 
La investigación de la formación y evolución de la banda de corte y su 
influencia sobre la determinación de la carga última puede realizarse mediante 
el estudio de la condición de localización conjuntamente con el procedimiento 
de alineamiento de malla. 
Se deduce la importancia del diseño apropiado de la malla en la reproducción 
del mecanismo de falla y en la determinación de la capacidad de carga última. 
De la comparación de la capacidad de carga última entre el método empleado 
de elementos finitos y la teoría clásica, resulta que esta última sobrestima 
valores (aproximadamente 45.7%) si se calcula con parámetros mecánicos de 
cohesión y friccion determinados en tensión pico. Sin embargo, si se calcula 
con los parámetros mecánicos en tensión residual es bastante aproximada la 
capacidad de carga resultante con la predicción numérica. 
La discrepancia se atribuye a la gran variación de los valores calculados de los 
factores de capacidad de carga γNyNN qc ,  en la teoría clásica, especialmente 
de γN . Esto se debe sobre todo a la orientación y desarrollo de la superficie de 
falla propuesta y adoptada en cada formulación, sea Terzaghi, Meyerhof ó 
Brinch Hansen, diferentes entre sí. 
Debe observarse que la falla por corte del suelo bajo carga de la zapata es un 
fenómeno de rotura progresiva con niveles de esfuerzos variables de tal 
manera que al alcanzar la superficie de falla el punto de salida, el esfuerzo es 
menor que el logrado en el pico. 
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7.6   SIMULACION DE FALLA DE TALUDES EN RIOS DE LLANURA 

Para la construcción de los terraplenes de cierre en presas en ríos de 
llanura se utilizan suelos compactados, los que se encuentran parcialmente 
saturados con una alta presión de poros negativa o succión.  
Por lo tanto las propiedades ingenieriles de dichos suelos están fuertemente 
influenciadas por los valores de la succión y su variación en el tiempo por 
cambios en las condiciones ambientales, altura del tirante de agua, etc. 
En el sistema  río Salado-Dique Figueroa, de la zona norte de Argentina, en la 
provincia de Santiago del Estero, se ha producido un fenómeno llamado de 
“erosión retrógrada” que se inicia con la falla de taludes de las margenes del 
río, originalmente estable y que por razones que se tratan de establecer 
pierdan esa condición de estabilidad. 
Como causas del inicio de este tipo de erosión, se pueden citar:  

1) Incremento del peso de la masa del suelo, debido a aumento de la 
infiltración y/o ascenso del nivel freático 

2) Aumento de la presión de poros como consecuencia de la saturación 
de los suelos 

3) Descarga de la freática por la paredes del talud después de la crecida. 
4) Reducción de la cohesión del suelo por cambios de su contenido de 

humedad. 
5) Variaciones de las condiciones  de impermeabilidad de la cubierta  

limosa orgánica superior por acción antrópica. 
Con la infiltración de agua de precipitación pluvial a estratos de suelos 
inferiores de características loessicas colapsables, se produce la falla 
generalizada del talud y la posterior evolución como erosión retrógrada.  
Se estudia este mecanismo complejo de falla de taludes de márgenes de ríos 
de llanura, que involucra aspectos diversos, con el objeto de avanzar en la 
investigación, enfatizando ahora sobre los aspectos físico-mecánicos de los 
suelos.  
Posteriormente, se  analiza, el proceso rotura del talud de una presa 
denominada “Figueroa”, atribuido a la erosión en cárcava o erosión retrógrada 
sobre suelos cohesivos en un valle de inundación de bajas pendientes con 
escurrimientos areales de profundidades medias a bajas.  
Como consecuencia del estudio del proceso de erosión se determinan las 
condiciones de equilibrio límite de los taludes de las márgenes de los cursos de 
agua de llanura. 
Los pasos utilizados para el análisis del problema son: 

 
1. Caracterización de los suelos y determinación experimental de 

la respuesta tenso deformacional mediante ensayos de 
compresión triaxial con contenidos de humedad variables. 

2. Calibración del modelo extendido de MRS-Lade para simular 
la respuesta de los ensayos experimentales. 
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3. Discretización de los taludes de las secciones en estudio 
mediante malla de elementos finitos con elementos 
triangulares de deformación constante. 

4. Análisis de las condiciones de estabilidad debida a cambios 
del contenido de humedad del suelo del talud por inundación 
en el pie o bien por infiltración de agua de lluvia. 

 

7.6.1 CARACTERIZACION DE LOS SUELOS 
Los suelos de la zona en estudio son  de características limo arcillosas, 

clasificación unificada (CL-ML  y CL), en general  loess característicos de la 
planicie de la provincia de Santiago del Estero, de origen eólico y de 
características colapsables al aumentar su humedad a valores críticos. 
Las características de los estratos involucrados, se resumen en la Tabla 7.4 

Tabla 7.4 Características de los suelos 

Suelo S.U.C.S. %Pasa 
Tamiz 
N° 200 

L. L. L. P. I. P. γh 
kPa 

H.N. 
% 

Estrato 
superior 

ML-CL 98.30 25.96 19.70 6.26 17.8 8.10 

Estrato 
inferior  

CL 91.10 35.98 23.81 12.17 18.9 20.60 

Para determinar el comportamiento tensión-deformación de los suelos, se 
realizaron ensayos de compresión triaxial sobre probetas cilíndicas con 
deformación controlada y adquisición automática de datos mediante software 
específico. 

7.6.2 Ensayos de Compresión Triaxiales 
Se ejecutaron ensayos de compresión triaxial del tipo rápido, no 

drenado, no consolidado, sobre muestras inalteradas, talladas, de diámetro 35 
mm y altura 70 mm, que fueron  realizados bajo presión de confinamiento 
constante y humedad  variable.  
La relación entre el contenido de humedad del suelo y el valor de la succión se 
basó en la  formulada  por  Xie et al. (1995) para suelos Limos arcillosos de 
características similares con Límites de Atterberg de: L.L.= 30.9%; L.P. = 
17.6% e I.P. = 13.3%, adecuándose la curva para las densidades de los suelos 
ensayados, como se indica en la Figura 7.23 
Se calibraron los parámetros  del modelo extendido de MRS-Lade para simular 
la respuesta con los resultados obtenidos de los ensayos experimentales, con 
una presión de confinamiento inicial de σconf = -100 kPa y σconf = -150 kPa  y 
para succiones de s = 10 kPa, s = 100 kPa y s= 200 kPa.  
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Figura 7.23.  Relación entre Humedad % y Succión 

 
La simulación obtenida en el comportamiento de los suelos se grafica en  
Figura 7.24 para una presión de confinamiento de σconf = -100 kPa y en Figura 
7.25 para σconf = -150 kPa. 
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Figura  7.24. Ensayos triaxiales CTC  para σconf = -100 kPa: experimental y 

simulación 
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Figura  7.25. Ensayos triaxiales CTC  para σconf = -150 kPa: experimental y 

simulación 

7.6.3  Parámetros del modelo extendido de MRS-Lade 
Los parámetros del modelo extendido de MRS-Lade   utilizados para la 

simulación  se indican en  Tabla 7.5.  
Tabla 7.5. Parámetros del modelo extendido de MRS-Lade 

Parámetros Estrato 1 Estrato 2 Terraplén 
E ( kPa) 15000 25000 25000 

ν  0.22 0.22 0.22 
e 0.70 0.70 0.70 
m 0.03871 0.03871 0.03871 
n 0.002 0.002 0.002 

cono

capa

η
η

ψ =
 0.00 0.00 0.00 

α 0.80 0.80 0.80 
conoη  0.57 0.87 0.57 

qr   1.15 1.15 1.15 
k1 0.05 0.05 0.05 
k2 0.9673 0.9673 0.9673 

ccono 0.1337 0.1337 0.1337 
l 1.065 1.065 1.065 

capac  0.0058 0.0058 0.0058 
r 1.102 1.102 1.102 

P*
o(kPa) 600 800 800 

pcr  -0.15 -0.55 -0.25 
i 1.00 1.50 1.50 
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7.6.4  Parámetros del modelo para flujo 
Los parámetros del modelo utilizados en la simulación del flujo se 

resumen en tabla 7.6 
Tabla 7.6. Parámetros del modelo 

Parámetros Estrato 1 Estrato 2 Terraplén 
Kx (s)(m/s) 2.E-04 1.5E-04 1.5E-04 
Ky (s)(m/s) 3.E-04 2.E-04 3.E-04 

c(s) 80 50 50 

 

7.7  ANALISIS MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS 
Para el estudio del inicio del proceso de falla de taludes que dan origen a  

la socavación retrógrada, se considera un perfil de talud típico relevado, con las 
características de los estratos de suelo detectados, en el cual se ha 
representado también, una leve socavación al pie por acción de escorrentía y 
considerándose un proceso de infiltración de agua de lluvia por las superficies 
expuestas.  
Este análisis puede realizarse por medio de dos condiciones de borde 
diferentes: a) “Superficie de Talud Saturada” y b) “Infiltración controlada ó 
prescripta” [Alonso et al (1995)]. 
En este trabajo se aplica la primera condición y para ello se supone una lluvia 
de larga duración tal que gran parte del agua se infiltra en el suelo y el resto 
puede correr sobre la superficie. En este caso las condiciones de borde 
prescriptas es tal que  la succión es cero (pa-pw = 0) en los puntos de la 
superficie libre, y  en todos los puntos del fondo y del borde derecho se impone 
la condición  impermeable.  
El talud en estudio se ha discretizado  mediante elementos triangulares 
isoparamétricos de tres nodos, con densificación de malla en zona del circulo 
probable de falla, como se observa en Figura 7.26 y el análisis se hace en 
estado plano de deformaciones. 
Las condiciones de  succiones impuestas, que se muestran en Figura 7.27 , 
para simular infiltración de agua de lluvia desde la parte superior del talud, que 
afecta el estado original de succión en que el suelo se encontraba en su faz 
inicial, alcanzando  la parte superior el suelo su saturación con una succión  de 
s = 0 kPa 
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Figura 7.26. Malla Talud 

 
En la Figura 7.28 se observa  el estado final ó distribución de la  succión ó 
presiones de poros resultantes, después de un tiempo simulado  de 50 días. En 
ella se visualiza la saturación prácticamente total del estrato superior y no así el  
inferior que se mantiene aun parcialmente saturado. 

 

 
Figura 7.27. Succiones impuestas en tiempo inicial. 
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Figura 7.28. Estado final de presiones de poros en suelo. 

 

 
Figura 7.29. Malla deformada y desplazamientos verticales en estado final. 

En la Figura 8.29 se observa  la malla deformada y el contorno de los 
desplazamientos verticales experimentados por el talud en el estado final. 

 

7.8 ANÁLISIS DE LA ESTABILIDAD 
Con la finalidad de estudiar las condiciones de estabilidad del talud al  

final del proceso, se calcula el Factor de Seguridad Local [Alonso et al. (1992), 
Alonso et al. (1995), Shimada et al. (1995), Navarro et al. (1998)] en puntos de 
la superficie de falla. 
Se define el Factor de Seguridad Local F  como 
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τ
τ fF =      (7.3) 

Donde fτ   es la resistencia al corte del suelo y τ  el esfuerzo cortante, en 
cada punto de la masa de suelo. 
El efecto de la succión sobre la resistencia al corte viene dada por la expresión 
extendida del criterio de Mhor Coulomb 
 

    ( ) φστ ′−+′= tananf pc     (7.4) 
 

Donde sc pcc rp ==′    es la  cohesión en función del valor de la succión en el 
punto considerado, nσ  presión total normal y φ′  el ángulo de fricción interna. 

En Figura 7.30 se indica la variación de la cohesión en ambos elementos en 
función del tiempo y en Figura 7.31 la variación de la succión y del grado de 
humedad también en función del tiempo. 
El análisis de la estabilidad con el cálculo del grado de seguridad local se 
realiza para los elementos 117 y 89 ubicados en zona del círculo de falla, 
calculando la resistencia al corte con el valor de la cohesión resultante en ese 
tiempo para los valores de la succión obtenidas en nodos 172 y 175. 
En Figura 7.32 se muestra la variación del grado de seguridad local calculado 
en los elementos 117 y 89 del circulo de falla y demuestra la pérdida de la 
seguridad y la incipiente falla del talud al sobrepasarse la resistencia  al corte 
del suelo disminuida por saturación. 
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Figura 7.30 Variación de la cohesión con el tiempo. 
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Figura 7.31. Variación de la succión y humedad con el tiempo. 
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Figura 7.32. Evolución del grado de seguridad local con el tiempo. 

Los valores obtenidos para la altura libre máxima de un talud vertical, en 
condiciones de humedad natural, según los parámetros mecánicos del suelo, 
usando el método clásico se indica en Tabla 7.7.  
La predicción de la altura límite de un talud vertical para valores de los 
parámetros mecánicos del suelo en condiciones saturadas es coincidente con 
la simulación numérica. 
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Tabla 7.7. Máxima altura de talud vertical según método clásico 

Parámetros 
C 

(kPa) 
φ 

Fórmula H (libre) 
(m) 

Observación 

 
113.4 

            
14.7° 

28.90 Talud vertical 
con humedad 
natural 

22.0 13.2° 

( )
γ

φ 2/45tan4 +oc
 

5.80 Talud vertical 
en condición 
saturado 

7.9 ANALISIS DE FALLA DE  PRESA 
A continuación se estudia el proceso de falla de la presa del Dique 

Figueroa en la provincia de Santiago del Estero. El colapso de la misma se 
produjo cuando la socavación retrógrada iniciada en taludes aguas abajo del 
dique alcanzó el terraplén de cierre. 
Para simular el proceso de falla se supone que la  socavación retrograda en el 
momento de alcanzar el terraplén de cierre posee una profundidad de 3.00 m.  
La discretización  se realiza con  elementos triangulares isoparamétricos, con la 
geometría y condiciones de borde que se muestran en Figura 7.33  y en la que 
se fija un nivel de agua de 3.00 m en el socavón. 
Por otro lado, no se considera nivel libre de agua ó saturación del terraplén del 
lado del embalse de la presa, por lo que el cambio de las condiciones de 
estabilidad se debe únicamente al efecto de la socavación retrógrada.  

 
Figura 7.33. Geometría y malla de la presa 

Las condiciones de presión de poros final del terraplén de la presa y de los 
estratos de suelo involucrados, para un tiempo de 40 días, se indican en Figura 
7.34. 
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Figura 7.34. Estado final de presión de poros 

Para verificar las  condiciones de estabilidad del terraplén de la presa  al  final 
del proceso, se calcula el Factor de Seguridad Local, de la manera indicada 
precedentemente en puntos de la superficie de falla adoptada. 
El análisis de la estabilidad, con el cálculo del grado de seguridad local, se 
realiza para los elementos 44 y 426 ubicados en puntos representativos  del 
círculo de falla indicados en Figura 7.33. 
Se calcula la resistencia al corte con el valor de la cohesión resultante en ese 
tiempo para los valores de la succión obtenidas en nodos 137 y 90 
respectivamente.  
La evolución del grado de seguridad local se indica en Figura 7.35.  

En Figura 7.36 se observa la malla deformada de la presa, ampliada con un 
factor de 5. 

Se puede observar la fuerte reducción del grado de seguridad en el terraplén 
de cierre a medida que avanza el proceso de  saturación del estrato inferior  y 
los puntos estudiados demarcan la posición de la potencial superficie de falla. 
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Figura 7.35. Evolución del grado de seguridad local en terraplén. 

 

Figura 7.36. Malla deformada 

 
Se ha realizado un estudio del mecanismo de falla de taludes en suelos 
parcialmente saturados, simulando la infiltración de agua de lluvia por su 
superficie expuesta, con variación de las condiciones de succión de la masa de 
suelo. Se reproduce las variaciones de las presiones de poros en los vacíos del  
suelo, por efecto de la  infiltración superficial y las deformaciones que 
experimenta la estructura del talud. También se verifica la disminución del 
grado de seguridad local en puntos de la superficie de falla hasta valores que 
indican la inminente falla del talud.    
Comparados con los valores  de altura máxima del talud en condiciones de 
humedad natural, y para la condición de suelo saturado, se observa una 
aceptable predicción del mecanismo de falla y de fenómenos de transporte en 
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medios parcialmente saturados, la simulación de elementos finitos y el modelo 
propuesto. 
Se ha desarrollado un procedimiento para analizar el mecanismo de rotura del 
terraplén de cierre de la presa Dique Figueroa, por efecto de socavación e 
inundación al pie de la misma, debido al proceso denominado “socavación 
retrógrada”.  
Los resultados presentados indican la relevancia de las características físico 
mecánicas de los suelos en el comportamiento de falla de taludes, 
especialmente de los valores de la relación cohesión-succión y de los 
parámetros permeabilidad y pendiente de la curva succión-contenido de 
humedad adoptado.  
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CONCLUSIONES 

 
 
 En esta tesis fue propuesto e implementado computacionalmente un 
modelo constitutivo elastoplástico para suelos cohesivo-friccionales 
parcialmente saturados, el Modelo extendido de MRS-Lade (MEMRSL). El 
modelo propuesto constituye una extensión a medios porosos de tres fases 
(grano ó esqueleto, gas y agua) de la formulación constitutiva propuesta 
originalmente para suelos friccionales por Lade [Lade (1972), Lade y Duncam 
(1973), Lade (1989)]. En la presente formulación del MEMRSL las propiedades 
y proporción de las fases fluida y gaseosa se introducen a través de la succión 
mientras que el comportamiento mecánico de la fase sólida se describe en el 
espacio de tensiones netas.  
Un aporte original de la tesis,  consiste en la formulación variacional de las 
ecuaciones constitutivas, en donde se introduce como un estado tensional 
adicional a la succión, que actúa como un cuarto invariante. 
También es novedosa la  formulación de un criterio límite con dos  superficies 
de fluencia denominadas de “cono”  y “capa” basada en el modelo de Lade,  
para el tratamiento de medios porosos parcialmente saturados ya que en la 
mayoría de los trabajos publicados sobre el tema se utilizan modelos del tipo  
“cam-clay”.  
La evolución de los parámetros ó variables de estado de las superficies de 
fluencia se definen en relación al incremento del trabajo disipado en función de 
las deformaciones plásticas debidas tanto al estado de tensiones netas como 
de succiones. 
Como superficie límite adicional se introdujo el criterio conocido como  “Carga-
Colapso (LC)” que da la evolución de la presión de preconsolidación  
dependiente  del valor de la succión  definida  según la expresión de  Schrefler 
y Bolsón (1997), a partir de la condición mínima de suelo saturado. 
También se ha considerado la variación de la cohesión del material con la 
acción mecánica e hidráulica aplicada. Es decir, la cohesión no es considerada 
como una constante, sino como una función dependiente del contenido de 
humedad ó del estado de succión, verificada en numerosos ensayos 
experimentales. 
El modelo constitutivo propuesto ha sido validado mediante comparaciones con 
resultados experimentales publicados  y correspondientes a diferentes tipos de 
suelos incluidos aquellos suelos compactados y para los que presentan una 
pérdida de capacidad portante por humedecimiento  acompañado con 
reducciones de volumen (colapso). Para ello se simularon ensayos de 
compresión triaxial  con succión controlada  y ensayos de compresión 
confinada ó ensayos edométricos. En ellos se puede apreciar el cambio del 
comportamiento del material con la única variación de su estado de succión y 
en el caso de los ensayos edométricos la capacidad para reproducir la 
importante reducción de volumen cuando el suelo está próximo a la saturación. 
Los resultados obtenidos en las simulaciones numéricas, demuestran la 
capacidad del modelo  extendido de MRS-Lade para predecir con razonable 
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precisión  el comportamiento   de  medios porosos parcialmente saturados. 
La variación de la rigidez del suelo que se desarrolla en función del tipo de 
estructura del mismo durante el proceso de compactación, puede reproducirse 
satisfactoriamente, así como también el “colapso” o deformaciones 
volumétricas bajo carga constante cuando se reduce la succión. La 
comparación entre la función límite de carga-colapso LC predictiva y 
experimental es también satisfactoria.  
La respuesta del modelo en términos de la relación tensión desviadora–
deformación axial en ensayos triaxiales, muestra una buena aproximación, con 
una subestimación inferior al 3% en las deformaciones desarrolladas. En los 
ensayos triaxiales convencionales se observa que el incipiente estado crítico se 
alcanza cuando las  deformaciones axiales se aproximan al 9%. 
En cuanto a las deformaciones volumétricas vε la predicción del modelo 
muestra una leve subestimación para succiones muy elevadas, con una mayor 
aproximación para valores menores de la misma entre  200 kPa y 800 kPa.  
Cuando se alcanza el estado crítico, se observa una mayor expansión en la 
respuesta numérica, comportamiento que se atribuye al grado de no 
asociatividad del modelo. 
Los análisis numéricos realizados indican la fuerte influencia que ejerce el 
tercer invariante, con el valor adoptado para la excentricidad, en la predicción 
del modelo extendido de MRS-Lade, especialmente en el caso de estados de 
deformación plana pasiva tanto en la relación tensión deformación como en el 
comportamiento volumétrico. 
Una contribución original relevante en esta tesis es la formulación de un 
indicador matemático de falla localizada para medios parcialmente saturados, 
modelados en el marco teórico de los medios porosos.  
En definitiva, se formula un nuevo indicador matemático de falla para 
discontinuidades cinemáticas e hidráulico-gaseoso (succión) cuya solución 
explícita involucra también información relativa a las direcciones críticas de 
estos saltos o discontinuidades. 
Los análisis  predictivos del modelo propuesto demuestran su capacidad para 
reproducir las más relevantes formas de respuestas del comportamiento de los 
suelos parcialmente saturados. 
El análisis de la condición de localización indica que la succión juega un rol 
preponderante  en la desestabilización y bifurcación material. Los resultados 
indican también la influencia relevante de la succión en la dirección crítica de 
falla. 
Se ha realizado un estudio del mecanismo de falla de talud con una carga en la 
cresta, en suelos parcialmente saturados con determinación de la condición de 
localización en estado plano de deformaciones. Surge que el modelo propuesto 
tiene la capacidad  de reproducir adecuadamente el mecanismo de falla de 
estructuras de taludes y terraplenes, verificar sus deformaciones y predecir la 
capacidad de carga última en condiciones de humedades y/o succiones 
diferentes. 
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La investigación de la formación y evolución de la banda de corte y su 
influencia sobre la determinación de la carga última se realizó mediante el 
estudio de la condición de localización conjuntamente con el procedimiento de 
alineamiento de malla. Se deduce la importancia del diseño apropiado de la 
malla en la reproducción del mecanismo de falla y en la determinación de la 
capacidad de carga última como consecuencia de la formulación local de 
ablandamiento del modelo. 
De la comparación de la capacidad de carga última entre el método empleado 
de elementos finitos y la teoría clásica, resulta que esta última sobrestima 
valores para la determinación con parámetros mecánicos máximos y se 
aproxima para los parámetros residuales. 
Mediante la simulación de la falla de taludes en ríos de llanura, por efecto de la 
infiltración de agua, teniendo en cuenta el acoplamiento hidráulico- mecánico 
se verifica la capacidad del modelo para predecir este tipo de roturas.  
La eficiencia y robustez de los algoritmos numéricos desarrollados para la 
implementación computacional del modelo fue verificada mediante los 
diferentes análisis y simulaciones con el Método de los Elementos Finitos 
realizados en esta tesis. 
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ANEXO  A 

 

ELASTOPLASTICIDAD-FORMULACION GENERAL 
 
 
A.1 Formulación General de la Plasticidad 
 

En varios  modelos elastoplásticos, tales como los de Tresca, Mohr-
Coulomb y los criterios de fluencia con superficies de cono-capa, dichas 
superficies límites están definidas por  curvas muy tendidas. Cada superficie 
convexa de función de fluencia  Fi {σ,κ} es tratada como una superficie que 
depende de un conjunto de variables de endurecimiento - ablandamiento κ  , 
donde κ  no es un tensor pero representa un arreglo de variables que indica  
una medida del trabajo plástico  ó la deformación plástica  desarrollada y σ  es 
el tensor de tensiones de Cauchy. 
La Figura A.1 muestra la intersección del conjunto de esfuerzos definidos por 

{ } 0κFi ≤,σ  que define el conjunto convexo B {κ }  de tensiones plásticamente 
admisibles 
 

{ } { }{ }MiFB i ,...,,,,|, 210 =≤= κσσεκλ &    (A.1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Figura A.1. Conjunto B de tensiones plásticamente admisibles σ 
 
 
De acuerdo con el criterio de carga y descarga de Kuhn Tucker, las 
condiciones que deben cumplir los procesos elastoplásticos son 
  
 

Eje hidrostático  

Eje desviatórico 

F1{σ,κ}= 0

F2{σ,κ}= 0 

F1{σ,κ}< 0 , F2{σ,κ} < 0

F2{σ,κ}< 0 

F1{σ,κ}< 0 
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  0F0F0 i ≤=≥ iii ;; λλ &&            (A.2) 
 
 
Considerando el espacio 
 
 

{ } { } { }{ }MisiFB ii ,...,2,1,00,|, =>≤= ελκσσεκλ &&&   (A.3) 
 
donde los valores de los parámetros   iλ&  ,  i = 1,2 ...,M definen la superficie 
que se encuentra activa. 

La carga plástica ocurre cuando 0>iλ&  y que para el caso de que F = 0  
corresponde directamente la condición de carga: 
 
 

0>= ε:E:nσ:n e
&&      (A.4) 

 
 
donde ε:σ e

&& E=    es la tasa de tensiones elásticas y  σn ∂∂= /F    es el 
gradiente a la superficie de fluencia. 
Entonces la ecuación (A.4) resulta  para comportamiento elastoplástico con 
evolución de la superficie de fluencia como 
 
 

0>
∂
∂ σ
σ
&

F
        (A.5)   

 
La regla de fluencia se formula en términos del espacio de las subdiferenciales 
∂Fλ , representando un conjunto de normales admisibles a las superficies de 
falla [22]. 
 

{ } { }{ }εκσεσσεεκσ λλ &&&& ,,:)(|,, ** Bpp ∈∀≥−=∂ 0F    (A.6) 
 
Las relaciones  constitutivas para un amplio rango de materiales elastoplásticos 
se expresan en general  
 
    pe εεε +=       (A.7) 
    pe εεε &&& +=        (A.8) 
 

( )peee εε:Eε:Eσ &&&& −==      (A.9) 
 

mεp λ&& =        (A.10) 
    
    )( ph εκ && =       (A.11) 
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con ε, εe , εp  los tensores de deformaciones total, elástico y plástico 
respectivamente. 
La normal a la superficie de fluencia es  σn ∂∂= /F   y el gradiente de potencial 
plástico   σ∂∂= /Qm , siendo Q  la función de potencial plástico. 

La ecuación (A.7) expresa la comúnmente admitida descomposición del tensor 
de tensiones en sus componentes elásticas y plásticas y la ec. (A.9) la ley de 
Hooke generalizada. 
La ecuación (A.10)  expresa  en general una regla de fluencia no asociada para 
las deformaciones plásticas y la (3.11) un conjunto de leyes de endurecimiento 
que gobiernan la evolución de las variables plásticas.  
Para flujo no asociado existe el tensor de transformación  A, tal que 
 
    σσ n:Am 1−=      (A.12) 
 
Si la regla de fluencia es asociada para la tasa de las deformaciones plásticas 

pε& será IA = , donde I    es el tensor identidad de cuarto orden [Etse y Willam 
(1996)].  
Por lo tanto la ecuación (A.6) se puede expresar de una manera más 
conveniente como 
 

( ) { }{ }εσε:A:σσ *p*
&& ,, κλB∈∀≥− 0    (A.13) 

 
El parámetro de consistencia plástica λ&  se determina por medio del criterio de 
carga y descarga de Kuhn –Tucker 
 
 

{ } 0κFi ≤,σ       (A.14) 
   

 0≥λ&        (A.15)  
    

0F =λ&       (A.16) 
 
En las ecuaciones anteriores { } 0κFi ≤,σ  denota la función de fluencia del 
material y la  (A.14) caracteriza el dominio elástico, que es presumiblemente 
convexo. 
A lo largo del proceso de carga las condiciones (A.14), (A.15) y (A.16) deben 
cumplirse simultáneamente. 
 
Para  { } 0κFi <,σ , considerando la (A.16)  implica 00 =→= pελ &&    o sea 
comportamiento elástico. 
Si 

0F0F00 =→=→≠→> λλ &&& pε  carga plástica       
           (A.17) 
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En el proceso de carga plástica la condición de consistencia plástica se obtiene 
de la forma 
 

0FF =+=+= κξκ
κ∂

∂
∂
∂

&&&&& σσ
σ

nF
   (A.18) 

 
Ecuación que tiene el efecto del confinamiento de la trayectoria de tensiones en 
la superficie de fluencia y se debe observar que  n  y  ξ    son las normales a la 
superficie de fluencia en el espacio de tensiones  y el espacio de variables 
plásticas respectivamente. 
 
 
A.2 Técnicas de Integración 

Utilizando la regla de fluencia  la ecuación (A.9) se la expresa 
 

m:σσ ee Eλ&&& −=      (A.19) 

donde  eσ&  es el incremento del  predictor elástico que se obtiene asumiendo 
0=pε& . 

Si consideramos un paso t, en el paso tn  se suponen conocidos las 
deformaciones totales y plásticas y las variables de endurecimiento, tal que 
 
se conozcan para tn   ( )σε,ε p nnnn ,, κ       (A.20) 

El problema básico es obtener el conjunto de variables (A.20) para el paso tn 1+  
de una manera consistente con las ecuaciones elastoplásticas constitutivas, 
como se representa en la Figura  A.2. 

Expresando la solución σ̂n   en términos del incremento del predictor elástico: 
 10 ≤≤+= ξξ eσσσ &

nnˆ  
 
En el paso ttt nn ∆+=+1  se tendrá 
 

    
( )

t∆
−

=
+ σσσ

nn 1

&      (A.21) 

 
y la tasa del predictor elástico es 
 

    
( )

t∆
−

=
+ σσσ

e
e

nn 1

&      (A.22) 

 
donde se define  
 
   01 =∆+=+ pee εε:Eσσ && ;tnn     (A.23) 
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Substituyendo (A.22) y (A.23) en la  (A.19) resulta 
 
   *m:Dσσ ee 111 +++ ∆−= nnn tλ    (A.24) 
 
Y siendo 
   λλλ ∆≡=∆ ;*mε p      (A.25) 

Con  m*  gradiente de la función de potencial plástico que depende del 
esquema de integración a usarse. 
La representación discreta de la ley de endurecimiento resulta 
 

hmht nnn 1*1 )(; ++ ==∆∆∆+= λλκκκκ   (A.26) 
 
Finalmente el criterio de carga descarga se puede expresar  
 
 

00 11 =>∉ ++ FB n
n

en ,λσ     (plástico)   (A.27) 
 

00 11 <=∈ ++ FB n
n

n ,λeσ  (elástico) 
 
 
   H = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Figura A.2. Interpretación geométrica del problema de integración. 
 
Donde Bn  representa el conjunto de tensiones plásticamente admisibles. 
Considerando las ecuaciones (A.24), (A.26) y (A.27)  y omitiendo el factor de 
tiempo ficticio, la forma incremental de las ecuaciones constitutivas resulta 
  

*m:Eσσ e111 +++ −= nenn λ  
 

)( *1 mhnnn λκκκκ +=∆+=+    (A.28) 

o 

σn

nσ̂  
 ∆σe(p) 

σe
n+1(p) 

σn+1(p) 

F(σ,κn)=0 
σe

n+1(E)=σn+1(E) 
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( ) ( ) 0F0F0 ≤=≥ + κλκλ ,;,; 1n σσ &&  

               
Los algoritmos empleados para la  integración numérica de las ecuaciones 
(A.28) se pueden agrupar en dos categorías: unos basados en técnica explícita 
y otros en implícita.  
 
A.2.1 Algoritmo de Regla del Punto medio. 
El problema computacional que se plantea en elastoplasticidad es la 
formulación de un algoritmo que sea eficiente y preciso en la integración de las 
ecuaciones constitutivas. En el contexto de un análisis mediante elementos 
finitos empleando elementos isoparamétricos, la integración de las ecuaciones 
constitutivas se realiza en los puntos de Gauss. En cada paso el incremento de 
la deformación es prescripto ó conocido y se debe obtener las variables de 
estado y las tensiones. De acuerdo con Ortiz y Popov  (1985), un algoritmo 
aceptable debe cumplir 

 Consistencia con la integración de las ecuaciones constitutivas ó primer 
orden de aproximación. 

 Estabilidad numérica 
 Consistencia plástica incremental 
 Además es deseable que tenga un elevado orden de precisión. 

Las dos primeras condiciones son necesarias para lograr la convergencia de la 
solucion numérica para un incremento pequeño. 
Una clase de algoritimos que satisfacen las condiciones mencionadas 
anteriormente son los denominados Regla Generalizada de Medio Punto. 
 

( )kl
p1n

kl
1n

ijklij
1n εεEσ +++ −=    (A.29) 

ij
αnp

ij
np

ij
1n mεε ++ += λ     (A.30) 

*
αn

*
n

*
1n hλqq ++ +=     (A.31) 

0=+1nF      (A.32) 

Con 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]*
1n

*
n

ij
1n

ij
n

ijij
n qαqα1,σασα1mm +++ +−+−=α  (A.33) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]*
1n

*
n

ij
1n

ij
n

**
n qαqα1,σασα1hh +++ +−+−=α  (A.34) 

 

De las expresiones anteriores se observa que si 0=α  corresponde al enfoque 
de Forward Euler, en el caso de 1=α   Backward Euler y si 21 /=α  al 
esquema de Crack-Nicholson.  
Si el método es el explícito tal como el Forward  Euler , la tensión se calcula de 
manera hacia delante de un subincremento de deformación, en cambio si el 



Modelación y analisis computacional de suelos parcialmente saturados  
 

 205

esquema es implícito , como el Backward Euler, la tensión al final de cada 
subincremento se calcula iterativamente satisfaciendo la condición de 
consistencia . 
Básicamente la diferencia entre ambos métodos reside en la elección de m*. Si 
se elige  m*  en correspondencia con  σ̂n  el método es explícito, en cambio si  
se lo calcula en σ1+n  el método es implícito [Simo y Taylor (1985), Ortiz y Simo 
(1986)]. 

 
Estas técnicas se pueden resumir como:  
 Métodos Explícitos: Forward Euler y Vermeer Scheme  
 
 Métodos Implícitos: Backward Euler method, Generalized Midpoint Rule y 
Generalized Trapezoidal Rule.  

 
 

Figura A.3. Interpretación geométrica del problema de integración 
El “Método Proyección al Punto más Cercano” (CPPM), es una generalización 
del método  de retorno de Backward Euler para superficies de fluencias 
convexas arbitrarias. Este fue propuesto por [Simo y Taylor (1985), Ortiz y 
Simo (1986)] y empleado en modelos para suelos friccionales Weihe (1989) y 
tipo “cam-clay” [Macari et al. (1997); Macari et al. (2003)].   
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    ANEXO  B 
 
 
IMPLEMENTACION DEL PROBLEMA DE  MULTIPLES 
SUPERFICIES  DE FLUENCIA 
 
 
B.1 INTRODUCCIÓN 
 

En los capítulos anteriores, se ha  elaborado el algoritmo para  el cálculo 
del estado de tensiones  n+1σ  , succión  n+1s   y el correspondiente valor de la 
variable de endurecimiento  n+1κ  para  el  caso genérico de una sola superficie  
activa     0Fi =  . 
Se pueden presentar problemas cuando el predictor elástico está localizado en 
la “región gris” abarcada por las direcciones de fluencia a las superficies 
límites, con una oscilación en el proceso iterativo, que se conoce como 
“problema de esquina” (Ver Figura B.1). 
Para el criterio de múltiples superficies de fluencia más de una superficie 
pueden ser activadas y es necesario determinar la superficie apropiada 
mediante las condiciones de Kuhn-Tucker 
 

0F0F0 i ≤=≥ iii ;; λλ &&     (B.1) 
 
Donde 0>iλ& indica la superficie que está activa para el estado de tensiones 
 

( ) 011111 ≥∀= +++++
i

nenennn s λκσσσ ,,   (B.2) 
 
La decisión de activar ó desactivar una superficie de fluencia es esencial en el 
procedimiento de cálculo de las variables de endurecimiento - ablandamiento 
n+1κ.  
Si se considera que una superficie está activa, cuando se satisface la condición 
del multiplicador plástico 0>iλ& , después del procedimiento iterativo de 
convergencia, la solución es aceptada. Ahora si en cambio es 0<jλ& esa 

solución es rechazada y la superficie 0F j =   desactivada. El valor de 
0=iλ&   implica que 0Fi ≤ . 

 
La Figura B.2 muestra que la selección de la superficie del conjunto de las 
activas puede generalmente causar problemas de eficiencia del algoritmo.  
El método denominado de Activación Elástica (MAE) fue expuesto por Simo et 
al. (1985) e implica que solo una de esas superficies está activa y ella es fija.  
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Figura: B.1. Representación del problema de esquina 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura: B.2. Representación del Método de Activación Elástica. 
 

Eje hidrostático 
(compresión) 

q 

F1,1=F1,2=0 
≅F1,4=0 

n+1σ1 

n+1σ3 

F1,3=0 

F2,1=0 F2,3=0 F2,2=0 
≅F2,4=0 

n+1 σ  e 

n+1σ2 

Región 
“gris” 
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El método de activación elástico implica un cambio de la superficie activa, pero 
ella se mantiene fija durante el proceso iterativo. Nuevas superficies pueden 
ser activadas  por un cambio de las variables de endurecimiento resultando por 
lo tanto una nueva posición. 
El algoritmo se basa en la  elección a priori de un conjunto de superficies 
activas y se realiza el proceso  iterativo de tensiones y variables de 
endurecimiento hasta la convergencia.  
La validez del conjunto inicial  de superficies es chequeada y en el caso de que 
la solución sea rechazada el procedimiento se repite para otro conjunto.  
 
 
B.2 Resolución del Problema de Esquina para dos Superficies 

Cuando se aplica la estrategia de proyección invariante, aparece el 
problema de resolver el encuentro de las superficies del cono con la de capa. 
Para un dado valor de θ = θ c  se asume que la solución para la esquina es (pc , 
qc) que satisface la condición 0FF 21 == .  

En las ecuaciones los multiplicadores plásticos µ1  y µ2    se obtienen 
resolviendo el conjunto de ecuaciones lineales planteadas en la esquina 
 
 

ss
ss

e −+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂ ppF

p
FF

p
F e

2
22

21
11

1 µφµφ    (B.3) 

 
 
 

q)θθq
q
F

q
F e

2
2

1
1 −−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂ cos(eµµ     (B.4) 

 
 
La esquina se activa si  µ1  > 0    y     µ2 >  0. 
 
Con los valores calculados de  λi  =  µi / 3G, las variables de endurecimiento 
n+1κ       se calculan mediante el incremento del trabajo plástico a través de    
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
=∆

q
FqF

p
Fp

1
1 iii

i
i

p
i s

sw
β

λ     (B.5) 

 

Computacionalmente es ventajoso reformular el problema de la iteración para 
dos superficies 0F1 = y 0F 2 =  en un problema de únicamente una sola 
superficie 0F1 = .  

Esto se hace introduciendo un parámetro escalar r  que define una dirección de 
fluencia equivalente 
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cceq
rr

p
F1

p
F

p
F 21

∂
∂

−+
∂
∂

=
∂
∂ )(      (B.6) 

 
 

cceq s
r

s
r

s ∂
∂

−+
∂
∂

=
∂
∂ 21 F1FF )(      (B.7) 

 
 

cceq
rr

q
F1

q
F

q
F 21

∂
∂

−+
∂
∂

=
∂
∂ )(      (B.8) 

 
donde el incremento del trabajo plástico  es usado en el proceso iterativo para  
obtener 0F1 = calculado según (B.5), por lo tanto el estado tensional está 
defino por  
 

( )r
nenennn s ,,, 1

11111 κσσσ +++++ =    (B.9) 
 
La introducción de la variable  r  describe el radio que envuelve ó comprende 
las direcciones de retorno y varía de un extremo de  0  en el que la superficie 

0F2 = está activa, hasta el valor  1  que indica que solo 0F1 = está 
activa. 
 
En la resolución del problema de esquina se toma como valor inicial r = 1.  

El tensor elástico n+1σ e   retorna a la superficie 0F1 = con gradientes acorde 
a las ecuaciones (B.6), (B.7), (B.8) y la (B.5) define la porción de la variable de 
endurecimiento  p

i
n w1+  utilizada en la salida de 0F1 = . 

Ahora se debe calcular el trabajo plástico correspondiente a la superficie 
0F 2 = para el punto esquina n+1σ  y en este modelo el cálculo está basado 

en el incremento de la variable de endurecimiento n+1 κ2                
 

2
cap,0

2
1 1

p
p κ

α
κ n

r

n s
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

+
=∆ +      (B.10) 

 
la variación del trabajo plástico será 
 

l

cap
np

ne cw
−

+
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∆=∆
oc

a
a2

1
2 pp

ppκ.     (B.11) 

 
 
El proceso iterativo continúa hasta la convergencia de p

ne
npn ww ,2

1
2

1 ++ =   para la 
superficie 0F2 = .  

La gráfica del algoritmo utilizado se muestra en la Figura B.3. 
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Figura B3. Iteración sobre el parámetro de retorno equivalente 
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     ANEXO  C 
 
 
C.1  FORMULAS GENERALES 
 
 En este Apéndice se desarrollan las expresiones más empleadas en la 
formulación elastoplástica del problema de medios continuos en esta tesis. Se 
obtienen las derivadas con respecto al tensor de tensiones y la succión de la 
función de fluencia y por lo tanto la de potencial. 
El estado de tensiones se puede representar con los tres invariantes que son 
 

3
Ip 1−=  2DJ3q =  

( )3
2d

3D

J
J

2
333θ =cos    (C1) 
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Primera derivada de 1I  con respecto al tensor de tensiones ijσ  
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Primera derivada de 2DJ  con respecto al tensor de tensiones ijσ  
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Primera derivada de 3DJ  con respecto al tensor de tensiones pqσ  
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Segunda derivada de 2DJ  con respecto al tensor de tensiones ijσ  
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Segunda derivada de 3DJ  con respecto al tensor de tensiones pqσ  
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C.2  MODELO EXTENDIDO DE MRS LADE: Derivadas 
 
La función de Fluencia en la porción de cono del modelo Extendido de MRS 
Lade esta definida por la ecuación (5.1) 
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La porción de capa se define por la (5.8) 
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C.2.1 Función de Willam-Warnke 
 
La función que controla la forma de la superficie en el plano desviatórico es la 
de Willan-Warnke ( )θg  
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Por simplificación conviene separar en numerador y denominador de la forma 
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Primera derivada 
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Derivadas de la Función de Fluencia: Cono 
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Derivadas primera 
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Derivadas segunda 

0
θp

F
qp

F
p
F cono

2
cono

2

2
cono

2

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

=
∂

∂     (C.23) 

 

( )( ) ( )

a

1m

a
2

a

2m

a
2

cono
2

q
q
q1mθ2g

q
q
q1qm1mθg

q
F

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

=
∂

∂       (C.24) 

 

( )
( )

a

1m

a
m

a

cono
2

q
q
q1qm

θ
θg

q
q1

θ
θg

θq
F

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

=
∂∂

∂    (C.25) 

 
( ) m

a
2

2

2
cono

2

q
q1q

θ
θg

θ
F

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂=

∂
∂      (C26) 

 

0
q
F

p
FF cono

2
cono

2

2
cono

2

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

=
∂

∂
sss

    (C.27) 

 
Derivadas de la Función de Fluencia: Capa 
Derivadas primera 
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Derivadas segunda 
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Derivadas de la Función de Fluencia 
 
Aplicando la regla de la cadena, la derivada de la función de fluencia respecto a 
las tensiones es 
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C.3 CONO: FUNCIONES  DE ENDURECIMIENTO Y ABLANDAMIENTO  
 

Los parámetros de endurecimiento y ablandamiento capacono y κκ se 

definen en término del trabajo plástico acumulado 
pw , que se disipa durante 

la carga en el actual camino de tensiones 
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Se define conoκ  
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donde l,p,c,c acapacono  son parámetros del material. 
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En Capitulo IV, ecuación (4.17) 
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Representa un conjunto de variables de endurecimiento que gobiernan la 
evolución de la variable plástica. En esta ecuación )(mh σ

ii  es el módulo 
plástico y λd es el parámetro plástico a determinarse con el criterio de carga 
descarga. 
En nuestro caso para la parte de cono del modelo extendido de MRS Lade, 
expresado en término de la ley incremental 
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Reemplazando será 
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En Capitulo IV, ecuación (4.16) 
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C.4 CAPA: FUNCIONES  DE ENDURECIMIENTO  

 
En la parte de capa del modelo extendido de MRS lade, expresado en 

término de la ley incremental  
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Se observa que ( )** ,qh ijσ  es una función escalar de la forma 
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Por otro lado 
 
En Capitulo IV, ecuación (4.16) 
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De Capitulo V,  ecuación (5.9) 
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La primera derivada de la función de fluencia de capa con respecto a la 
variable de endurecimiento es 
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     ANEXO  D 
 
 
NOTACION 
 
Símbolos empleados en este trabajo: 
 

=ijε  tensor de deformación total 
 

=eε componente elástico del tensor de deformación 
 

=pε  componente plástica del tensor de deformación 
 

=′σ  tensor de tensión “constitutivo” 
 

=σ tensor de tensión total 
 

=nσ tensor de tensión neto 
 

=s succión de matriz 
 

=ap presión de aire en poros 
 

=wp presión de agua en poros 
 

{ }=′ κFi s,,σ función de fluencia 
 

{ }=′ κQi s,,σ función de potencial plástico 
 

{ }=sB
i

&&,,κ ελ conjunto de tensiones plásticamente admisibles 
 

=h conjunto de variables internas 
 

=λ multiplicador de consistencia plástica 
 

=σn normal a la superficie de fluencia en espacio de tensiones 
 

=σm  normal a la superficie de  potencial plástico en espacio de tensiones 
 

=θq,p,   invariantes de tensiones 
 

=q  tensión desviadora 
 

=θ  ángulo de Lode 
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=3D2D1 J,JI ,   conjunto de invariante de tensiones 
 

( )=θg Función de Willam Warnke 
 

=E tensor de rigidez de cuarto orden 
 

=epE tensor de rigidez tangente elastoplástico 
 

=sE tensor de succión 
 

=eC  tensor de elasticidad complementario 
 

=β   parámetro de dilatancia 
 

=conoκ  variable de endurecimiento de función de cono 
 

=capaκ  variable de endurecimiento de función de capa 
 

=K módulo volumétrico 
 

=G módulo de corte 
 

=epQ tensor acústico 
 

=sQ  tensor acústico de succión 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


