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Resumen

SIMULACION COMPUTACIONAL DE PROCESOS DE FALLA LOCALIZADA BASA-
DA EN TEORIA DE GRADIENTES

Vrech, Sonia M.

Director : Dr. Ing. Guillermo Etse

El concepto de falla de sélidos y estructuras durante procesos de carga monoténica depende
fuertemente del estado e historia de tensiones. En particular, en el caso de materiales cuasi-
fragiles como hormigones, morteros, suelos, rocas, etc, el comportamiento y modo de falla
bajo cargas crecientes depende del nivel de confinamiento. Es decir, un material que falla en
forma frégil bajo cierto estado de cargas, manifestara un modo de falla de tipo dictil cuando
se incrementan las presiones de confinamiento por arriba de un cierto nivel que dependerd de

la particular micro y mesoestructura del material.

En la presente tesis se desarrolla una formulacién constitutiva termodindmicamente consis-
tente basada en la teoria de gradientes superiores de deformaciones que se complementa con
conceptos de mecdnica de fractura para predecir apropiada y precisamente la transicién de
falla fragil a ductil que presentan los materiales cuasi-fragiles como el hormigén cuando son
sometidos a niveles de confinamiento crecientes.

El analisis del comportamiento de los materiales cuasi-fragiles, y en particular del hormigén,
comprende tres etapas bien diferenciadas. Una etapa que puede considerarse (dentro de
ciertos limites) eldstica, seguida de una no linealidad de prepico. Una vez alcanzada la
resistencia maxima sobreviene la fase de pospico en la que los microdefectos se colisionan
para dar lugar a fisuras o, mds aun, a grietas, en dependencia del estado tensional.

La etapa de prepico o ”endurecimiento” estd caracterizada por la reduccién de vacios y
el reacomodamiento interno sin pérdida de integridad y puede abordarse con la teoria de
materiales locales. La localizacién de deformaciones en este periodo puede analizarse con
teorfas basadas en el concepto de smeared crack (fisura difusa).

El pospico o "ablandamiento”, por el contrario, es un fenémeno estructural. La falla, que
se inicia en una superficie, incorpora volimenes crecientes de material a medida que se
incrementa el nivel de la presién de confinamiento. En este caso, la resistencia degradada
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de materiales cuasi-fragiles como el hormigén se debe a dos componentes. Por un lado, la
contribucién a la resistencia por el proceso de fracturacién o microfisuraciéon que responde
a las propiedades de fractura del material y, por el otro, la contribucién debida al dafio o
degradacion de la porcién de sélido ubicado entre microfisuras activas o dentro de las bandas
de corte activas. Es por ello que la formulacién constitutiva que se propone en esta tesis
combina los conocimientos y propiedades de energia de fractura del hormigén con formas
no locales de gradientes de las teorias materiales, para describir y tener en cuenta las dos

contribuciones a la rigidez degradada en regimen de ablandamiento.

De esta manera se logra una formulacién material que combina dos longitudes caracteristicas,
la longitud caracteristica de fractura relacionada con propiedades de la energia de fractura
v que describe la energia total disipada en la o las fisuras o microfisuras activas durante el
proceso de falla del hormigén. La segunda, longitud interna caracteristica de gradientes, es
una medida del volumen de sélido que participa activamente en el proceso de degradaciéon
y mide el ancho de la banda de corte. La formulacién constitutiva ademés esta enmarcada
consistentemente en las leyes de la termodinamica, tanto en el regimen de prepico como de

ablandamiento.

El algoritmo numérico de elementos finitos desarrollado para llevar a cabo andlisis predic-
tivos del problema de valores de borde es una extensién del propuesto por la autora en la
tesis de Magister ”Modelacién constitutiva basada en la teorfa de gradientes” (2003)(1).

Las soluciones predictivas se comparan con series de ensayos de laboratorio en hormigones y
se verifica numéricamente la capacidad de la formulacién de gradientes propuesta para pre-
decir el comportamiento de materiales cuasi-fragiles bajo distintos niveles de confinamiento.

Desde el punto de vista de los modos de falla discontinua o localizada se realiza en este
trabajo una extensién de la descripcién geométrica de la condicién de bifurcacién discon-
tinua para incluir una formulacién de gradientes termodindmicamente consistente como la
propuesta. Los resultados del andlisis geométrico de localizacién que se presentan demues-
tran los limites de la capacidad regularizadora de la teoria de gradientes en general y del
caso particular de la basada en descripciones no constantes de la longitud caracteristica,
como la que aqui se propone para materiales cuasi-fragiles. En ese sentido se observa que
el modelo reproduce ajustadamente las condiciones de falla localizada que se observan en
hormigones en estados traccionantes uni y biaxiales, asi como en los casos triaxiales con
bajo confinamiento. Por el contrario la creciente longitud caracteristica de gradientes con el
nivel de confinamiento conlleva a modos de falla difusa de moderada y alta ductilidad, en

casos bi y triaxiales con confinamientos no nulos y crecientes.
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Capitulo 1
Introduccion

La caracterizacion y prediccién del comportamiento de falla de materiales es de fundamental
importancia en el andlisis y diseno de las estructuras y los mecanismos que las componen,
frente a acciones mecénicas variadas y complejas que pudieran acontecer en condiciones de
servicio. La caracterizacion del comportamiento de los materiales constitutivos debe nece-
sariamente abarcar el amplio espectro de los materiales diictiles y cuasi-fragiles en regimenes
que exceden largamente el rango eldstico para permitir un dimensionado ajustado y con-
secuentemente, un diseno 6ptimo de las estructuras relacionadas. El andlisis del compor-

tamiento de materiales involucra las siguientes etapas:

desarrollo de formulaciones constitutivas basadas en teorias aneldsticas apropiadas,

implementacién numérica de las formulaciones constitutivas para la integracién de
tensiones en el marco de incrementos realmente finitos de acciones aplicadas (des-

plazamientos, deformaciones, fuerzas o combinaciones de éstas),

calibracién de las formulaciones y algoritmos numérico-computacionales desarrollados,

y

» validacién predictiva de los modelos y teorias propuestos frente a resultados experi-

mentales confiables.

Una vez validados los modelos y formulaciones constitutivas de los materiales, sean estos
ductiles o cuasi-fragiles, se pasa entonces al uso combinado de los mismos en la solucién de

problemas de valores de borde o de valores iniciales mediante elementos finitos.
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Los serios inconvenientes o patologias que caracterizan a las predicciones de elementos finitos
basados en el concepto de fisura difusa (smeared crack) en el caso de procesos de falla
localizada fueron advertidos en los '80 como resultado de los primeros trabajos de modelacién
no lineal de sélidos bajo este concepto [Willam et al (1984)(2) y (1987)(3), Bazant et al
(1983)(4), Bazant (1986)(5), Oliver (1989)(6), Willam et al (1990) (7)]. La dependencia de
los resultados respecto del tamanio y orientacién de los elementos finitos en la discretizaciéon
espacial se hace critica mientras las ecuaciones se tornan mal condicionadas. Para resolver

esta deficiencia de los modelos hay dos estrategias posibles de adoptar.

= Mejorar la tecnologia de los elementos finitos, desarrollando formulaciones capaces de
seguir las direcciones criticas de localizacién post-bifurcacion.

= Regularizar la descripcion del comportamiento material a nivel constitutivo.

Una combinacién de ambos procedimientos parece ser la estrategia mas efectiva. Se gene-
ran entonces dos lineas de investigaciones bien diferenciadas en la comunidad cientifica

internacional:

- Los estudios tendientes a desarrollar formulaciones de elementos finitos aptos para falla
localizada, que evitan los bloqueos y la distribucién espuria de falla caracteristica de los
elementos convencionales o conformes. Responden a esta caracteristica los elementos de
junta [Lopez (1999)(8), Carol (2001)(9), Etse et al (2004)(10)], que permiten resolver el
problema de las formas localizadas de falla mediante discontinuidades fuertes planteadas
en el campo de desplazamientos. Asimismo, los elementos finitos basados en el concepto
de discontinuidades fuertes (strong discontinuities) cuya respuesta en términos de desplaza-
miento cambia de continua a discontinua al activarse condiciones de salto particulares [Simo
et al (1993)(11), Simo y Oliver (1994)(12), Oliver et al (2002)(13) (2003)(14)]. Finalmente,
aunque con marcada menor eficiencia, pertenecen también a este grupo los elementos finitos
mixtos basados en campos adicionales de deformaciones y/o tensiones que incorporan infor-
macién de las direcciones de localizacién de los modelos constitutivos a nivel de punto de
Gauss [Belytschko et al (1988)(15), Ortiz et al (1989)(16), Simo y Rifai (1990), Dvorkin et
al (1990)(17), Etse et al (1991)(18), Borst et al (1993)(19), Armero et al (1996)(20), Larsson
et al (1996)(21)].

- Los estudios tendientes a enriquecer las formulaciones constitutivas mediante teorfas no lo-
cales que permiten incorporar longitudes caracteristicas a las formulaciones macromecanicas.

Tal es el caso de las teorias de la plasticidad y dano continuo basadas en conceptos de energia
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de fractura [Griffith (1921)(22), Hillerborg et al (1976)(23), Vecchio y Collins (1981)(24),
Lubliner et al (1989)(25), Luccioni et al (1996)(26)], la teorfa micropolar de Cosserat [Borst
(1991) (27), Willam et al (1995) (28), Etse et al (2003) (29), Etse et al (2004) (30), Sluys
(1992) (31)], la viscoplasticidad que incorpora una regularizacién mediante un tiempo carac-
teristico [Etse y Willam (1999)(32), Carosio et al (2000)(33)], la teoria no local integral [Erin-
gen y Edelen (1972)(34), Bazant (1984) (35)] y la teorfa de gradientes superiores [Vardoulakis
y Aifantis (1991)(36), Sluys et al (1993)(37), Pamin (1994)(38), Svedberg (1999)(39), Vrech
(2002)(40) y (2003)(1)]-

En este trabajo de tesis las investigaciones se focalizan en el enriquecimiento de la teoria
de gradientes mediante su replanteo para satisfacer la consistencia termodindmica y para
incorporar conceptos de energia de fractura en la descripcién del comportamiento de pospico

de hormigones.

1.1. Estado del Arte del Conocimiento y Modelacién

del Comportamiento Mecanico de Materiales

El corto periodo de tiempo que va desde la propuesta y desarrollo de la teoria de gradientes
superiores de deformaciones, a partir de los trabajos originales de Aifantis (1984 y 1987)(41)
(42), Coleman y Hodgdon (1985)(43), Belytschko y Lasry (1989)(44), ha permitido la for-
mulacién de modelos constitutivos altamente promisorios para el estudio y simulacién com-
putacional de procesos de falla ductil de materiales en forma objetiva respecto al tamanio y
direccién de los elementos finitos. Las formulaciones propuestas han cubierto la descripcion

macro y micromecénica de materiales ductiles.

Hasta aqui la teorfa material no local basada en gradientes superiores de deformaciones
incorpora una longitud caracteristica que se mantiene constante en todo el espectro de ten-
siones y durante toda la historia de deformacién en el sélido. Dicha longitud caracteristica
es calibrada a partir de cualidades micro o macroestructurales de los materiales, las cuales,
sin embargo, experimentan draméticas variaciones conforme la historia de deformaciones
v los estados tensionales gobernantes en la vecindad de la particula material analizada.
Por lo tanto, el hecho de considerar longitudes caracteristicas invariables significa un fuerte
condicionante o, mas bien, limitante para el caso de materiales cuasi-fragiles, en los que
el comportamiento de falla presenta fuertes variaciones en funcién del nivel de presién de

confinamiento, como en materiales dictiles en los que la falla depende el nivel de hetero-
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geneidad de la microestructura y el tipo de trabajo mecdnico (historia de deformaciones),

al que fue sometido.

Otra fuerte limitacién de las propuestas de modelos constitutivos basados en gradientes
es que los mismos carecen de la capacidad de reproducir procesos de falla fuertemente
localizados. Este hecho deviene de las propiedades regularizantes del comportamiento de
ablandamiento de esta teoria material, la cual conlleva a ”ductilizar”’las respuestas en las
que el continuo cldsico mostraba saltos del campo de deformaciones en la forma de bifurca-
ciones discontinuas. Los materiales cuasi-fragiles como hormigones, bajo estados tensionales
traccionantes o compresivos con bajo o nulo confinamiento, desarrollan fisuras o fracturas,
las cuales son discontinuidades fuertes. En estos casos la degradacién estd caracterizada
por las propiedades de la mecanica de fractura de los mismos, las cuales trascienden las

posibilidades de las formulaciones clasicas de gradientes.

Consiguientemente, la idea fundamental en esta tesis es incorporar a las definiciones basicas
de longitud caracteristica, conceptos enriquecedores o supletorios que permitan describir las
variaciones que debe experimentar este parametro geométrico representativo de la forma de
falla. En particular se busca que la longitud caracteristica de gradientes de la formulacién
no local esté controlada por funciones dependientes del estado tensional y de la historia de
deformacion. Esto permitird ampliar las potencialidades de la teoria no local indicada para
poder también describir formas localizadas de falla como las que caracterizan al hormigén.

Por otro lado, se busca extender la formulacién de gradientes para incorporar la influencia
de las propiedades de fractura que gobiernan los procesos de falla de materiales cuasi-fragiles
en regimenes de bajo y nulo confinamiento. Todo esto define un objetivo bien detallado y a
su vez novedoso y complejo para la presente tesis.

1.2. Escalas de Observacion del Comportamiento de

Materiales

La ciencia de materiales estudia el comportamiento de los mismos bajo diferentes escalas de
observacién. En general, las descripciones de los comportamientos mecanicos de los materi-
ales ingenieriles se realizan a nivel macro o mesomecénico. Los procesos y propiedades fisico-
quimicas en los niveles micromecénico, molecular y atomistico son cuantificados y mapeados

en las descripciones meso y/o macromecénicas. Para ello son necesarias teorfas constituti-

ot
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vas enriquecidas, como la teorfa de gradientes, que permitan a través de sus parametros

incorporar estas propiedades relevantes de la microestructura.

Para la caracterizacién de materiales ingenieriles se distinguen los niveles de observacién

descriptos a continuacién y graficados en la Figura 1.1.

1x10°m MWecanica estructural

-3 | 21
1 hWacro-mecanica

MWeso-mecanica
1x10%n

Micro-mecanica

4
1x10'm

Mano-mecanica

Figura 1.1: Niveles de observacion de los materiales ingenieriles

Nivel Estructural: este nivel trabaja en escala métrica y es utilizado en problemas de

estructuras civiles, mecanicas y aeroespaciales.

Nivel macromecdnico: a escala milimétrica se obtienen la mayoria de las propiedades
de los materiales en laboratorio. Constituye la macroescala, en la que los materiales se

consideran continuos homogéneos y las propiedades caracterizadas se denominan ”efectivas”.

Nivel Micromecanico: en este nivel se utiliza una escala que permite la observacion de las
propiedades microestructurales tales como microdefectos y tamafio de granos. Constituye

la mesoescala en la que los materiales se consideran compuestos heterogéneos.

Nivel Nanomecdanico: nivel en el que tienen lugar los procesos moleculares y atomisticos.
Si se consideran procesos subatémicos en el marco de la mecédnica cuéantica, las relaciones
causa-efecto estan fuera del alcance de la mecdnica newtoniana.
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1.3. Escalas de Observaciéon del Comportamiento de

Materiales Compuestos como el Hormigon

El hormigén es un material multi-escala para el que pueden distinguirse los niveles de

observacién presentados en la Figura 1.2 [van Mier (1997)(45)].

Ensayos de

Estructura Silicatos ¢
laboratorio

cristalina de calcio Estructuras

Agregados

micro meso macro

Figura 1.2: Escalas de observacién del hormigén

A escala nanométrica (1072 m) se observa la estructura atémica del cemento y los agregados.
A escala micrométrica (107% m) se distinguen los granos de cemento deshidratados, silicatos
de calcio, hidréxidos de calcio y la estructura de poros. En la mesoescala (1073 m) se
distinguen particulas individuales en la matriz cementicia. En la escala de laboratorio (10
m) no puede reconocerse la estructura interna y se suponen propiedades idénticas en cada

punto.

1.4. Objetivos de la Tesis

Son objetivos especificos de esta tesis
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= El desarrollo de una teoria constitutiva basada en la plasticidad de gradientes para ma-
teriales cuasi-fragiles, especificamente el hormigén, termodindmicamente consistente.
= El desarrollo de leyes de endurecimiento y ablandamiento no locales dependientes del

estado tensional de confinamiento aplicables al modelo constitutivo desarrollado.

= El enriquecimiento de la formulacién de ablandamiento con conceptos de mecédnica de
fractura para describir el proceso de degradacién de resistencia debida al desarrollo
de micro o macrofisuras en los materiales cuasi-fragiles como el hormigén en estados

tensionales con bajo confinamiento.

= La formulacién de una ley de flujo pléstico no asociada que responda al comportamien-
to volumétrico del hormigén sometido a diferentes presiones de confinamiento.

La implementaciéon computacional en cédigo de elementos finitos.

La evaluacién de las predicciones de falla localizada en bajos y altos niveles de confi-

namiento. Se consideraran metodologias numéricas y geométricas para dicha evalua-
cién. Para los fines del andlisis de falla localizada mediante el método geométrico se

extendera su formulacién para el caso de continuos basados en gradientes.

La determinacién de los limites de validez de la regularizacién de la teoria utilizada.

1.5. Marco Teodrico

En el campo de la mecdnica computacional de sélidos, para un importante nimero de
implementaciones computacionales en disciplinas de ingenieria son aplicables las soluciones

de problemas estédticos donde los efectos inerciales no se toman en consideracion.
Las soluciones de problemas de valores de borde relacionados con la mecénica de sélidos en
esta tesis satisfacen las siguientes condiciones:

» Ecuaciones de movimiento

= Ecuaciones cinematicas

» Relaciones constitutivas de materiales

= Condiciones de borde
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» Leyes termodindamicas

Ademaés se asumen las siguientes hipétesis:

- Material continuo, isétropo y homogéneo.

- Teorfa de pequenios desplazamientos y pequenas deformaciones.

1.6. Organizacion de la Tesis

En el capitulo 2 se presenta el marco tedrico de las teorias constitutivas eldsticas y elasto-
plasticas tanto locales como no locales, como asi también la teoria del flujo de la plasticidad
y nociones generales de leyes de endurecimiento y ablandamiento.

Se presentan las nociones bdsicas de teorias no locales, tales como los continuos Cosserat,
la viscoplasticidad y la mecanica de fracturas y se detallan dos tipos de formulaciones de la

teorfa no local de gradientes:

(i) la formulacién general en el marco de la hipo-elastoplasticidad, en la seccién 2.3.4,

(i) la formulacién termodindmicamente consistente, en la seccién 2.3.5.

En el capitulo 3 se realiza el analisis tedrico de criterios e indicadores de falla difusa y
localizada, en forma analitica y geométrica.

En el capitulo 4 se describen criterios de resistencia maxima aplicables a la caracterizaciéon
del comportamiento de materiales cuasi-fragiles. A partir del modelo de Leon original [Leon
(1935)(46) (47)], y modificado [Willam y Wranke (1984)(48), Etse (1992)(49)] se desarrolla
modelo material LDP?!, basado en la teorfa de gradientes termodindmicamente consistente,

parcialmente regularizante.

Se formulan las leyes de endurecimiento y ablandamiento en correspondencia con el compor-
tamiento fisico del homigén en dichos regimenes y una ley de no asociatividad acorde con
el efecto de dilatancia, demostrdndose la consistencia termodindmica en todo el espectro de

comportamiento del hormigén.

'Leon - Drucker-Prager
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En el capitulo 5 se describen los algoritmos utilizados en las formulaciones elastoplasticas de
gradientes y la calibracién los pardmetros utilizados en la formulacién del modelo de acuer-
do a una serie de ensayos de laboratorio realizados por Hurlbut (1985) (50) en probetas de
hormigén con distintos niveles de confinamiento y sometidas a distintos estados tensionales.
A continuacion, se presentan las predicciones de la implementacion numérico-computacional
y el andlisis de localizacién para procesos de falla de hormigones. El andlisis computacional
del modelo se realiza con un programa computacional de elementos finitos basado en gra-
dientes superiores de deformaciones que se desarroll6 en el marco de este trabajo de tesis
a partir de una extensién de la versién original del mismo, propuesto por la autora [Vrech
(2003)(1)]. Esta extensién incluyé la implementacién del estado axialsimétrico de tensiones
v de longitudes caracteristicas de gradientes variables en cada elemento en funcién del es-
tado de tensiones gobernantes. El software computacional desarrollado es en base matlab
y permite control de desplazamientos y mixto (desplazamientos y fuerzas parciales), con

elementos finitos triangulares de deformacién constante.

En el capitulo 6 se realiza el andlisis de predicciones de falla localizada en forma analitica y
geométrica. Se determinan los limites de la falla ductil del modelo de gradientes propuesto

y los limites de validez de la regularizacién del mismo.

Posteriormente se enuncian las conclusiones obtenidas respecto de los objetivos planteados
para el desarrollo de esta tesis.

Por ultimo se adjuntan las referencias bibliograficas y los apéndices conteniendo informacién
sobre la representacion de estados tensionales y una revisién de conceptos de la teorfa de la
termodindmica.




Capitulo 2

Teorias Constitutivas Locales y No

Locales

Las teorfas constitutivas describen el comportamiento de los materiales naturales o manu-
facturados bajo diferentes condiciones o acciones mecanicas. Enfocando la atencién en los
materiales ingenieriles, el comportamiento es estudiado generalmente a nivel macroscépico
sin considerar estructuras atomicas ni cristalinas, siendo entonces homogéneos e isétropos.
En este nivel de andlisis, la respuesta mecédnica material bajo condiciones isotermales puede
expresarse en términos de tensiones, deformaciones y variables internas de estado que des-
criben el efecto de la historia de carga, relacionando la cinemética del problema con la

descripcién cinética del movimiento.
La mecanica del continuo incluye una gran diversidad de modelos o teorias constitutivas de
materiales sélidos que pueden a priori ser clasificados en dos grandes grupos:

= las teorias constitutivas no disipativas o eldsticas, y

= las teorfas materiales disipativas o ineldsticas.
En segundo término las teorias materiales pueden ser clasificadas en independientes o de-
pendientes del tiempo y la tasa de tiempo, en virtud que incluyan o no efectos reoldgicos
y tiempo-dependientes en sus formulaciones. Existe una tercera posible clasificacion que

estd relacionada con la existencia o no de una correlacion entre las ecuaciones constitutivas
y los principios temodindmicos que surgen de los balances principales. Esta clasificacién

10
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conduciria a agrupar los modelos o teorias materiales en termodindmicamente consistentes

e inconsistentes.

Finalmente, un andlisis mas detallado que involucre el nivel de correlacién entre la obser-
vacién y respuesta macroscépica y las propiedades de los materiales a nivel microscépico,
permitiria establecer una cuarta clasificacién posible de las teorfas constitutivas en locales

v no locales.

Los desarrollos en esta tesis estdn orientados a una teoria constitutiva inelastica para ma-
teriales cuasi-frgiles como el hormigén, independiente del tiempo y/o tasa del tiempo,

termodindmicamente consistente y no local.

Resulta clara y obvia la necesidad de incluir formas disipativas o ineldsticas en los modelos
constitutivos de materiales cuasi-fragiles, dada la preponderancia del régimen de respuesta
no lineal disipativo en su comportamiento. Asimismo, la restriccién a una descripcién in-
dependiente del tiempo o tasa de tiempo significa que los desarrollos en esta tesis no estan

orientados a describir efectos reolégicos o pseudo-dindmicos.

La necesidad de considerar una teoria material no local surge de la importancia de las
propiedades micromecénicas en la respuesta macroscépica de los materiales. En ese senti-
do los desarrollos de la comunidad cientifica internacional en la 1ltima década muestran
una tendencia creciente a incorporar mayor cantidad de propiedades micromecdnicas en las

formulaciones constitutivas, conduciendo a teorias con érdenes de no localidad crecientes.

Mis alla de la ventaja que dicha incorporacién implica, las formulaciones no locales tienen
la ventaja de introducir una dimensién geométrica en la forma de una longitud o tiempo
caracteristico, que objetiviza la regién de disipacién ineldstica respecto a tamanos y o-
rientaciones de elementos finitos. En otras palabras, esta longitud o tiempo caracteristico
elimina el déficit dimensional que caracteriza al campo cinemaético de los medios continuos
clasicos, representado por el tensor de deformaciones de Green o Lagrange, otorgdndole una

dimensién geométrica definida.

Una de las mayores complejidades es compatibilizar las teorias constitutivas no locales con
los principios termodinamicos. En este capitulo se presta especial atencién a la consistencia
termodindmica de la teoria de gradientes que se propone, de manera tal que las variables de
estado locales y no locales, en régimen de endurecimiento y ablandamiento, son directamente

deducidas del potencial total de deformaciones eldsticas e inélasticas del material.

Partiendo de la clasificacién general antes mencionada de las teorfas constitutivas en no
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disipativas o eldsticas y disipativas o ineldsticas, se presenta en las secciones siguientes un
resumen de las ecuaciones fundamentales, tanto para el caso de las formulaciones locales
como no locales. Una detallada discusién de los fundamentos matematicos y fenomenolégicos
de las teorfas que se abordan en este capitulo, puede consultarse en las bibliografias de
Malvern (1969)(51), Kachanov (1974)(52), Eringen (1976)(53), Desai (1984)(54), Ogden
(1997)(55), Holzapfel (2000)(56) y Dvorkin (2005)(57), entre otros.

En la parte final del capitulo se describe la teoria no local de gradientes termondindmica-
mente consistente que sirve de base al modelo constitutivo para hormigones desarrollado en
el capitulo 4.

2.1. Comportamiento Material No Disipativo o Elasti-

CcO

En este caso la respuesta material es completamente reversible luego de cesada la acciéon

mecdanica.

2.1.1. Material Elastico Local

En los modelos materiales eldsticos locales, el tensor de tensiones de cada punto infinitesimal
depende pura y exclusivamente de la cinematica del mismo punto, en contraposicién a la
definicién de material no local de Noll [Truesdell y Noll (1965)(58)].

La forma mads elemental de la teorfa elastica local es la ley de proporcionalidad de Robert
Hooke (1635-1703), que caracteriza el comportamiento de un resorte en el que las deforma-
ciones € se incrementan proporcionalmente con la carga aplicada o. La definicién del médulo
de elasticidad F, siendo

o= Fe (2.1)

es atribuida a Thomas Young (1773-1829) y representa la proporcionalidad del compor-
tamiento material eldstico.

El caracter tensorial del estado de tensiones o fue establecido por Cauchy mediante el tensor

simétrico de segundo orden

oij(z,1) con i,j=1,2,3 ; oy =0y (2.2)
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en funcién de la posicién en el espacio x y del tiempo t. El estado de deformaciones conju-
gado € se representa en coordenadas cartesianas con el tensor de segundo orden e, también
simétrico

gij(®,t) 1 ey =ey (2.3)

Asi surge el més clasico de los modelos constitutivos elasticos locales, el modelo eldstico
de Cauchy que puede expresarse en forma general como

-1
o = file;) 5 €= fi (0i) (24)

siendo f;; una funcién tensorial lineal. Debido a la ausencia de disipacién de energia estas

la relaciones son invertibles y reversibles.

Cuando la variable del problema depende de una funcién o potencial de densidad de energia

U = ¥(e;) o de su complemento U= E(U,;j), y se pueden establecer las relaciones

_ (:)\II(GL‘j) . _ 6@(0”)
Oij = de;; v G = le (2.5)

se obtiene la forma hiperelastica de la elasticidad basada en los trabajos de George Green
(1723-1841) y da origen al modelo de Green o hipereldstico. Las relaciones de la ec.
(2.5) también son invertibles y reversibles, implicando la ausencia de disipacién energética.
Este modelo es la forma mds general de describir el comportamiento eldstico tanto lineal

como no lineal.

Sin embargo, la forma més difundida es la utilizada por el modelo hipoelastico, basada
en la observacién experimental. La hipoelasticidad fue introducida por Truesdell [ver Trues-
dell (1955)(59) y (1956)(60)] y constituye una ley incremental generalizada, en la que el
incremento de tensiones se expresa en funcién del incremento de deformaciones. En forma
general, una ley constitutiva hipoeldstica se expresa como

flo,0,e,6)=0 (2.6)

donde o y € representan las tasas de tensiones y deformaciones respectivamente. Si bien
dichas tasas representan derivadas temporales, pueden representar relaciones incrementales
independientes del tiempo si la ec. (2.6) también lo es. El modelo hipoeldstico se expresa

como

dij = fij(Ukl,ékl) 3 éij = gij(dkhfkl) (2-7)

Al igual que en los otros modelos eldsticos, debe cumplirse el concepto de reversibilidad

termodinamica.
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La ley generalizada de Hooke de ec. (2.1) se enmarca en los tres modelos anteriores. En
forma tensorial se enuncia como
oc=E°:¢ (2.8)

siendo E° el tensor eldstico de cuarto orden. A causa de la simetria de los tensores de

tensiones o y deformaciones €, el tensor elastico puede expresarse como

E° = AL, @ I, + 2GI;™ (2.9)

siendo I, el tensor identidad de segundo orden e I§™ el tensor unitario simétrico cuarto
orden dondeA y G representan a las constantes elasticas definidas por Gabriel Lame (1795—

1870) en relacién al médulo de elasticidad E'y al coeficiente de Poisson v

FEv
A= (1+v)(1—2v) (2.10)
E
R (2.11)

2.1.2. Material Elastico No Local

Existen teorias materiales eldsticas que incorporan propiedades internas inherentes a la mi-
croestructura en las relaciones tensién-deformacién. Dichas propiedades son descriptas en
términos de una dimensién geométrica o ”longitud caracteristica”, caso de la teoria mi-
cropolar de Cosserat y de la teorfa de gradientes de deformacién eldstica, o en términos
de una dimension temporal, ”tiempo caracteristico”, en el caso de la viscoelasticidad. Las
teorfas eldsticas no locales en términos de longitudes caracteristicas describen a través de
estas la dimension de la microestructura que influye en la respuesta de cada punto material
infinitesimal. Asimismo, las teorias eldsticas no locales en términos de tiempos caracteristi-
cos describen mediante tasas de tiempo las propiedades reoldgicas de la microestructura

material.

2.2. Material Local Disipativo Elastoplastico

Dentro de la gran gama de teorias constitutivas ineldsticas (teorfa de dafio continuo, teoria
endocrénica, mecénica de fractura, etc.) consideramos aqui la teorfa de la elastoplasticidad.
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En esta teoria, la respuesta disipativa se caracteriza por la descomposicién del campo de
deformaciones en una contribicién eldstica y otra plastica irreversible

e=¢e+¢€P (2.12)
que induce a un comportamiento energético no conservativo dependiente del camino reco-

rrido.

Mientras que en la teoria de la elasticidad los caminos de carga y descarga coinciden dada la
biunicidad de la relacién tensién-deformacion, en elastoplasticidad la descarga es eldstica y
se observan deformaciones plésticas remanentes. Un nuevo proceso de carga coincidird con
la linea de descarga definiéndose un nuevo limite eldstico.

Existen dos principios tedricos para describir el comportamiento elastopldstico:

- La teorfa de la deformacién total de Hencky (1924)(61) y Nadai(1950)(62), que relaciona
tensiones y deformaciones totales en forma algebraica. Las deformaciones se descomponen
aditivamente en sus partes eldstica y plastica, esta dltima definida en funcién del estado
tensional total. Esta forma de la plasticidad no ha tenido gran eco por las fuertes dificultades

que presenta para resolver procesos incrementales de deformacién aneldstica en sélidos.

- La formulacién incremental conocida como teoria del flujo de la plasticidad, basada en
los trabajos de Saint-Venant, Lévy y Mises y completada con las contribuciones de Prandtl
y Reuss. En ese sentido, fue Saint Venant (1871)(63) quien introdujo las relaciones cons-
titutivas basicas para materiales perfectamente plédsticos y sugirié que los ejes principales
del incremento de deformaciones coincidiera con los ejes principales de las tensiones. Lévy
(1871)(64) fue quien derivé las ecuaciones generales en tres dimensiones, mientras que von
Mises en 1913 (65) formulé las ecuaciones generales de la plasticidad conjuntamente con
su criterio de fluencia insensitivo a presiones (Teoria J5). Finalmente, Prandtl en 1924 (66)
extendid las ecuaciones de Saint Venant, Lévy y von Mises incluyendo las componentes
de deformaciones eldsticas en sélidos bidimensionales, y Reuss en 1939 (67) formul las
mismas para el caso tridimensional. Es importante notar que es el propio von Mises en 1928
quien completa la formulacién tedrica de la ley del flujo de la plasticidad cuando introduce
formalmente el concepto de funcién de fluencia como potencial plastico en las relaciones

incrementales tensién-deformacién.

En lo que sigue se detalla la teoria de flujo de la plasticidad, que es a gran distancia la méds
utilizada por ser la mas amigable en la implementacién computacional, para resolver pro-
cesos de deformaciones aneldsticas como resultado de incrementos monotdénicos y sucesivos

del campo de deformaciones y tensiones.
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2.2.1. Teoria del Flujo de la Plasticidad

Se describen en esta seccién las propiedades que caracterizan a la teorfa del flujo de la
plasticidad: la condicién de fluencia, las leyes de endurecimiento y ablandamiento, la ley de

flujo pléstico, la condicién de consistencia pléstica y la relacién constitutiva elastoplastica.

Condicién de Fluencia

El inicio del flujo pldstico queda definido por una condicién de fluencia F(o, k)= 0 que

delimita el dominio eléstico, siendo k el set de variables internas anelasticas.

Considerando comportamiento isétropo, la funcién F' puede expresarse en términos de in-
variantes de tensiones (argumentos escalares) y de una variable interna x, también escalar.
En el caso de materiales metalicos, F' resulta independiente de los estados tensionales
hidrostaticos y puede expresarse en términos .Jo, segundo invariante del tensor desviador
de tensiones S;;. Por el contrario, los ensayos experimentales de hormigones, suelos y otros
materiales cuasi-fragiles demuestran la dependencia de la funcién de fluencia respecto de los
tres invariantes: I, Jo y J3 [£, py 0 en las coordenadas de Haigh-Westergaard, ver Apéndice

Al

I
L6, (213)

1 1
]1 =0y J2 = ES”S“ s J3 = gSiijkSkl siendo Si]‘ = 0ij — 3

La variable interna s puede definirse como una deformacién plastica equivalente €?, o como

un trabajo pldstico w?, de acuerdo a

k= f=x/m:m , 6 (2.14)

kK = WP=Xo:m (2.15)

En el caso particular de comportamiento de endurecimiento o ablandamiento isétropo, la
funcién de la superficie de fluencia

F(o,k) =Hfo) —Ty(k) <0 _oF

<0, m=oo (2.16)

siendo n la normal al plano tangente, se expande o contrae homogéneamente a medida que
se incrementan las deformaciones plasticas.

Teorias constitutivas locales y no locales 17

Ley de Endurecimiento y Ablandamiento
El comportamiento plastico queda definido por la funcién I'y y su evolucién viene dada por
la ley de endurecimiento o ablandamiento

I, = HP% (2.17)

siendo H? el médulo de endurecimiento o ablandamiento isétropo y & la tasa de la variable
escalar interna definida a partir de las ecs. (2.14) o (2.15) como

= e=Mm:m , ¢ (2.18)
o= W’=\o:m (2.19)

Ley de Flujo Pléastico

La tasa del tensor de deformaciones plasticas €” se calcula mediante la regla de flujo plastico
o de normalidad, expresada como

el =\ = — 2.20

mo, m=a- (2.20)

donde m define la direccién del flujo pléstico y A es la tasa del multiplicador plastico, un

escalar positivo que define la magnitud de la plastificacién.

La funcién Q(11, J2, Js, k) se conoce como potencial pldstico y si coincide con la funcién de
fluencia F', la regla de flujo pldstico se denomina asociada [Chen (1988)(68), Desai(1984)(54)].

Los criterios de carga y descarga y la condicién de consistencia plastica de Prager se satis-
facen simultaneamente con las tres condiciones de Kuhn-Tucker

A>0 , F(h,JayJs,5) <0, AF(Iy, Ja, J5,5) =0 (2.21)

Los criterios de carga y descarga se deducen como

descarga elastica nE‘%€ < 0 (2.22)
carga plastica neutral nE°%€ = 0 (2.23)
carga plastica nE°% > 0 (2.24)

Un cambio infinitesimal en la tasa de tensiones eldsticas & = E°€ causa carga, descarga o
carga neutral dependiendo del angulo que forma la trayectoria de las tensiones con el vector

normal a la superficie de fluencia: agudo, obtuso o recto, respectivamente.
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Condicién de Consistencia Plastica

Durante la carga plastica el estado de tensiones debe permanecer en la superficie de fluencia,
lo que conduce a la llamada condicién de consistencia plastica, obtenida a partir de la
expansién de la funcién F' en una serie de Taylor de primer orden

OF

F=n:6—H'\= HY = ——2 2.2
n:o A=0 , o X (2:25)

El tipo de comportamiento plastico se determina de acuerdo al signo del médulo H?:

H? >0 comportamiento de endurecimiento,
H? =0 plasticidad perfecta,
H? < 0 ablandamiento.

A partir de la condicién de consistencia pldstica puede obtenerse la expresién que permite
calcular la tasa del parametro plastico. Sustituyendo la relacién constitutiva elastoplastica
expresada como combinacién de las ecs. (2.8), (2.12) y (2.20)

o =FE°: ¢ = E°: (¢ — \m) (2.26)
en la ec. (2.25), resulta

A=—n:E:¢ , hy=H’+n:E°:m (2.27)

Ley Constitutiva Elastoplastica Tangente

Sustituyendo en la ec. (2.26) la expresién correpondiente a la tasa del pardmetro pldstico
de ec. (2.27) y operando, se obtiene la ley elastopldstica tangente
c=E":¢ | EEP:Ee—iES:m@)n:E‘::Ea—im(@ﬁ (2.28)
hy hy
siendo
m=E°m , m=n:E° (2.29)

Con esta notacién se evidencia que el tensor elastopldstico continuo E? resulta de una
degradaciéon del operador eldstico mediante un operador material de cuarto orden pero
de rango 2, debido al producto tensorial T ® ™. A pesar de este déficit de rango de la
componente aneldstica del operador material, el mismo es suficiente para singularizar al
operador elastoplastico continuo resultante, hecho que se verifica en la condicién de tensién

o resistencia maxima [ver seccién 3.1.2].
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2.2.2. Forma Termodinamicamente Consistente de la Teoria del
Flujo de la Plasticidad

Se consideran en esta seccién las propiedades de la teorfa del flujo de la plasticidad (condi-
cién de fluencia, leyes de endurecimiento y ablandamiento, ley de flujo pldstico, etc.), y
otras propias de la formulacién termodindmicamente consistente, como la adopcién de un
potencial total de energia libre de deformacién y la ley de normalidad entre la tasa de la

variable interna y del potencial plastico.

Los conceptos de la teoria termodindamica y sus aplicaciones a la elastoplasticidad se desar-
rollan en detalle en el Apéndice B y se resumen aqui las aplicaciones correspondientes a un

modelo elastoplastico local isétropo.

Potencial Total de Energia Libre de Deformacién

Extendiendo el concepto de hiperelasticidad al comportamiento elastoplastico, se adopta
como potencial termodindmico la densidad de energia libre de deformacién de Helmholtz,

con la siguiente expresién aditiva

V(e k) = U4(e®) + UP(k) (2.30)
La energia libre de deformacién eléastica se define en la forma tradicional
1
pve = 558 B¢ ef (2.31)

siendo p la densidad del material. Mientras que para la energia disipada durante el compor-
tamiento plastico WP, se adopta una expresion arbitraria en términos de la variable plastica
interna k, magnitud escalar por tratarse de un modelo isétropo, sea éste lineal o no lineal.

Condicién de Fluencia

La condicién de fluencia termodindmicamente consistente se expresa de acuerdo a la funcién

F(o, k) = flo) — K?(x) <0 (2.32)
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en términos del tensor de tensiones totales o y la variable plastica interna x, energéticamente

conjugada a la tensién disipativa local denominada K?, calculados como

ov
= p—=E°:e“=E°: (¢ —€” 2.
o P e € (e —€P) (2.33)
owr
K = —po— 2.34
P (2.34)

Leyes de Normalidad

Definido un potencial pléstico Q(o, k), tanto la tasa del tensor de deformaciones pldsticas
como la tasa de la variable interna deben permanecer normales a dicho potencial. Estas dos
condiciones quedan aseguradas mediante la ley del flujo pldstico de ec. (2.20) y la ley de
normalidad [ver seccién B.8.2]

0Q (o, k)

R (2.35)

respectivamente.

Ley de Endurecimiento y Ablandamiento

La evolucién del tensor de tensiones totales y de la tensién disipativa se obtiene combinando
las ecs. (2.33) y (2.34) con las (2.20) y (2.35), resultando

6 = 6°—AE°:m con o°=FE°:¢ (2.36)

. c o 0Q 92wp

KP = —AHP—= HY = 2.
AHPEL P (2.37)

En la tltima expresiéon H? representa el médulo de endurecimiento o ablandamiento "local”.

Condicién de Consistencia Plastica

La condicién de consistencia plastica correspondiente a la forma consistente de la teoria del
flujo de la plasticidad esta dada por la expresion

. . OF .
=n: —_Kp =
F n.a'+8 SKP =0 (2.38)

Combinando las ecs. (2.36), (2.37) y (2.38) es posible obtener la expresién para el célculo

de la tasa del parametro plastico
| . OF 0Q
=-n:E°: = H? cE°: .
A 5n E:¢ , h 8KP8KP+n E°:m (2.39)
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Ley Constitutiva Elastoplastica Termodindmicamente Consistente

Sustituyendo en la ec. (2.36) la expresién correspondiente a la tasa del pardmetro pléstico
de ec. (2.39), se obtiene la ley constitutiva elastopléstica consistente

1
c=E?:¢ | Ee”:Ee—}fEe:m@n:Ee (2.40)
)

2.3. Material No Local Disipativo Elastoplastico

Como se cité al comienzo del capitulo, hay procesos que sélo pueden explicarse en forma

apropiada si se consideran caracteristicas micromecanicas del material.

Ejemplo de esto son el problema del ablandamiento y la localizacién de deformaciones en
materiales cuasi-fragiles y friccionales. Modelos basados en la descripcién continua local
clasica conducen a sistemas de ecuaciones mal condicionados y a predicciones numéricas

erréneas, tanto en plasticidad (smeared crack) como en dafio continuo.

2.3.1. Teoria No Local del Flujo de la Plasticidad

Existe una gran variedad de formulaciones elastopldsticas no locales, entre las que se in-
cluyen las basadas en mecénica de fractura, en la teorfa micropolar de Cosserat, en formas
no locales integrales y en la teoria no local de la plasticidad basada en gradientes superio-
res de deformaciones. A estas podrian agregarse también formulaciones viscopldsticas que
pueden ser consideradas como formas no locales particulares de la teoria del flujo de la plas-
ticidad, en las que la no localidad en la relacién tensién-deformacién se incorpora a través
de las propiedades de dependencia temporal de las ecuaciones constitutivas. A continuacién
se resumen estas distintas formas no locales de la teoria de la plasticidad incluida la vis-
coplasticidad. Al final del capitulo se presenta en forma mas detallada la forma no local de
gradientes termodinamicamente consistente, base del modelo material desarrollado en este

trabajo.
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2.3.2. Teoria No Local Basada en Mecanica de Fracturas

En esta descripcién se enriquece la relacién constitutiva tensién-deformacién mediante con-
ceptos de energia de fractura, en porciones del dominio caracterizadas por una longitud
caracteristica. En el caso de modo de falla traccionante (modo I), el modelo de ablanda-
miento clasico puede asociarse a la energia de fractura Gy, tratada como una constante del
material [Bazant y Oh (1983) (4), Willam (1984) (2)]

Gy = w/adu (2.41)

donde w es el ancho de la zona de localizacién (la banda de falla en términos de smeared
crack), donde las deformaciones se suponen constantes. Para eliminar la dependencia de
la respuesta estructural carga-desplazamiento respecto de la malla, se asocia el ancho w al
tamano del elemento finito y en consecuencia, el diagrama de ablandamiento se ajusta a
cada malla de elementos finitos.

La respuesta depende sélo de las propiedades del material y del tamano estructural. Las solu-
ciones carga-desplazamiento son independientes de la malla y reproducen el efecto tamario,
pero la energia de fractura disipada tiene lugar en un area distinta para cada malla, ya que
la pérdida de elipticidad no fue evitada.

Extensiones al modo II de falla basadas en tasas de energia de fractura fueron desarrollados
por Etse (1992)(49) en forma extensiva al concepto utilizado en el modo I de falla.

La seria desventaja de los modelos elastoplédsticos basados en energia de fractura es que
no solucionan el problema de la mala definicién de las ecuaciones de equilibrio, lo cual
implica potencialidades de inestabilidades numéricas. La patologia de la plasticidad basada
en mecénica de fractura se debe a que (de la misma forma que la elastoplasticidad de flujo
clasica o local) las ecuaciones constitutivas resultantes corresponden a un truncamiento de

primer orden de una serie de Taylor, atin cuando interviene una longitud caracteristica.

2.3.3. Teorias No Locales de Orden Superior

Contrariamente a la elastoplasticidad basada en teorfa de fractura, todas las otras formas no
locales corresponden a truncamientos de orden superior de una serie de Taylor en términos
de tensiones y representativos de la ecuacién constitutiva.

En los modelos continuos, la cinemética debe incorporar la evolucién de la microestructura,
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las relaciones constitutivas macroscépicas deben ser no locales de orden superior. Esto sig-
nifica esencialmente, una diferencia en la nocién de sélido o material simple. Se admite que
el tensor de tensiones en un punto material £ depende de la historia del movimiento de todos
los puntos materiales 7 en una cierta vecindad [Becker y Burguer (1975)(69)]

a(&t)=gl¢z(nt—7)] , 0<7<00 (2.42)

siendo ¢ un funcional constitutivo no local, que puede tener la forma de una integral y puede
depender solamente del movimiento relativo de los puntos 1 y £, que se aproxima mediante

una serie de Taylor alrededor de &
1
x(n,t) —z(& 1) = Fi(§t)(n— &) + %Fz(&t)(ﬂ O RGO (243)

donde F5 representa el gradiente de segundo orden de deformacién % y F, el de orden n,

obteniéndose la relacién constitutiva de grado n

0'(777 t) = W[& Fl(&vt - T)x Fg(f,t - T)7 (3] F,L(f,t - 7—)} (2'44)

Los modelos no locales de orden superior son exitosos en este dmbito [de Borst (1993)(70)].
En el marco de la teoria del flujo de la plasticidad citamos los siguientes ejemplos de modelos
no locales de orden superior: continuos elastopldsticos de Cosserat, continuos no locales

integrales, continuos no locales tiempo-dependientes y continuos no locales de gradientes.

Teoria Micropolar Elastoplastica de Cosserat

La idea de los continuos Cosserat [Cosserat (1909)(71)] se basa en la suposicién de que
las fuerzas realizadas por una parte de un cuerpo sobre otra pueden representarse en una
seccién de corte con un vector tensién y una cupla, Figura 2.1. Dicha cupla es responsable de
la existencia de microrotaciones que surgen como un campo cinemético adicional al clasico,

constituido por deformaciones normales y tangenciales.

Para una configuracién bidimensional en el plano (z,y) se definen las microcurvaturas .,

Y Ky de la forma

Ow., Ow,
= —

or = Y oy
donde w, es la microrotacién alrededor del eje z. Se supone que las cuplas fi., y fi, son las

Koe (2.45)

magnitudes energéticamente conjugadas a las microcurvaturas

fow = PGoking foy = lQGCH,Zy (2.46)
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Haw ™
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Figura 2.1: Componentes de tensiones para continuo cldsico y micropolar.

donde G. es el médulo eldstico de corte de Cosserat y [ la longitud interna del material. A
partir del equilibrio rotacional de un elemento puede observarse que el tensor de tensiones

no es simétrico (o y, # oqy).
Suponiendo que la microrotacién w, es igual a
1/0v Ou
= (=-= 2.47
N (E)x 8y) (2.47)

donde u y v son los desplazamientos en las direcciones x e y respectivamente, las microcur-

vaturas pueden estimarse como
1 (9% ou? 1/ 92 ou?
Ko — - (20 Ou b= (o 2L (2.48)
2\ 0z2 Oxdy 2 \0zdy 0Oy?

El comportamiento aneldstico del continuo micropolar de Cosserat estéd caracterizado por la

descomposicién aditiva de los tensores deformacién y curvatura totales en las componentes
eldsticas y plasticas

e’ +¢ef (2.49)
Kk = K°+KP (2.50)

®
Il

,
Estas pueden descomponerse a su vez en una componente simétrica y una antisimétrica.

La teoria eldstica continua de Cosserat extendida a la elastoplasticidad se ha aplicado en
al andlisis de localizacién de deformaciones [Mithlhaus y Vardoulakis (1987) (72), de Borst
(1991) (27), Etse et al. (2003)(29)]. La presencia de microrotaciones es relevante especial-

mente para materiales granulares (cohesivo-friccionales) y la longitud interna se ha utilizado
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para determinar el ancho de las bandas de corte. La capacidad regularizadora del ablan-
damiento de los modelos basados en la teorfa de Cosserat se limita a los casos en que los
grados de libertad rotacionales se activan durante la deformacién. Es por ello una teoria
regularizante apropiada para problemas de corte dominante y no para el caso de traccion
pura. Esta deficiencia de los modelos micropolares para regularizar el modo de falla de trac-
cién fue eliminada en una propuesta de Etse y Nieto (1998)(73) que combina la teorfa de

Cosserat con la mecanica de fracturas.

Modelos Elastoplésticos No Locales Integrales

Los modelos no locales [ver Eringen y Edelen (1972)(34), Bazant (1984) (35)] se basan
generalmente en el promedio espacial de campos tensoriales de orden arbitrario (deforma-
ciones, tensiones, deformaciones aneldsticas o medidas de dafio), en una cierta vecindad s
de un punto caracterizado por su posicién x. Para el caso unidimensional, considerando una

funcién de peso g(s), se define la cantidad no local Y’
— 1 [—=
Y = —/ Y(z+s)g(s)dV , V= /g(s)dV (2.51)
Vo Jv

donde la funcién de peso es normalizada con su integral Vj, obteniéndose Y =Y si Y () es
constante en el volumen caracteristico considerado. La funcién de peso suele tomarse igual
a la funcién de error de Gauss [Pijaudier-Cabot y Bazant (1987)(74)]

g(s) = exp {_l | ] (2.52)

que decrece con la distancia |s| desde el punto de andlisis z. El pardmetro geométrico [ tiene
el rol de longitud interna, determina el tamano de la vecindad del punto = que es afectado
por la funcién no local Y (x).

Considerando la cantidad no local Y () para un dominio unidimensional infinito y desarro-
llando la funcién en serie de Taylor alrededor de s = 0, luego de la integracién analitica se

obtiene
PdY(x) 1 d'Y(2)

Y(z) =Y (=) + 4 Ox? 16 Ozt

(2.53)

Si el procedimiento se aplica a las deformaciones totales Y = ¢ en una barra de longitud
L, mucho mayor a la longitud interna [, se observa que la relacién no local de ec. (2.53)
introduce gradientes de deformacién de orden superior en la formulacién.
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La regularizacién no local ha sido también introducida en la teorfa de dafio [ver Pijaudier-
Cabot y Bazant (1987) (74) , Bazant y Pijaudier-Cabot (1988) (75), Pijaudier-Cabot y
Benallal (1993) (76), Peerlings (1999) (77)].

Modelos No Locales Viscoplasticos

En los modelos constitutivos elastopldsticos es natural la inclusién de la dependencia re-
specto de la velocidad de las deformaciones bajo condiciones de carga transitoria. En los
problemas cuasi-estaticos la falla va acompanada normalmente por altas velocidades de de-
formacién debido al dano o a los efectos friccionales. Numerosos métodos de regularizacion
han incluido los efectos de la velocidad de deformaciones [ver Wu y Freund (1984)(78),
Needleman (1988) (79), Loret y Prevost (1990)(80), Sluys y de Borst (1991)(81), Perzyna
(1966) (82), Duvaut y Lions (1972)(83) , Ponthot (1995)(84), Carosio (1997) (85), Etse y
Willam (1999) (32), Carosio et al. (2001) (86)]. En ellos las ecuaciones de la dindmica per-
manecen hiperbélicas. Mediante el anélisis de la dispersién de ondas [ver Sluys (1992)(31)]
se ha demostrado que estos modelos introducen una longitud caracteristica debida a la in-
clusién de un tiempo interno y que la simulacién numérica resulta objetiva respecto de la

discretizacién de la malla.

A continuacién se consideran los modelos viscoplasticos de sobretensién de Perzyna, de
Duvaut-Lions, viscopldstico continuo, viscopldstico consistente y de visco-gradientes. A di-
ferencia de los métodos cldsicos, en los modelos viscoplasticos de sobretensién el estado
de tensiones puede encontrarse fuera de la superficie de fluencia y la evolucién del flujo

viscopldstico se limita mediante ecuaciones de relajacién plastica.

El modelo de consistencia ha sido propuesto como un método alternativo, la contribucién
de la velocidad de deformacién (viscosidad) se incorpora por medio de una superficie de
fluencia dependiente de la velocidad y el flujo plastico se determina con las condiciones
standard de Kuhn-Tucker. La superficie de fluencia puede expandirse o contraerse no sélo por

endurecimiento o ablandamiento sino también por los efectos de la velocidad de deformacién.

Incluyendo la dependencia de la superficie de fluencia respecto de los gradientes de deforma-

ciones de segundo orden, Wang (1997)(87) ha desarrollado un modelo de visco-gradientes.
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Viscoplasticidad de Duvaut-Lions

El modelo viscopldstico desarrollado por Duvaut y Lions en 1972 (83) estd basado en la
diferencia entre la respuesta de un material independiente de la velocidad y uno viscoplastico.
El retorno de la tension a la superficie de fluencia para cumplir con la condicién F' = 0 no
se produce de inmediato, sino que existe un retardo en la respuesta material de acuerdo a

la siguiente regla de flujo

g% = %(Ee)’l Lo —T) =gl — & (2.54)
donde & es la contribucién del material no viscoso, 1 es el pardmetro de viscosidad que
representa el tiempo de relajacién del material y es en general, dependiente de la deforma-
cién y su velocidad. A tensién constante, la tasa de deformacién aneldstica es constante y
proporcional a la sobretensién inicial (0 — @), interpolando la solucién tiempo-dependiente
entre la solucién instantdnea (incremento eldstico) y la solucién en régimen (incremento

elastopléstico).

Las variables de estado estan gobernadas por la ley

. 1
k=—-(k—F) (2.55)
n
Al igual que en la viscoplasticidad de Perzyna no existe una condicién de consistencia
viscopldstica y en consecuencia no es posible derivar un operador material tangente.

El modelo de Duvaut-Lions tiene la ventaja de poder combinarse con una superficie de
fluencia (Drucker-Prager, Mohr-Coulomb, Tresca). La ec. (2.54) se define directamente en
el espacio de tensiones, por lo que puede reformularse para el criterio de fluencia de von
Mises como

TP =717 —-T =2Gy" (2.56)

donde TP y 4*P son el tensor desviador de tensiones y de deformaciones respectivamente.

o.r

Definiendo una tensién viscosa equivalente o, cuya ley evolutiva viene dada por

AUp
eq

3
= 57"”” B e (2.57)
v la velocidad de deformacién equivalente

Fo= [ SA A (2.58)
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la ec. (2.57) resulta

G = 3Gk 2.59
eq

El pardmetro de viscosidad n puede determinarse midiendo las velocidad de tensiones y

deformaciones en un ensayo de traccién simple.

Viscoplasticidad de Perzyna

En el modelo viscopldstico de Perzyna [Perzyna (1966) (82), Cormeau (1975)(88), Owen y
Damjanic (1982)(89)] la tasa de deformacién viscopldstica se define del mismo modo que en
la plasticidad clasica

£ = Am (2.60)

La magnitud del flujo pldstico es proporcional a la sobretensién F' (distancia entre la solucién
viscopldstica y la solucién elastopldstica en el espacio de tensiones). La direccién del flujo
plastico se define mediante el gradiente del potencial viscoplastico denominado m

) (2.61)

n
donde 7 denota el pardmetro de viscosidad y los corchetes de Mc Cauley () se definen como
(z) = 0,5(z + |z|). La funcién adimensional de sobretensién 1 tiene por lo general la forma

PN

U(F) =% (2.62)

donde K es un pardametro que normaliza la funcion de sobretension. Las variables de estado
evolucionan de la misma forma que en la elastoplasticidad, en particular en el caso de

endurecimiento-ablandamiento isétropo.

Forma Continua de la Viscoplasticidad de Perzyna

En esta formulacién presentada por Ponthot (1995)(84), se introduce una restriccién adi-
cional al problema, que corresponde a la condicién de fluencia igualada a cero

F(o,k,A) =0 (2.63)

A partir de esta ecuacién es posible derivar condiciones de consistencia viscoplasticas
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F(o,k, )\) = 0 y de carga-descarga. En consecuencia, la viscoplasticidad continua resulta

formalmente idéntica a la elastoplasticidad.

El multiplicador viscopldstico estd definido en funcién de la funcién de sobretension ¢ (F)

y la viscosidad 7,

. / .
A=)l que 67 = im (2.64)

A partir de esta relacion se establece la condicién de fluencia
Fo.k,A) =F(o,r) = ' (An) =0 (2.65)

cuyo formato es semejante al utilizado en elastoplasticidad con la adicién de un término que

depende explicitamente de A

Forma Consistente de la Viscoplasticidad de Perzyna

Se considera en este caso un modelo en el que la contribucién de la velocidad de deformacion
o viscosidad se incorpora a través de una superficie de fluencia dependiente de la velocidad
[ver Wang (1997)(87), Carosio (2001)(86)]. La tasa de deformaciones se define en forma

similar a la tasa de deformacién pléstica en plasticidad clasica

&= m (2.66)

Son vélidas las condiciones standard de Kuhn-Tucker

A>0 , F<0 , A =0 (2.67)

v la evolucién del flujo viscopldstico se determina a partir de la condicién de consistencia

Flo,kk)=n:0—HA-SA=0 (2.68)

Donde n es gradiente de F respecto de o, HP el médulo de endurecimiento o ablandamiento
v s el pardmetro de viscosidad 3
S= _(?j@j (2.69)
K O\
En este modelo la superficie de fluencia puede expandirse o reducirse no sélo a causa del

endurecimiento o ablandamiento sino de la velocidad del mismo.

La mayor ventaja de la formulacién consistente respecto de la viscoplasticidad clésica es
el aspecto numérico, ya que permite aplicar métodos algoritmicos y consistentes de tipo

backward Euler mediante el uso de la condicién de fluencia viscoplastica [Carosio (2001)(86)].
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Forma Viscoplastica de Gradientes de Perzyna

El modelo de visco-gradientes [Wang (1997)(87)] resulta de incorporar un término de gra-
diente al modelo consistente de la viscoplasticidad de Perzyna. La evolucién del flujo plastico
es gobernada por la condicién de consistencia dependiente de visco-gradientes

F(o,k, f, V) =n:0— H'A—SA+ GV A =0 (2.70)

con el parametro de gradientes calculado como

_or g
T OV2k )

(2.71)

2.3.4. Teoria No Local Elastoplastica Basada en Gradientes

En esta seccién se presentan dos tipos de formulaciones elastoplasticas basadas en la teoria
de gradientes superiores de deformaciones. En primer lugar, una formulacién general de
acuerdo a los desarrollos de de Borst et al (1991)(90), Pamin (1994)(38), Wang (1997)(87),
Vrech (2002)(40). Y en segundo lugar, una formulacién termodindmicamante consistente
basada en los desarrollos de Svedberg (1997)(91), Svedberg (1999)(39), Vrech (2003)(1),
adoptada en el modelo material desarrollado en esta tesis. Vale destacar que la formulacién

general, a diferencia de esta ultima, no es termodinamicamante consistente.

Formulacién General de la Plasticidad de Gradientes

La dependencia de la formulacién elastopléstica respecto de los gradientes superiores de de-
formaciones fue propuesta originalmente por Aifantis (1984)(41) y (1987) (42) y por Coleman
y Hodgdon (1985) (43) para el estudio de bandas de deslizamiento y corte en metales. Pos-
teriormente Belytschko y Lasry (1989) (44) enunciaron una ley constitutiva unidimensional
dependiente de gradientes y Zbib y Aifantis (1988) (92) los incluyeron en la condicién de
fluencia. Para el andlisis de bandas de corte en materiales granulares, Vardoulakis y Aifantis
(1991)(36) consideraron gradientes superiores en la ley de flujo y en la condicién de fluencia
de Coulomb, incluyendo una medida de longitud interna que podria asociarse al tamano del

grano.

Una variante del método de regularizacién basado en gradientes consiste en reemplazar una
medida de la deformacién pldstica en un punto X; = (1, y1, 21), por el promedio integral de
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la misma en un volumen finito V' de su vecindad. Elegida una variable asociada a la historia
de deformacion del material, por ejemplo la deformacion plastica equivalente e de la ec.

(2.14), la deformacién pldstica equivalente no local &7, en el caso general 3D, se define como

#(x1) :ﬁ /V o (@)dV (2.72)

donde @ indica la posicién de los puntos del continuo involucrados en la vecindad. La ec.
(2.72) implica la conversién del modelo constitutivo local en no local. El estado tensional
en el punto X; depende ahora no sélo de la deformacién en el mismo sino también de la
correspondiente a su vecindad. Fisicamente esta no localidad representa interacciones y hete-
rogeneidades micromecanicas que no deben ser despreciadas cuando la escala de variaciéon
de las variables constitutivas se aproxima a la correspondiente a la microestructura [Beran
y McCoy (1970) (93) , Eringen y Edelen (1972) (34) , Bazant (1991) (94)].

La ec. (2.72) corresponde a un material cuyos elementos microestructurales son regulares
v se conocen en detalle. Para microestructuras no periddicas, tal es el caso de materiales
policristalinos como el hormigén, conviene reemplazar el promedio constante por un prome-
dio variable en el volumen, que corresponda por ejemplo, al tamano de grano promedio. En
lugar de la funcién de peso parcialmente uniforme supuesta en la ec. (2.72) se utilizan por

lo general funciones de tipo Gauss, ver Figura 2.2.

>
>y

21

Figura 2.2: Funcién de peso para una microestructura irregular. Caso unidimensional.

La deformacién pléstica equivalente no local e? queda entonces definida como [ver Pijaudier-
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Cabot y Bazant (1987)(74)]

eP(x)) =

ﬁ /v §(x, Xq)eP (x)dV (2.73)

siendo ¢(z, X;) la funcién de peso continua e isétropa, y ¢(X1) la integral

() = /Vc(x,xl)dv (2.74)

Para campos de deformaciones suficientemente homogéneos, la relacién integral de ec. (2.73)
puede escribirse en términos de los gradientes de e”(x), efectuando su expansién en serie de
Taylor [ver Bazant et al. (1984) (35)]

OeP 1 %P 1 93P

eP(X) = 5P(X1)+afxl(zfxl)+iaxlyl (xfxl)(yfyl)+gm(ﬁfxl)(yfyl)(zle)jt...
(2.75)

Sustituyendo la ec. (2.75) en la integral (2.73) e integrando resulta

0% Oe?
P _ : Cij—e—— 2.76
€ 6( )+ca +c ]axlgayl + . ( )
con los coeficientes ¢; y c;; dados por

¢ = A / (x—2)%dV vy ¢;= TS / (2 — 1) (y —y)*dV (2.77)

Los términos que contienen derivadas impares desaparecen a causa de la isotropia de la
funcién de peso y los coeficientes ¢; (i = 1,2,3) son iguales, por lo que el subindice puede
eliminarse. Despreciando los términos de cuarto orden y superiores, la relacién integral de

la ec. (2.73) se aproxima a la relacién diferencial
&F ~2 P + cV2eP (2.78)

siendo ¢ dependiente de la funcién de peso adoptada y el operador Laplaciano V2 definido

como
02 02 02

V2= ——
89012 * 8y12 + 8212

(2.79)

La longitud interna del modelo no local que se impone en virtud de la homogeneizacion
dimesional del término cuadratico queda incluida en el coeficiente de gradiente ¢, que puede
interpretarse como el ”area caracteristica de gradientes” asociada a una longitud interna

caracteristica [,.
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Condiciones de Fluencia y Consistencia Plastica de la Elastoplasticidad de Gra-
dientes

La condicién de fluencia de la formulacién general de la elastoplasticidad de gradientes se
expresa en términos del tensor de tensiones totales o, la variable interna &, y el laplaciano
VK

F(o,k,V?k) = f(o) = T,(k,V?k) =0 (2.80)

siendo I', la funcién que representa la degradacién de la resistencia y define la ley de endu-
recimiento o ablandamiento
T, = HP% — GV%% (2.81)

con los coeficientes de endurecimiento o ablandamiento y de gradientes, H? y G, definidos

en las ecs. (2.25-b) y (2.71), respectivamente.

La ley de flujo pldstico y los criterios de carga y descarga pléstica coinciden con los corres-
pondientes a la forma local de la teorfa del flujo de la plasticidad, de ecs. (2.20) a (2.24).

La condicién de consistencia de la teoria elastopldstica de gradientes se obtiene incorporando
un término de gradientes de segundo orden en la condicién de consistencia local clasica de
ec. (2.25-a)

F=mn:6-HA+GVA=0 (2.82)

Esta tltima combinada con la relacién constitutiva de ec. (2.36) conduce a la ecuacién
diferencial L
A= (n CECi e+t GVQ}\) (2.83)
bp
con h, definido en la ec. (2.27-b), que no puede ser resuelta en forma directa, debiéndose
recurrir a algoritmos iterativos de resolucién como el desarrollado por de Borst y Miihlhaus

(1991) (90), presentado en la seccién 5.1 de esta tesis.

Ley Constitutiva de Gradientes

La ley constitutiva correspondiente al material elastoplastico dependiente de gradientes se
obtiene sustituyendo en la relacién constitutiva de ec. (2.36) la expresién correspondiente a
la tasa del pardmetro pldstico de ec. (2.83), resultando

4 G
c=E":é+g,V’\ |, g,= B m (2.84)
P
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2.3.5. Teoria Termodinamicamente Consistente de la Elastoplas-

ticidad No Local Basada en Gradientes

Esta formulacién es una extensién de la correspondiente a la forma termodindmicamente
consistente de la teorfa del flujo de la plasticidad local de la seccién 2.2.2 y al igual que ésta
se basa en la teoria de la termodindmica desarrollada en el Apéndice B, y especificamente

en la seccién B.9.

Se considera en lo sucesivo que los efectos de gradientes se restringen sélo al comportamiento
plastico de endurecimiento o ablandamiento isétropo, mediante la inclusién del gradiente de
la variable interna escalar

0k Ok

Vi = {% y

} en el caso 2D (2.85)

Los desarrollos de esta seccién serviran de base al modelo material para hormigén que se
presenta en el capitulo 4 y al algoritmo de elementos finitos empleado, descripto en la seccién

5.2 de esta tesis.

Relaciones Constitutivas de Gradientes Termodindmicamante Consistentes

En los continuos elastoplasticos de gradientes la densidad de energia total de deformaciones
es una expansién aditiva de la ec. (2.30) para incorporar el término energético no local
U9(Vk)

V(e K, VEk) = U°(e°) + ¥P(k) + UI(Vk) (2.86)

Los potenciales eldstico y plastico local se definen de igual modo que en la seccién 2.2.2,
mientras que el potencial de gradientes se define en términos del gradiente de la variable
plastica interna Vk, definida en la ec. (2.85).

Los estados pldsticos admisibles deben cumplir con la condicién de fluencia
F(lo,K)=flo) - K(k,Vk)=0 , K(k,Vk)=KP(k)+ K(Vk) (2.87)

siendo K la tensién disipativa total definida como la sumatoria de la componente disipativa
local K?(x) de ec. (2.34), y la componente de gradientes K9(Vx), calculada como

K= V. (p a%:)) (2.88)
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Ademas, del planteo termodindmico surge la existencia de tensiones disipativas debidas al
gradiente de la variable interna en el borde de normal ng, que responden a la ecuacién
oI

KO = _p, . pi@(Vﬁ) (2.89)

Las leyes de evolucién del tensor de tensiones totales y la tensién disipativa local coinciden
con las ecs. (2.36) y (2.37), respectivamente.

Considerando las leyes de normalidad, la ley de evolucién del flujo plastico y de la variable
interna coinciden con las ecs. (2.20) y (2.35), respectivamente. Combinando estas tltimas
con las ecs. (2.88) y (2.89) se obtienen las leyes de evolucién de la tensién disipativa debida
a los gradientes de la variable pléstica

: . 9Q : 9%Q

9 _ 2%7 . 9. 2%7 . 9.
K 1.V (H V/\6K> +1.°V ()\H VK(aK)2 (2.90)
. L0Q . 02Q

O — _2n  HI VA= _A\.2n. - HY- T x )
K l.“ng - H AaK M. ng - H VK((?K)Q (2.91)

en el volumen de sélido y en el borde, respectivamente. En estas expresiones se incorporan

el tensor de gradientes H? y la longitud interna caracteristica l.. El primero calculado como

; 1 09

H = v @ (v (2.92)

da una idea de la pendiente de las deformaciones plasticas no locales, del mismo modo que el
médulo H? determina la pendiente de endurecimiento y ablandamiento del comportamiento

pléstico local. Es un tensor definido positivo que en comportamiento isétropo se define como
HY=HI, (2.93)

siendo HY una constante escalar positiva e I el tensor unitario de segundo orden. El tensor

de gradientes posee un rol significativo en la regularizacién numérica.

En lo que respecta a [, Svedberg (1999)(39) indica que existen tres interpretaciones posibles:

= Un pardmetro conveniente para que H? y HY posean la misma dimension.
= Una entidad fisica que define una medida caracteristica de la microestructura.

= Un parametro que estabiliza numéricamente a la teorfa constitutiva no local.
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En realidad /. no es un parametro sino una longitud caracteristica de gradientes que segin se
la analice desde el punto de vista matematico, fisico o numérico, homogeiniza la dimensién
de H? y HY; establece la zona de disipacién energética y depende de la microestructura del
material o estabiliza el proceso algoritmico de solucién, respectivamente.

Condicién de Consistencia Plastica de la Elastoplasticidad de Gradientes Ter-

modindmicamente Consistente

La condicién de consistencia plastica correspondiente a la elastoplasticidad basada en gra-
dientes termodindmicamente consistente reemplaza a la ec. (2.38) y estd dada por la funcién

. OF . . . .
F=n:6+-——K=0 , K=K"+K" (2.94)
0K
Con el propésito de formular la ley de evolucién del parametro pldstico a partir de la
condicién de consistencia plastica, y a los fines de obtener una expresion mas explicita de

la ec. (2.90), se aplica la regla de la cadena resultando

92Q
(0K)*

ko= 220w 1) VAL HY v 12

CHY V)
e VK - HY Vit (2.95)

e,
(0K)°

+VA-HY VK +A(V-HY -VK+AH?: VK] + 2 (AVK - HY - VK)
Sustituyendo las leyes de evolucién de las relaciones constitutivas de ecs. (2.36), (2.37)
y (2.95) en la condicién de consistencia de ec. (2.94) y operando, se obtiene la ecuacién

diferencial lineal en A 1

T hth,

con el coeficiente h calculado de acuerdo a la ec. (2.39-b) y siendo

<n B et Fﬂ) (2.96)

OF [ 9*Q *Q
hy = —l=— V-HY)-VK+H’: VK| + ‘VK-Hg-VK}Q.W
K ‘oK {(8[()2 I ; } (OK)° )
: OF [0Q . . 9°Q :
9 — 2 . HY) - 9. 2 CEHY .
F i3 {a [(V HY)-VA+H .V)\]+2(a )QVK HY-VA|  (2.98)

En el caso especial de variables de estado espacialmente homogéneas, se obtiene hy = 0y

o 2P 0Q

S v (2.99)
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Suponiendo ademds comportamiento pléstico isétropo, considerando la ec. (2.93), las expre-

siones anteriores resultan

hy = 0 (2.100)
. OF 9Q .
g 2 g9\72
B o= Bopos (HVA) (2.101)

debido a que la expresién correspondiente a la tasa de la tensién disipativa se reduce a

oQ

9 — 2%
K lc@K

HIV2) (2.102)
Como fue citado en la seccién 2.3.4, la tasa del pardametro plastico correspondiente a elasto-
plasticidad basada en gradientes no posee una solucién directa. Un algoritmo de resolucién

aplicable a la ec. (2.96) se presenta en la seccién 5.2 de esta tesis.

Nota: En el caso de comportamiento de endurecimiento y ablandamiento mixto isotrépico
y cinematico, las energias anelasticas local y de gradientes dependen de ambas variables
de estado, isétropas y cinematicas, k y (3, respectivamente.

Luego VP = UP(k,3) y U9 = UI(x, 3).

Por lo que pueden definirse dos tipos de tensiones disipativas, locales

Yp o OUP Sp 9P
KP=—p%e , B'= Y]
y de gradientes

g . U9 59 _ . oUP:g
K=V (pﬁ(VK)) ’ B v (pB(Vﬂ)>

siendo B = B? + BY componentes de la tensién de retorno debido al endurecimiento o

ablandamiento cinemético.

Ley Constitutiva Elastoplastica de Gradientes Termodinamicamante Consis-

tente

Para el caso general de material elastoplastico de gradientes termodindmicamente consis-

tente, la ley constitutiva elastopldstica responde a la relaciéon

6=E?:é+E[ | EI=

E°:m (2.103)
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con el tensor elastopldstico E® definido en la ec. (2.40-b). Si se compara esta tltima con la
ley constitutiva elastoplastica local termodindmicamante consistente de ec. (2.40-a), puede
observarse que el aporte de la teorfa de gradientes a la relacién constitutiva estd dado
por un término adicional en funcién de los gradientes de primer y segundo orden de las
deformaciones plasticas, representados por el gradiente y el laplaciano de la tasa el parametro

plastico.

Capitulo 3

Criterios e Indicadores de Falla de
Modelos Matematicos de Materiales

Cuasi-fragiles

En este capitulo se investigan diferentes criterios de inicio de falla a nivel constitutivo.

El concepto original de envolvente de falla de Mohr no especifica el mecanismo que provoca
la falla material. Si bien se realiza una distincién conceptual entre la falla por traccién en
modo I que produce la separacién del material, y el desplazamiento de interfaces adyacentes
por corte en el modo I, no se brinda informacién sobre lo que sucede luego del inicio de la
falla, suponiendo entonces el colapso.

Estudios més avanzados en el andlisis de falla de materiales cuasi-fragiles como el hormigén
reconocen una sucesién de eventos que comienzan en una escala pequena del material y
provocan el deterioro progresivo del continuo hasta convertirlo en discontinuo. La Figura
3.1 muestra los tres tipos de falla: difusa, localizada y discreta, que pueden acontecer en

sélidos deformables.

La falla difusa esté caracterizada por la pérdida de estabilidad material y de unicidad de la
solucién en el marco de distribuciones continuas del campo de deformaciones. La falla locali-
zada resulta de discontinuidades débiles que senalan el inicio de la degradacién cinematica
del continuo, implicando la pérdida de la elipticidad de las ecuaciones que gobiernan el
problema del equilibrio. La falla discreta es abordada por la mecénica de fracturas y escapa

a la mecédnica de sélidos continuos.

39
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Se detallan en las secciones siguientes, criterios e indicadores de los distintos tipos de fa-
lla correspondientes a modelos materiales elastopldsticos termodindmicamente consistentes
locales y de gradientes. Se describen los métodos analitico y geométrico de andlisis de falla
localizada.

3.1. Indicadores de Falla Difusa o Continua

Se analizan a continuacién los indicadores que caracterizan a la falla difusa en materiales
Falla difusa Falla localizada Falla discreta elastoplasticos locales y se evalian en particular las condiciones tensionales o cinemdticas
que impiden el desarrollo de la forma difusa o continua en el caso de modelos constitutivos
elastoplasticos basados en la teoria de gradientes termodinamicamente consistente.

3.1.1. Indicador de Pérdida de Estabilidad

La pérdida de estabilidad material instantdnea fue definida por R. Hill como

1 1
dQW:§¢:é:§é:EEP:égo vV e#0 (3.1)
siendo d?W el funcional de densidad de trabajo interno de segundo orden y E el operador
Continuidad Discontinuidad débil ~ Discontinuidad fuerte material elastopldstico tangente definido en la ec. (2.40-b).
ut=u" ut=u" wtEu El funcional de segundo orden en la ec. (3.1) extrae sélo la parte simétrica del operador tan-
vut= vu- vut# vu- vu'#E vu gente. En el caso de flujo plastico no asociado, cuando dicho operador deja de ser simétrico,

la ec. (3.1) puede expresarse como
1 1 .. 1. .
W = e [EC”+(E‘3”)T] te= e Eie-emontnem <0 (32)
Figura 3.1: Tipos de la falla en materiales sélidos deformables. con i, my h de ecs. (2.29) y (2.39-b). En base al Teorema de Bromwich sobre los limite

de los autovalores de matrices simétricas [ver Mirsky (1983)(95)], resulta

Amin(BL ) <R DA EP)] ... < Angu EL

im sim)

(3.3)

ep
sim

siendo Ay ¥ Amaz l0s autovalores minimo y méximo respectivamente, y E7 = % [ECP + (B )T]

la forma simetrizada del operador material.

El inicio de la inestabilidad se produce cuando el operador material simétrizado deja de ser
definido positivo
det[EZ®

sim

1=0 — \uaw(EZ

stm

)=0 (3.4)
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Esta condicién permite calcular el coeficiente critico de endurecimiento o ablandamiento

H?,, correspondiente a la pérdida de estabilidad [ver Maier y Hueckl (1979)].

Por otro lado, el indicador de pérdida de estabilidad material establecido por Drucker
(1959)(96) se establece con la relacién

dQWP:Ec'r:épgo Vo OEP£0 3.5
2

Considerando la segunda variacién de la densidad de trabajo como la sumatoria de una
componente eldstica y una pléstica (en base a la ley de descomposicién aditiva de Prandtl-
Reuss)

W = PWe + d&*W? (3.6)
y teniendo en cuenta que la componente eldstica es siempre positiva, la condicién d>?W? < 0
implica un indicador de falla que antecede al de Hill (¢*W < 0). La condicién de pérdida
de estabilidad de Drucker es poco utilizada como indicador de falla dado que sélo se refiere
a la componente plastica del operador material.

3.1.2. Indicador de Mdaxima Resistencia

De acuerdo a la Figura 3.1, la falla difusa estd asociada con la tasa de desplazamientos
y de deformaciones continuas. Cuando esto sucede en correspondencia con un estado de
tensiones estacionario se alcanza el punto limite en la curva de respuesta del material,

siendo su indicador

& =0 (3.7)
E?: ¢

El punto de méxima resistencia es un indicador alternativo de falla difusa y coincide con la
condicién de singularidad del operador elastoplastico

det[EP) =0 —  Apu(EP) =0 (3.9)

Con el fin de determinar un valor critico del coeficiente de endurecimiento HY

lim

para la
condicién de resistencia maxima, se premultiplica al operador elastopléstico por (EE)_1
mQ®n

(B E"=1I,—(E°)": ’

(3.10)
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y se calcula el autovalor critico

Al (B) ™t E?] =1 —dp (3.11)
siendo B OF 00
n: :m _
dp = ——mMm-—— HY =HP — % 3.12
PR YnEm tim MoK OK ( )

lim

Esta condicién implica que debe cumplirse

1—dE:0 — Hp

1im = 0 (3.13)
La pérdida de estabilidad de Hill, sinénimo de singularidad del operador elastoplastico
simétrico, antecede a la condicién de méxima resistencia de ec. (3.9) en el caso de operador
elastoplastico no simétrico y coincide con la misma en caso contrario. En consecuencia, se
establece la siguiente relacién jerarquica entre los coeficientes criticos

H?, > HY

est — lim

(3.14)

3.1.3. Indicador de Pérdida de Unicidad de la Solucién

La pérdida de la unicidad de la solucién de las ecuaciones incrementales de equilibrio puede
considerarse como un indicador de falla difusa. Siendo A€ la diferencia entre dos tasas de
deformaciones sucesivas y A la diferencia entre las dos tasas de tensiones correspondientes,
la pérdida de unicidad se define con la condicién

AG : A& (3.15)
Aé:E?:Aé < 0 (3.16)

IN
o

Cuando A€ estd asociado a un campo continuo de deformaciones incrementales corresponde
a una bifurcacién continua. En cambio, si estd asociado a un campo discontinuo de defor-
maciones incrementales, se trata de una bifurcacién discontinua.

En el caso de flujo plastico asociado, la unicidad de la solucién en régimen de endurecimiento
queda asegurada, mientras que para flujo plastico no asociado la solucién es tnica siempre
que A€ no sea paralelo a la direccién principal critica del operador elastopldstico simétrico.

En el caso de operadores simétricos, la condicién de méxima resistencia y de pérdida de

unicidad coinciden. Caso contrario, el indicador de pérdida de unicidad puede anteceder al
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de resistencia maxima. Denominando HP? al coeficiente de endurecimiento para el que se
u
produce la bifurcacién continua, la relacién jerarquica entre coeficientes criticos resulta

HP > HY

u = “Tlim

(3.17)

3.1.4. Indicadores de Falla Difusa para Material Elastoplastico de

Gradientes Termodindmicamente Consistente

Se considera en primer lugar el indicador de pérdida de estabilidad de Hill de ec. (3.1).
Teniendo en cuenta la relacién constitutiva del material elastoplastico de gradientes de la
ec. (2.103), la expresion resulta
1 1 .
dQW/zid':é:§[é:Eep:é+é:EgF-"]§0 Y €#0 (3.18)
con F9 y EY definidos en las ecs. (2.98) y (2.103-b), respectivamente. Para que dicha de-
sigualdad sea satisfecha se deben cumplir simultdneamente las siguientes condiciones

detlE? 1=0 y &:EIFI=0 (3.19)

sim.

o bien cuando | L
Wi < i E‘F9 siendo d*W,, = FE BT e (3.20)

La ec. (3.19) sélo se verifica cuando I, = 0 6 HY = 0, que corresponde al caso en que la no
linealidad de gradientes se elimina. Por otra parte, la ec. (3.20) demuestra que en el caso de
plasticidad de gradientes la condicién de pérdida de la estabilidad es retardada en relacién
a la forma local de la plasticidad, por lo que puede afirmarse que la teoria elastoplastica de
gradientes suprime la condicién de pérdida de estabilidad de Hill, y por lo expuesto en la
seccién 3.1.1, la de Drucker.

Procediendo del mismo modo, se analiza el criterio de méxima resistencia de ec. (3.7).
Considerando la relacién constitutiva correspondiente a elastoplasticidad dependiente de
gradientes, el indicador de punto limite resulta

E? . ¢+ EF9=0 (3.21)

Esta igualdad implica la satisfaccién simultdnea de las condiciones

det[E)=0 y EF9=0 (3.22)
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Figura 3.2: Superficie de discontinuidad de la falla localizada.

o bien
E®:.¢ < B9 (3.23)

Al igual que en el caso analizado anteriormente, sélo existe solucién si uno o ambos pardme-
tros de gradientes se anulan, o si la componente local del tensor de tensiones instantaneas
es igual y de sentido contrario a la componente no local de gradientes.

De lo expuesto en esta seccion se concluye que los modelos constitutivos basados en elasto-
plasticidad de gradientes termodindmicamente consistente retardan los indicadores de falla
difusa de la solucién local.

3.2. Indicador de Falla Localizada

En el marco del concepto de fisura difusa (smeared crack), los modos de falla localizada
estan relacionados con bifurcaciones discontinuas del equilibrio, y conducen a la pérdida de
la elipticidad de las ecuaciones que gobiernan el equilibrio estdtico [ver Ottosen y Runesson
(1991) (97) y Willam y Etse (1990) (7), entre otros].

El andlisis realizado en esta seccién corresponde a materiales elastopldsticos locales y supone
la existencia de una superficie de discontinuidad o falla S caracterizada por la direccién
normal N, ver Figura 3.2.
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3.2.1. Condicién Analitica de Localizacién

La condicién de localizacién se basa en los trabajos de Hadamard (1932)(98) y Hill (1962)(99).

La falla localizada de discontinuidad débil se caracteriza por la discontinuidad de la tasa del

campo gradiente de desplazamientos Vi, mientras la tasa del campo de desplazamientos 4
permanece continua.

fla] = a*—u =0 (3.24)

(V] Vit —Va~ #0 (3.25)

De acuerdo a la condicién de compatibilidad de Maxwell [ver Truesdell y Toupin (1960)(100)],
el salto en la tasa de deformaciones puede expresarse en términos de la amplitud escalar del
salto v, el vector unitario que determina la direccion del salto M y el vector unitario IN
normal a la superficie S de discontinuidad, de acuerdo a

[Vi]=yMe&N — [&]=1[MeN]"" (3.26)

La condicién de equilibrio requiere que la tasa del vector tensién ¢ sea opuesta a ambos
lados de S
[# =t -t =0 (3.27)

Aplicando el teorema de Cauchy, el salto de la tasa del vector tensién resulta

[H] = N-[lo| = N-[[E': ] =0 (3.28)
siendo E' el operador material tangente. Sustituyendo la ec. (3.26-b) en la expresion anterior,
la condicién de localizacién o discontinuidad débil queda expresada como

Q" -M=0 con Q=N-E' N (3.29)

donde Q' representa al tensor tangencial de localizacién. La condicién de inicio de la lo-
calizacién se caracteriza por la singularidad del tensor de localizacién que coincide con el

tensor actstico correspondiente a propagacién de ondas
detQ=0 — X\a(Q) =0 (3.30)
La ec. (3.30) establece la conversién de las ecuaciones diferenciales de equilibrio estatico de

elipicas a hiperbdlicas. Por este motivo, la singularidad del tensor de localizacién también

se denomina pérdida de elipticidad (en el caso estético o tiempo-independiente)?.

2En el caso dindmico la condicién de localizacién corresponde, contrariamente, a la pérdidad de hiper-
bolicidad de las ecuaciones de equilibrio
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Por otro lado, basada en la teorfa de propagacién de ondas se establece la siguiente relaciéon
pP=(M@N):E':(NeM)=M-Q"-M (3.31)

siendo p la densidad del material y c la velocidad de onda. La condicién ¢ = 0 puede inter-
pretarse como la existencia de una superficie de discontinuidad que impide la propagacién
de ondas en sélidos. Esta discontinuidad se conoce como pérdida de la elipticidad fuerte [ver
Knops y Payne (1971)(101), Ogden (1984)(55)] y conduce a la singularidad del tensor de
localizacion simetrizado

det|Q;,] = 0 (3.32)
Para operadores materiales no simétricos, en el caso de flujo plastico no asociado, la pérdida
de la elipticidad fuerte, sinénimo de singularidad del operador simetrizado de localizacion,
antecede a la condicién de punto limite o méxima resistencia de la ec. (3.9), ain en régimen

de endurecimiento (H? positivo).

3.2.2. Soluciéon Analitica de Localizacion

En el marco de la elastoplasticidad local, termodindmicamente consistente, se adopta como
tensor actstico tangente al tensor de localizacion elastoplastico Q' obtenido a partir del
tensor de localizacién eldstico

Q=N-E°-N (3.33)

al que se degrada sustractivamente mediante un operador tensorial de orden 2 pero rango 1
(diad) de la forma

1
Q7 =Q— 5 ® a, (3.34)
)

siendo h el pardmetro pldstico generalizado de ec. (2.39-b) y los tensores de primer orden

a, N-E°:m (3.35)

a, = n:E°-N (3.36)

En lugar de calcular los autovalores minimos del tensor de localizacién elastoplastico se
utiliza como recurso el andlisis espectral de [Q*1 - Q], bajo la condicién [ver Ottosen y
Runesson (1991)(97)]

det[(@)7"- Q7] =0 (3.37)
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Siendo ©
— e — aTTL aTL
@7 QT=T-(Q" = — (3.38)
con el tensor unitario de primer orden I, la solucién del minimo autovalor resulta
e a, (@) -an . OF 0Q
A L.Q*=1-4d dg= ——% "™  [r=Hr___% (3.
wl(@)7 - Q] Q@ N G = T R m axax 39
v define la condicién de localizacién
l—dg=0 — HN)=a, Q) ' -an,—n:E?:m (3.40)

El médulo critico H”

1 determina la pérdida de elipticidad de las ecuaciones diferenciales

incrementales de equilibrio y se define como el valor méximo posible que puede adoptar H?
para las distintas direcciones de la superficie de falla S

HY = max [H"(N)] (3.41)
Soluciones explicitas generales del médulo critico de endurecimiento o ablandamiento y del
dngulo critico de localizacién han sido desarrolladas por Ottosen y Runesson (1991)(97)
mediante la utilizacién de multiplicadores de Lagrange para estados tensionales tridimen-
sionales y por Runesson et al (1991)(102) y Peri¢ (1990)(103) para estados planos de de-
formaciones y tensiones, incluyendo este ultimo soluciones para estados axialsimétricos.
Aplicaciones de estas soluciones analiticas para modelos de materiales cuasi-fragiles fueron
desarrolladas por Etse (1992)(49) y (104).

Se resumen a continuacion los procedimientos correspondientes a los estados axialsimétrico
(caso especial: cilindrico) y plano de deformaciones, que serdn aplicados posteriormente en el
capitulo 6 para el cdlculo de valores criticos de localizacién del modelo material desarrollado

en esta tesis.

Cabe recordar que dichos procedimientos son aplicables a los casos en que los tensores
gradientes n y m, de componentes

_ 1 i 1
Nij = Ny -+ g(si]‘nv Yy mi; = ngj + géijmv (342)
respectivamente, poseen las mismas direcciones principales. El sistema coordenado adoptado
para el analisis de la localizacion es entonces

n 0 0 mq 0 0
ﬁ,,jj - 0 77/2 0 5 Tﬁi]‘ - 0 7712 0 (343)
0 0 ng 0 0 mg
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con n; = m; y las relaciones iy > ngp > g v my > my > mg3. Mientras para la componente
volumétrica se cumple
My = NNy (3.44)

siendo 7 el coeficiente de no asociatividad volumétrica que varia entre los siguientes limites

0, para no asociatividad de von Mises;

0<n<1 n—{ (3.45)

1, para flujo asociado de plasticidad.

Estado Cilindrico de Tensiones

El estado cilindrico de tensiones, tanto de traccién como de compresion, se considera como
un caso especial del estado tridimensional general caracterizado por las relaciones

ny>MNg="n3g y N1 ="Ny>N3 (346)

respectivamente. Distintos resultados se obtienen dependiendo del signo de las magnitudes

escalares c3; y ¢13, definidas como
C31 = ﬂg + (1 — 2’!/))77,1 +r 5 C13 = le + (1 — 2'(/))ﬁ3 —+r (347)

con los valores auxiliares

1 1+v
7/} = m 5 r= m(nv + mv) (348)

Los médulo criticos de localizacién HY = se expresan normalizados respecto del médulo de

loc

corte G. Las direcciones criticas de localizacién quedan definidas por 6., angulo comprendido

entre el eje Ny y la normal a la superficie de discontinuidad.

a) c33 >0yecg <0

_ 2 2
B )] e
tan®0, = ) (3.50)
C13
b) r>0yc; >0
% = 1 i - [(gzlfsiz + Tigiig + 7””(1; M (5, + 1) + ;nni] (3.51)
6. = 0 (3.52)
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C) TSOwaSO

2

I:Ilp 1+v (ﬁl 77712) _ nv(l +77) _ _ 1 9
e 4 el n) ) + =1, 3.53
iG =0 | a5y TRt g (tm)tgm (3:53)
™
9. = = 3.54
=T (354)

Estado Plano de Deformaciones
Considerando el estado plano de deformaciones, las componentes principales de los tensores

n y m contenidas en el plano se denominan ny, ny y my, me y verifican la relacién ny; > ny
y my > my. Mientras n3 y mg representan las componentes principales fuera del plano.

Dependiendo del signo de las siguientes magnitudes escalares,
I I ~ 1
¢ = 2(ny —ng) |7y +vig + 6(1 +v)n,(1+n) (3.55)
1
¢ = 2(hy — Na) |:77/2 +vng + 5(1 +v)n, (1 + n)} (3.56)
surgen tres soluciones diferentes

a) g >0y <0

Hy _ 1iv|ndd-n® ( n(+n)
a6 T 2 |wsa-n T e 50
tan?f, = ——2 (3.58)
[&]
b) (6] S O
Hﬁw - 1+v (fll *ﬁ:;)z o ny(L+m), = L o
G 1w | 20 gy T TS (R t-7) + G| (3:59)
Vs
0, = — :
. 3 (3.60)
c) >0
ijlp 1+v | (A2 — ﬁ3)2 I ny(l+mn) _ = Lo s
o _ e W/ ] A S A - .61
G =0 | 2050 T T g (et g (361)
6, — 0 (3.62)
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3.2.3. Condicién Geométrica de Localizacién

El procedimiento desarrollado a continuacién estd basado en la propuesta de Benallal (1992)
(105), que fuera desarrollada luego por Pijaudier-Cabot y Benallal (1993)(76), Benallal y
Comi (1996)(106) y Liebe y Willam (2001) (107) en el marco de la plasticidad clasica.

La condicién de localizacién o bifurcacién discontinua de la ec. (3.40) puede representarse
geométricamente como una envolvente, en forma andloga a la condicién de contacto de O.
Mohr. Para el caso de modelos elastoplasticos formulados en dos invariantes, I; y Jy definidos
en la ec. (2.13), se define una elipse envolvente en las coordenadas de Mohr oy — 7

[UN — 00]2 _ TN2

T B = 1 (3.63)
siendo
w? = [o-N]-[o-N]—on? (3.65)

v S el tensor desviador de tensiones.

La direccién critica N y el médulo critico o méximo de endurecimiento H?,

e bara locali-

zacién se obtienen cuando la elipse contacta tangencialmente al circulo de tensiones de Mohr

definido por la ecuacién

(on —0o)® +7n% = R? (3.66)
en la que el centro o, y el radio R estdn dados por
UC:UI;U3 y R=222 (3.67)

siendo o7 y o3 las tensiones principales mayor y menor, respectivamente.

Los parametros de la elipse de localizacién y del circulo de Mohr se ilustran en la Figura
3.3. A continuacién se detalla el proceso para la obtencién de los mismos.

Se escriben en forma general las funciones de fluencia y de potencial plastico de acuerdo a
[Liebe (1998)(108)]

F = 1"+ z(cayl; — k)" +C =0 (3.68)
Q = sz + Z(CO{Q[] - kQ)n + C=0 (369)

donde los exponentes m y n caracterizan la forma de las superficies, el factor z da el signo

al segundo término y ¢ depende de la influencia del primer invariante de tensiones I;.
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N
p
Hloc
+ |
B 260 20,
G o
G, d, o. G, b X
B Tcs

Figura 3.3: Circulo de Mohr y elipse de localizacion.

El parametro C' depende de las resistencias uniaxiales a compresién y traccion, f. y fi
respectivamente. Los gradientes de las ecs. (3.68) y (3.69) respecto del tensor de tensiones

resultan
n = mh" VS +nz(cayl; — kl)(7"71)ca1I2 (3.70)

= mJ,™ VS + nz(casl;, — kz)(n_l)COQIz (3.71)

Otros factores que intervienen en las operaciones son el operador elastico E°, el tensor

elastico de localizacién @ y su inversa (Q)q definidos como

. Ev : E sim

B = a2t gl (372)
E v

Q= 51y {Ing(l_QV)N@N} (3.73)
(14v)

Q"' =2

5 {Ig 1 _12D)N ® N} (3.74)
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Los tensores de primer orden a, y @, de ecs. (3.35) y (3.36) resultan

a, = a fu)sz(’”’l)S -N + ﬁzncal(cpal - kl)("fl)N (3.75)
a, = £ md™ VS . N + LGcag(cpaz — k2)<n71)N (3.76)
(1+v) (1—-2v)
con
p1 = clhioy —k (3.77)
p2 = chay —ky (3.78)

Al reformular la ec. (3.40) en la forma de la elipse (3.63), se obtienen las expresiones de los

semiejes A y By del centro de la elipse og

1 1+v znc
o0 = I — ——— [oap ") + agp, V] ——— 3.79
0 3 1 (1 — 2u) [ 1P1 2P2 ] Qsz(m,l) ( )
1-
—2v
1 H? _ 31 +v)
2 L a8 2 7 (m—1)2 2 2 (n—-1) oL+ V)
B = A=z LG +m*Jy Jo + n*cfarag(pip2) 01— 2,,)}
1 (1+»)° 2 2 (n—1) (m-121
" g e 3.81
+m2!]2(m71>2 {2(1 )= V)n (a1 + aops ) 1 (3.81)
siendo G el médulo de corte B
_ 82
¢ 2(1+v) (382)

El contacto tangencial entre la elipse de localizacién y el circulo de Mohr se produce si-
multdneamente en dos puntos, indicando dos planos criticos de localizacién. Expresiones
y 6. han sido propuestas por Liebe (1998)(108)

algebraicas generales para el cilculo de ] .

a partir de esta condicién.

Dependiendo de la ubicacién de los puntos de contacto entre la elipse de localizacién y
el circulo de Mohr puede interpretarse el modo de falla material, de acuerdo al siguiente
criterio:

= Modo I. Punto de contacto: [0y, 0] , siendo oy > 0, 0. =0y 26, = 0°.

= Modo II. Dos puntos de contactos: [0, R] y [0, —R], siendo o, = 0y 26, = 90°.
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= Modos mixtos. Dos puntos de contactos fuera de los ejes [0y — 7], siendo 26, < 180°.

El centro oy y la forma de la elipse dada por la relacién A/B, no dependen del pardmetro
de endurecimiento o ablandamiento H?. Este sélo influye en el tamano de la misma, deter-

minado por los semiejes A y B.

3.3. Condiciones de Localizacion para Materiales Elasto-

plasticos de Gradientes

Con el objeto de realizar el anélisis de las condiciones de bifurcacién discontinua del modelo
material elastoplastico de gradientes termodindmicamente consistente, se desarrolla en este
trabajo la condicién geométrica de localizacién para este tipo de formulaciones no locales.
Para ello se considera primeramente la forma analitica de localizacién que se deduce a
partir de las ecuaciones de consistencia pldstica, equilibrio y constitutiva de la formulacién
de gradientes

e

—I2H :V?A+hh=n E:¢ , H’= KL (3.83)
V.6=0 (3.84)
c=E:é—\E°:m (3.85)

v se plantean los campos solucién de dichas ecuaciones diferenciales en términos de ondas
planas [Svedberg (1999)(39)]

. : i2m C s 27

u = U(t)exp TN sz y A=A(t)exp TN T (3.86)
siendo x la posicion del vector en coordenadas cartesianas, IN la direccién normal a la onda

y ¢ la longitud de onda, mientras las amplitudes de onda se simbolizan con U (t) y A(t), ver
Figura 3.4.

Sustituyendo las expresiones de la ec. (3.86) en el set de ecs. (3.83) a (3.85) se concluye que
éstas se satisfacen para todo & mientras se satisfaga la condicién

2\ 2 a,, a, .
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Figura 3.4: Caracteristicas de las ondas planas.

siendo h, el médulo generalizado de gradientes definido como

2
hy=N-H’- N(?) (3.88)

En el caso especial de plasticidad isétropa vale la igualdad N - HY - N = HY9 y el médulo
hg se reduce a

_oml\? _ OF 8Q
g =H7( =) g =g .
hy ( 1) ) ’ 0K 0K (3:89)
La expresion del tensor de localizacién de gradientes Q7 se deduce de la ec. (3.87) y resulta
9_o_ GmOan
Q-q-ie (3.90)

Para determinar la condicién de localizacion es necesario realizar el analisis espectral del
tensor Q7. Procediendo en forma equivalente a ec. (3.38), se premultiplica por (Q)~*

@ Q=1-(Q " Y

91
h+ hy (3.91)

para plantear el problema de autovalores generalizado det[(Q)fl - Q7] = 0. La solucién del
minimo autovalor resulta

_ a‘n'(Q)71 c Ay
Hr4n:E°:m+hy

/\mm[(Q)_l : Qg] =1- dG con dG = (392)
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y define la condicién de localizacién para plasticidad dependiente de gradientes
. 5 I 27Tlc ? -1 15
1-de=0 — HP4HY e =a, (Q) -a,—n:E?:m (3.93)

La formulacién material elastoplastica dependiente de gradientes conduce a modos de falla

localizados, en la misma forma que el modelo material local en los casos siguientes:

Caso 1: Cuando la longitud de onda § — oo, resultando h, = 0. La ec. (3.93) se transforma

en la condicién de localizacén local de la ec. (3.40).
Caso 2: Bajo ciertas condiciones, cuando el coeficiente de ablandamiento cumple la condicién

HP < HY .Y se verifica la relacién

[jr
Hloc

2
= H? + HY (?) (3.94)

A partir la ec. (3.94) puede calcularse el ancho de la zona de localizacién § equivalente a la

) [ Hs
— =2 _ .
L T T (3.95)

En consecuencia, el coeficiente de gradientes resulta ser critico si verifica la relacién

longitud de la onda, como

i - _gp)( J )2 (3.96)

loc loc 27l
c

Es importante hacer notar en esta tltima ecuacién, que adoptando valores de HY menores
a ngoc se suprimen las propiedades regularizantes de la teoria de gradientes obteniéndose
modos de falla localizados. Esto resulta una propiedad (o déficit) de la teorfa elastopldstica
de gradientes no conocida hasta el presente, que se estudia con detalle en la seccion siguiente
mediante el andlisis geométrico de localizaciones en medios elastoplasticos de gradientes.

3.3.1. Condicién Geométrica de Localizacién para Materiales Elasto-

plasticos de Gradientes

El método geométrico de localizacién ha sido extendido durante este trabajo de tesis a
modelos elastoplasticos de gradientes [ver Vrech y Etse (2005)(109) y (2006)(110) (111)].
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Las expresiones correspondientes al centro de la elipse y al semieje A responden a las ecs.

(3.79) vy (3.80) respectivamente, mientras que el semieje B se calcula como

1 AP + {92 3(1+v)
2 _ 5 2 7 (m—1)2 2 2 (n—1)
B = Y AT ITe +m* LTV, + nf g as(pip2) 51— 20)
1 (1+v)° . (n1) o2l
" " - 3.97
+m2J2(m’1)2 {2(1 “ o) (1— V)n ¢ (onpy + aapy ) 1 (3.97)

Los efectos no locales en términos de la longitud caracteristica . y del médulo de endure-
cimiento/ablandamiento de gradientes H9, sélo afectan a las expresiones de los semiejes A

y B de la elipse de localizacién, influyendo sélo en el tamafio de la misma.

Ademas, de la ec. (3.97) se concluye que el semieje B de la elipse de localizacién basada en
plasticidad de gradientes adopta la expresion de la plasticidad local de ec. (3.81) cuando la

relacién {./d — 0.




Capitulo 4

Teoria Constitutiva Elastoplastica de
Gradientes para Materiales

Cuasi-fragiles

En este capitulo se describe primeramente el comportamiento mecdnico de materiales cuasi-
fragiles como el hormigdn caracterizado por su fuerte dependencia en el estado e historia de

tensiones y deformaciones.

Posteriormente se desarrolla una teoria constitutiva elastopldstica basada en gradientes y
energia de fractura para predecir el comportamiento de falla de los materiales cuasi-fragiles
como el hormigén. En este sentido se presentan los criterios de maxima resistencia de Mohr,
Mohr-Coulomb, Drucker-Prager y Leon, utilizado este tltimo en la formulacion constitutiva

propuesta.

Una vez planteado el criterio de maxima resistencia, se formulan las leyes de endurecimiento

y ablandamiento como asi también la ley de evolucién de flujo pléstico no asociado.

En el capitulo 5 se calibran las funciones propuestas de acuerdo a ensayos de laboratorio
seleccionados y se verifica la eficacia del modelo para predecir el comportamiento de falla
del hormigén en los regimenes pre y pospico.
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4.1. Caracteristicas del Comportamiento de Falla del

Hormigén

Durante un proceso de carga monotdénica creciente en compresion simple, bi o triaxial, en
medio o alto confinamiento, se observan tres etapas bien diferenciadas en el comportamiento

mecanico del hormigén:

= una etapa inicial de respuesta lineal eldstica,

= una etapa de endurecimiento en régimen de pre-pico, con no linealidad dependiente
del nivel de confinamiento, y

= una etapa de pospico o ablandamiento, con no linealidad variable de acuerdo al nivel

de confinamiento.

Cualquier descarga que interrumpe el proceso de carga monoténica sigue un comportamiento

muy similar al eldstico.

La respuesta eldstica inicial estd limitada por una superficie de carga que crece is6tropa-
mente con el incremento de las deformaciones aneldsticas durante un proceso denominado
endurecimiento. En esta etapa el material sufre una degradacién creciente de su rigidez sin

localizacion de los microdefectos que se desarrollan bajo valores constantes de cohesion.

El comportamiento de ablandamiento se inicia a partir de la resistencia pico, cuando los
microdefectos se agrupan dando lugar a macrofisuras. La relacién tensién-desplazamiento
durante la apertura de fisuras se evalia a través de una propiedad mecénica del material

que es la energia liberada durante dicho proceso de fractura.

El proceso de coalisiéon de microdefectos en fisuras o grietas, que da lugar al fenémeno
de ablandamiento depende fuertemente de las condiciones de borde, de la geometria y del
estado tensional gobernante. Las condiciones de borde pueden generar zonas de fuertes con-
centraciones de presiones confinantes o contrariamente, dar lugar a campos cineméticos que
lleven a relajaciones de tensiones. Asimismo, la geometria del espécimen puede potenciar
o reducir la influencia de las condiciones de contorno y, consiguientemente, del estado ten-
sional dominante. Es en esta fuerte influencia de las condiciones de borde y de la geometria
que se sustenta la interpretacién del ablandamiento como un fenémeno estructural més que
material, hecho que en el presente esta fuera de toda discusion o cuestionamiento. Como

consecuencia, existe una demanda légica y filoséfica de teorias materiales "no locales” para
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modelar el fenémeno de ablandamiento. En este sentido, y en el marco teérico de la mecanica
del continuo, se interpreta que el ablandamiento es un proceso de localizacién de deforma-
ciones en una banda finita definida por una longitud caracteristica, la cual debera depender
del problema estructural o estado tensional dominante.

Como se indicé anteriormente, el comportamiento de falla del hormigén en régimen de en-
durecimiento y ablandamiento es fuertemente dependiente del estado de tensiones o, mas
precisamente, del nivel de confinamiento existente. Niveles crecientes de confinamiento con-
ducen a ductilidades superiores en pre y pospico. A partir de un valor determinado de
confinamiento (punto de transicién entre falla frégil y ductil), se observa que la ductilidad
en pre-pico crece en forma significativa de manera tal que no se desarrolla el proceso de

ablandamiento.

800} .
O, = -137.9 kg/chn

700r

600-

500r

400 :
O, = -34.4 kg/ch E
3000 'l

200r

100t

Figura 4.1: Ensayos de compresién bajo distintas presiones de confinamiento o,. Hormigén
f. =220.63 L9 [Hurlbut (1985)(50)].

cm?

Al igual que las ductilidades en pre y pospico, también la resistencia maxima del hormigén

es fuertemente dependiente del nivel de confinamiento. El set de resultados experimentales
kg
cm?

de Hurlbut (1985)(50) en hormigones de resistencia a compresién f.= 220.6 muestra

Teoria constitutiva para hormigén 61

claramente la fuerte sensibilidad del material respecto del nivel de confinamiento en pro-
cesos de cargas monoténicas crecientes en compresién triaxial, ver Figura 4.1. En estos
resultados se observa también la fuerte disminucién de la deformacién lateral con el nivel
de confinamiento.

Todos estos elementos y resultados experimentales demuestran el dramético cambio de com-
portamiento fragil a ductil del hormigén con el incremento de la presién confinante donde
tanto la ductilidad, resistencia, cambio volumétrico y de rigidez muestran una sensibilidad
destacada.

Desde el punto de vista tedrico, numerosos modelos han sido propuestos para describir el

proceso de microfisuracén y degradacion del hormigén.

R

Microfisura = N

o a

_inicial a
B

Figura 4.2: Proceso de fisuracion de hormigén. Modelo de Vile

El modelo desarrollado por Vile (1968) (112) se grafica en la Figura 4.2. Se presenta allf un
agregado rigido rodeado por una matriz cementicia de menor rigidez, que tiende a fluir
alrededor de la particula originando tensiones de traccién por desplazamiento. Estas fisuras
son estables, se propagan sélo si se incrementa la carga externa. El material por arriba y

debajo del agregado resulta confinado triaxialmente y en consecuencia aumenta su resisten-
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1P

X

0P

Figura 4.3: Interacciones del modelo material de van Mier para procesos de fisuracién

cia. Se desarrollan entonces fisuras a lo largo del eje que define las zonas cénicas superior e
inferior. La existencia de los conos de corte ha sido verificada en ensayos experimentales.

Otro modelo es el formulado por van Mier (1997)(45), esquematizado en la Figura 4.3. Resul-
ta de considerar al material compuesto en conjunto y las interacciones entre las particulas
de los agregados, representando a éstas como esferas. Con el incremento de la carga de
compresion externa P; se desarrollan tensiones de traccion F; por desplazamiento. Experi-
mentos realizados en discos de material foto-eldstico demuestran las grandes concentraciones
de tensiones que se desarrollan en los puntos de contacto y que simulan igual fenémeno en-
tre agregados de hormigones. En la Figura 4.4 se observa un experimento de este tipo,
desarrollado por Wischers y Lusche (1972)(113).

En el caso de estados tensionales traccionantes el comportamiento del hormigén se torna
tipicamente frégil. El ensayo de tracciéon uniaxial de Hurlbut en probetas cilindricas de
hormigén muestra que el comportamiento de endurecimiento se limita a una respuesta lineal
sin cambio de rigidez hasta casi alcanzado el pico de resistencia, ver Figura 4.5. A partir de
alli se desarrolla un marcado y altamente inestable proceso de pospico donde tiene lugar una
fuerte localizacién de microfisuras en una grieta tnica en la que se disipa toda la energia
suministrada durante la carga. El comportamiento del hormigén en traccién uniaxial ha
sido la base para el desarrollo del modelo de falla ficticia (FCM) de Hillerborg, Modéer, y
Petersson (1976)(23).
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Figura 4.4: Transferencia de carga entre agregados de hormigén. Modelo de Wischers y
Lusche.

Al igual que en el proceso de fractura por compresion, la fisuracién estd presente aun en
etapas incipientes de carga traccionante. Las microfisuras se extienden a medida que se
aplica la carga y el proceso pasa a depender de las interacciones entre las microfisuras y
entre ellas y los agregados.

Como fue demostrado por Petersson (1981)(114), el ancho de la zona de localizacién de de-
formaciones depende de la estructura del material. Tamanos mayores de agregados producen
anchos de fisuracién mayores, con mayor consumo de energia. Ademés influyen el tamaro
de la probeta y las restricciones impuestas por las condiciones de borde. Otros factores de
importancia son la relacién agua-cemento en la matriz cementicia, la edad del hormigén,
que afectan ambos la porosidad de la interfase matriz-agregado y, finalmente, la velocidad
de la accién mecanica aplicada, debido a la reologfa intrinseca del mortero cementicio.
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Figura 4.5: Ensayo de traccién uniaxial. Hormigén f.= 220.63 (-f}(fZ y fi=27.58 C,’ffb’z [Hurlbut
(1985)(50).

4.2. Criterios de Maxima Resistencia

De acuerdo a la hipétesis de falla utilizada, los criterios de maxima capacidad delimitan la
resistencia, la deformabilidad o la densidad energética del material

=
)
|
3
K3
I
<
Il
N
—

Floc:e) = F(lo:e)—Yy =0 (4.3)

En el més simple de los casos esta generalizacién del concepto de resistencia méxima con-
duce a la idea clédsica de envolvente de falla de Mohr, que define las tensiones normales y
tangenciales sobre la superficie de falla mediante la condicién F' = F(o,€) = 0. La superfi-
cie critica de falla se expresa en términos de las coordenadas de Mohr (o, 7x) s6lo como un
limite de tensiones sin introducir formulaciones materiales no lineales ni anelésticas. La falla
del material ocurre cuando el radio del mayor circulo de tensiones principales es tangente a

la curva envolvente F' = F(oy, 7y) como se grafica en la Figura 4.6. La direccién del plano
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Figura 4.6: Envolvente de falla de Mohr

de falla puede obtenerse en relacién a las direcciones principales. Una de las formas maés

simples de la envolvente de Mohr es la linea recta denominada envolvente de Mohr-Coulomb
ITv| = ¢ — oy tang (4.4)

donde c es la cohesion y ¢ el angulo de friccion interna. La Figura 4.7 demuestra la principal
deficiencia del criterio de Mohr-Coulomb: resulta el mismo modo de falla independientemente

del estado tensional (traccién y compresién uniaxial o corte puro) y los planos de falla poseen

siempre la misma orientacién 6. = 7 — %

Esta desventaja condujo a diferentes propuestas, siendo la més significativa la aportada por
Leon (1935)(46)(47), quien introdujo la versién parabdlica de la envolvente de Mohr, ver
Figura 4.8. El dngulo de falla varfa entre 0 < 6. < 7, y el dngulo de friccién interna ¢
corresponde a la pendiente de la curva envolvente parabdlica en el punto de contacto con el

circulo Mohr P = P(on, Tn).

Ninguno de estos criterios incluye informacién del material superado el estado tensional
limite. Para describir el comportamiento material antes y una vez iniciada la falla, es nece-
sario incluir la relacién constitutiva tangente

6=E":¢ (4.5)
cuyo operador material se torna singular

det[B')=0 V €#0 (4.6)
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(0,7)

Figura 4.7: Envolvente de falla de Mohr-Coulomb.

al alcanzar la maxima resistencia material. En este caso, los autovectores asociados a los
autovalores nulos identifican las tasas de deformaciones criticas que generan los valores
estacionarios de tensiones, representados por una horizontal en el punto limite de la curva

tension-deformacion del material.

4.3. El Criterio de Maxima Resistencia de Drucker-

Prager

La formulacién clésica del criterio de Drucker-Prager (1952) es una modificacién simple del
criterio de fluencia de von Mises. Se incluye un término adicional en funcién de la componente
hidrostatica o primer invariante del tensor de tensiones en la condicién de fluencia de von
Mises F(J;) = Jo — k2, donde k es la tensién de fluencia en corte puro y J, el segundo
invariante del tensor desviador de tensiones definido en la ec. (2.13)

F(Il,Jz): ’\/Jz+(111—k:0 (47)

Los dos pardmetros materiales, a y k calibrados en términos de las resistencias a traccién y
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cSN
Figura 4.8: Envolvente de falla del criterio de Leon.
compresién uniaxiales f; y f. respectivamente, resultan
c 2 c
oo dez e o e (4.8)

V3(fe+ 1) V3(fe+ f)

Cuando ambas resistencias coindiden, « es igual a cero y la ec. (4.7) se reduce al criterio
de von Mises. La funcién F representada en el espacio de tensiones principales resulta una
superficie cénica, mientras en las coordenadas de Haigh-Westergaard

& = L(c714r572+(f3) , pz?é (4.9)

V3
2Jy = /(o1 —p)2+ (02— p)2 + (03 — p)2 (4.10)

p
representa una funcién lineal, ver Figura 4.9.

La principal deficiencia de la formulacién lineal de Drucker-Prager es la excesiva dilatancia
plastica en fluencia. Para mejorar esta limitacién se plantea una version parabdlica del

criterio.




Teoria constitutiva para hormigén 68

p
P,
FF P
e
HH
F<0 i \
i Ic
-c, U ! P
RS
c/tan (9) |
(a) - (b

Figura 4.9: Funcién de fluencia de Drucker-Prager lineal

Formulacién Parabdlica del Criterio de Drucker-Prager

La expresién del criterio de méxima resistencia de Drucker-Prager de segundo orden es

F(]l’(]2):r]2+a]17k::0 (411)

con los parametros de friccién y cohesién

N

_ feft
5 = (4.12)

La representacién de la funcién F' en el espacio de tensiones principales y en las coordenadas

de Haigh-Westergaard se grafica en la Figura 4.10.
4.4. El Criterio de Maxima Resistencia de Leon para
Hormigon

Numerosos criterios basados en el andlisis de tensiones han sido desarrollados para la de-
scripcién del comportamiento triaxial del hormigén [Eibl y Ivanyi (1976)(115), Chen y Han
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Figura 4.10: Funcién de fluencia de Drucker-Prager parabélico

(1988)(68), Desai y Siriwardane (1984)(54)].

Se considera en este trabajo el criterio de maxima resistencia de Leon (1935)(46) (47) que
combina las condiciones de fluencia de Mohr-Coulomb (basada en dos pardmetros) y la de
Rankine (basada en un pardmetro). Similarmente a todos los criterios isétropos de maxima
resistencia, el criterio de Leon puede también ser expresado en el espacio de tensiones prin-
cipales o de invariantes de tensiones. En el primer caso, la funcién de maxima resistencia

resulta

2
F(J):F(O'hgg): (Jlf 03) +m0%—60:0 con 0'120220'3 (413)

siendo los parametros de cohesién y friccién ¢ y mg respectivamente, calibrados a partir de
los valores de las resistencias uniaxiales maximas a traccién y compresion f; y f.
2 2
fe =1
fC ft

La resistencia material en el ensayo de traccién uniaxial oy, no manifiesta degradacién re-

co=1y mg=

(4.14)

specto a la maxima resistencia uniaxial a traccién f; hasta alcanzar el pico de tensién y
durante toda la etapa de pre-pico .

La principal caracteristica del modelo original de Leon esta dada por los dngulos o esquinas
en el plano desviador cuyo tratamiento numérico en el marco de la teorfa de la plasticidad
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Figura 4.11: Criterio de falla de Leon en el plano desviador.

requiere consideraciones especiales, ver Figura 4.11. Para superar esta dificultad y obtener
una superficie de continuidad C* en plano desviador, el modelo de Leon fue extendido por
Etse (1992)(49) mediante la consideracién de la variacién eliptica del segundo invariante del
desviador de tensiones de acuerdo al criterio de Willam y Wranke (1974)(48), ver Figura
4.12.

En el espacio de invariantes de tensiones en términos de las coordenadas de Haigh-Westergaard
[p, p, 0] definidas en las ecs. (4.9), (4.10) y

0 = arc cos ( 201 —p) (4.15)

p

la condicién de méxima resistencia de ec. (4.13) resulta

23 sing) 2
F(p,p,0) = (%) <\/;cose+qi;§> +% (p—i— \/;p(:ow) —c=0 (4.16)

El meridiano de traccién se obtiene cuando 6 = 0

E(p pt):ﬁ(&)2+@ p+ \/gpt —c=0 (4.17)
’ 2\ fe e 2
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0=2mn/3 0= 4n/3

Figura 4.12: Criterio de falla de Leon extendido en el plano desviador.

y el de compresién cuando ¢ = %

3 pc)2 mo ( Pe )
Fc pe) == = —+ +-— ) —=cg=0 4.18
0 =3 (fc P\ T (4.18)
Introduciendo la excentricidad e de la resistencia deviatérica
Pt
e=— 4.19
o (4.19)

puede definirse entonces la funcién de Willam-Wranke
4(1 — e cos? 0 + (2¢ — 1)°

9) =
9(6) 2(1 — €2) cosf + (2e — 1)1/4(1 — €2) cos?  + 5e2 — de

(4.20)

que controla la variacién eliptica de la resistencia deviatérica en funcién del tercer invariante

_ P

y evita o suprime las esquinas de la funcién de méxima resistencia en el plano deviatérico.

De esta manera, el criterio extendido de Leon [Etse (1992)(49)], resulta

F(p,p79)=g<pgf(f)>2+7]’fc° <p+L\/(§))ch:0 (4.22)

representado graficamente en el plano desviador, en la Figura 4.12. La convexidad en el plano

desviador queda asegurada mientras la excentricidad permanezca en el intervalo 0,5 < e < 1.
La representacion grafica de los meridianos de traccién y compresién comparada con datos
de tensiones méaximas de ensayos de laboratorio puede apreciarse en la Figura 4.13.
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Figura 4.13: Criterio de fluencia de Leon extendido en el plano de invariantes.

4.5. Modelo LDP de Elastoplasticidad de Gradientes

Basado en Energia de Fractura

Para modelar y predecir la respuesta del hormigén en el marco de la teoria elastoplastica de
gradientes termodindmicamente consistente y de la energia de fractura, se formula en este

trabajo el criterio Leon - Drucker-Prager (LDP).

El marco termodindmico se incorpora a través de las leyes que gobiernan los procesos de
endurecimiento y ablandamiento, calibradas utilizando los resultados de ensayos experimen-
tales de Hurlbut (1985)(50).

El criterio de falla LDP se formula a partir del criterio de falla de Leon extendido [ver
Etse (1992)(49)], mediante la eliminacién de la dependencia en el tercer invariante (dngulo
de Lode), transformandose en un criterio dependiente de los invariantes Iy y Jo (6 p y p),
caracteristica propia del criterio de Drucker-Prager. De esta manera, la excentricidad e que

interviene en las ecuaciones del criterio de Leon (4.19), (4.20) y (4.22) toma el valor mdximo

Teoria constitutiva para hormigén 73

1 (y en consecuencia g(f) = 1), conllevando a la coincidencia entre los meridianos de traccién

y compresion que responden a la funcién

3 2 ( s ) P P
Fp,p)==p"+mo|—=+p" | —co=0 ; p'== , p'== 4.23
(p,p) 29 0 /6 0 14 7. 7. ( )
con los pardmetros
3 ch - ft2

=1y my== (4.24)

2 fefi

En la Figura 4.14 se comparan los valores de los meridianos de traccién y compresion
correspondientes a la carga maxima, con los obtenidos en ensayos triaxiales sobre probetas
de hormigén. Se observa en esta figura que el criterio LDP, contrariamente al criterio de Leon
(ver Figura 4.13), sobre-estima la resistencia a traccién triaxial del hormigén. Sin embargo el
nivel de error por dicha sobre-resistencia se considera admisible en esta formulacion en virtud
de la considable ventaja computacional y matemética que trae aparejada. De todas maneras,
la formulacién del modelo termodindmicamente consistente de gradientes para hormigén en
este trabajo puede ser facilmente extendida para tener en cuenta otros criterios de tensiones

mads complejos o realistas para materiales cuasi-fragiles como el hormigén.

— Criterio LDP

2 + Chinn
o Mills
-4 * Richart
-6 0=m/3

Figura 4.14: Comparacién del criterio de falla LDP con datos experimentales de tensiones

pico en probetas de hormigén.
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La expresién general de la superficie de carga del modelo LDP estd dada por la funcién
F(p, p,k,) = 20 + km (”—*
2 V6

con el pardmetro de endurecimiento k, que satisface la relacién kg < k < 1, y el pardmetro

+ p*) —ke=0 (4.25)

de cohesion ¢, definido entre los valores 0 < ¢ < 1.

4.6. Ley de No Asociatividad del Modelo de LDP

Se adopta una regla de flujo no asociada para evitar la excesiva dilatancia volumétrica que
implicaria una regla de flujo asociada, en la que la direccién de las deformaciones aneldsticas
quedaria definida por la direccién normal a la superficie de fluencia. De esta manera se logra
predecir méas ajustadamente el comportamiento pre y posfalla y, particularmente, el complejo
comportamiento volumétrico del hormigén en régimen de bajo confinamiento.

La funcién general del potencial plastico se formula como

5

3 (P
Q(p7p7k7c)_2p +k7n0 <\/6

siendo 7 la variable de no asociatividad. Para el caso de hormigén toma el valor n = 0,

+ np*> —ke=0 (4.26)

correspondiente a la no asociatividad de von Mises.

4.7. Ley de Endurecimiento Is6tropo del modelo LDP

Superado el limite eldstico, el hormigén posee la propiedad de desarrollar endurecimien-
to. Este comportamiento consiste en la degradacién de la rigidez con el incremento de
las deformaciones aneldsticas hasta alcanzar la carga pico, sin desarrollar localizacién de

macrodefectos y a valor de cohesién constante ¢ = ¢y = 1.

La expresién general de la superficie de carga de ec. (4.25) en régimen de endurecimiento

resulta

popk) = 5o kmg (L pt) — k=
F(p,p,k)72p +km[)(\/6+p) k=0 (4.27)

y crece is6tropamente a medida que se incrementa el valor del pardametro de endurecimiento
k, desde el valor minimo k = ky = 0,1 correspondiente al limite eldstico, hasta un maximo

k = k; =1 para la carga limite [ver Figura 4.15].
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Figura 4.15: Evolucién de la funcién de fluencia del criterio LDP durante el comportamiento

de endurecimiento.

Se define una ley evolucién del trabajo de endurecimiento xj en funcién de la tasa de la
deformacién plastica equivalente &,
. € . = :
W= g =VE i@ = Alm| (4.28)
Tp
donde z,, representa la deformacién plastica equivalente maxima correspondiente a la carga
limite y puede interpretarse como una medida de la ductilidad de endurecimiento, la cual de-
pende fuertemente del nivel de confinamiento o presién de volumétrica p. Dicha dependencia
se define en este trabajo mediante una ley exponencial de acuerdo a

zy(p") = Ap exp (Byp”) (4.29)

La dependencia del parametro de endurecimiento k respecto del trabajo de endurecimiento

Xn se establece mediante una funcién senoidal del tipo

k(xn) = 0,1 4+ 0,9sen (th) (4.30)

Se grafica en la Figura 4.16 la variacién de la funcién de endurecimiento k correspondiente

a distintos niveles de presiones de confinamiento p.
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0.5

Sin confinamiento
"""" Bajo confinamiento
- - = Confinamiento medio
_—— Alto confinamiento

Figura 4.16: Funciones de endurecimiento correspondientes a distintos niveles de confi-

namiento.

4.7.1. Consistencia Termodinamica de la Formulacién de Endu-
recimiento del Modelo LDP

Se definen la energfa libre de deformacion debida al proceso de endurecimiento del hormigén
(normalizada respecto de f.), la superficie de carga y el potencial pléstico del modelo LDP,
siendo

_mlm|

pUP(k) = 7|:0,1H+%COS(7O%K,):| , 3., (4.31)

s«

3
Fp,pr) = 5o+ K'mo (\%

+ 7]p*) -K*=0 (4.33)

+p*)—K*:0 , K*=K*(k) (4.32)
3 .2 o

P R) = = +mo | —=
Q(p,p k) 5P 0(\/6
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respectivamente, en términos de la variable de estado termodindmica k, cuya evolucién

queda determinada por la regla de normalidad de la ec. (2.35), de acuerdo a

P399

= A= (4.34)

La consistencia termodindmica requiere la verificacién de la igualdad entre la tension disi-
pativa normalizada K*(x) y la funcién de endurecimiento definida en la ec. (4.30)

K*(k) =k (4.35)

La tensién disipativa normalizada, obtenida a partir de las ecs. (2.34) y (4.31), resulta

P
K*(k) = —panﬁ) =01+ ?jsen(—ahm) (4.36)

En términos del pardmetro plastico, la dltima expresién resulta

K*(\) ==0,1+ %sen(ah)\) , (4.37)

satisface la igualdad (4.35) y con ello se verifica la consistencia termodindmica.

4.8. Régimen de Ablandamiento en el Modelo LDP
Basado en Gradientes y Energia de Fractura
El régimen de pospico o ablandamiento en el modelo LDP queda definido entre la superficie

de fluencia de la ec. (4.23), correspondiente al material intacto en el estado de méxima

resistencia, y la superficie de fluencia residual

7% ) P «\
F(p.0) = +mo(\/6+p)—o (4.38)

correspondiente a un estado de resistencia puramente friccional, caracterizado por un valor
de cohesién nula. En forma general, la superficie de fluencia del modelo LDP en régimen de

ablandamiento responde a la funcién

5

3 Lo P
F( ) = 2 ; P 4 —c=0 4.39
(ppyc) = 50" +mo (\/6-1-1)) c (4.39)
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El proceso de ablandamiento en el modelo LDP, basado en gradientes y energia de fractura,
es controlado por la variacién de la cohesién c. Este pardmetro define instantdneamente el
valor de la rigidez reducida o degradada en relaciéon al valor pico de rigidez mediante la
ecuacion )
1
c= . (4.40)
siendo p; la rigidez deviatérica instantdnea y p, = pm(p) la rigidez deviatdrica maxima,
definida por la funcién LDP de ec. (4.39).

En la presente formulacién de ablandamiento se considera que la rigidez instantanea esta defini-
da aditivamente mediante dos componentes o contribuyentes. Por un lado, la contribucién
a la rigidez instantanea reducida debida al proceso de macro o microfisuracién, denominada
plf , que conlleva a la separacién del continuo y que esta controlada exclusivamente por las
propiedades de energia de fractura.

Por otro lado, la contribucién a la rigidez reducida debida al proceso de degradacién en la
porcién del sélido o continuo alojado entre fisuras o microfisuras activas, denominada p5.
Matematicamente la descomposicién aditiva de la rigidez instantédnea reducida en el proceso
de ablandamiento se define mediante la ecuacién

pi=pl + 0§ (4.41)

Estos dos contribuyentes tienen en cuenta todos los mecanismos que se desarrollan durante
los procesos de ablandamiento en materiales cuasi-fragiles como hormigén y conducen a
los pardmetros de cohesién ¢/ y ¢, respectivamente. En particular, debe observarse que
la mayor o menor incidencia de estos contribuyentes dependera fuertemente del estado de
tensiones gobernante de manera de poder describir con suficiente precision la transicién de
falla fragil a ductil en dependencia de la presién de confinamiento actuante, que caracteriza
los procesos de ablandamiento de hormigones.

En lo que sigue se formulan las leyes que gobiernan la evolucién de las contribuciones de

fractura y de continuo a la rigidez instantanea reducida.
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4.8.1. Ley de Ablandamiento Isétropa Basada en Energia de Frac-

tura

La evolucién de la degradacién de la rigidez debida al proceso de macro o microfisuracién

Pi_ exp (—5ﬂ) (4.42)

Pm Up

siendo s el valor instantdneo de la apertura de fisuras y u, la apertura maxima. El valor

se define mediante la ecuacion

instantdneo de apertura de fisura se define a partir del proceso de homogeneizacién de
la energia de fractura disipada en el material discontinuo y la energia o trabajo disipado
en una porcién del continuo equivalente ubicado entre dos fisuras adyacentes [ver Willam
et al (1985)(116), Willam y Etse (1990)(7)], en términos de la separacién entre fisuras o

microfisuras hy y la deformacién pldstica equivalente de fractura €

U= e =hep s = (€F) (&) = [{m)]|A (4.43)
siendo

La separacién entre fisuras o microfisuras h; define la longitud caracteristica de fractura en

la presente formulacion.

De esta tltima expresién surge que la deformacién plastica equivalente de fractura extrae
solamente los modos traccionantes de las propiedades espectrales del tensor de deformacién
v que son los que definen la medida de la microfisuracién en el continuo equivalente.

La influencia del nivel de presion de confinamiento instantédneo estd dada en la separacion en-
tre fisuras o microfisuras hy. La evidencia fisica demuestra que la microfisuracién se potencia
y, por lo tanto, la separacién entre fisuras tiende a cero cuando la presién de confinamiento
crece hasta superar valores de alrededor de 1.5f.. Por el contrario, la microfisuracién tiende
a concentrarse en macrodefectos cuando la presién de confinamiento se reduce llegando al
caso extremo de una tunica fisura o macrodefecto cuando la presién de confinamiento resulta
positiva. En este caso limite la separacién entre fisuras igualaria a la altura total del conti-
nuo equivalente h;, ver Figura 4.17. De esta manera la variacién de la longitud caracteristi-

ca de fractura se define en funcién de la presién de confinamiento instantdnea normalizada,
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mediante una ley senoidal con las siguientes caracteristicas

b 1, p*=>0;
hy(p) = RG(LP*) i Ro(p") =14 Cu+Dysen(2p*—3), —15<p" <0;  (449)
100, Pt < —15.

esquematizada en la Figura 4.18, siendo el valor normalizado p* una medida objetiva de la
presién de confinamiento actuante en cada punto material. La funcién Rg puede interpre-
tarse como la relacién entre la energia de fractura disipada durante el proceso de fractura

del hormigén en modo de falla /1 o mixto Gy, y la correspondiente al modo de falla I por

Gr= / deuf = fLU?T {1 — exp <f5ﬂ>} (4.46)
0 5 u

traccion
Caso limite: Fractura bajo modo |

En este caso, la presién instantdnea p* es positiva y por lo tanto Rg = 1, luego

P exp (75ﬂ> (4.47)
pT?’L u?’

4.8.2. Ley de Ablandamiento Is6tropa Basada Gradientes

La decohesién en la porcién de sélido entre fisuras activas se describe en esta formulacién
mediante una teoria elastopldstica de gradientes en la cual la longitud interna caracteristica
correspondiente define el ancho de dicha porcién de sélido. La rigidez instantanea reducida
debida a la degradacién en el continuo entre fisuras activas se define de la forma

P _popvii (4.48)

m

siendo HY el médulo de gradientes y VA el laplaciano de la tasa del pardmetro plastico en
la porcion de sélido definida por la longitud caracteristica l.. La dependencia de la longitud
caracteristica de gradientes [, en la presién de confinamiento se define de acuerdo a una ley
senoidal del tipo

0 sip* > 0;
L(p") = ¢ Bleg [1+sin (Fp*— )] si—15<p* <0; (4.49)
lem sip* < —1,5.

siendo [, el maximo valor posible adoptado para altas presiones de confinamiento. Ademas,
para la condicién p* = 1, correspondiente al ensayo de compresion uniaxial, debe ser [, = I.;,

valor coincidente con el tamano maximo de agregado.
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En la Figura 4.19 se representa la variacién correspondiente a la ec. (4.49).

rc
‘ [¢)
| o,
N ) A,
| 8
Ve
] L up o
k"q (a) Material discontinuo
rcr
‘ (¢
| o,
h'
| .
1 \'%
B )

Lbd (b) Continuo equivalente

Figura 4.17: Modelo continuo para fractura por traccién uniaxial.

4.8.3. Consistencia Termodinamica de la Formulacién de Ablan-
damiento del Modelo LDP

En base a la formulacién en las secciones anteriores, la evolucién del parametro de ablan-

damiento definido a través de la cohesion ¢ resulta
he  {llm]))

R (p*) Ur

¢ =exp (—5 }\> + HIZV2A (4.50)

La energia libre debida a los procesos de fractura y de plasticidad de gradientes en régi-
men de ablandamiento normalizada respecto de f, y en términos de la variable de estado
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Figura 4.18: Variacién de la funcion R correspondiente a la longitud caracteristica de

fractura

termodindmica k, se define como

pU™ = pU™? 4 pU™d (4.51)
siendo
1 hell(my) |
UP(k) = ——exp(ask) , ag=5——— 4.52
1
pU™(Vk) = §ZngV~V,‘1 . le=1.(p") (4.53)
Se definen a su vez, la superficie y el potencial plastico termodindmicos en régimen de
ablandamiento
3 o o
F(p,p,k,V = —p* | — K*(k,Vk)=0 4.54
w90 = St (Lot 0) = K5, V) (1.50
3 9« ,0*
Pk, VE) = Sp? — *) = K*(5,VE) =0 4.55
Q(p. p, K, V) 5P Mo <\/6+np) (r, V) (4.55)

La consistencia termodindmica requiere de la verificacién de la igualdad

K*(k,Vk) = K*P(k) + K*(Vk)=c (4.56)
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Figura 4.19: Variacién de la longitud interna caracteristica.

siendo
*p
K*(k) = 7p8;€ = exp (ask) (4.57)
K*(Vk) = V. pﬂ =2HV? (4.58)
(Vk) ¢ ’

Considerando la ley de evolucién de la variable pléstica termodindmica de la ec. (4.34), las
ecuaciones anteriores en términos del parametro plastico se reescriben como

K*P(\) = exp(—asA) (4.59)

K*(V)\) = —I?HV?\ (4.60)

v la tensién disipativa total resulta equivalente a ¢, con lo cual se verifica la consistencia

termodinamica.




Capitulo 5

Implementacion Numérica del
Modelo y Analisis de Problema de
Valores de Borde

En este capitulo se analizan los aspectos algoritmicos de las formulaciones elastopldsticas
basadas en la teoria de gradientes superiores de deformaciones, tanto general como ter-

modindmicamante consistente.

Se calibran las leyes de endurecimiento y ablandamiento correspondientes al modelo LDP
basado en teoria de gradientes superiores de deformaciones termodinamicamente consistente

del capitulo 4.

Por tltimo se presentan las predicciones numéricas del modelo a los fines de verificar su
capacidad de predecir el comportamiento del hormigén.

5.1. Aspectos Algoritmicos de la Formulacion Gene-
ral de la Teoria de Gradientes. Discretizaciéon de

Elementos Finitos

Para la formulacién general de la plasticidad de gradientes presentada en la seccién 2.3.4
del capitulo 2, de Borst y Miihlhaus (1991)(90) desarrollaron un algoritmo iterativo de
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resolucién que fue posteriormente adoptado por otros autores y extendido a modelos de
visco-gradientes [ver Pamin (1994)(38), Wang (1997)(87), Vrech (2002)(40)].

Considerando que la condicién de consistencia elastoplastica de gradientes de ec. (2.82) no
se puede satisfacer a nivel local sino en forma integral en un dominio plastico V), para todo

incremento diferencial de pardmetro pldstico d\ y en cada paso de carga (I + 1), vale

/ ONF (U'(I+1)7 A41)s M141)s VQ/\(IJrl)) dVa =0 (5.1)
Vi

Utilizando notacién matricial, se expresa la funcion de fluencia en la serie de Taylor truncada
Frwy = Foy + F =0, resultando

F (0’([+1)) =F (0’(1)) + ’I’LT(10'(1+1) — de)\(IJrl) + szd/\(1+1) =0 (5.2)

Se considera la forma incremental de la relacién constitutiva
o) = B (e — AAasnym) (53)

y sustituyendo ambas expresiones en la primera, se obtiene

/ oA [nTEede(Hl) — (H‘D + nTEem(1+1)) d/\(1+1)] dVi+
Vi

+ [ GV (dAgs) dVa = — / SAFpdVy (5.4)
Vi Vi

Por otro lado, se plantea la forma débil o integral de la condicién de equilibrio que se debe
satisfacer para todo incremento diferencial de desplazamiento du en el dominio V', en cada
paso de carga (I +1)

/ Su (Lo 41)) AV =0 (5.5)
v

siendo L la matriz de operadores derivadas espaciales parciales. Integrando por partes la ec.
(5.5) y utilizando la descomposicién de tensiones

o+ = 0 () + dor (5.6)

resulta la expresion del principio de lo trabajos virtuales. Despreciando las fuerzas volumétri-
cas y llamando t al vector de fuerzas aplicadas en la superficie de normal n, la expresion

resultante es

/(5€Td0'(1+1)dv:/6uTt(1+1)dA*/5€TU(1)dV (57)
\4 S v
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En esta formulacién, el multiplicador plastico no puede determinarse de modo directo a
partir de la condicién de consistencia. En el marco del Método de los Elementos Finitos se lo
considera una variable independiente y se lo aproxima utilizando funciones de interpolacién
contenidas en un vector H(z). Dichas funciones deben ser al menos de continuidad C?.
Siendo A el vector de valores nodales de la variable pardmetro plastico, se plantea la siguiente
aproximacién en cada elemento

A= HTA (5.8)

Considerando un vector Q(z) formado por los gradientes de las funciones de forma H, y el
vector P(z) por los laplacianos de las mismas, las aproximaciones del campo gradiente VA

y del campo del laplaciano V2 resultan

VA = QTA (5.9)
V2A PTA (5.10)

iR

En la discretizaciéon de campo de desplazamientos u se requieren funciones de interpolacién
N(z) de continuidad C° mfnimamente, tal que

u=Na (5.11)
siendo a el vector de desplazamientos nodales.
Incorporando la matriz B(z) de derivadas espaciales de las funciones de forma N
B=LN (5.12)

la ecuacién cinemédtica permite expresar las deformaciones en términos de las variables
nodales fundamentales
e =Ba (5.13)

Reemplazando las aproximaciones anteriores en las ecs. (5.4) y (5.7) y operando, se obtiene

el siguiente sistema de ecuaciones expresado en forma matricial

Koaa KZLI)S dll(]+1) _ f?[Jr]) + f((lj) (514)
K K5 ) [ £
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con los operadores matriciales

Ko = /VBTEEBdV (5.15)
Ky = /V [H? + n"E‘m HH" — GHPT] 4V, (5.16)

I
K = */‘;BTEem(IH)HTdVA (5.17)

A
Ky = KR (5.18)

y los vectoriales

Fuwy = /A Nt 1dA (5.19)
fin = /VBTUde (5.20)
oy = /VAF(I)HdVA (5.21)

En el Cuadro 5.1 se describe el algoritmo de resolucién correspondiente al caso de plastici-
dad de gradientes, con funciones de interpolacién de continuidad C' para los dos campos
incognita: el pardmetro plastico A y los desplazamientos uw. En el marco de una aplicaciéon
numérica, la actualizacién (I + 1) de las variables nodales se realiza en forma incremental y
en cada iteracién se calculan los incrementos finitos totales a partir de un estado previo de

equilibrio.

La formulacién general de la plasticidad de gradientes tiene dos serios inconvenientes. Por
un lado su falta de consistencia termodindmica que conduce a leyes de endurecimien-
to/ablandamiento que no garantizan el cumplimiento de la segunda ley de la termodindmica.
En segundo término, y lo que es una limitacién de tipo numérico, consiste en la dificultad
de trabajar con funciones de interpolacién de continuidad C', las cuales imponen fuertes

restricciones para el proceso resolutivo en historias de deformacién altamente no lineales.
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A partir de un estado de equilibrio, siendo o o) y A(g) conocidos, se desean calcular o (7 1)

¥ Ai+1)-

e Con K Kgh s K I s Sl - Tl £

» Calcular da(41) y dA(741) a partir del sistema matricial de ec. (5.14)

= Calcular
Ag(r41) = Bday)
ANy = HdA 141
A+ = Ay + A
V2(Alis1) = PAN 41

trial

(151 = 90 + EEAS(I+1)
= Si F(O'(Hl)v)\(1+1)7V2)\(1+1)) > 0: Estado plastico
T (141) = O (0) T A1) Emy 1)

as0 ¢ aTi0° — gtrial
Caso contrario: T(1+1) = O (141

= Control de convergencia

Cuadro 5.1: Algoritmo correspondiente al modelo standard de plasticidad de gradientes
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5.2. Algoritmo para la Formulacién Termodinamica-
mente Consistente de la Teoria de Gradientes Basa-

do la Formulacion Mixta de EF

Se describe en esta seccion el algoritmo iterativo de resolucién desarrollado por Svedberg
(1999)(39), correspondiente a la formulacién termodindmicamente consistente de la plasti-
cidad de gradientes de la seccién 2.3.5, considerando homogeneidad espacial de las variables

de estado y comportamiento pléstico isétropo.

En el incremento de deformaciones totales Ae correspondiente a un paso de carga (I + 1),
las tensiones actualizadas totales o (r41) y disipativas K41y, se obtienen aplicando una
generalizacién del método de proyeccion del punto mas cercano, o Backward Euler Method,
donde E°¢, H? y HY definen la métrica de las proyecciones de la deformacién eldstica, de la

deformacién pléstica local y de la deformacion de gradientes, respectivamente.

Se definen los incrementos de las variables internas integrando las leyes de evolucién de las
ecs. (2.20) y (2.35)

AeP = A)\m(Hl) (5.22)
_ Q1)
Ak = A2 (5.23)

Se introduce el concepto de deformacién eldstica trial o prueba

trial

ety =€l +Ae , el =eq — &) (5.24)
v se obtiene el tensor de tensiones actualizado utilizando la relacién constitutiva elastica
ouyy = Efiefnyy iy = 5271‘1311) - A (5.25)

O(+1) = E°: [EZTZH - A/\m<[+1)} (526)

Siendo A(s41) = A1) + A, integrando las ecs. (2.37) y (2.102), y considerando la ec. (2.93),
la tension disipativa actualizada responde a la expresion

)
oK

+ lZHgW(AA)@ (5.27)

K41y = Ky — HPAX e

El problema de valores de borde basado en la condicién de consistencia pléstica, en términos
del incremento del multiplicador plastico AX(711), resulta

_ _ OF 9Q
—ZHOV? (AN) + hyAX = F{Y) — Fupy . HY = HgaT(aT( (5.28)
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AN>0 , Fuy<0 , ANFuu =0 (5.29)

con h definido en la ec. (2.39-b) y siendo F(tfj_“f) v Fl141) los valores correspondiente a la

trial

funcién de fluencia en o Y O(1+1), respectivamente.

Nota: Si se considera la tensién disipativa de borde se obtiene una condicién de borde
adicional para A\.

Se adopta para K una expresién del tipo [ver Svedberg (39)]

KO = —1.H9cA %2

con la constante escalar adimensional ¢ > 0, y se combina con la ec. (2.91), obtiendo
una condicién de borde extra para A\

ng - V(AN) = —£ AN

En la literatura es comun la eleccién de ¢ = 0. Una justificacion sobre el valor

adecuado de ¢ fue dada por Svedberg y Runesson (1997)(91).

El criterio local de carga plastica F(‘}fll) > 0 no puede ser utilizado en forma tnica en el
caso de plasticidad de gradientes. En su lugar conviene considerar

FEISt >0 FRN = B + ZHIV(AN) (5.30)

Como F(’ﬁ"'ll) depende de las derivadas espaciales parciales de segundo orden de A\, que no
son conocidas hasta encontrarse la solucién completa para (I + 1), las ecs. (5.28) y (5.29)

deben resolverse en forma iterativa.

Formulacién Mixta Dual de Elementos Finitos para el Subproblema Constitu-

titvo

El incremento del multiplicador pldstico AX correspondiente a un paso de carga (I + 1) se
calcula utilizando un método mixto dual que resulta de facil implementacién en un cédigo
de elementos finitos. Se omiten de aqui en més los subindices correspondientes al incremento

particular.

Con el objeto de obtener la misma precisién para el incremento AX y el laplaciano VZ(A))

se adopta para el campo de gradientes la notacién

g = HIV(A)N) (5.31)
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y se reformula el PBV de las ecs. (5.28) y (5.29) como

~I’V-g+hAN = Firal_F (5.32)
(H)™'g=V(AN) = 0 (5.33)

con la condicién de borde ;
AN=—-n,-g (5.34)

c

en el caso de considerarse tensiones desipativas en el borde.

Como base para la discretizacion de elementos finitos se escriben en forma variacional las
ecs. (5.32) y (5.33), incluyendo los espacios A = Ly(V) y G = [H(V)] con la dimensién
espacial M, para todo AN e Ay g € G

—1? / ANV - gdA + / RAN ANA = / AN (Ftrial — FYdA (5.35)
A A A

- / l / /

/(Hg)’lg -gdA+ 7/ g -ny,®n,-gd(0A) + / V.-gAXNA=0 (5.36)
v cHI Jps A

Esta formulacién variacional mixta, denominada dual por Brezzi y Fortain(1991)(117), se

obtiene operando del siguiente modo:

= Se multiplica la ec. (5.32) por A\ y se integra en el drea A para obtener la ec. (5.35).

= Se multiplica la ec. (5.33) por g’ y se integra en el drea A para obtener la ec. (5.36).
El segundo término se integra por partes y se considera la condicién de borde de la
ec. (5.34).

Para elementos finitos triangulares de deformacién constante (CST), se adopta la aproxi-
macién \ parcialmente constante en cada elemento y g’ parcialmente lineal. En notacién

matricial, las condiciones anteriores quedan determinadas por

XN o= X (5.37)
g = N.g (5.38)
vV-¢ = B[ g, (5.39)

siendo A, un valor constante en el elemento y g, el vector de valores nodales definido como

N
g.= { o } (5.40)
gey
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La matriz IN, contiene las funciones de forma lineales del CST y B, las derivadas espaciales

parciales de N..

Sustituyendo las aproximaciones anteriores en las integrales (5.35) y (5.36) se obtiene el set
de ecuaciones

—I’B,"g, + hA), = Fmel — F, (5.41)
le N ~
AYEE(M, + <M NG, + A.B.AX.] =0 (5.42)
¢
Los operadores matriciales se calculan como
M, = i/ N.NTdA (5.43)
e = Ho " etVe :
1
MY = — [ Nmn,(N.mn,)"d0A) (5.44)
H9 Joa,
De la combinacién de las ecs. (5.41) y (5.42) resulta
le ~ =
AYEH(M, + MO 4 2Cg, ~ F] =0 (5.45)
con
Ae
C, = 7BEBZ (5.46)
f. = —A.B.AN (5.47)
~ 1~ ~
AN = ﬁ(Fef”“’ —F,) (5.48)
Finalmente, se reformula el sistema con la notacién
]LA/):; — ﬁé{;,trial _ ﬁe , ﬁg,trial — ﬁetm'al + ZEBiAc (549)
Lar® 2 2ove - F .
(M + CM +I:C)g=Ff (5.50)
siendo
M =AMEM, . MO = AMEEM Y
Cc=AMC. , fF=AN, (5.51)

Para el caso especial de teorfa local valen [. = 0 y F g.trial — F trial Entonces, //\\’e puede ser
obtenido a partir de la ec. (5.45). Conocido P trial e problema definido por las ecs. (5.45) y

(5.46) se resuelve utilizando el esquema iterativo del Cuadro 5.2.
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1. Fijar g° = 0

2. Dado §e(1> para e=1,2,... NEL, calcular A5\6(1+1) del siguiente modo:
~rial B =

Fé;(,;;za _ Fénal 4 ZIZ:BZ:ge(I+1)

. g, trial N og.trial
SLEJN >0 = A= Eq " v Fan=0

SiFSN <0 = AdNgs=0 v Fu= FG5
AXi(]H):% (ﬁérml - E([H)) ; fe(1+1):*VeBeAXi(H1)
3. Calcular g,y de
Fa=AE F o
9y = <M +eM® lfC> 71}(1)
4. Chequear convergencia

Si g1y - Gl < toly L Zi\le |AXC(I+1) — AXE(I)| < tol, detenerse.

De lo contrario, volver a 2.

Cuadro 5.2: Esquema iterativo para encontrar AX(,( 4y §< I+1)

5.3. Calibraciéon del Modelo LDP Basado en Teoria de
Gradientes y Energia de Fractura
Las constantes de las leyes de endurecimiento y ablandamiento y de las funciones auxilia-

res del modelo LDP propuesto en el capitulo 4, fueron calibradas en base a una serie de
resultados de ensayos experimentales pertenecientes a Hurlbut (1985)(50):

= Traccién uniaxial

» Compresién uniaxial

= Compresién uniaxial con confinamiento lateral oy = 0.03 f,
= Compresion uniaxial con confinamiento lateral op = 0.15 f,

= Compresién uniaxial con confinamiento lateral oy = 0.60 f,
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Figura 5.1: Celda de Hoek.

para un hormigén con las siguientes caracteristicas

Moédulo de Young - E

Moédulo de Poisson - v

Resistencia méxima a compresién - f,
Resistencia a traccién - f;

Maéxima apertura de fisura - u,
Separacion entre fisuras de traccién - hy
Longitud interna inicial® - lei
Longitud interna méximat**) - lem

Médulo de gradientes - HY

(*) La longitud interna inicial o minima coincide con el tamafio maximo de agregado.

1930532 £

0,2

220,60 1%
27,50 Lo
0,0127 cm
10,80 cm
2,50 cm
11,00 cem
556,0 L%

(**) La longitud interna méxima coincide con la altura de la probeta.
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* (@) — a=33om

()

—a= 3.0 cm—

h=15a=75em__4

h=2a=110cm

Figura 5.2: Esquema de mallas de elementos finitos.

Los valores calculados para las constantes de las ecs. (4.29), (4.45) y (4.49) son

0,0007481
—0,1949750
51

50

0,5

2,0

5.4. Predicciones Numéricas y Analisis de Localizacién

en Procesos de Falla de Hormigones

Se presentan en esta seccién las predicciones numéricas del modelo LDP basado en teoria

de gradientes superiores de deformaciones y energia de fractura, termodindmicamente con-

sistente, llevadas a cabo mediante el desarrollo de un programa computacional de elementos

finitos triangulares bidimensionales de deformacién constante CST, basado en el algoritmo

numérico del cuadro 5.2.

En primer lugar se reproducen los ensayos de Hurlbut (1985)(50) citados en la seccién
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307(5y — Datos Hurlbut

&. ' Modelo Numérico
25r ’\J :

20 . “

10f "' \k

Figura 5.3: Ensayo de traccién uniaxial. Hurlbut (1985).

anterior, realizados en una celda de Hoek (ver Figura 5.1), sobre probetas cilindricas de 10.8

cm de didmetro y 21.6 cm de altura.

Sélo un cuarto de la probeta se modela debido a su doble simetria geométrica y a la uti-
lizacién de elementos axialsimétricos. Se emplean mallas 216 elementos alineados uniforme-
mente en forma tal que sus diagonales definen angulos de 45° con la vertical, ver Figura
5.2-(a). Se adoptan condiciones de borde homogéneas. La inhomogeneidad inducida en el
modelo consiste en una pequena reduccién de la resistencia en un elemento del extremo
inferior izquierdo. Se adopta como carga prescripta el desplazamiento axial de los nodos su-
periores. La existencia del confinamiento inicial se considera en un estado previo de cargas
laterales de compresién aplicadas sobre los nodos del borde derecho.

Una comparacion entre las predicciones del programa de elementos finitos y los resultados
experimentales se presenta a continuacién. Las curvas tensién axial vs. deformacién axial

[0y, €,] v tensién axial vs. deformacién radial [0, €,] para los ensayos de traccién uniaxial y

kg

oz, demuestran

compresién uni y triaxial con presiones de confinamiento de 6.9, 34.4 y 137.9
una alta aproximacion a las curvas de ensayos, ver Figuras 5.3 a 5.7.

Se reproducen en segundo término ensayos de compresion uniaxial y triaxial pertenecientes

a Xiaobin Lu (2005)(118), realizados en celda triaxial sobre probetas cilindricas de 10 ¢cm
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250y,
Yy, — Datos Hurlbut

: 1 Modelo Numérico
200r

150

100

— g

0.01 0.015 0.02

Figura 5.4: Ensayo de compresién uniaxial. Hurlbut (1985).

de didmetro y 15 em de altura, para hormigén de alta resistencia:

Médulo de Young - E = 272000,2 :32
Médulo de Poisson - v = 0,2
Resistencia maxima a compresién - f, = 680,00 Lff?
Resistencia a traccién - f; = 90,00 CI%

Se considera la malla de la Figura 5.2-(b) compuesta por 210 elementos triangulares CST
distribuidos en forma aleatoria en estado plano axialsimétrico, con condiciones de borde
homogéneas y la inhomogeneidad inducida mediante una pequena reduccién en la rigidez de
un elemento. Las predicciones de los ensayos de compresién uniaxial y triaxial bajo presiones
de confinamiento inicial crecientes desde op= 0.1f. a op= 0.8 f, se presentan en las Figuras
5.8 a 5.14.

Los resultados demuestran la capacidad predictiva del modelo LDP basado en gradientes y
energia de fractura, no sélo en la prediccién de las resistencias pico sino de las deformaciones
para estas resistencias maximas, de los comportamientos de pre y pospico y de la dilatacién

volumétrica en regimenes de bajo y alto confinamiento.




Implementacion numérica 98

3000

1 Datos Hurlbut
2500 Modelo Numérico

200
150t
100
50
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Figura 5.5: Ensayo de compresién triaxial. oy = 0.03f.= 6.9 C’frfy Hurlbut (1985).

Analisis de Predicciones Numéricas de la Localizacién en Mallas Deformadas de
EF

Se comparan en esta seccién, para la serie de ensayos Hurlbut(1985)(50), la configuracién de
mallas deformadas y la distribucién de deformaciones plasticas equivalentes correspondientes
a los estados planos axialsimétrico y plano de deformaciones, considerando en este ultimo
la condicién o, = v(o, + 0), siendo o, y o, las tensiones el plano y o la tensién fuera del

plano.

Este andlisis corresponde a mallas de EF cuya relacién de lados es 1.5, siendo la base a = 5.5
cm y la altura h = 8.25 ¢m, con condiciones de borde no homogéneas. Los desplazamientos
laterales de los nodos superiores estdn impedidos para reproducir la situacién impuesta por

los platos de carga de acero durante el ensayo.

Considerando en primer lugar el ensayo de traccién uniaxial, se analizan las configuraciones
de mallas deformadas y deformaciones plédsticas equivalentes correspondientes a la carga
residual en los estados axialsimétrico y plano de deformaciones, graficadas en la Figura 5.15-
(a) y (b), respectivamente. Se observa que, mientras para ambos estados las deformaciones
plasticas se desarrollan horizontalmente, en estado plano de deformaciones se produce la
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Figura 5.6: Ensayo de compresién triaxial. o9 = 0.15f,= 34,4 £9 Hurlbut (1985).

cm?2”

localizacién en una linea de elementos. Mientras en el estado axialsimétrico se produce la
falla difusa o continua.

En segundo término se analizan las mallas deformadas correspondientes a la carga residual
del ensayo de compresién uniaxial, ver Figura 5.16. Mientras en estado axialsimétrico no
puede distinguirse claramente una banda de corte, en estado plano de deformaciones se
manifiesta una direccién critica de localizacién y un ancho de banda coincidente con la
longitud interna minima adoptada l.; = 2.5 ¢m. Imponiendo la condicién I.; = 0 cm, se
obtiene la respuesta local que evidencia la localizacién de las deformaciones plasticas en una

banda de elementos, ver Figura 5.17.

Por ultimo se consideran las configuraciones correspondientes a la carga residual de los
ensayos de compresion triaxial con presiones de confinamiento iniciales oy = 0.03, 0.15 y

0.6fc, en los estados planos axialsimétrico y plano de deformaciones.

Los analisis axialsimétrico y plano de deformaciones de las Figuras 5.18 y 5.19 evidencian
la supresién de la localizacién, la distribuciéon homogénea de las deformaciones plasticas es
caracteristica de la falla continua. En estado plano de deformaciones puede distinguirse una
banda de corte que tiende a incrementarse a medida que lo hace la presién de confinamiento

inicial.
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Figura 5.7: Ensayo de compresién triaxial. oo = 0.60f.= 137.9 1552' Hurlbut (1985).

&

Se compara la prediccién del ensayo de compresién triaxial con confinamiento inicial oy =

0.6f, = 137.9;:32 de la Figura 5.19-¢, con las respuestas correspondiente a mallas de EF con
diferentes orientaciones y cantidades de elementos. La malla aleatoria se adopta a los efectos
de comparar la orientacién critica de la zona de localizacién. En la Figura 5.20 pueden apre-
ciarse las predicciones obtenidas con mallas de 600 y 620 elementos, respectivamente y en la
5.21 las respuestas en términos de la relacion tensién vs. deformacion. Queda asi demostrada
la independencia y objetividad de la solucién respecto de la orientacién y la cantidad de
elementos en la malla de EF.
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Figura 5.9: Ensayo de compresion triaxial. o = 0.05f.= 34.0 % Lu (2005).
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Figura 5.10: Ensayo de compresién triaxial. oq = 0.1f.= 68.0 C]:’-‘LJQ, Lu (2005). Figura 5.12: Ensayo de compresién triaxial. oo = 0.4f.= 272.0 Z%. Lu (2005).
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Figura 5.11: Ensayo de compresién triaxial. op = 0.2f.= 136.0 c]:Tg?' Lu (2005). Figura 5.13: Ensayo de compresién triaxial. og = 0.6 f.= 408.0 X% Lu (2005).
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Figura 5.14: Ensayo de compresién triaxial. oo = 0.8 f.= 544.0 C’:fz. Lu (2005).
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Figura 5.15: Mallas deformadas y distribucién de deformaciones plasticas en el ensayo de
traccién uniaxial. (a): Estado axialsimétrico. (b): Estado plano de deformaciones.
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Figura 5.16: Mallas deformadas y distribucién de deformaciones plésticas en el ensayo de

compresién uniaxial. (a): Estado axialsimétrico. (b): Estado plano de deformaciones.
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Figura 5.17: Malla deformada y distribuciéon de deformaciones plésticas en el ensayo de

compresién uniaxial. Forma local del modelo LDP.
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Figura 5.18: Mallas deformadas y distribucién de deformaciones plésticas en el ensayo de
compresién triaxial. Estado axialsimétrico. (a) : og = 0.03f.. (b) : 0o = 0.15f.. (¢) : 09 =
0.6f..
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Figura 5.19: Mallas deformadas y distribuciéon de deformaciones plésticas en el ensayo de
compresién triaxial. Estado plano de deformaciones (a) : o9 = 0.03f.. (b) : 09 = 0.15f.
(€) 00 = 0.6f.
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Figura 5.20: Mallas deformadas y distribucién de deformaciones plasticas en el ensayo de
compresién triaxial. op = 0.6 f,
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Figura 5.21: Curvas tensién vs. deformacién correspondientes al ensayo de compresién tri-
axial. op = 0.6f,. Hurlbut (1985)

Capitulo 6

Analisis y Prediccién de Formas

Localizadas de Falla en Hormigoén

En este capitulo se investigan los indicadores de falla discontinua o localizada en corres-
pondencia con el modelo constitutivo de gradientes para hormigones LDP propuesto en el

capitulo anterior.

Los desarrollos tienen dos contribuciones novedosas al anélisis de falla localizada en conti-
nuos elastoplasticos de gradientes. Por un lado, se extiende el andlisis geométrico de locali-
zacién (y la formulacién matemdtica que lo sustenta) al caso de elastoplasticidad basada en
gradientes. Por otro lado, los andlisis de localizacién en este capitulo permiten concluir que
la propiedad regularizante de la teoria de gradientes tiene limites y que no se extiende para
todo el amplio espectro de estados tensionales admisibles.

6.1. EIl Método Geométrico de Localizaciéon Aplicado
al Modelo LDP de Plasticidad de Gradientes Ter-

modinamicamente Consistente

Para obtener la ecuacién de la elipse de localizacin del modelo elastoplastico LDP, las
funciones de fluencia y potencial pldstico correspondientes al estado de carga méxima y sus

109
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respectivos gradientes respecto del tensor de tensiones o, deben adecuarse a los formatos
F = J2m+a1J2q+z(ca1[1 *k])n+C:0 (61)
Q = .]Qm + (ZQJQ(I + Z(C(lg[l — k2)n + C=0 (62)

que reemplazan a las ecs. (3.68) y (3.69), respectivamente. Siendo los exponentes m = 1y

q= % y las constantes

V3 3(£2-12)
_ = fomg— | - 6.3
(451 as = femg 9 my = 2 s ( )
my
ay = fc?ﬂ , Qg =T (6-4)
2
by = kQ:% (6.5)
n = c=z=1
cC =0

Las expresiones de los gradientes de las ecs. (6.1) y (6.2) respecto del tensor de tensiones o

resultan

n

[nLJz(m’l) + alq,b("’l)] S+ nz(carl; — kl)("fl)calIQ (6.8)
m = [mk(m*l) + aqu2<q71>] S + nz(cagly — k2)<n71)6a2I2 (6.9)

y reemplazan a las ecs. (3.70) y (3.71). Las correspondientes a los tensores de primer orden
a, y an, de ecs. (3.75) y (3.76)

E E
. . _ 1.\(r—1)
s V)S N + =) zncoy (epay — ki) N6.10)

E
N+ ——— cpog — k)" VNG 11
s V)S' + = zncag(cpag — k) NG.11)

a, [sz(m’l) + aquz(‘]’l)}

an, [mJQ(mil) + 024J2(q71)}

Sustituyendo en las ecs. (6.8) a (6.11) los coeficientes correspondientes al modelo LDP, las

mismas se reformulan como

n = (1 + 2\/72) S+ a1, (6.12)
_ ap FE

a, = (1+2\F)2GN S+ g gy (6.14)
ag FE

am (H?f) 2GN -8+ ——— o™ N (6.15)
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Los coeficientes de la elipse de localizacién del modelo LDP, correspondientes a las ecs.
(3.79), (3.80) y (3.97), se calculan en general de acuerdo

1 1+v —1) (n—1) znc
o0 = I — —— [aip1 ™Y + app,™ (6.16)
3 (1 — 21/) [ ] 2 (,"LJQ(mfl) + aquz((I*l))
1—v
A? = 2— —_p? 6.17
(1-2v) (617)
1 HP + Ho92nle
32 = 4 +’HL2J2(m71>2r]2 +(L12(] ]2(11 12]2 +
(m2J2<m—1>2 + a12qzj2<q—1>2> 4G
2
22 (n—1) 3(1+) (1+v) 22 (n—1) (n-1y21
+ [ncCaraa(pip2) 2(1—2v) 201 —20)(1— V)n c*(aipy + qop2 ) 1
(6.18)
resultando
1 1+v NSA
= - [|———(ay + ) —————— 6.19
T R PN (019
1—v
A2 = 2~ _p? 6.20
(1-2v) (6.20)
4.J, H?  HY (27, a? (1+v)* (a1 +a)? 14v
B2 I R Bl R J. -
(a1® 1 4Jy) {4G+4G< 5 ) EIRC R R T T R B

(6.21)

En el caso particular de elastoplasticidad clasica, el parametro B? que representa el eje
vertical de la elipse en la ec. (3.81), adopta la expresién

o (Ll]z + 4J2)

4J. H? a?  (I+v)?(n+ag)* 1+v
2 p) Hr L W 1 2
[4G T T T ) T (6:22)

De acuerdo a los desarrollos de esta seccién, la formulacién de la plasticidad dependiente
de gradientes termodindmicamente consistente permite una extensién simple del método

geométrico de localizacion.

Los efectos no locales en términos de la longitud caracteristica . y del médulo de endureci-
miento o ablandamiento de gradientes HY sélo afectan las expresiones de los semiejes A y B
de la elipse de localizacion. Ademads, de la ec. (6.21) se concluye que el semieje B de la elipse
de localizacién basada en plasticidad de gradientes, adopta la expresion de la plasticidad
local de la ec. (6.22) cuando la relacién /6 — 0.
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Figura 6.1: Anélisis geométrico de localizacién correspondiente a la carga pico en el ensayo
de corte puro para plasticidad local y dependiente de gradientes. Modelo LDP.

6.2. Analisis de Localizacion del Modelo LDP de Plas-
ticidad de Gradientes Termodinamicamente Con-

sistente

Se analizan las propiedades de la localizacién del modelo LDP dependiente de gradientes
y termodindmicamente consistente, para los estados tensionales de corte puro y traccién y
compresion uniaxiales considerando estado plano de deformaciones, correspondientes a un
material con las caracteristicas presentadas en la seccién 5.3

Se consideran a continuacién los dos casos particulares analizados en las seccién 3.3. En
primer lugar el caso en que el médulo de endurecimiento o ablandamiento coincide con el

valor critico (mdximo) para localizacién de la formulacién local H? = H! |y en segundo

loc?

lugar el caso en que es menor H? < H?,..

Caso HP = H?

loc

Se realiza el anélisis geométrico de localizacién para los ensayos de corte simple y de traccién
y compresién uniaxial en el estado plano de deformaciones, cuando o, = v(o, + 0,) y se
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Figura 6.2: Anélisis geométrico de localizacién correspondiente a la carga pico en el ensayo

de traccién uniaxial para plasticidad local y dependiente de gradientes. Modelo LDP.

Corte puro | Traccion wuniazial | Compresion uniaxial

H], HY Ve
Modelo Ocr e [ Ses 6, o
LDP 19.5°  13.2 0.0° 7.2 38.0° -4.2

Cuadro 6.1: Direcciones criticas de localizacion 6, y parametros criticos de endurecimien-

HP o,
e

to/ablandemiento normalizados

visualizan los resultados en las Figuras 6.1, 6.2 y 6.3, respectivamente. Estos resultados
ilustran la influencia de la longitud caracteristica l. y del ancho de la zona de localizacién
0. En el analisis del estado limite de tensiones, cuando [. > 0, no existe contacto entre las
elipses de localizacién y los circulos de Mohr correspondientes. Esto indica que para los tres
estados de tensiones limite tiene lugar un modo de falla difusa.

Sin embargo, cuando [./6 — 0 las elipses de localizacién basadas en gradientes se aproximan

a las elipses locales, que contactan a los circulos de Mohr, indicando que se satisface la

condicién de localizacién y entonces, tiene lugar la bifurcacién discontinua.

Los valores de las direcciones criticas de localizacion 6, y los pardmetros criticos de endure-

HP
L

=, correspondientes al material clasico (local) se

cimiento o ablandamiento normalizados
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Figura 6.3: Andlisis geométrico de localizacién correspondiente a la carga pico en el ensayo

de compresién uniaxial para plasticidad local y dependiente de gradientes. Modelo LDP.

presentan en el Cuadro 6.1.

Los resultados en las Figuras 6.1 a 6.3 demuestran que la formulacién no local de gradientes
conduce a las mismas direcciones criticas de localizacién (potenciales) que las correspon-
dientes al modelo local. Sin embargo, la ausencia de contacto entre los circulos de Mohr y
las elipses de localizacion del modelo de gradientes indican que la teorfa no local suprime la
condicién de bifurcacién discontinua para cualquier relacién I,/ > 0.

Para los tres estados tensionales analizados, los resultados en términos de det[Q] se presentan
en las Figuras 6.4 a 6.6. Se verifica que mientras el indicador elastoplastico de localizacién
det[Q?] toma valores iguales o menores a cero para las direcciones criticas de localizacién,

el indicador correspondiente a la plasticidad de gradientes det[@7], permanece positivo.

Caso H? < H?

loc

Se considera el caso particular de médulo de endurecimiento o ablandamiento adoptado
menor al médulo critico de localizacién de la formulacién del modelo elastoplastico local.
En la seccién 3.3 se concluyé que cuando se satisface la condicién de la ec. (3.94) para el co-
eficiente de gradientes HY, la formulacién material elastoplédstica dependiente de gradientes
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'I - = = det(Qep)/det(Q) \\
¢ ——det(Qg)/det(Q)
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Figura 6.4: Andlisis analitico de localizacién correspondiente a la carga pico en el ensayo de
corte puro para plasticidad local y dependiente de gradientes. Modelo LDP.

conduce a modos de falla localizados, en la misma forma que el modelo material local.

A continuacién, para los distintos estado tensionales se seleccionan médulos de endureci-

siendo H?

miento/ablandamiento que satisfacen la relacién H? < HY loc

loc?

de acuerdo a la ec. (3.96).

valores pertenecientes

al Cuadro 6.1, y valores criticos de Hj

Se grafican en las Figuras 6.7 a 6.9 las elipses de localizacién de gradientes correspondientes
al estado de carga limite para los ensayos de corte puro, traccién y compresion uniaxial,

respectivamente.

Los resultados demuestran la desventaja de la formulacién del modelo elastoplastico de-
pendiente de gradientes para eliminar bifurcaciones discontinuas (falla localizada) cuando
H? < HP},.. En los casos de ensayos de corte simple y de traccién uniaxial, el modelo depen-
diente de gradientes no asociado conduce también a falla localizada en régimen de prepico,

similar a la formulacién elastoplastica local.

Para suprimir las bifurcaciones discontinuas es necesario adoptar un médulo de gradientes

HY que satisfaga la relacion H9 > HY,,,.
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Figura 6.5: Andlisis analitico de localizacién correspondiente a la carga pico en el ensayo de
traccién uniaxial para plasticidad local y dependiente de gradientes. Modelo LDP.

Con el objeto de verificar esta condicién se adopta el valor H? = 2HY,,.. En las Figuras
6.10 a 6.12 se presentan las predicciones de falla del modelo LDP en términos de la elipse
de localizacion para el estado de carga méxima de los ensayos de corte puro, traccién y
compresién uniaxial. Se observa la falta de contacto entre la elipse de localizacion y el

circulo Mohr, lo que indica que no tienen lugar modos de falla localizada.

La capacidad de regularizacion de la formulacién de la elastoplasticidad dependiente de
gradientes termodindmicamente consistente no depende sélo de la longitud interna carac-
H9yl,.

terfstica l., sino también de la relacién entre los médulos H?, H}, ,

Aplicaciones a los Ensayos uni y triaxiales

Utilizando las predicciones de los ensayos a tracciéon uniaxial y compresién uni y triaxial de
Hurlbut (1985)(50), se grafican para cada caso el circulo de Mohr y la elipse de localizacién
correspondiente a la formulacién no local de gradientes del modelo LDP. Los resultados

obtenidos, en correspondencia con las Figuras 6.13 a 6.17, definen el tipo de falla que acontece
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Figura 6.6: Andlisis analitico de localizacién correspondiente a la carga pico en el ensayo de

compresién uniaxial para plasticidad local y dependiente de gradientes. Modelo LDP.

en coincidencia con carga pico.

Los ensayos uniaxiales de traccién y compresién evidencian la localizacion mediante la exis-
tencia de puntos de tangencia entre elipse y circulo de Mohr. Mientras en el primer caso el
punto es unico y corresponde al modo de falla I, en el segundo se observan dos puntos en

las direcciones 26, = 76° y 284° indicando modo de falla mixto, ver Figuras 6.13 y 6.14.

Considerando las elipses correspondientes a los ensayos de compresién triaxial se verifica la
ausencia de contacto entre elipse y circulo de Mohr y en consecuencia, la supresién de la
condicién de localizacion, ver Figuras 6.15 a 6.17.
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Figura 6.7: Elipses de localizacién correspondientes al ensayo de corte puro para HP =

0,8H. y HY = H} . Modelo LDP.

loc loc

08— Circulo de Mohr it

ieidad de Gradientes

Figura 6.8: Elipses de localizacién correspondientes al ensayo de traccién uniaxial para

HY =0,8H] v HY = H} . Modelo LDP.
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Falla localizada 119

— — Circulo de Mohr
10t Plasticidad o
— Plasticidad de Gradientes /.7

Tt

Ot

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0

Figura 6.9: Elipses de localizacién correspondientes al ensayo de compresion uniaxial para

H? =28H! v HY = H{ . Modelo LDP.
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Figura 6.10: Elipses de localizacién correspondientes a la carga pico del ensayo de corte puro

para H? = 0,8H? v HY = 2,0HY;,.. Modelo LDP.
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Figura 6.11: Elipses de localizacién correspondientes a la carga pico del ensayo de traccién

uniaxial para H? = 0,8H v HY = 2,0H%,.. Modelo LDP.
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Figura 6.12: Elipses de localizacion correspondientes a la carga pico del ensayo de compresion

uniaxial para H? = 2,8H" y HI = 2HY;,.. Modelo LDP.
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Figura 6.13: Elipse de localizacién correspondiente a la carga pico del ensayo de traccion
uniaxial de Hurlbut (1985). Modelo LDP.
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Figura 6.14: Elipse de localizaciéon correspondiente a la carga pico del ensayo de compresion
uniaxial de Hurlbut (1985). Modelo LDP.
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Figura 6.15: Elipse de localizacién correspondiente a la carga pico del ensayo de compresion
triaxial de Hurlbut (1985). o = 0.03f.. Modelo LDP.

- — Circulo de Mohr

T
—— Elipse LDP. It

O /ft

Figura 6.16: Elipse de localizacién correspondiente a la carga pico del ensayo de compresion
triaxial de Hurlbut (1985). og = 0.15f.. Modelo LDP.
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Figura 6.17: Elipse de localizacién correspondiente a la carga pico del ensayo de compresion
triaxial de Hurlbut (1985). o9 = 0.6f.. Modelo LDP.




Capitulo 7
Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un modelo constitutivo elastoplastico termodinamica-
mente consistente basado en la teoria de gradientes superiores de deformaciones y energia
de fractura para predecir el comportamiento de falla de materiales cuasi-fragiles como el
hormigén.

La teoria material propuesta tiene dos propiedades relevantes que dan originalidad a la mis-
ma. Por un lado, fue formulada en forma consistente con los principios de la termodindmica,
tanto en lo referente a la parte disipativa local en regimen de prepico como a la parte disi-
pativa no local que tiene lugar en el pospico o ablandamiento. Por otro lado, realiza una
descripcién aditiva de la degradacién de la resistencia en la etapa de ablandamiento mediante
la consideracién de dos mecanismos que tienen en cuenta fenémenos micro y macromecanicos
que contribuyen a dicha resistencia. Estos mecanismos son el proceso de microfisuracion y
el proceso de decohesién en la porcién del material alojada entre fisuras activas. Para mode-
larlos se propone una teoria basada en conceptos de energia de fractura, coherente con el
fenémeno de microfisuracién, y una formulacién basada en elastoplasticidad de gradientes,
que describe la decohesién en el continuo entre fisuras activas. Ambas teorias 0 mecanismos
se combinan aditivamente y son formuladas en funcién de la presién de confinamiento ac-
tuante, para describir con precisién la transicién de falla fragil a dictil con el aumento del
confinamiento. Esto tltimo permite también simular los fuertes cambios de la no localidad
volumétrica de los materiales cuasi-fragiles como el hormigén con el estado e historia de

tensiones.

Para el condicién de méaxima resistencia del modelo propuesto se ha considerado el criterio

de Leon, simplificado mediante el criterio de Drucker-Prager, a fin de contar con mayor
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precisién en las descripciones de tensiones limites de hormigones. El mismo permite una
prediccién altamente precisa de la maxima resistencia del hormigén en el meridiano de com-
presion, aunque conduce a sobre-resistencias en el meridiano de traccién. Sin embargo, el
criterio de méaxima resistencia propuesto para el modelo tiene la ventaja de ser relativa-
mente simple (sélo depende de dos invariantes de tensiones) y de suficiente precisién. El
modelo incluye funciones isétropas no lineales del estado tensional para la variacién de las
variables internas en regimen de pre y pospico. En regimen de endurecimiento la evolucién
de la superficie de fluencia del modelo es controlada por la variacién del parametro de en-
durecimiento, que incluye una funcién interna no lineal del estado de tensiones para tener
en cuenta la dependencia de la ductilidad de prepico en la tensién confinante. En esta eta-
pa la cohesién se mantiene constante en su maximo valor. Contrariamente, en regimen de
ablandamiento es la cohesién la que decrece y es controlada por las contribuciones de los dos
mecanismos (energfa de fractura y plasticidad de gradientes) considerados. Se desarrollaron
funciones realistas para la descripcion de la longitud caracteristica de gradientes en térmi-
nos del primer invariante de tensiones que representa el nivel de confinamiento. Todas estas
funciones internas fueron calibradas con ensayos experimentales confiables en hormigones
bajo diferentes niveles de confinamiento lateral.

Los resultados de las predicciones del modelo material propuesto demuestran que el mismo
reproduce realisticamente el cambio de falla fragil a ductil con el incremento de la tensién de
confinamiento. Mds aiin, se observa que la formulacién de gradientes es capaz de reproducir
la fuerte no localidad de la forma de falla que se desarrolla en el caso de estados triaxiales

de compresién con alto confinamiento.

Para el andlisis de las predicciones de falla localizada del modelo elastopléstico de gradientes,
se ha desarrollado un método geométrico que conduce a una solucién cerrada de la condi-
cién de localizacion o de bifurcacién discontinua. La ecuacién de localizacién elastoplastica
dependiente de gradientes se ha expresado en términos de las coordenadas de Mohr para
obtener una elipse de segundo orden que representa la envolvente de localizacién para cada
estado particular de tensiones. La condicién de localizacién se ha definido geométricamente
mediante la tangencia entre la elipse de localizacién y el circulo principal de Mohr, mientras
que el modo de falla queda definido por la inclinacién del radio que pasa por el punto de
tangencia del circulo y la elipse de localizacion.

Los resultados de los andlisis geométricos de localizacion indican que la formulaciéon del
modelo LDP propuesto suprime las bifurcaciones discontinuas de la elastoplasticidad clasica
cuando el médulo de endurecimiento/ablandamiento instantdneo HP iguala al critico de
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localizacién correspondiente a la formulacién local H}, .

La capacidad de regularizacién de la formulacién de gradientes se reduce cuando la relacién
l./0 — 0. Por esto, la longitud interna caracteristica [, define el nivel de difusién del modo
de falla. Cuando [, se aproxima a cero, se obtiene una transicién desde elastoplasticidad de
gradientes no local a elastoplasticidad local. En el caso extremo, cuando /. = 0 se obtiene

la formulacion local de la teoria constitutiva.

Por el contrario, adoptando un médulo de endurecimiento/ablandamiento que satisfaga
H? < HY,

1im» 1 formulacion material elastoplastica de gradientes puede conducir a modos de
falla localizada, siempre que el médulo no local de gradientes HY sea menor al valor limite
definido en términos de H},
la formulacién de la plasticidad dependiente de gradientes termodindmicamente consistente

. ¥ l.. Entonces, se concluye que la capacidad de regularizacién de

no depende sélo de la longitud caracteristica [., sino también de la relacién entre HY, H}, |
HP y [.. En definitiva, el andlisis geométrico de la condicién de falla localizada llevado a cabo
permitié corroborar la capacidad predictiva del modelo respecto de la fuerte dependencia y
variacién de los mecanismos de falla de materiales cuasi-fragiles como el hormigén respecto
del camino y estado de tensiones dominante. En ese sentido, los resultados muestran que la
falla altamente localizada se desarrolla en los casos de traccién uni o biaxial y también en
los casos triaxiales con bajo confinamiento. Por otro lado, falla difusa con anchos de banda

crecientes se observan en estados triaxiales con medio o alto confinamiento.

En el analisis numérico se utilizé un algoritmo de EF standard, basado en la integraciéon
implicita de las tensiones y en el métolo Backward Euler, con control de deformaciones. Se
adoptaron elementos triangulares de deformacién constante (CST) con funciones de interpo-
lacion planas y en estado plano axialsimétrico. El problema constitutivo se resolvié mediante
un método mixto iterativo en las variables A y g = HYV (), interpoladas mediante funciones

de forma lineales.

Los andlisis de PVB en esta tesis demuestran la eficiencia de los algoritmos numéricos
desarrollados y de la implementacién computacional de los mismos.
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Apéndice A

Espacio de Tensiones de

Haigh-Westergaard

La alternativa méas simple para la representacién geométrica del estado tensional en un punto
del continuo es adoptar las tres tensiones principales oy, 05 y 03 como coordenadas y repre-
sentarlo en ese espacio tridimensional llamado espacio de tensiones de Haigh-Westergaard,

representado en la Figura A.1.

N

Eje hidrostatico

Plano desviador

/\/ o3

G2

Figura A.1: Espacio de tensiones de Haigh-Westergaard
Los puntos situados sobre la linea 01 = 0y = 03 = p corresponden al estado hidrostatico
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de tensiones, correspondiente a tensiones desviadoras S1, Sy y S3 iguales a cero. Esta linea
se denomina eje hidrostético. Los planos perpendiculares a ¢l se denominan desviadores y

responden a la ecuacién

g1 +0’2+0’3:\/§§ (Al)

La longitud hidrostética & es la distancia desde el origen al plano desviador, medida a lo
largo de la diagonal ON. El plano desviador que pasa por el origen O se denomina plano 7
y corresponde a la ecuaciéon

o1+02+03=0 (A.2)

La longitud NO se denomina desviadora y estd dada por

P =12/ (A3)

lo\

p cos(0)=3/2 §,

23T

Figura A.2: Proyeccion del estado de tensiones en un punto sobre el plano desviador

Proyectando sobre un plano desviador los ejes coordenados oy, 09 y 03 y el vector NP, se
obtienen los ejes o1, o} y 04 y el segmento NP que forma el dngulo 6 (dngulo de Lode) con
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la direccién vertical, ver Figura A.2. Mediante relaciones geométricas se llega a la expresion
del dngulo 0 [ver Chen y Hang (1987) (68)]

3.5,
6 = arccos <\/;p> (A4)

Las magnitudes &, p y 6 pueden utilizarse como coordenadas cilindricas para la repre-
sentacion de estados tensionales.

Apéndice B
Teoria de la Termodinamica

En este apéndice se presenta una revision de conceptos de la teoria de la termodindmica
aplicables a la mecédnica del continuo. A partir de las leyes de la termodindmica se obtienen
las ecuaciones constitutivas y leyes en términos de disipacién, tanto locales como no locales,

de utilidad en la formulacién de modelos materiales.

B.1. Marco Histdrico

La termodinamica clésica, desarrollada por los cientificos Clausius, Thompson y Hugoniot,
fue utilizada a fines del siglo X I X para la descripcién de la dindmica de gases por Hadamard
y Duhem, y en los dltimos 50 afios como base racional de la mecanica del continuo. Una
de las dificultades conceptuales en la formulacién de las relaciones termodindmicas es la
modelacién de los efectos disipativos que originan deformaciones irreversibles. En torno a
este tema se han desarrollado dos escuelas:

= La descripcion de los efectos disipativos considerando a las tensiones como funcionales
de la historia termo-cinética [Truesdell y Noll (1965)(58) y Coleman (1964)(119)].

= El empleo de variables internas junto con variables observables como la temperatura

o las deformaciones.

Este tiltimo procedimiento, propuesto originalmente por Meixner (1953) y Coleman y Gurtin
(1967)(120), ha sido el de mayor aceptacién en la comunidad cientifica.
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B.2. El Rol de la Termodinamica en la Mecanica del

Continuo

La termodinamica tiene un rol basico en el campo de la mecénica del continuo: a partir
de la primera ley de la termodindmica es posible obtener los principios de conservacién de
masa, la ecuaciéon del movimiento (o momentum) y la simetria del tensor de tensiones de

Cauchy (0 momento de momentum).

Por otro lado, las ecuaciones constitutivas de los modelos materiales continuos deben satis-
facer los requerimientos impuestos por la segunda ley de la termodindmica, aunque ésta no

provea la estructura matemética de dichas ecuaciones.

B.3. Definiciones Basicas

B.3.1. Sistema Termodinamico

Un sistema termodindmico es una regién espacial que contiene una determinada cantidad de
materia que no puede intercambiar con el medio. Sin embargo, puede intercambiar energia

en diferentes modos.

Si se considera la energia total entregada al sistema, mecanica P y caldrica Q, parte de la

misma puede convertirse en energia cinética K y parte almacenarse como energia interna E.

B.3.2. Variables de Estado Termodinamicas

Una variable de estado y,(t) de un sistema termodindmico es considerada una entidad fisica
siempre que una variacién en su valor implique la variacién de la energia interna del sistema.
Un sistema se encuentra en equilibrio termodindmico si ninguna de sus variables de estado

varfan temporalmente.

Las variables independientes o primitivas de un sistema termodindmico se clasifican en
observables (deformaciones y temperatura) y no observables, denominadas también internas
u ocultas y a su vez, en escalares, tal es el caso del coeficiente de dafo, y tensoriales. En lo

sucesivo y por simplicidad, las variables internas seran tratadas como variables escalares.
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X1
Figura B.1: Sistema termodindmico.

La independencia de las variables de estado implica que no es posible establecer entre ellas
ninguna relacién algebraica. Sin embargo, pueden existir relaciones entre sus variaciones
respecto del tiempo como es el caso de las ecuaciones constitutivas expresadas en términos
de tasas.

En la teoria de continuos locales las relaciones constitutivas involucran sélo derivadas tem-
porales, mientras que la teorfa de continuos no locales incluye derivadas espaciales y/o
variables promediadas espacialmente.

B.3.3. Procesos y Sistemas Reversibles e Irreversibles

Los procesos termodindmicos, que consisten en general en la aplicacién de trabajo mecénico

y energia caldrica, pueden clasificarse en:

= Procesos puramente térmicos en los que sélo se transmite al sistema energia calérica
en ausencia de trabajo mecénico, siendo P =0y @ # 0.
» Procesos puramente mecédnicos o adiabdticos en los que la energia es transmitida al

sistema como el trabajo mecédnico de fuerzas volumétricas y de superficie en ausencia

de transmisién de calor, resultando P # 0y @ = 0.
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= Procesos isotérmicos, caracterizados por una temperatura constante (respecto del

tiempo) 6 = 0, que puede ser considerada como un pardmetro constante.

Considerando un proceso termodindmico durante el cual las variables de estado varfan con
la aplicacién de trabajo mecanico y calor, el mismo es irreversible si al extraer la misma
cantidad de trabajo aplicada todas las variables de estado recuperan sus valores originales.
Las funciones de estado, como es el caso de la energia interna, también recuperan sus valores

originales.

Los sistemas termodindmicos son reversibles si su energia interna es funcién de variables
observables inicamente. Si la energia interna es funcién tanto de variables observables como

internas, se trata de sistemas irreversibles.

B.4. Primera Ley de la Termodinamica. Balance En-

ergético

La primera ley de la termodindmica establece mediante un axioma el principio de conser-
vacién de la energfa. Suponiendo que la energfa se entrega al sistema (o cuerpo) mediante
trabajo mecanico y transmisién de calor, se expresa la ecuacién de balance entre las tasas

de energia interna E' y energia cinética K, y el trabajo mecénico P y caldrico @

E+K=P+Q (B.1)

Se considera una porcién arbitraria de materia en un sistema continuo ocupando una region
V con borde OV y normal n,. En el interior de V actia la fuerza volumétrica pb y en el
borde OV la fuerza superficial ¢. Siendo r la densidad de masa de calor (energia por unidad
de masa), pr el calor suministrado al interior y h el vector de flujo, el transporte de calor
en la superficie se define como n; - h. Todas estas variable se grafican esquematicamente en
la Figura B.1.

Si se consideran ademds la densidad de energia e y el vector de desplazamientos u, se
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obtienen
E = /pedV (B.2)
v
1 -2
K = 7/p|u| dv (B.3)
2 Jv
P = /pb-iLdV+/ t-udV (B.4)
v v
Q = /,ord\/f h-n,dV (B.5)
v v

Considerando la relacién de Cauchy, el vector de tensiones t en el borde OV en términos de
las tensiones o, vale
t=o0-n, (B.6)

Aplicando el teorema de Green para transformar la integral de borde de ec. (B.4) en integral
de volumen, se obtiene

P:/pb.udv+/V.(a.u)dvz/(pb+v.a).udv+/a;édv (B.7)
1% v |4 14

donde, aprovechando la simetria del tensor de tensiones o;; = 0j;, se considera o : Vu =

o:E.

Del mismo modo, la ec. (B.5) se transforma en
Q= /(pr -V - h)dv (B.8)
v

Sustituyendo las egs. (B.7) y (B.8) en (B.1), la ecuacién de balance energético se expresa

como

/pédV+/p'u~ildV:/(pb+V~0')~iLdV+/a:édV+/(pr—V-h)dV (B.9)
v v v v

%
Sustituyendo la ecuacién del movimiento

pu=pb+V o (B.10)
en la ec. (B.9), se obtiene la forma integral o débil de la ecuacién de la energia

/(péfcr:éfprJrV-h)dV:O (B.11)
v
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Como la ec. (B.11) debe ser valida para cualquier regién arbitraria del dominio V', se formula

la forma fuerte de la ecuacién de la energia
pe=0c:E+pr—V-h (B.12)
que puede simplificarse de acuerdo a
pe=p+pq , p=0:€ , q:r—%V~h (B.13)

donde p y ¢ pueden ser interpretados como fuerzas mecanicas y caldricas respectivamente.

B.5. Segunda Ley de la Termodinamica. Desigualdad
de la Entropia

La primera ley de la termodindmica establece que la energia puede transformarse en difer-
entes formas (interna, cinética) pero no dice nada respecto de la direccién de dicha con-
version. La informacién necesaria para determinarla estd dada por la segunda ley de la
termodindmica, ligada al concepto de entropia. La entropia es una funcién de estado que no
puede ser medida ni observada fisicamente y que se puede definir como una medida de la
probabilidad de encontrar estados desordenados. En medios continuos su existencia ha sido
probada mateméticamente por Valanis (1971)(121).

B.5.1. Desigualdad de la Entropia en Sistemas Irreversibles

Considerando la densidad de energfa interna e como una funcién de estado de la deformacion

€ y la temperatura 6 y suponiendo la existencia de una funcién de entropia S

S:/pst (B.14)
B

donde s = s(e,0) es la densidad de entropfa (entropfa por unidad de masa), se define el

flujo de entropia @y como

Q= [ Zav- [ Bome

5 | o) (B.15)

v se establece la segunda ley de la termodindmica

S—-Q>0 (B.16)

Apéndice B 147

Sustituyendo las ecs. (B.14) y (B.15) en (B.16) y transformando la integral de superficie de
(B.15) en integral de volumen, se obtiene la desigualdad de Clausius-Duhem

/B{ps—%Jrv- <%>}dvzo (B.17)

Recordando que 6 > 0, se formula la forma fuerte de la ec. (B.17) de acuerdo a

h h V0

p0s — pr + 6V - (5) = pfs — pq — 7 >0 (B.18)

donde ¢ es la fuerza caldrica definida en la ec. (B.13). Sustituyendo la misma en la ec. (B.18)
se obtiene h. Ve

peszpe—a:é—'T (B.19)

Adn cuando no haya entrada de calor en todo el cuerpo, cuando @ = 0 (6 ¢ = 0), debe ser

S >0 (6 s > 0) debido a la posibilidad de conduccién de calor distinta de cero (h -V en

ec. (B.18)).

Se analizan a continuacién las implicancias de la desigualdad (B.19). De acuerdo a Simo
y Miehe (1992)(122), un estado queda determinado mediante la deformacién elédstica e¢ =

e — eP, la entropia eldstica s® = s — s” y las variables internas q,.

Considerando el caracter no local de las variables internas, tanto g, como V¢, aparecen
como argumentos de la energfa interna e = ¢(€%, s°, ¢, V¢a). Esta tasa de esta magnitud

resulta

de .  Oe . Oe Oe
5 — - ge s€ .a — .V .a B.20
e P e+ 0856 +za:0qaq +Za:0(vqa) q, ( )
Sustituyendo esta expresién en la ec. (B.19) se obtiene

Oe ) Oe . Oe . Oe .
) R Gt ) RS

Oe Oe h-Vo
_ - _ V. — > B.21
Zu:paqaqa ;pa(vqa) Vi = =5 20 (B.21)

Esta desigualdad debe valer para cualquier proceso termodindmico independiente. A partir
de esta consideracion se deducen las ecuaciones constitutivas de Coleman

Oe Oe
Tl V= as

Dy +D, >0 (B.22)
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con la notacién

‘ 4 . . 1
D,, :a':sp+p(fsp+za:Qaqa+zQ:Qg’)qa . Di=—3h-V0 (B.23)

D,, representa la disipacién de enegia mecanica y D; la correspondiente a enegia térmica.

Las tensiones disipativas (), en el volumen V| energéticamente conjugadas con ¢,, se definen

como o o
e p Oe
— ~ L B.24
Qo= =gy, OV (9 3(an)) (B2
y en el borde 0V o
®— . © 5
Qa ng pa(vqa) (BQJ)

B.5.2. Variables de Estado de Sistemas Irreversibles

En un sistema irreversible un estado termodindmico no queda completamente definido con
los valores de deformacién € y entropia s (o € y 6). Se requiere un set de variables internas

como argumentos independientes de la energia interna e, ellos pueden ser:

= La deformacion pléstica €?, componente de la deformacién total €.

= La entropia de la configuraciéon plastica sP, componente de la densidad de entropia
total.

= Variables internas auxiliares g, que representan cambios microestructurales irreversible
que no pueden ser descriptos por €” o sP. Ejemplos tipicos de ¢, son la variables de

endurecimiento y ablandamiento en plasticidad.

B.6. Potenciales Termodinamicos. Relaciones Consti-

tutivas de Coleman

Hasta aqui, a partir del potencial de densidad de energfa interna e = e(g°, s¢, qn, V¢, ) fueron
obtenidas las ecuaciones de Coleman en las ec. (B.22), (B.24) y (B.25)

Dependiendo de la eleccién de las variables de estado independientes, es posible definir otros

potenciales a través de transformaciones de Legendre, como la densidad de energia libre de
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Helmholtz, definida por la transformacién

P =ec—0s° (B.26)
de la que se obtienen las relaciones constitutivas
o = pg;/i , s¢= —% (B.27)
@ = 2509 (397) (B2
A~ g (B.29)

B.7. Aplicaciones al Campo de la Elastoplasticidad Lo-

cal

En esta seccién se aplican conceptos termodindmicos al campo de la elastoplasticidad local

isotérmica, donde la temperatura 6 se considera un pardametro constante.

Se establece el principio fundamental de méaxima disipacién plastica, que conduce a layes de
normalidad y a los criterios de carga plastica.

B.7.1. Ecuaciones Constitutivas

En primer lugar se recuerda la descomposicién aditiva de deformaciones de la elastoplas-
ticidad dada por la relacién € = € — €, donde el tensor de deformaciones pldsticas &P
representa una variables interna. Las otras variables internas de estado, denominadas r,
con o = 1,2, ... son las variables de endurecimiento y ablandamiento, escalares en el caso de

comportamiento plastico isétropo.

La energia libre para elastoplasticidad isotérmica, suponiendo el comportamiento eldstico
lineal definido por el tensor elastico constante de cuarto orden E°, es

P = %sﬁ B¢ e+ pYP(Ka) (B.30)

siendo pY?(k,) una funcién arbitraria de las variables de estado. La ecuacién constitutiva
para las tensiones totales, obtenida aplicando la ec. (B.27) es

o= pgj)e =FE°:e*=E°: (e—¢€") (B.31)
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Las tensiones disipativas, denominadas K,, estan energéticamente conjugadas con el set de

variables internas .. Despreciando el término de gradientes de la ec. (B.28), se calculan

9
p@na

como

Ko = (B.32)

v las tensiones disipativas en el borde K resultan nulas.

Con esta notacién, la desigualdad de la disipacién plastica de la ec. (B.23) se expresa como

D=0:e"+Y Kafia >0 (B.33)

@

B.7.2. Superficie de Fluencia - Leyes de Endurecimiento y Ablan-

damiento

La plasticidad cldsica estd basada en la existencia de una superficie de fluencia convexa en
el espacio de tensiones. Dentro de ella los estados tensionales son eldsticos y la respuesta
reversible. Definida la funcién de dicha superficie F' (o, K, ), los estados pldsticos admisibles

que pertenecen a B deben cumplir la condiciéon

B={o,K, | F(o,K,) <0} (B.34)

El cambio de tamano de la superficie en espacio de tensiones debido a la evolucién de K,

se denomina endurecimiento o ablandamiento, segin sea de expansién o contraccion.

La pendiente de endurecimiento o ablandamiento queda determinada por el médulo HY Y
definido como

0K, &
af 8:‘{3 n paﬂaﬂﬁ

(B.35)

Si H? 5 €8 definido positivo, la respuesta corresponde a comportamiento de endurecimiento,
de lo contrario a ablandamiento.
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B.8. Principio de la Maxima Disipacion Plastica para

Flujo Plastico Asociado

De acuerdo a la ec. (B.33) la funcién de disipacién se expresa como

D(6,K.)=6:€"+» Kaka para (6,K.)€ B (B.36)

El principio de la méxima disipacién pléstica indica que los valores (o, K,) satisfacen la
condicién de disipacién maxima si

(0,Ko)=arg [Méx D(6,K.) , V (5,K.)¢€ B] (B.37)

Otra forma equivalente de expresarlo es la denominada desigualdad variacional

D(o,K,) - D(e,K,) >0 , V (6,K.,)€B (B.38)

B.8.1. Desigualdad de la Disipaciéon

El cumplimiento del principio de la maxima disipacién plastica implica la verficacién de la
desigualdad de Clausius-Duhem de la ec. (B.17). Esto se debe a que B contiene el origen
del espacio de tensiones disipativas. Eligiendo (&, K,)=(0,0) en la ec. (B.37), se concluye

que D(o, K,) > 0. Esta es la principal consecuencia del principio de la maxima disipacion.

B.8.2. Regla de la Normalidad

Considerando un estado (o, K,) € B, se reformula la desigualdad de la ec. (B.37) como

(0-0):&"+> (Ka—Ku)ia > 0 , V (6,K.) € B (B.39)

y se deduce que el par (€”,%,) debe estar orientado en direccién normal a la superficie de

fluencia. Esta direccion es tnica si la superficie es uniforme.

En el caso de flujo plastico asociado, las leyes de flujo y endurecimiento o ablandamiento

valen
. OF(0,Kq)
P —
B A= (B.40)
fo = /'\L (7, o) (B.41)

0K,
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mientras el multiplicador plastico se determina con las condiciones complementarias

A > 0, Flok) < 0, AF(o,ka) = O (B.42)

En el caso de flujo pldstico no asociado se verifica que la regla de normalidad se establece

con el potencial plastico @ [ver Runesson (1998)(123)]

P [‘)Q(o-, H&)
eP = /\760' (B.43)
. _ \ aQ(Uv K:a)
Fo = /\W (B.44)

B.9. Elastoplasticidad de Gradientes Termodinamica-

mente Consistente

Todos los principios y reglas enunciados hasta aqui son validos también para la elasto-
plasticidad basada en teoria de gradientes superiores de deformaciones. La energia libre de
deformacién total se calcula como
1 Ok
o= 558 D E° e+ pYP (ko) + o0 (VEa) , Ve = 8—“ i=1,2,3 (B.45)
T
siendo p9(Vk,) una funcién arbitraria del gradiente de las variables de estado, en la que
se incorpora una longitud interna de gradientes [, que caracteriza a la microestructura del
material y fija a su vez el tamano final de la zona de localizacién de deformaciones plasticas.

En cuanto al célculo tensiones disipativas, debe considerarse el término adicional de gradi-
entes. Utilizando la notacién K, en lugar de Q,, la ec. (B.28) se reescribe como

or oI
Koy=—p— . B.46
eV o) (A0
v las tensiones disipativas en el borde Kr(,b), se calculan a partir de la ec. (B.29) como
oy
K® = _n,. B.4
o RN (B.47)

Asi como en elastoplasticidad local el comportamiento de endurecimiento y ablandamiento
quedaba determinado por un médulo HY 5+ la elastoplasticidad de gradientes depende del

tensor de gradientes definido positivo H? 3+ calculado como

1 PPy

HY  — o= _ B.4
08 = L 3(Vna) © O(Vra) (B.48)
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Por otro lado, la disipacién pldstica D,,, de acuerdo a la ec. (B.23), vale

Dp=0:6"+ kafia+» VK ia >0
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(B.49)




