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RESUMEN

En este trabajo se desarrolla un método para construir nuevas algebras de Lie algebraica-
mente rigidas de dimension finita sobre el campo complejo, es decir, aquellas que satis-
facen la condicién cohomolégica H?(g,g) = 0. Se determinan condiciones bajo las cuales
ciertas algebras conocidas del tipo

g=sxV,

donde s es semisimpley V es una representacion de s, son algebraicamente rigidas. A partir
de estas estructuras iniciales, se estudian deformaciones de extensiones del tipo

g=sx VeC(,

que en general no son rigidas, con el objetivo de obtener nuevas estructuras algebraica-
mente rigidas.

El método ha sido validado con éxito en distintos casos, en particular cuando s = sl,.
Para el andlisis de ejemplos concretos se emplearon herramientas computacionales como
Maple, lo que permitié explorar sistemdticamente casos especificos y obtener tanto resul-
tados particulares como patrones generales. Ademads, este enfoque permitio recuperar y
extender resultados previamente establecidos por Richardson (1967), Carles (1985) y Yao
Folly-Aziamagnon en su tesis doctoral bajo la direcciéon de Michel Goze.
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INTRODUCCION

Uno de los pilares fundamentales de la investigacion cientifica es la clasificacion, enten-
dida como el proceso de organizar objetos en clases o grupos. Desde épocas antiguas hasta
la actualidad, fil6sofos y cientificos han jugado un papel central en el desarrollo de sistemas
clasificatorios. A pesar del avance tedrico y tecnolégico, muchos de los enfoques actuales
aun se basan en el andlisis de semejanzas entre los objetos que componen los datos em-
piricos.

En el contexto matematico, clasificar implica definir una relacién de equivalencia R so-
bre un conjunto E, lo cual da lugar al conjunto cociente E/R, formado por las clases de
equivalencia. Este conjunto puede, a su vez, admitir una estructura jerarquica. La com-
paracion entre elementos de E suele realizarse mediante el uso de invariantes, que per-
miten distinguir entre las distintas clases.

Dentro de la teoria de édlgebras de Lie, el estudio de la variedad de todas las dlgebras de
Lie de una dimensién dada constituye un problema de gran interés, sobre el cual ain se
conoce relativamente poco. En este marco, las llamadas 4lgebras rigidas ocupan un lugar
destacado.

Para formalizar esta nocion, consideremos una estructura de algebra y € Hom(A2C",C™)
sobre el espacio vectorial C". El conjunto L, de todas las estructuras de Lie de dimensién n
puede identificarse con un subconjunto algebraico de ese espacio. El grupo GL(n,C) actaa
sobre L, por cambio de base:

g-ux,y)=gug'xg'y), geGLnC),x,yeC"

La o6rbita de u es
O/J = {gl”g € GL(”)C)})

agrupando todas las estructuras isomorfas a p. Se dice que p es rigida si su 6rbita es abierta
en la topologia de Zariski (entonces también lo es en la topologia euclidiana). Esto equiva-
le a afirmar que toda élgebra de Lie suficientemente cercana a u (en el sentido de dicha
topologia) es isomorfa a ella. La clausura de la 6rbita de una dlgebra de Lie rigida —que
incluye tanto a p como a las dlgebras obtenidas por procesos de contraccién o degen-
eracion— constituye una componente irreducible de la variedad, L,,, que parametriza las
estructuras de dlgebras de Lie. Por esta razon, el estudio de las dlgebras de Lie rigidas
adquiere una importancia central dentro de los problemas de clasificacion.

Determinar si una dlgebra de Lie es rigida es, en general, una tarea altamente no trivial.
Sin embargo, existen ciertos criterios algebraicos que permiten detectar la rigidez en casos
especificos. Por ejemplo, se sabe que las dlgebras de Lie (semi)simples son rigidas, ya que
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su segundo grupo de cohomologia con coeficientes en la representacion adjunta - un in-
variante algebraico- es igual a cero. Por lo tanto, una subclase particularmente importante
es la de las dlgebras de Lie algebraicamente rigidas, que pueden identificarse mediante este
invariante algebraico: su cohomologia.

La cohomologia de una élgebra de Lie constituye un invariante algebraico de naturaleza
multilineal, que se obtiene a partir de un complejo definido en el dlgebra exterior. En par-
ticular, si se verifica que H?(u, ) = 0, entonces u es rigida, y se dice que es algebraicamente
rigida.

En el contexto de esta tesis, existen en la bibliografia dos familias bien estudiadas de
dlgebras de Lie rigidas, no solubles.

e Por un lado Richardson, (1967) [R], analiz6 productos semidirectos s X V, donde s es
un algebra de Lie semisimple y V una representacion irreducible de s, obteniendo
criterios de rigidez segiin la dimensién. Por ejemplo, cuando s = sl y V = C”, re-
sultan rigidas salvo para n = 3,5,7,11. Ademads, si n es par, estas dlgebras resultan
algebraicamente rigidas.

e Por otro lado Carles, (1985) [C], present6 ejemplos que pueden describirse como
sumas directas de la forma: g = (s®C) X V, donde s es simple, V es una representacién
irreducible de s, y C actda sobre V mediante la identidad. Estas dlgebras de Lie son
completas (H°(g,g) = H'(g, g) = 0) y tienen nilradical abeliano, no nulo. Se ha probado
que estas estructuras son algebraicamente rigidas en todos los casos.

Asimismo, la familia sl, x (C/ @ C*), con C/ y CF irreducibles de sl,, fue estudiada por
Yao Folly-Aziamagnon en su tesis doctoral (1997), bajo la direccion de Michel Goze, encon-
trando que algunas de estas dlgebras son algebraicamente rigidas, particularmente cuando
J Y k son pares.

Este trabajo se inserta en ese contexto tedrico y propone un nuevo método para cons-
truir dlgebras de Lie algebraicamente rigidas. El procedimiento parte de identificar condi-
ciones bajo las cuales es posible construir dlgebras de Lie, algebraicamente rigidas, del tipo
s X V, con s semisimple y V una representacion (no necesariamente irreducible), luego
considera extensiones del tipo s x VEC. Estas extensiones, que en general no son rigi-
das, se someten a un andlisis de deformaciones para detectar nuevas condiciones que nos
aseguren casos de rigidez.

Este método ha demostrado ser efectivo en muchos casos, produciendo élgebras de
Lie algebraicamente rigidas no documentadas. Por ejemplo en el caso s = sl,, con diversas
representaciones V' se obtuvieron resultados como:

1. g=sl, x C** & C, con C?¥ irreducible.

En este caso dim H?(g, g) = 2 y existen dos cociclos o7 y o tales que las correspon-
dientes deformaciones de g, g(o1) y g(o2) son algebraicamente rigidas. Es importante
notar que la primera es de tipo Carles y la segunda no. Mds atn, g(o») no es completa
(H'(g(02),9(02)) # 0, H(g(02),9(02)) # 0) y su nilradical no es abeliano. El cociclo o
es un corchete de Heisenberg.
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2. g=sl,x (C/®C*) & C, con C/ y CFirreducibles.

a) g=slx(C¥eC?*®C,0< j < k. En estos casos resulta que dim H?(g, g) = 4,7 (si
j # kosij = krespectivamente) y para k > 1 existe un cociclo o tal que la corres-
pondiente deformacién es algebraicamente rigida no completa con nilradical
nilpotente no abeliano. En el caso k = 1 el dlgebra de Lie, g = sl, x (C2®C?) & C,
fue estudiada y tiene una deformacion algebraicamente rigida no completa con
nilradical nulo.

b) g=sl,x (C¥eC**1)aC, con k < j . En este caso dim H?(g,g) = 3 y existe un
cociclo o tal que la correspondiente deformacion es algebraicamente rigida no
completa con nilradical nilpotente no abeliano.

3. g=sl, x (®",C**)®C, con C** irreducibles y alo sumo un k; = 1.

En este caso dim H?(g, g) = 2m y existe un cociclo o tal que la correspondiente defor-
macion es algebraicamente rigida no completa con nilradical nilpotente no abeliano.

Para el andlisis de ejemplos concretos se emplearon herramientas computacionales como
Maple, esto fue clave para realizar numerosos experimentos sisteméticamente, que permi-
tieron identificar los primeros casos positivos. No obstante, la capacidad de andlisis com-
putacional se ve limitada a dlgebras de dimensién menor que 12, con tiempos de computo
que pueden alcanzar varios dias. Los patrones observados sugerian una estructura recu-
rrente que abri6 la posibilidad a generalizaciones, aunque se identificaron casos particu-
lares y excepciones. Ademas, se estudiaron otros ejemplos que, si bien no forman parte de
una clasificacion general por el momento, arrojaron resultados particulares de interés.

Cabe destacar que las dlgebras semisimples que cumplen con las condiciones pro-
puestas ya son bien conocidas. También se demostré que bajo estas condiciones, g = s X
V & C admite otra deformacion algebraicamente rigida, perteneciente al tipo Carles.

Las técnicas empleadas para calcular la cohomologia son idénticas en todos los casos,
y se basan en tres herramientas fundamentales:

* Una consecuencia de la sucesion espectral de Hochschild-Serre, que facilita descom-
poner el cdlculo cohomolégico en etapas més manejables.

* La teoria de representaciones de dlgebras semisimples, que permite entender como
se descompone una representacion en irreducibles.

e El Lema de Schur, que garantiza que cualquier morfismo entre representaciones ir-
reducibles debe ser trivial o un multiplo escalar de la identidad.

Aunque estas herramientas son estdndar en la literatura—como las empleadas por Richard-
son y consideradas en diversos articulos, por ejemplo [R, C, F, BW1, BW2], su aplicacion
efectiva requiere un dominio profundo. Los cdlculos en los casos deformados resultan mas
complejos que en las estructuras de partida.

En resumen, este enfoque ofrece una via sistemadtica para la exploracién y construcciéon
de nuevas familias de dlgebras de Lie algebraicamente rigidas, ampliando el conocimiento
existente y trazando nuevas lineas de investigacion en el drea.
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Parte I

Algebras de Lie






CAPITULO

PRELIMINARES

En los primeros capitulos se exponen los conceptos fundamentales de dlgebra de Lie que
son necesarios para el desarrollo de esta tesis. Se incluyen definiciones bdsicas, ejemplos
ilustrativos y resultados clésicos relevantes que seran utilizados en los capitulos posterio-
res. El tratamiento se presenta de manera lo mds autocontenida posible, con el fin de fa-
cilitar la comprension sin requerir una revision exhaustiva de la literatura especializada.
Se considerardn espacios vectoriales complejos de dimensién finita a lo largo de todo el
trabajo.

Definiciones y primeros ejemplos

Definicion 1.1. Un espacio vectorial g con una operacion bilineal, llamada corchete, [, ] :
g x g — g, se denomina dlgebra de Lie si se cumplen los siguientes axiomas:

Al. [x,yl=-[y,x], paratodox, ye€g.
A2. [[x,y],z]+ [y, 2], x] +[[z,x],y] =0, paratodox,y,zeg (ldentidad de Jacobi).
Observemos que, como el campo es C, Al implica Al’:[x, x] =0 paratodo x € g.
Ejemplos 1.2.

o Algebra de Lie lineal general: gl(n). El espacio de las matrices cuadradas de orden n
con coeficientes en C y el corchete, conmutador, dado por

(X, yl=x-y—y-Xx, conxeyegln).

o Eldlgebrade Lie: sl,. El subespacio vectorial de g[(2) de las matrices de traza cero con
el conmutador de matrices.
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o Endomorfismos de V: gl(V). El espacio de las transformaciones lineales de V en V,
con el corchete dado por

|f.g]l=fog-gof, conf, gegl(V).

o Algebra de Lie abeliana. C" con el corchete idénticamente nulo.

o Algebras de Lie de dimensién 2. Dado un espacio vectorial V con base {x, y}, existen
dos élgebras de Lie con espacio subyacente V, la abeliana o la de corchete definido
por [x, y] = x.

o Algebra de Lie de Heisenberg de dimensién 2m + 1: b,,. El espacio vectorial con base
{X1,"**,Xm, ¥1,"**» Ym>» 2} y €l corchete definido por [x;, y;] = z.

o Algebra de Lie suma directa o producto directo : g1 ® go. Dadas g; y g» dos dlgebras de
Lie. El espacio g; x g2 y el corchete dado por [(x1, x2), (31, y2)]| = ([x1, 11, [x2, y2]), con
X;,yi € g;. Cuando g = g; ® g, con g, abeliana diremos que gy es un factor abeliano
de g.

Conceptos adicionales

Definiciones 1.3.

(i) Una transformacioén lineal f: g; — g2, con g; y g2 dlgebras de Lie, es un homomor-
fismo de dlgebras de Liesi f ([x,y]) = [ f(x), f(»)] ,para todo x, y € g;.

Si ademads f es biyectiva diremos que f es un isomorfismoy que g; es isomorfa a g,
(91 = g2).

(ii) Dada el dlgebra de Lie g, el centro de g es
3(g) ={xeg/[x,y1 =0, paratodoy€ g}.

Dados Ay B subconjuntos del dlgebra de Lie g, indicaremos con [A, B] al subespacio
generado por {[a,b] /fac€ Ay be B}.

(iii) Un subespacio h de un élgebra de Lie g es una subdlgebra de Lie de g si [h,H] < b.
(iv) Un subespacio I de un dlgebra de Lie g es un idealde g si [g,I] < I.

(v) Dada una subdlgebra h de una algebra de Lie g, el normalizador de b es
n(h) ={xeg/[x,hl ch}.

(vi) Algebrade Lie cociente. Sea g un dlgebra de Lie y h un ideal de g. En el espacio vectorial
cociente g/h, con el corchete dado por [X,y] = [x, yl, estd bien definido y donde X
denotala clase de x.




Ejemplos 1.4.

Siladim(V) = n, gl(n) = gl(V).

Existen, salvo isomorfismo, solo dos algebras de Lie de dimensién 2, presentadas en
los Ejemplos 1.2.

Si el dlgebra de Lie es abeliana, 3(g) = g.
Una subdlgebra es en si misma un algebra de Lie. n(h) es una subdlgebra de g.
El conjunto de matrices de traza cero de C"*", sl,, es una subdlgebra de gl(n).

El 3(g) es un ideal de g. Los ideales de un algebra de Lie son subdlgebras. Ideales tri-
vialesde g son 0y g.

El ntcleo de un homomorfismo es un ideal del dominio.






CAPITULO

ALGUNAS CLASES DESTACADAS DE ALGEBRAS DE LIE

2.1 Algebras de Lie simples y su clasificacién

Definicion 2.1. Decimos que un dlgebra de Lie g es simple si su dimensién es mayor que
uno y no contiene ideales no triviales.

Ejemplo 2.2. Un ejemplo clasico de dlgebra de Lie simple es sl,, que tiene dimension 3.
Consideremos la base estdndar formada por las matrices

L[0! _(o 0 (10
“lo o) Y71 o) "Tlo 41/
Los corchetes entre estos elementos satisfacen las relaciones:

[x) _V] = hr [h) x] = 2x, [h, y] = _2y.

Supongamos que existe un ideal no trivial I c sl,. Entonces, cualquier elemento de I
puede escribirse como una combinacion lineal

ax+by+ch, con a,b,ceC.
Calculamos los corchetes
[x,ax+by+ch]=bh-2cxel,

[y,,ax+by+ch| =-ah+2cyel.

Sia#0,entonces y € I, luego I =sl,. De forma anéloga, si b # 0, I = sl,. Por lo tanto, para
que [ sea un ideal propio, debe darse a = b = 0. En este caso, ch € I, y nuevamente I = sl,.
Asi, la inica posibilidad es que I sea 0 o todo sl, lo que demuestra que sl, es simple.
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Uno de los resultados més importantes en la teoria de dlgebras de Lie es la clasificacion
completa de las dlgebras simples de dimensién finita sobre C, atribuida principalmente a
Killing y a Cartan. Aunque el dlgebra general de matrices gl(7n) no es simple, su subdlgebra
sl, silo es, y dalugar ala primera familia de dlgebras simples, llamada de tipo A: para cada
natural n>1,

Ay:s [n+1 .

Otras familias, simples, provienen de dlgebras de matrices antisimétricas llamadas de tipo
ByD,
By 1502541, Dy, :502,.

Una cuarta familia, conocida como tipo C, corresponde al dlgebra simpléctica, Cy, : 5p5,,,

R _(123:) con Q y R simétricas. Estas cuatro familias
(A, B, C, D) constituyen las familias infinitas de dlgebras de Lie simples clasicas. A ellas se
suman cinco casos excepcionales, que no pertenecen a ninguna de las familias anteriores:

Eg, E7, Eg, Fy y Go.

formada por matrices de la forma:(P

2.2 Algebras de Lie solubles y nilpotentes

Dada un dlgebra de Lie g, se pueden definir dos series de subélgebras descendentes, definidas
inductivamente, que permiten estudiar su estructura:
la serie central descendente { gk }, donde

la serie derivada {g®}, dada por

g9 =g y g(k):[g(k_l),g(k_l)]

Nota. Las subdlgebras g* y g® son ideales en g. Mds atin si h es un ideal de un algebra de
Lie g, h® también es un ideal en g.

Definiciones 2.3. Sea g un dlgebra de Lie.
(i) g es nilpotentesi g* = 0 para algtin k.

(&) = 0 para algtin k.

(ii) ges solublesig
(iii) g es perfectasig' =g.
Ejemplos 2.4.

« Como g® c g*, toda dlgebra de Lie nilpotente es soluble.

 Las dlgebras de Lie abelianas son nilpotentes.

12



2.3. ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES

2.3 Algebras de Lie semisimples

En esta seccion recolectamos resultados fundamentales cldsicos muy conocidos que se los
puede encontrar en [Hu].

Definicion 2.5. Un dlgebra de Lie es semisimple si no tiene ideales solubles no triviales.
Un resultado fundamental en esta teoria afirma lo siguiente:

Teorema 2.6. Sea g un dlgebra de Lie semisimple. Entonces existen ideales g,,...,g; de g,
simples como dlgebra de Lie, tales queg =g, ®...® g;.

Definicion 2.7. Sea g un algebra de Lie.
Una subdlgebra h < g se dice que es una subdlgebra de Cartan si cumple que es nilpo-
tente y es igual a su normalizador.

Teorema 2.8. Toda dlgebra de Lie semisimple tiene subdlgebra de Cartan abeliana.

Dos subélgebras de Cartan de un 4lgebra de Lie semisimple g son isomorfas, este resul-
tado permite definir el rango de g como la dimensién de una subdlgebra de Cartan.

Ejemplo 2.9. Los rangos de las élgebras de Lie simples son:

Algebras de Lie simples
An:8lns1 | Bnis0an+1 | Cuipy, | Dnisogn | Es | E7 | Eg | Fy | Go
dim nn+2) n@2n+1) | n2n+1) | n2n—-1) | 78 | 133 | 248 | 52 | 14
rango | n,nx=1 nn=2 n,n=3 n,n=4 6 7 8 4 2

13







CAPITULO

REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

El concepto de una representacion de un élgebra de Lie surge del deseo de entender es-
tas estructuras abstractas a través de objetos mds concretos, como las transformaciones
lineales. Es decir, se trata de "representar” una 4lgebra de Lie como un conjunto de opera-
dores lineales actuando sobre un espacio vectorial.

Definiciéon 3.1. Sea V un espacio vectorial y g un élgebra de Lie. Una representacién de g
en V es un homomorfismo de Lie.

p:g— gl(V).

V es el espacio de la representaciény su dimension es la dimension de la representacion.
Dada una representacion de g en V y un subespacio W de V, W es invariante por p si
p(g)(W)c W, paratodo g € g.

Definicion 3.2. Sea p : g — gl(V) una representacién, con V # 0. Se dice que p es irre-
ducible si V no posee subespacios invariantes propios.

Definicion 3.3. Se dice que una representacion p es completamente reducible si V puede
descomponerse como suma directa de subespacios:

V=Vi®--aV,

donde cada V; es un subespacio invariante por p y larestriccion de p en V; es un subespacio
irreducible.

Definiciones 3.4.

(i) Representacion trivial. La representacion trivial es la representacion en el espacio de
dimensién 1 donde todos los operadores son cero.

15
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(ii) Representacion adjunta. Sea g un algebra de Lie. La funcién ad : g — gl(g) tal que,
paratodo x € g

ad(x):g— g definidapor ad(x)(y)=I[x,Yl,
define una representacion de g en g.

Dos representaciones, p; y p2, de la misma élgebra de Lie g en los espacios V; y V»
respectivamente. Se dice que son representaciones equivalentes si existe un isomorfismo
lineal P: V; — V; tal que p2(x) o P = Pop;(x) para cualquier x € g. Viceversa, dada una
representacion p; y un isomorfismo lineal P, definiendo p; a partir de la expresién anterior
se obtiene una representacion isomorfa a p;.

Construccion de nuevas representaciones

Suma directa de representaciones Sea g un algebrade Liey p1,---, p, representaciones de
gen Vy,---,V, respectivamente. Definimos una representacién en V;&,--- & V,, como

p:g—gl(V1e,---&V,) talque p(x)=p1(x)& - & pu(x).

Producto tensorial de representaciones Sea g un dlgebra de Liey p;, i = 1,---,n repre-
sentaciones de g en V;. Definimos una representacién en V;®,---,®V,, como

p:g—gl(V1®,---®V,) talque px)=p1(X)®I---@[+--+1®---®pp(x),

donde I representa la identidad en cada uno de los espacios. Para n = 2, el producto tenso-
riales p(xX)(u®v)=pX)u®v+u® p(x)v.

A partir de la representacién definida sobre el producto tensorial V¥, es posible cons-
truir representaciones en el producto exterior AV Esta se encuentra naturalmente asocia-
da a la representacion sobre el producto tensorial, al surgir como submddulo (o cociente)
de este espacio ver [FH].

Representacién dual Sea p una representacion de g en V. Definimos una representacion
p*degeneldualde V,V*, como p*(x)(f) =—fop(x), feV*.

Restriccion de representaciones Dada una representacion p de g en V'y W un subespacio
invariante por p, es decir Vxe g p(x)W < W. Definimos una representacion de g en W
como pw:x€g— pxX)w e gl(W).

Cociente de representaciones Dada una representacion p de gen Vy W c V un subespa-
cio invariante por p. Definimos una representacién de g en V/W como

Ow:g— gl(V/W) talque p(x)=p(x),
donde, p(x)V/W — V /W es la tinica transformacion lineal que hace que el diagrama

(x)
VP—>V ,

.| |
p(x)

VIW —V/W

conmute y donde 7 es la proyecciéon canénica.
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Médulos y representaciones de algebras de Lie

La teoria de representaciones de dlgebras de Lie se puede reformular de manera comple-
tamente equivalente usando el lenguaje de mddulos. En este contexto, un médulo sobre
un algebra de Lie se entiende como un espacio vectorial donde acttian los elementos del
dlgebra de forma lineal y compatible con su estructura.

Definicién 3.5. Un mddulo sobre un édlgebra de Lie g es un espacio vectorial V junto con
una operacion producto g x V — V, denotada por (g, v) — x- v, que satisface, para g1, g» €
g, u, v € Vyun escalar A, las siguientes propiedades:

* (g1t&)-v=g1-v+g-v,

gi-u+tv)y=g-u+gr-v,

Ag1-v=2g1-(Av),

* (g, @l v=818 - V—gg V.

Nota. Si la accion del g-md6dulo V es nula, decimos que V es un g-modulo trivial. En
un moédulo V cada g € g define una aplicacién lineal de V, v € V — g-v € V. Por las
propiedades de médulo, esas aplicaciones lineales definen una representaciéon de g en V.
Viceversa, dada una representacion p de g en V, dado por g- v = p(g)v define un médulo
sobre g, luego los conceptos de mddulo y representacién son equivalentes.

Definicion 3.6. Un homomorfismo de g-mddulos es una funcién lineal ¢ : V. — W tal que
¢(x-v)=x-¢(v) paratodo x € g. Si W = V se dice endomorfismoYy si ¢ es biyectiva, ¢ es un
isomorfismo de g-modulos en tal caso V'y W ofrecen representaciones de g equivalentes.

Notacion: Homg(V, W) = {¢ € Hom(V, W) | ¢ es un morfismo de g — médulos}.

Definicion 3.7. Dado un g- médulo V, un subespacio vectorial W de V se dice submodulo
de Vsiparatodowe Wyxeg, x-weW.

El ntcleo de un homomorfismo de g-médulos es un submédulo. Por lo tanto los teore-
mas generales de isomorfismos (Teorema del cociente, de la suma e interseccién y cociente
de cociente) son validos.

Dada p una representacion de g sobre V (es decir, un g-mdédulo V), un g-submoédulo de
V distinguido es

Vi={veV|p(gv=0, paratodo g€ g},

el conjunto de vectores invariantes bajo la accion de g.
Si¢p: V— W es un homomorfismo de g-médulos, entonces ¢p(V?¥) c W9, En particular
Hom(V, W)?® coincide con Homg(V, W).

Lemma 3.1 (Schur). Sea p : g — gl(V) una representacion irreducible. Entonces los tinicos
endomorfismos de V que conmutan con la imagen de p son los miiltiplos escalares de la
identidad.
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CAPITULO 3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

3.1 Producto semidirecto

Definicion 3.8. Sean gy f dlgebras de Lie, y sea p una representacion de g en h. Se define
una nueva estructura de dlgebra de Lie en el producto vectorial g x h, mediante el corchete
dado por:

[(x1, 1), (22, 2)| = ([x1, %21, 1, yol + p(x1) y2 — p(x2)31)

paratodo x;,x2 €¢, y1,)2 €h.

Esta dlgebra de Lie se denominada producto semidirecto de g con h mediante la repre-
sentacion p, y se denota g X, fj. Cuando la representacion p es evidente por el contexto,
simplemente se escribe g x .

Tres propiedades destacables de g x , b, que serdan de nuestro interés, son las siguientes:
g es una subalgebra y h es un ideal de g x , ). La accion de g sobre b estd inducida por p:

[(x,0), (0, )] = (0, p(x) (¥)).

3.2 Descomposicion de Levi

Las propiedades de nilpotencia y solubilidad se heredan por subdlgebras y por imagenes
de homomorfismos. Por definicién, un algebra de Lie g es soluble si y solo si existe una
sucesion de subdlgebras de Lie.

O=grc-g1<g0=9

tal que cada g;+; es unideal en g; y los cocientes g;/g;+1 son dlgebras de Lie abeliana.

A partir de esta caracterizacion se deduce que si h es un ideal de g, entonces g es soluble
siysolo sihy g/h son solubles.

En particular, la suma de dos ideales solubles de g es de nuevo un ideal soluble, ver
[Hu]. Por lo tanto, la suma de todos los ideales solubles de g es un ideal soluble méaximal,
llamado radical de g, denotado Rad(g).

Andlogamente, el ideal nilpotente maximal se denomina nilradical y se denota Nil(g).
Luego, por definicion, el cociente g/ Rad(g) es semisimple. Por tanto, cualquier dlgebra de
Lie g es parte de la sucesion exacta

0 — Rad(g) — g — g/Rad(g) — 0

donde la primera élgebra es soluble y la ultima es semisimple, luego como espacios vecto-
riales
g = g/Rad(g) @ Rad(g).

Teorema 3.9 (Descomposicion de Levi). Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. En-
tonces existe una subdlgebra semisimpless, s = g/ Rad(g), tal que

g =5 x,Rad(g),

con p la representacién adjunta.
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3.3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES

Con esta justificacion, podemos decir que para estudiar la teoria de representacién de
un 4lgebra de Lie arbitraria, tenemos que entender individualmente las dlgebras de Lie
solubles y semisimples.

3.3 Representaciones de dlgebras de Lie semisimples

Teorema 3.10 (Completa Reducibilidad). Toda representacion compleja de dimension finita
de un dlgebra de Lie semisimple es completamente reducible.

A partir de este resultado el estudio de las representaciones de las dlgebras de Lie semisim-
ples se reduce al estudio de sus representaciones irreducibles.

Descomposicion de Cartan

Sea g un algebra de Lie semisimple. Por teorema 2.8, g admite una subdlgebra de Cartan
b c g, que es abeliana y estd formada por elementos diagonalizables bajo la representacion
adjunta. La accion de h sobre cualquier representacion de g es completamente diagonali-
zable. Aplicando este hecho a la representacion adjunta se obtiene una descomposicion de
g, como suma directa:

g=b @ Ja»

aed
donde, @ c h* es un conjunto finito de funcionales lineales distintos de cero, llamados
raices del dlgebra g, para cada a € @ el subespacio

gaZ{X(-Zg/[H,x]:a(H)x para todo He[j}

se denominan espacios raices correspondientes a la raiz @ y h = go es el espacio propio
correspondiente al valor propio cero.
Esta descomposicion se conoce como la descomposicion de Cartan del dlgebra de Lie g.
La accion de b preserva cada g, y actia sobre él mediante multiplicacion escalar por a, es
decir:
ad(H)(x) =a(H)x, paratodo Hebh, x€g,.

La estructura del sistema de raices @ asociada a una algebra de Lie semisimple g con sub-
dlgebra de Cartan h cumple las siguientes propiedades fundamentales:

1. Cada espacio raiz g, tiene dimensiéon uno.

2. El conjunto de raices @ es simétrico respecto al origen (si a € @, entonces —a € @
también) y genera un reticulo Ay < h* de rango igual a dimb.

3. La accién adjunta satisface: (8, 98] € Gatp

con la convencion de que gq15 = {0} sia + ¢ @ U{0}.

Esta estructura permite describir la accién de g sobre una representacion V de dimensién
finita, ya que permite descomponer V en espacios propios de fj, andlogamente a la des-
composicion de g en espacios raices.
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CAPITULO 3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

Descomposicion de representaciones en espacios pesos

Sea V una representacion irreducible de g. La accion de h c g sobre V es diagonalizable, lo
que permite descomponer V como suma directa de subespacios invariantes bajo h:

V= W,

Aeh*

donde cada subespacio V) c V esta definido por:
Vi={veV:H-v=A(H)v paratodo He€h}.

Los elementos A € h* tales que V) # 0 se denominan pesos de la representaciéon V. Los
subespacios correspondientes V) se denominan espacios pesode V. La dimension de V) se
conoce como multiplicidad del pesoLen V.

La accién de g sobre V estd controlada por la estructura de raices. Para cada f € @, el subes-
pacio raiz gg, acttia sobre los espacios de peso de V mediante :

9p- V1< Vyyp.

Esta accién puede interpretarse como una traslacion en el conjunto de pesos, lo que im-
plica que los pesos de una representacion irreducible estdn relacionados mediante la red
de raices Ap.

Vectores de peso maximo

Para estudiar las representaciones irreducibles, se introduce una direccion privilegiada en
h*, mediante la eleccién de un sistema de raices positivas @+ c @, tal que @ = ¢ U (-P™).
Esta eleccion permite ordenar los pesos de una representacion.

Se dice que un vector v € V es un vector de peso mdximo si:

1. ve V) paraalgin A € h* (es decir, v es un vector propio de b).
2. gq-v=_0paratodo a € d*.

El siguiente teorema establece resultados fundamentales en la teoria de representa-
ciones de dlgebras de Lie semisimples. En particular, proporciona una caracterizacion es-
tructural de las representaciones irreducibles de dimension finita, y constituye la base para
su clasificacion mediante pesos dominantes.

Teorema 3.11. Sea g un dlgebra de Lie semisimple y sea V una representacion irreducible de
g. Entonces:

« Existe un vector de peso mdximo, vy € V, tinico salvo por un factor escalar no nulo, que es
vector propio de una subdlgebra de Cartan y es aniquilado por todos los elementos corres-
pondientes a las raices positivas.

e La accion repetida de los elementos asociados a raices negativas sobre v, genera todo el
espacio V.
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3.3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES

Esta estructura permite una clasificacién completa de las representaciones irreducibles
de 4lgebras de Lie semisimples a través de sus pesos maximos dominantes. A cada peso
dominante entero A, le corresponde una unica clase de isomorfismo de representaciones
irreducibles de dimension finita, denotada por V(7).

3.3.1 Representaciones de s/,

En esta seccion se particularizan definiciones y resultados generales de la teoria de rep-
resentaciones de algebras de Lie semisimples, comenzando por el caso de sly, que es un
modelo y es accesible. A continuacién, se abordan como ejemplos, un poco mas comple-
jos, a sl3 y sly, con el proposito de identificar patrones estructurales que permitan, en una
etapa posterior, entender la generalizacion al caso de sl,, para n = 2.

Este recorrido progresivo permite aplicar el algoritmo clasico de clasificacién de rep-
resentaciones irreducibles de dimensidon finita sin necesidad de introducir nociones adi-
cionales, lo que facilita una transiciéon natural hacia el caso general de édlgebras de Lie
semisimples. La estrategia consiste, por tanto, en comprender en profundidad la estruc-
tura de las representaciones de sl,, como paso previo a abordar la clasificacién completa
mediante pesos mdximos dominantes.

Representaciones de s,

El caso sl es el ejemplo prototipico y més simple de la teoria de representaciones de alge-
bras de Lie semisimples. Su base estdndar {#, x, y}, es tal que

[h,x] =2x, [h,y] = =2y, [x,y] = h.
Descomposicién de Cartan de s,
sh=<y>e<h>&<x>,
con h =< h > su dlgebra de Cartan, el conjunto de raices @ = {-2,2} y los espacios raices
Vo=<x> y Voo=<y>

Teorema de peso maximo

Sea V una representacion irreducible de sl,. Entonces,

1. Existe un tnico vector no nulo, salvo combinacién no nula, a; € V, llamado vector de
peso méaximo, tal que para algun A € N, se verifican:

h-a;=Aaq, x-a; =0.
2. Larepresentacién V tiene dimensién A + 1, y una base formada por los vectores :
A+1

a, a=y-ai, -, aAr+1=Y a,
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CAPITULO 3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

donde la accién de los generadores de sl, sobre esta base estd dada por las siguientes for-
mulas:

3.1) h-aj=A+2-2)a;, x-(a;))={-1Daj—, y-ai=A—-i+1)ajy1, ao=ay;2=0.

Caracterizacion. Para cualquier nimero entero no negativos A existe una unica repre-
sentacion irreducible V(1) de sl,, de dimensién finita A + 1, isomorfa a Sym’l V.

Representaciones de sl

El estudio de las representaciones comienza con la identificacién de una subdlgebra de
Cartan. Para sl3 esta subélgebra,f) c sl3, se elige como el subespacio de matrices diagonales
con traza nula, el cual es bidimensional.

Descomposicién de sl3

Para extender el andlisis, consideramos g = sl3 actuando sobre si misma por la representacion
adjunta. Esta representacion se descompone como:

sl3 :b@ga-

aed

h* esta generado por los funcionales E; ; que extraen la i-esima entrada diagonal, las raices
son los funcionales del tipo E; ; — Ej j para i # j:

@ ={£(E11 — E»p), £ (E11 — E33), £(E2 2 — E33)}

Cadaespacioraiz gg, -, ; esta generada por los vectores E;, j € s[5, cuyas entradas son ceros

excepto en la posicion (i, j) que es 1. Asi

sl3 = f)@CEi,j.

i£]

Elegimos una direccion, [ de tal manera que para i < j, las matrices E; ; generan los espa-
cios raiz positivos, y las E; ; generan los espacios raiz negativos, Luego

sl3 = @Ei,j @ [j ®®Ei,j-

i>j i<j
Teorema de peso maximo

Sea V una representacion irreducible de sl3. Las dos partes del teorema 3.11 aplicados en
este caso

1. Existe un tinico vector no nulo, salvo combinacién no nula, a; € V, llamado vector de
peso méaximo de peso A, tal que:

h-a1=Ah)a, Xoq- a1 =0,

paratodo h € hyparatodo a € @*. Es decir que a; es vector propio de h y es aniquilado
los, tres, espacios de raices positivas.
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3.3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES

2. Las sucesivas aplicaciones de los, tres, espacios de raices negativas generan la repre-
sentacion V.

Caracterizacion. Algunas de las representaciones obvias de sl3, que nos ayudard a fami-
liarizarnos con lo que sucede y nos dard una construccién general es la representacion
estandar de sl en V = C3, los valores propios por la accién de h sobre los vectores de la base
estandar, e, e2 y e3, son (1,0), (—1,1) y (0,—1), respectivamente. La representacion de C3" ~
A?C3 donde los valores propios son, los opuestos de los valores propios del original, (-1, 0),
(1,—1) y (0,1). Las representaciones irreducibles Sym®V y Sym?V*, tienen pesos méaximos
(a,0) y (0, b) respectivamente y, por producto tensorial de representaciones, (a, b) es un
peso méximo de la representacién completamente reducible Sym*V ® Sym” A2V generado
por el vector de peso producto de vectores maximos de cada factor.

Luego como para cualquier par de nimeros enteros no negativos (a, b) existe una tinica
representacion irreducible de dimension finita V (a, b) de sl; esta es isomorfa a la contenida
en Sym*V @ Sym’ A%V .

La férmula general de Weyl, adaptada a la estructura de sl3, para determinar la dimension
de la representacion irreducible V (1), se puede expresar como

m+Dn+1D)(m+n+2)
2 .

dimV(m,n) =

Representaciones de s,

Sea el dlgebra de Cartan tridimensional convencional de sly,
f] = <{Ei,i —Ejyj/l <i< ] <<4}).

Descomposicién de sl

Considerando b y los vectores propios via la accién adjunta de h en sl4, obtenemos
sly = b ®Jq.

Las matrices E; j € s[4 con i # j, cuyas entradas son ceros excepto (i, j) que es 1, generan los
autoespacios unidimensionales g,. De nuevo cada uno de los espacios g, actia llevando
un autoespacio gg, idem Vp, a otro gq+p, Va+p siendo V una representacion de sl y Vg
sumando de su descomposicién en espacios propios bajo la accién de .

Para identificar un auto espacio extremo, determinamos una direccion [/ de tal mane-
ra que estos gz corresponden a matrices con una entrada distinta de cero por encima de
la diagonal. Asi, para i < j, las matrices E; ; generan los espacios raiz positivos, y las Ej ;
generan los espacios raiz negativos.

Teorema de peso maximo

Para cualquier representacion irreducible de dimension finita V de sly, existe un vector de
peso mdximo v, v € V, para algun «a, v es aniquilado por E;»,E13,E14,E23,E24y E3a 'y
genera todo V bajo aplicaciones sucesivas de los tres operadores Es i, E3 1, Es1, Es2,Es2 y
E4 3.
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CAPITULO 3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

Caracterizacion. De nuevo con la representacion estdndar de sly, V = C*. Los vectores base
estandar e; de C* son vectores propios para la accién del dlgebra de Cartan tridimensional
convencional, j, cuyo vector de peso maximo es e; de peso (1,0,0). Del mismo modo que
en la seccion anterior,

Sym"V =V (n,0,0), Sym"(A2V)=V(0,1n,0) y Sym"(A’V)=V(0,0,n).

Podemos entonces garantizar, para toda terna de nimeros naturales a, by c, la existencia
V(a, b, c) en la descomposicién en irreducibles de Sym*V ® Sym”(A?V) ® Sym¢(A3V).

Representaciones de s/,

Sea el dlgebra de Cartan n — 1 dimensional, convencional de s/,
h = <{Ei,i —E]',j/l <i <j < n}.

Descomposicién de s,

Considerando el dlgebra de Cartan § y los vectores propios via la accion adjunta de h en
sl;, obtenemos

slp=hegq.

Las matrices E; j € sl, con i # j, cuyas entradas son ceros excepto (i, j) que es 1, generan los
autoespacios unidimensionales g,. De nuevo cada uno de los espacios g, actia llevando
un autoespacio gg, idem Vg, a otro gq.p, Va+p siendo V una representacion de sl, y Vg
sumando de su descomposicion en espacios propios bajo la acciéon de b.

Determinamos una direccion I de tal manera que estos gg corresponden a matrices
con una entrada distinta de cero por encima de la diagonal. Asi, para i < j, las matrices E; ;
generan los espacios raiz positivos, y las E; ; generan los espacios raiz negativos.

Teorema de peso maximo

Para cualquier representacion irreducible de dimension finita V de sl,,, existe un vector de
peso mdximo v, v € V, para algun a, v es aniquilado porlos E; j,i < j y genera todo V bajo
aplicaciones sucesivas de los tres operadores E; j, i > j.

Caracterizacion. Sea la representacion estandar de sl,, V = C". Los vectores de la base
estandar e; de C" son vectores propios para la accién del dlgebra de Cartan tridimensional
convencional, h, cuyo vector de peso méximo es e; de peso (1,0,---,0). Del mismo modo
que en la seccion anterior,

Sym"V =V (n,0,0), Sym"(A*V)=V(0,n,0) -~ Sym"(A"'V)=V(0,--,0,n).
Podemos entonces garantizar, para toda n — 1-upla de nimeros naturales (ay,- -+, a,-1), la
existencia V(ay,- -+, ay—1) en la descomposicion en irreducibles de ®?=_11 Sym % A'V.
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3.3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES

3.3.2 Descomposicién de productos tensoriales y exteriores de orden 2
de representaciones

Para el cdlculo de la cohomologia adjunta de primer y segundo orden de las dlgebras de
Lie consideradas en esta tesis, las potencias exteriores de segundo orden y los productos
tensoriales de representaciones de dlgebras semisimples constituyen herramientas esen-
ciales. Mediante su descomposiciéon en componentes irreducibles, es posible analizar la
estructura de los complejos de cohomologia asociados a distintos mddulos.

En particular, las potencias exteriores de orden 2 de un algebra de Lie compleja sim-
ple —consideradas como mddulos bajo la accién adjunta u otras representaciones— se
descomponen en sumas directas de representaciones irreducibles. Estudiar esta descom-
posicion resulta clave para identificar cociclos, cobordes y, en dltima instancia, clases no
triviales en la cohomologia. La complejidad de dicho andlisis crece con el grado de la po-
tencia exterior, aunque ya en orden 2 pueden aparecer fen6menos significativos.

Asimismo, los productos tensoriales de dos representaciones permiten construir nue-
vos médulos y su descomposicion revela como interactiian las distintas componentes del
dlgebra en el nivel representacional.

El conocimiento preciso de estas descomposiciones permite aplicar criterios de anu-
lacién o no trivialidad de los grupos de cohomologia y facilita la interpretaciéon geométrica
de ciertas clases, especialmente cuando interviene la representacién adjunta. Por tanto, su
dominio es fundamental para el desarrollo de los resultados principales de esta tesis.

Para abordar esta cuestion, se recurrird a resultados conocidos, como por ejemplo la
férmula de Clebsch-Gordon, en su version aplicable a dlgebras de Lie semisimples, y un
resultado especifico para dlgebras de Lie simples que se encuentra detallado en [Re]. Am-
bos se presentan a continuacion.

Teorema 3.12. (Clebsch—Gordon) Sea g un dlgebra de Lie semisimple. Sean V(1) y V (u) rep-
resentaciones irreducibles de g. Entonces el producto tensorial se descompone como

VeV = P cﬂ",uv,,

ved*

donde cada c¥ €Ny indica la multiplicidad con la que aparece V,, en la descomposicion.
A

Férmula de Weyl para s(,,

Sea A = (A4,...,A,-1) un peso dominante expresado en la base de pesos fundamentales de
sl,, con A; € Np. Entonces, la dimension de la representacion irreducible V(1) de sl esta
dada por la férmula de Weyl:

Ai+dipa++Aj+j—i
dimV(/l): l—[ i i+1 ' j-1 J .

l<i<js<n J—1
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CAPITULO 3. REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS DE LIE

Para el dlgebra de Lie g = sl

Dadas V(n—1) y V(I —1) dos representaciones de sy,

[n/2]

(3.2) AVin-1)= @ vien-4m).
m=1
Ejemplo: A2V (3)=V(4)e V(0).
Teorema de Clebsch-Gordon para sl
min{n,l}
(3.3) Vin-DeV(i-)= @ Vmn+i-2m).
m=1

Ejemplo: V@)eV(1)=V@3)e V().
Dadas W, Z dos representaciones de sl
(3.4) N(WeZ) =NWeAZeWeZ,
luego

[n/2] [1/2] min{n,l}
3.5) A*(Vin-DeV(I-1)=@P Vven-ame P VvRli-4ame @ Vn+i-2m

m=1 m=1 m=1

Ejemplo: A?(V(2eV())=VE2eVE)e V1) e V(0).

3.3.3 Irreducibles destacables en la descomposicién de A%(V (1))

La existencia (o inexistencia) de ciertas componentes irreducibles en la potencia exterior
de orden dos de representaciones irreducibles de dlgebras de Lie semisimples resulta rele-
vante para los problemas abordados en esta tesis. A continuacion, se presentan enunciados
que describen condiciones bajo las cuales esto sucede (0 no). Estos resultados son seguidos
de ejemplos concretos que ilustran su aplicacion.

Existencia de V (0) en la descomposicion de A2(V(A)

La presencia de una componente trivial V(0), es decir, un submé6dulo unidimensional de
peso maximo igual a cero, en la descomposicién de la potencia exterior de orden dos de
una representacion irreducible V (1), significa que

A*(V(1) = V(0) ® (otros médulos),

es poco comun y se halla profundamente vinculada con la estructura interna de V(A1) y
de la élgebra de Lie semisimple subyacente. Esta propiedad es esencial en el desarrollo
de esta tesis. A continuacion se proporciona un enunciado formal de las condiciones que
garantizan su existencia, seguido por algunos ejemplos relevantes.

Se sabe que V (0) aparece exactamente una vez en la descomposicién en irreducibles de
A?(V(D) siysolo si
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e V(A) esauto dual y
¢ la forma invariante en V(1) es alternante,

La existencia de un vector de peso maximo de peso cero en A’V, con V representacién
irreducible de dimension finita de un élgebra de Lie semisimple, es equivalente a la exis-
tencia de una forma bilineal alternante no degenerada e invariante en V. Esta propiedad
caracteriza a las representaciones irreducibles de tipo simplécticas, y se manifiesta a través
del indicador de Frobenius-Schur, el cual en este caso toma el valor —1. En este caso, la
forma invariante induce una estructura simpléctica en V. En particular, existe una base
{er,---,en f1,-++, fn} de Venla cual el vector de peso méximo en A%V es dela forma

n
Z e; N\ f,
i=1
Este vector es de peso cero, y corresponde a un vector invariante bajo la accién del dlgebra

de Lie semisimple.

Ejemplo 3.13. Un ejemplo clésico lo constituyen las representaciones irreducibles de di-
mension finita del dlgebra de Lie s[,. Todas estas representaciones son autoduales; en con-
secuencia, en cada una de ellas existe una tnica forma bilineal (salvo escalar) que es in-
variante, no degenerada y que ademas es:

a. simétrica cuando la dimension es impar;
b. alternante (antisimétrica) cuando la dimension es par.

Utilizando la formula de la ecuacion (3.2),

[n/2]
A*V(in-1)= @ vien-4m),
m=1

si n es par, para m = %, la descomposicién de A?V(n—1) contiene una componente irre-
ducible de peso 0.
Existencia de V(1) en la descomposicién de A?(V (1))

La no existencia de componentes irreducibles en comun entre A2(V (L) y tanto V(1) como
g es de sumo interés por lo que veamos en que caso esto sucede

Teorema 3.14. Sea g un dlgebra de Lie simple, g # sl,. Entonces A*g contiene una compo-
nente irreducible isomorfa a g.

Ejemplo 3.15. Sea g = spg, el dlgebra de Lie simple de tipo Cs. Consideramos la repre-
sentacion irreducible V(1) de g con peso dominante A = (0,0, 1). Esta representacion tiene
dimension 14 y es autodual.

La potencia exterior de segundo orden de esta representacion se descompone como

A*V(0,0,1) = V(1,0,1) ® V(0,1,0) ® V(0)

Esta descomposicidn presenta las siguientes caracteristicas:
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* Larepresentacion trivial V(0) aparece como subrepresentacién de AV (0,0,1), lo que
confirma la existencia de una forma alternada g-invariante sobre (0,0, 1).

e Larepresentacion original V (0,0, 1) no aparece como subrepresentacion.
* Larepresentacién adjunta, spg = V(2,0,0), tampoco aparece.

Este ejemplo demuestra que la presencia de una forma bilineal alternada invariante (re-
flejada en la aparicion de V' (0)) no implica necesariamente la aparicion de otras estructuras
candnicas como la adjunta o la representacion misma. Esta observacion serd relevante en
capitulos posteriores al analizar condiciones para la construccién de dlgebras de Lie alge-
braicamente rigidas.
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COHOMOLOGIA DE ALGEBRAS DE LIE

El complejo de Chevalley-Eilenberg

Sea g un dlgebra de Lie y p una representacién de g sobre el espacio vectorial V. El complejo
de Chevalley-Eilenberg

e €7 (g, V) = € (g, V) L O (g, V)
donde para cada n € Ny el espacio vectorial n-cocadenas es
C"(g,V)={f:gx--xg— V| f es multilineal y alternante}

y el operador diferencial exterior d,, : C"(g, V) — C"""(g, V) estal que para cada xi,..., X,11 €
gy feC"(g,V) se tiene que
n+l .
dnf(X1,.0, Xpe1) = z:(—1y+1p(xﬁ'fbe.”,fh.n,xn+1}+
i=1

Z (—1)p+qf([Xp,Xq],x1,...,fp,...,fq,...,xn+1).
1=p<g=n+1

Notas.
e dyod,+1 =0 o0 equivalentemente Im(d,-) c ker(dy).

 De acuerdo a las convenciones usuales tenemos que g*° = C y por lo tanto COg, V)
se identifica de manera canénica con V.

e C"(g,V) esun g-modulo y d, es un morfismo de g-médulos.

« C"(g,V)=Hom(A"g,V) = (A"g)*® V=A"g"® V.
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e C(g,V)=6,,C"(g,V), es el complejo de cadenas de g con coeficientesen V.

Definicién 4.1. Sean g un dlgebra de Lie y p unarepresentaciéon de g sobre V, considerando
el complejo de cadenas anterior, definimos el n-ésimo grupo de cohomologia de g con coe-
ficientesen V

H"(g,V) =ker(dy) / Im(dp-1).

Notas.
e H(g,V)=®,H"(g,V).
o 7Z™(g,V) =ker(dy) es el conjunto de cociclosy
B™(g,V) =Im(d,-1) es el conjunto de cobordes.

e C"(g,V)yporlotanto H"(g, V) se anulan si n > dimg.

4.1 Algunos resultados conocidos

Algunos de los resultados que se empleardn en esta seccion, en particular aquellos rela-
cionados con la cohomologia de dlgebras de Lie semisimples y sus representaciones, pueden
consultarse en el Capitulo 7.8 de [W]. Alli se presentan de manera sistemdtica teoremas
clasicos como los de Whitehead, que serdan ttiles en el desarrollo de esta tesis.

Teorema 4.2. Sea g un dlgebra de Lie semisimple sobre un cuerpo K, de caracteristica 0. Si
M es un g-modulo irreducible, M # K, entonces H' (g, M) = 0 para todo i.

Teorema 4.3 (Whitehead). Sean g un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita sobre
un cuerpo de caracteristica0 y p una representacion de g en V de dimension finita. Entonces
H! @)y H? (g, V) seanulan.

En particular, en muchas ocasiones utilizaremos este resultado aplicado a la repre-
sentacion trivial, en cuyo caso resulta

4.1) H%g,C)=C, H'(g,C)=H?*@gC) =0.

Observacion 4.4. Dada g un 4lgebra de Lie y h un ideal de g. La accién adjunta restringida
de b sobre g, hace que g sea un h-modulo.

Laaccion del dlgebra de Lie h sobre el complejo de cohomologia de Chevalley-Eilenberg
de h con coeficientes en g estda dado por

(- A Ahp) =R, f(hi A Nhy) =Y f(hi A AR R A= A Ry),
i=1

conh,h;iebhy feCb,g).
Esta accion es lineal y respeta la estructura del complejo, es decir, es compatible con el
diferencial d:C"(h,g) — C""1(h,g), de modo que

d(h-f)=h-df), VYheb, feC"b,g.
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De esta forma, los subespacios de cociclos y cobordes respectivamente
Z"(h,g) =ker(d) y B"(h,g)=Im(d)

son submddulos de §. Por lo tanto, los grupos de cohomologia heredan una estructura
natural de h-moédulo para todo n = 0, inducida por la accién de § sobre g.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos enunciar la siguiente proposicion, que sera
de utilidad en el andlisis estructural de la cohomologia de ideales en élgebras de Lie.

Proposicién 4.4.1. Sea g un dlgebra de Lie y sea )y un ideal abeliano de g, entonces H' (b,9)
y H?(b, g) son b-mddulos triviales.

Demostracion

e Queremos probar que para todo a € h y u € ker(dy), [a, u(-)] € Im(dp).
Sea e ker(dy) y a,v €, entonces d; (1) (a, v) =0, luego

[a, u(V)] = [v, u(@)] — u(la, v]) =0 = [v,u(a)] = [a, u(v)] = do(u(a)) (V) = [a, u(V)],
=0

por lo tanto
[a, u()] € Im(dy) = [a,u()] =0 en H'(h,g).

» Parala segunda afirmacién, de forma andloga, sea o € ker(d2) y a, v, w € b
dx(0)(a,v,w) =0= [a,0(v,w)] - [v,0(aw)] +[w,o(a,v)]=0=

(v,0(a,w)]—[w,o(a,v)] =laoc(v,w)]=d(o(a,))(v,w) =laoc(v,w)]

por lo tanto
la,0(,")] €Im(d)) = [a,0(,)] =0 en H*(h,gq).

Definicion 4.5. Un dlgebra de Lie g es completa silos dos primeros grupos de cohomologia
adjunta son nulos (H%(g,g) = H'(g,g) = 0).

Teorema 4.6 (Carles). Toda dlgebra de Lie g completa con nilradical abeliano verifica que

H(g,g)=0.

La sucesion de Hochshild-Serre

El siguiente resultado se sigue de la sucesion espectral de Hoschild-Serre para algebras de
Lie y se puede ver en [W].

Teorema 4.7. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Si I es un ideal de g tal que g/ I es
semisimple, entonces para todon =0

H"(g,9)= Y. H'(g/I,O)® H'(I,9)°.

i+j=n
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Usando (4.1) para el cdlculo de los tres primeros grupos de cohomologia

(4.2) n=0, H'(gg) =H"@g/1,0)eH’(I,9)" = H(1,9)° = g°.
=C

n=1, HYg,g =H(g/1,C)oH"(I,g)%e H(g/1,C)oH'(I,9)% = H (I, g)°.
=0 =C

(4.3) H'(g,0) = H'(I,9)°.
En forma andloga paran =2

(4.4) H%(g,9) = H*(I,9)°.

Formula de Kunneth

Teorema 4.8. Sean g yh dos dlgebras de Lie, entonces

H*(gob,geh)=H"(g,9)® H*(h)® H"(g) ® H*(,h).

En particular para
(4.5) n=0, H°(geh,geh)=H"gg)® H'(Hh)e H’(g)® H(h,b).
(4.6) n=1, H'(gehgebh)=H'(gg)® H’(h)e

H9(g.0) o H'(8) @ H'(g) & H°(5,b) @ H°(g) & H'(3,D).

4.7) n=2, H*(gehgebh)=H’(gg)®H*(h)e H'(g,9)® H' (h)e
H*(g,9) ® H°(h) @ H°(g) ® H*(h,h) @ H'(g) ® H'(h,h) @ H*(g) ® H°(h,b).
De la teoria de Kunneth se deduce el siguiente resultado:

Proposicion 4.8.1. Sea g producto directo de dlgebras de Liegy, 1 <k < p, y sear € Np.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

e Hl(g,9)=0, paratodoj,0<j<r;
e Hl(gi,01) =0, paratodo j,0< j<ryl<k<p.
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4.2 Cohomologia de productos semidirectos

En esta seccion haremos un andlisis del producto semidirecto, g = s X, V, de condiciones
que posee o necesita con el fin de obtener su rigidez. Este andlisis conduce a una serie de
ejemplos de dlgebras de Lie que resultan rigidas bajo ciertas hipétesis.
Sea s un algebra de Lie semisimple y sea V una representacién, de dimension finita, de
5. Consideremos el algebra de Lie
g=sxV

Describamos los tres primeros grupos de cohomologia adjunta. Por propiedad del pro-
ducto semidirecto, V es un ideal de g tal que g/V es semisimple, aplicando las férmulas
42,43y4.4

(4.8) H(g.g)=g% H'(g0)=H'(v.g)" v H(g.0)=H(V,9)°
Ademds como V es abeliano, por 4.4.1, H!(V,g) y H*(V, g) es un V-médulo trivial, luego
H'(V.g)' =H'(V,0)" v H*(V.g)" = H(V,9)"
Luego
(4.9) H%g,0)=V, H'(gg)=H'(V,9)° vy H*(g,9)=H*(V,g)".
Por otro lado, considerando la sucesién exacta de g-mdédulos
0—V—g—g/V—0,
la correspondiente sucesion exacta de complejos de cadena
0— C(V,V) — C(V,g) — C(V,g/V) — 0

también es una sucesion exacta de g-mddulos. Consecuentemente la correspondiente suce-
sion exacta de cohomologia

o — H" Y (V,g/V) — H™(V,V) — H"(V,g) — H"(V,g/V) — ---

es una sucesion exacta de g-mo6dulos. Como s es una subdlgebra semisimple de g que es
suplementaria a V, como espacios vectoriales, podemos considerar a las cadenas como
s-m6dulo por lo que

(4.10) oo — H YV, g/ V)" — H(V,V)* — H'(V,g)* — H"(V,g/V)* — -

es una sucesion exacta. Como V es dlgebra de Lie abeliana y tanto V como g/V son V-
modulos triviales se sigue que H"(V, V) = C"(V,V)y H*(V,g/V) = C"*(V,g/V), reemplazando
en4.10

(4.11) o — C" LW,/ V) — CN(V, V)T — H'(V, ) — C*(V, gl V) —> -+

Para
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4.12) 0— CY(V,V)* —| HY(V,9)° = H'(g,9) | — C (V,g/V)* — C*(V,V)* — --.

(4.13)
- — CH(V,g/V)* — C3(V,V)* — | H*(V,9)° = H*(g,9) | — C*(V,g/V)* — -

Observaciones

1. Como CY(V,V)®*~Hom4(V,V) y C(V,g/V)®=Hom,(V,g/V), entonces, sila di-
mensién de CL(V, g/V)® es cero, se deduce que

(4.14) HY\(V,g)° = Ct(V, V)"

En tal caso, la cohomologia adjunta de g verifica que dim (H 1 (g, g)) > 1. Mas aun, si
{a;/ i=1,---,n} es una base de V, y si consideramos {a'/ i = 1,---,n} la base dual
correspondiente en V*, entonces una clase no trivial en la cohomologia de grado 1
de ges

n .
(4.15) Y a'®a;e H(V,9)° = H'(g,9).
i=1

2. Si A2V no comparte componentes en comtin cong, entonces H2(g,g) = 0.
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Algebras de Lie rigidas
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CAPITULO

LA VARIEDAD DE ALGEBRAS DE LIE

5.1 Corchetes de Lie

Sea g un dlgebra de Lie de dimensién n, con base {vy,: -+, v,}, su corchete se puede recu-
perar a partir de las constantes de estructura, xll‘j, que aparecen en las expresiones [v;, vj] =

Yo xfj Vk. Es posible definir un dlgebra de Lie abstracta de dimension n desde cero sim-

plemente especificando un conjunto de n® constantes de estructuras. Naturalmente, no
vale para cualquier conjunto de escalares {xlk j}’ se deben cumplir las condiciones que im-
plican los axiomas Al y A2, que en los coeficientes se traducen a

— k k k .m) _
(5.1) =0=x;;+X;; Y Z(xl]xkl+x lxkl+xllxk]) 0.
En la préctica, no construiremos dlgebras de Lie de esta manera artificial sin embargo,
como sabemos que todo espacio vectorial de dimensién 7 es isomorfo a C”, identificare-
mos (g,[,1) = (C", 1) con u corchete en C que verifica [5.1], por lo tanto consideraremos
las dlgebras de Lie en C" y nos referiremos a un dlgebra de Lie g o a su corchete de Lie p

indistintamente, segin la notacion que mejor se adapte.

5.2 Lavariedad ¥ (n)

Lavariedad £ (n) de dlgebras de Lie n-dimensionales sobre C es la variedad algebraica afin
de todos los mapas bilineales p: C" x C* — C" que satisfacen antisimetria y la identidad
de Jacobi, 5.1, denominados corchetes de Lie sobre C.

En el conjunto £ (n) conviven algebras de Lie isomorfas. Dada p € £ (n), un édlgebra
de Lie isomorfa a ella se consigue cambiando la base de C". Esto es, la accién natural del
grupo GL(n) dada por

A-u(x,y) = A(u(A™ (%), A71(3))) con AeGL(n)
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es un algebra de Lie isomorfa a u. Mds atn, todas las dlgebras de Lie isomorfas a u son de
esta forma. Por lo tanto pertenecer a la orbita de p,

O ={A-ul Ae GL(n)},

es pertenecer a la misma clase de isomorfismo.

Y asi clasificar, salvo isomorfismo, las dlgebras de Lie de dimension n sobre C es equiva-
lente a entender cudles son las 6rbitas de la accién por cambio de base de GL(n) en el
conjunto algebraico afin £ (n).

Notaremos un algebra de Lie con p € £ (n), g = (V, 1) cuando se necesite especificar el
espacio vectorial subyacente o (g, [,]).

Operacion de composicion o
Dados ¢, € Hom(V ® V, V), se define:
(o) (x,¥,2) =@y (x,¥),2) +py(y 2),x) +py(z x),y).

La identidad de Jacobi puede expresarse de manera concisa mediante esta operacion
como:

pou=0.
Sea p € £ (n) unaley de Lie. Una aplicacion bilineal alternante v : V® V — V se dice un
2-cociclo de p si satisface:

poy+you=0.
Esta condicién coincide con la definicién de 2-cociclo para la cohomologia de Cheval-
ley-Eilenberg (o cohomologia adjunta) de y con coeficientes en el médulo adjunto.

5.3 Deformaciones de algebras de Lie

Definicion 5.1. Una deformacion de un algebra de Lie u € £ (n), es un algebra de Lie
L+o,

con o una forma bilineal antisimétrica sobre C".

Lema 5.2. Sea u € £ (n) un dlgebra de Lie y o0 una forma bilineal antisimétrica sobre C". La
aplicacion p + o es un dlgebra de Lie siy solo si o es un dlgebra de Lie y o es un 2-cociclo
de p.

Notas.

e Diremos a u+ o deformacion de p poro.

¢ Dada un algebra de Lie g, denotaremos con g(o) la deformaciéon de g por o.
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RIGIDEZ

6.1 Rigidez topolégica

En el espacio vectorial complejo C" se pueden considerar dos topologias, la Euclidiana y la
de Zariski. En esta dltima, un subconjunto U de C”" es cerrado si y solo si consta de todas las
soluciones de algun sistema de ecuaciones polinémicas. Dado que cualquiera de estos U
también es un conjunto cerrado en la primera, pero no a la inversa, la topologia Euclidiana
es mas fina que la de Zariski.

Un élgebra de Lie u se dice rigida si su 6rbita, con la topologia de Zariski es abierta, o
equivalentemente u no es rigida si y s6lo si en cualquier entorno Zariski, de ella existe una
dlgebra de Lie no isomorfa. Determinar todas las dlgebras de Lie rigidas n-dimensionales
es un problema complejo y muy relevante. Hay un ntimero finito de ellas y la clausura de
la 6rbita es una componente irreducible de £ (n).

Sean g = (V, ) y ¢’ = (V, ) dlgebras de Lie, g es una contraccién de g’ si pe G (). Si g
esrigiday es una contraccion de g/, entonces g y g’ son isomorfas.

6.2 Rigidez algebraica

Un teorema clésico debido a Nijenhuis y Richardson establece un criterio suficiente para
larigidez de una dlgebra de Lie. En concreto, dicho teorema afirma que si el segundo grupo
de cohomologia adjunta, de Chevalley-Eilenberg, de u se anula, es decir, H? (1) =0, en-
tonces u es rigida.

Sin embargo, la inversa del teorema no es cierta en general. Es decir, la rigidez de una
algebra de Lie no implica necesariamente que H?(u, 1) = 0. Un ejemplo que demuestra esto
fue construido por Richardson, y puede consultarse en la referencia [R].

Este resultado pone de manifiesto que, si bien la cohomologia es una herramienta muy
poderosa para estudiar deformaciones de élgebras de Lie, no captura todos los aspectos
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del comportamiento geométrico dentro de £ (n).
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DO0S FAMILIAS DE ALGEBRAS DE LIE RIGIDAS CONOCIDAS

En el contexto de esta tesis, existen en la bibliografia dos familias bien estudiadas de alge-
bras de Lie rigidas, que han sido fundamentales para el desarrollo del estudio de deforma-
ciones y rigidez.

La primera de ellas fue construida por Richardson en [R] y mostré que, bajo ciertas
condiciones sobre la representacion, estas dlgebras pueden ser rigidas, incluso en casos en
los que el segundo grupo de cohomologia H?(g, g) no se anula. Esto proporciona contra
ejemplos a la implicacién reciproca del teorema de Nijenhuis—Richardson y muestra que la
rigidez geométrica no implica necesariamente rigidez algebraica.

La segunda familia fue desarrollada por Carles en [C], quien construy6 ejemplos explici-
tos de algebras de Lie rigidas. Las dlgebras de Carles también ilustran fen6menos sutiles en
torno ala nocién de rigidez.

Estas dos familias constituyen una base esencial para el anélisis de rigidez en productos
semidirectos y motivan los resultados presentados en esta tesis.

7.1 Lafamilia de Richardson [R]

En esta seccion describiremos una parte del contenido de la familia descripta en [R], que
resulta relevante para este trabajo.

Sea sl la inica élgebra de Lie simple de dimensién 3 y sea py la tinica representaciéon
irreducible, salvo isomorfismo, de s, de dimensién 2k + 1. Consideremos la familia de al-

gebras de Lie

- 2k+1
gk =5l X, C70L

Combinando que, la cantidad de componentes irreducibles de gj es dos, la dimensién es
2k + 4, la clasificacion de algebras de Lie semisimple y el teorema de condicién necesaria
sobre la no rigidez (ver [R]), Richardson obtuvo que, salvo para los casos k = 1,2,3,5, las
dlgebras de Lie gy son rigidas.
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Por otro lado utilizando la sucesion espectral de Hochschild-Serre (ver [HS]), la nulidad

del primer y segundo grupo de cohomologia trivial de un dlgebra de Lie simple (ver [CE])
y la férmula de Clebsch-Gordan para la descomposicion del producto tensorial en suma
directa de representaciones irreducibles (ver [GS]) obtuvo que H? (9%, 9x) # 0 para k impar.
Con estos dos resultados concluyé que para k impar mayor que 5, la familia g; es una
familia de 4lgebras de Lie rigidas con H?(gx,gx) # 0 y para k par mayor que 2, g tiene
Hz(gkugk) =0.
Completando el anélisis de esta familia, considerando que sl, se encuentra embebida como
una subdlgebra de sl ®sly, sl3, 505y go, dlgebras de Lie semisimples de rango 2, obtuvimos
que si denotamos con {ay,...,dsr+1} a la base de la representacion irreducible de dimen-
si6n 2k + 1,C%**1, para:

g1 =5l x C3, cumple

H?(g1,01) =<0 >#0cono =—-a' Aa’>® x+ a' /\a3®h+a2/\a3®y.

gl(O') =5l ®sl,.

g3 = sl x C’, cumple
H?(g3,93) =< 0 >#0.
g3(0) = s05, (de rango 2) ambos de dimension 10.

g5 = sl x C!1, cumple
H?(gs5,95) #0
g5(0) =%, el dlgebra de Lie excepcional de dimension 14.

Por otro lado, para

[k =2, g2 =5l C5,

H?(g2,90) =<0 >#0,

o se obtuvo como un ejemplo de la familia sl @ C***!, Ejemplo 9.4.
g2(0) = sl3 verifica las condiciones necesaria y suficiente de no rigidez.

, g4 =5l x C°, es rigida pues H?(g4,g4) = 0.

7.2 Lafamilia de Carles [C]

En [C], Carles describe la clase de algebras de Lie , g., completas con nilradical abeliano,
luego algebraicamente rigidas, més atin la cohomologia es cero. Estas dlgebras son suma
directa de élgebras de Lie g;, donde g; = (s; ® C) X V; con s; simple, V; una representacion
irreducible de s; y la accion de C sobre V; es la identidad. En particular,

ge=6heC)xV

es algebraicamente rigida e isomorfa a (sl, x V @ C) (0) para un dado o.
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CAPITULO

LA FAMILIA s[, x C"@PC

Esta primera familia se estudi6 utilizando la representacion estdndar, lo cual permiti6 ilus-
trar de manera concreta como aplicar el marco de andlisis que se desarrollard en las sec-
ciones posteriores. A través de este caso inicial,

sl,xC" y sl,xC"&C,

asi como ciertas deformaciones de esta ultima, se establecieron las herramientas funda-
mentales y se puso en préctica la metodologia que guiara el desarrollo general del trabajo.

Con la intencién de avanzar hacia resultados mds generales y profundizar en la es-
tructura de las representaciones, se exploraran otras familias de dlgebras de Lie, cuyas
propiedades presentan un mayor grado de complejidad y riqueza. El estudio de estas nue-
vas familias permitird extender las conclusiones obtenidas inicialmente y revelar feno-
menos que no aparecen en el caso estandar, aportando asi una vision mas completa del
problema en cuestion.

Para el dlgebra de Lie g = sl,, x C", donde C" representa la accién natural de sl;, sobre
un espacio vectorial de dimensién 7; es decir su representacion irreducible més sencilla. Si
consideramos los isomorfismos

C(C",C"*™ =~ Homy, (A*C",C") y C*(C",s5l,)"" =~ Homy, (A*C",sl,)
y los sl,,-mddulos irreducibles
sly=Vier+e), C'=V(e) y A’C"=V(2e +e),

donde V(1) denota el médulo irreducible de sl,, de peso dominante A, como no existen
aplicaciones lineales compatibles con la accién de sl,, entre A>C" con C" y A2C" con sy,
por Lema de Schur

cAC",cMM=0 y C*C" sl =0.
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Reemplazado en la sucesion (4.13)

N CZ(G:H’G:I’I)SI,I N Hz(Cn,g)S[” — Hz(g’g) SN CZ(CI’Z’E[H)S[n ..

resulta que

H?(g,9) =0.
Lema 8.1. Sea g, = sl,, x C"@C, con C factor abeliano. Entonces Hz(ga,gu) # 0. Mas aun,
1 si n>2
dim H?(g4,94) = 5 i ) y esta generado por las clases de cohomologia represen-
si n=2,

tadas por los 2-cociclos:

n
o1=Y a'rna*®a; paratodon y oy=a'Aa’°®a paran=2,
i=1
siendo {aj,- -+, a,} una base de C", {a',---,a"} base asociada de C* y C=(a).

Demostracion. Teniendo en cuenta los isomorfismos

C (C"@C,sl,)™" =~ Homy, (C"@C,sl,),

C2(C"@C,s1,)™" =~ Homyy, (A2(C"@C),51,) y

c*(c"@c,c"@C)™ ~Hom,, (A*(C"@C),c"PC),

y las descomposiciones en irreducibles de los espacios involucrados:
e paran>2, A}(C"@C)=A*’C"HC" QC=V(e+e)d Vi),
sl,=V(2e1+€), C'EPC=V(e)eV(0),
e paran=2, A*(C*’HC)=VO0)eVQ), shL=V(@2), C°HC=V1) e V(0),
y el Lema de Schur 3.1
dimC'(C"@PC,s1,)"" =0, dimC*(C"@PC,sl,)"" =0 vy

1 si n>2

dimc*(c"@c,c"Pc) = {2

Ademas por la sucesion (4.13)

si n=2.

- C' Vsl — PV, V)" — | H2 (80 80) = H(V,90)™" | — CP(V,81)™" — -

concluimos que
Hz (ga; ga) ~ C2 (G:I’l @C, G:n @C)ﬁ[n’
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luego
1 si n>2

dim H?(g4,94) =
Hm (ga ga) 2 si n=2

Proponemos
n .
o1=Y a'na*®a;e N*(C"E@PC) ®C" y or=a'ra*®ac A\*(C") &C,
i=1

siendo (a) y {(ay,---, a,) bases de C y C" respectivamente.

Demostraremos que ambos son vectores de peso maximo unidimensionales. Para facilitar
la presentacion de los resultados, consideraremos la base estandar de sl,, y trabajaremos
con su subélgebra de Cartan:

h={Ei1—Ejj:1<j<n}.
Recordamos que los elementos E; j, 1 < i < j < n acttan sobre C" y su dual como:
Eij-ar= 5]k5ll y Eij-a _—5lk6l]

o Paratodo neN, g; es vector de peso maximo de peso cero.
La accién de los operadores de crecimiento, 1 <i < j<n,

n n
Y a*na*eay Z(E,] a )/\a ®ak+2a A(Ei,j'a*)®ak+
k=1 k=1 k=1

=0

n
Z ak/\a*®(Ei,j-ak)

bl
Il
—

n
(—6i,ka1)Aa*®ak+ > ak/\a*®6j,ka,~

k=1
—-a'na*®a;+a' na*®a; =0.

I
M=

bl
I
—

La accion de los elementos de la base del dlgebra de Cartan, £y — E; j, 2< j<n,

n
(Eri—Ej,j)- Za Aa* ® ag :Z((El,l—Ej,j)-ak)/\a*®ak+
k=1 k=1

n
((El,l—Ej,j)-a*)®ak+ Z ak/\a*®(E1,1—Ej,j)-ak:
k=1

(-81ka' +8;ra’) na* ®ak+Za Na*® (61 ka1 —6jaj) =
k=1

—al/\a*®a1+aj/\a*®aj+a1/\a*®a1—aj/\a*®aj:0,

o1 esvector de peso maximo de peso cero.
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e Paran=2, 0, esvector de peso maximo de peso cero.
La accién del operador de crecimiento

x-(@2)=x-(a')rna*®a+a' Ax-(@®)®a+a' Aa*®x-(a)

=(-a’ra*ea;j+a' NO®a+a' Aa’>®0=0.
La accion del elemento de la subdlgebra de Cartan

h-(Uz):h~(a1)/\a2®a+a1Ah-(a2)®a+a1/\a2®h-(a)

=(-Da'ra*>®a+a' ADa*®a+0=0.

o, esvector de peso méximo de peso cero.

Para n = 2, claramente 0, y 0, son linealmente independientes por pertenecer a espacios
diferentes, luego

(o) si n>2,

H*(94,90) =
Pa9a {<0’1,0’2> si n=2

O

Teorema 8.2. Sea g, = sl,, x C"@C. Entonces, para todo n = 2, existe una deformacion de
9a> 9a(01), completa con nilradical abeliano, algebraicamente rigida.

Ademds, para n = 2, existe otra deformacion de g,, §,(02), algebraicamente rigida, no
completa, con nilradical no abeliano.

Demostracion.

* Consideremos el 2-cociclo del dlgebra de Lie g,, del lema anterior,

n
o] = Za’/\a*@ai.
i=1
Observemos que o, es un corchete de Lie soluble, ya que corresponde a la identidad
en C". En consecuencia, aplicando el Lema 5.2, g,(0) es una deformacién de g,.
Mas precisamente, se verifica que:

(sl, x C"@C)(o1) = (sl PC) x C"

donde C" es la representacion estdndar de sl;,, de dimension n y la accién de C so-
bre C” es la identidad. Esto implica que g,(o;) pertenece a una familia de dlgebras
de Lie estudiada por Carles, caracterizada por tener nilradical abeliano y una accién
semisimple. En virtud del Teorema 4.6, se concluye que g,(0) es algebraicamente
rigida.

e Para n = 2, el cociclo g, = a! A @ ® a, introducido en el Lema anterior, define un
corchete de Lie nilpotente, ya que su estructura coincide con la del dlgebra de Heisen-
berg de dimension 3. En consecuencia, por el Lema 5.2, se deduce que g,(02) es una
deformacion de g,.
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Si consideramos el dlgebra de Lie g,(02), C* @ C es un ideal no abeliano, por lo tanto,
por ecuacion (4.8)

Hl(ga(O-Z))ga(O'z)) = I—I1 (G:2®C’ga(o-2))gu(az) y

2 (002.3002) = H(C D 30"

Aplicando la técnica del apartado anterior podemos determinar la estructura de los
espacios de cocadenas que intervienen:

— Para C'(C*@C, ga(ag))slz, utilizando el isomorfismo

CH(C*PC,94(02))™ ~ Homgy, (C2EP T, gal02))
y la descomposicion en espacios irreducibles de
C’eC=V(1)e V(0) y galo)=V(2)e V(1) e V(0),
concluimos que la dimensién de C!'(C*@C, ga(ag))S[2 es 2.
SiC?=<{ay,as} > y C =< {a} >, es facil verificar que,
CHCPC,g4(02)™" =< {11, uz} >,

conuy=a'®a+a’®ayu,=a*®a.

— Para C?(C? @C,ga(ag))ﬁ[z, como C?(C? G}C,ga(az))slz =C?(c*@c,c? @C)ﬂz, por
el lema anterior [
CZ(J:ZEBtlZ,ga(O:z))5 * =(01,02).

Sean u, v € {a, ay, a}, ordenados de manera estrictamente creciente, segiin un orden
total fijado sobre el conjunto generador. Consideramos la accion de los operadores
exteriores :

x di(a' ®a)(u,v) =ua ®a (v)-I[v,a ®a (u)]-a' ®ai((u,v).Se verifica que
di(a' ® ay)(u, v) #0 < (u,v) = (a1, az), en cuyo caso dy (a' ® a1) = a' Aa’> ® a = 0>.

De manera anéloga se obtiene, d; (@® ® ay) = a' A a® ® a. Por lo tanto
1 2 _
di(a ®a;+a“®ay) =205.

x di@a*ea)(u,v)=[u,a*®a)]-(v,a*®au)l—a* ®a(u,v]).

Como se cumple que [, a] =0, se obtiene d;(a* ® a)(u, v) = 0, excepto en el caso que
(u,v) = (a1, @), donde d; (a* ® a)(a;, as) = —a. Por lo tanto

dia*®a)=—-a' rna*®a=—0>.

Se concluye entonces que, o, es un coborde, es decir que su clase de cohomologia es
trivial, y que la combinacion lineal

w+2w=a'ea+a’eay+2a*®ac H' (ga(ag),ga(ag)).
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* dy(o1)(ay, az,a) = lay,o1(az,a)l - [az,01(a1,a)] + [a,01(ay, az)] — o1(lay, az], a) +
o1([ay, al, ax)—o1(laz, al, a1) = (a1, ax]—[az, a1]+[a,0]-01(a,a)+01(0,a2)—01(0,a1) =

2a.

Luego d»(01) = 2a' Na*nNa*®a#0, por lo tanto

H*(94(02),84(02)) =0 v H'(g4(02),84(02)) #0.

Observar ademads que:
H'(94(02),84(02)) = 3(84(02) = (@),

por lo cual el dlgebra no es completa y Nil(g,(02)) = C2 @ C no es abeliano. O

Observaciones 8.3. Notemos que en esta familia, g :

1. Las descomposiciones en sl,-médulos de A*C", sl,, y C" no tienen componentes
irreducibles en comun.

2. A%C" solo contiene un espacio irreducible unidimensional en el caso n = 2 y en tal
caso g,(02) es algebraicamente rigida.
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CAPITULO

LA FAMILIAsLb X V& C

9.1 Casos V irreducible

El caso n = 2, estudiado en el capitulo anterior, constituye sin duda una situacién particular
y significativa. Como se menciond en la introduccion, algunas de las familias consideradas
en este capitulo ya han sido estudiadas previamente por Richardson, Carles, y en la tesis
doctoral de Yao Folly-Aziamagnon. No obstante, en este capitulo retomamos el andlisis de
dichas familias —entre otras— con el objetivo de describir de manera explicita ciertas de-
formaciones que no solo contribuyen a una mejor comprension de este caso especifico,
sino que también sirven como base para abordar casos mds generales.

Dimension de V par

Para el dlgebra de Lie g = slp x C2%* con k € N, Hz(g,g) = 0. Esta afirmacién se deduce,
en forma andloga a la seccion anterior, si consideramos los siguientes isomorfismos de
espacios de cohomologia de Lie relativa a s(y:

C2(C2*, €)™ = Homyy, (A2C%,C2) vy C3(C2,51,)™ = Homyg, (A2C2, s1,)

y utilizamos las descomposiciones en sl,- médulos irreducibles:

k
N2C* =P VUk-4i), sL=V@©) y C*=vEk-1),
i=1

entonces, como no existen aplicaciones lineales compatibles con la accién de sl, entre
A?C?k y €%k ni entre A2C?F y sl,, por el Lema de Schur 3.1, se concluye

Homy, (A2C?*,€%) =0 y Homgy, (A2C?*,sl,) = 0.
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Por lo tanto
5[2 _

C2(c?, %) =0 y C2(C%,s1,)™ =0.
Ademés como C?* es un ideal abeliano de slp, por4.13
0 — HZ(CZ’C,Q)*“Z = H%(g,g) — 0 —

Luego
H?(g,9) = 0.

Ademads como H° (g,0) =30 = 2k, g no es completa.

Lema 9.1. Sea g, = slo x C*f @ C con C factor abeliano. Entonces dim H? (9a,94) = 2. Més
aun, si C2* = ({ay,---,as1}) y C = {{a}), las clases de cohomologia representadas por los
dos cociclos se pueden escribir como:

2k . k . .
01:Za’/\a*®ai y UZ:ZAia’/\aZk“_’@a, ili+k—-DA;j41=0,Vi=1,---,k-1.
i=1 i=1

Demostracion. Teniendo en cuenta las descomposiciones en irreducibles de los espacios:

k
A (C**eC)= N’ CH* e CP e C= P Vdk-4m) e V(2k-1),
m=1

sl=v(@), C*=vEk-1) y C=V(0),

y utilizando el lema de Schur 3.1, se tiene
Homy, (C** © C,sl) =0, Homg, (A*(C** & C),sl,)=0 vy
dim (Hom,y, (A*(€* © C),c** & C)) =2,
Usando los isomorfismos cldsicos de cohomologia de Chevalley-Eilenberg se deduce que:
C!(C** & C,51,)°” = Homy, (C* & C,51,) = 0,
C*(C** & C,51,)°” = Homy, (A%(C** & C),5l) =0
dim (C?(€* & C,c* & €)™ = dim (Hom,, (A2(C** & C),c* o C)) = 2.

Como C?* & C es un ideal abeliano de gq por la Proposicion 4.4.1, H? (CZk ® C,gd)g“ es un
C?* @ C- médulo trivial, luego

Hz(ga,ga) — Hz(czk@C,ga)ﬁ[Z'
Reemplazando en la sucesion exacta (4.13)
— Cl(C** @ C sy — C?(C** o C,C** 0 C)*2 — H2(g4, ga) — C*(C** @ C,5lp)*"2 —
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y teniendo en cuenta que los espacios extremos son nulos, se concluye:
H*(ga, ga) = C2(C** & C,C** 0 )",

por lo tanto,
dim (H*(g4, 84)) = 2.

Sea {ay,---, azi} una base de C>* y {a} una base de C. Proponemos como base del espacio:
[
C*(c** e C,c* o C)"* ~ Homy, (A%(C** & C),C* & C)

alos cociclos {01, 02}, linealmente independientes, definidos por:

2k k
o1=) a'na*ea; y UZ:ZAia’/\aZk“_’@a.
i:l l=1

Demostremos que 0] y 0 son invariantes unidimensionales bajo la accion de sl,, es decir,
que son vectores de peso maximo de peso 0.
Teniendo en cuenta las formulas 3.1,

h-(@=0, h-(a;)=QRk+1-20)a; y h-(a')=-Qk+1-2i)a' con i=1,---,2k,
x-@=0, x-(a)=@-Dai.1 v x-(a"):(—i)a"“ con i=2,--,2k-1,

x-(a)=x-(a*)=0, x-(a)=QRk-Dag_, v x-(a)=-a’

2k
e Parao; =) a'Ana*®a;,
i=1

2k , 2k 2%
h-(01)=) h-(@Yrna*®a;+) a'Ah-(a)®a;+)_ a' na*®h-(a;)
i=1 i=1 i=1
2k , 2k ‘
=) (-2k-1+2i)a'rna*®a;+ ) k+1-2i)a' Aa*®a; =0.
i=1 i=1

2k 2k 2k
x-(al):Zx-(a’)/\a*®a,~+2a’/\x-(a*)@ai+2a’/\a*®x-(a,~)
i=1 i=1 i=1
2k-1 . 2k 2k
=Y (-Da'rna*®a;+) a'A0®a;+ Y a' rna*e(i-1a;
i=1 i=1 i=2
2k-1 2k-1

=Y (-da"'rna*ea;+ ) ia'ra*ea;=0.
i=1 i=1

Luego o, genera un espacio irreducible unidimensional de C? (CZk PC, ga).
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k
e Paraoy, =) Aia' A a***1-ig q,
i=1

h-(oy) = Z/lh ( ) 2k+l_i®a+i/1'ai/\h‘(aZk“_i)@a
2 i
i=1

k k
Z?L( 2k—1+2i)a’ A a?*+1- ’®a+2/1 a nRk+1-20a**1"ga=0.
: l 1

x-(0p) = Z/lx (a’) A a?*+1= ’®a+Z?L a' nx- ( Zk“_’)@a

i=1

1 . . k . .

,'(—i)a”l/\a2k+1_’®a+Zﬂtial/\(—Zk—1+i)a2k+2_’®a
i=2

. . k_l . .

Ai(=Da ' Aad* g a+ Z Aisd* A (—2k+Da* e a

i=1

[l Il
.L — )l—l — I ’—‘

(/1 (=) +Ais1(=2k+D))a " A a® 1 g a.

~.
II

Luego, 0, también genera un espacio irreducible unidimensional de C? (CZk DC,g4) si
iNi+k-—i)A;js1=0, con i=1,---,k-1.

Este sistema de k incognitas con k — 1 ecuaciones tiene soluciéon no nula, asigndndole un
valor distinto de cero a uno de los pardmetros, por ejemplo A; = 1. A partir de esta eleccion,
y utilizando recurrencia, se obtienen los valores restantes. Luego,

H*(g4,84) = (01,02).
m
Teorema 9.2. Sea g, = sl x C** @ C. Entonces, existen dos deformaciones de g, algebraica-
mente rigidas:

ga(01) es completa con nilradical abeliano.
9a(02) no es completa y su nilradical es no abeliano.

Demostracion.
Consideremos o1, el 2-cociclo del dlgebra de Lie g,, del apartado anterior,
2k
o1=) a' rna*ea;.
i=1

Como o, es un corchete de Lie soluble, por ser la identidad, entonces g,(o;) es una defor-
macion de g,. Claramente

(sl x C** @ C) (o) = (sl ® C) x C**
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donde C?F es la representacién irreducible de s, de dimensién 2k y la accién de C sobre
C?* esla identidad. Luego g, (o) es del tipo de la familia de Carles, completa con nilradical
abeliano, por lo tanto es rigida.

Sea 0>, el 2-cociclo del dlgebra de Lie g,, del apartado anterior,

k . .
JZ:ZAia’Aa2k+1_l®a, talque id;j+(k—i)A;11 =0, para i=1,---,k—1.
i=1

Como o3 es un corchete de Lie (nilpotente), por ser Heisenberg de dimension 2k + 1, en-
tonces g,(02) es una deformacion de g,.
Como C** @ C es un ideal no abeliano de ga(02), por la ecuacion (4.8)

Hl (ga(O'z),ga(Og)) = ]-I1 (G:Zk @(]:’ga(o-z))ga(o'z) y

Hz(ga(UZ)’ga((fz)) = Hz(([:Zk @C,ga(az))ga(oz)_

Aplicando la técnica del apartado anterior podemos determinar la estructura de los espa-
cios de cocadenas que intervienen:

e Para C! (CZk eC, gu(az))ﬁ[z, utilizando el isomorfismo

C!(C** &€, gq(02)"™" = Homg, (C2* & C, g4(02)
y la descomposicion en espacios irreducibles de
ckeC=VR2k-1)eV(0) y galo2)=V(R2)eV(2k-1)e V(0),

concluimos que la dimensién de C1(C2* & C, g, (02))™" es 2.

Es facil verificar que,

CH(C2* & C, ga(02)™" =< {u1, 1} >,

con

2k
9.1) u1:2al®ai y wp=a*®a.
i=1

e Para C2(C% & C, g4(02)) ", como C2(C% & C,g4(02)"" = C2(C?* o C,C2* & C)™?, por
el lema anterior

)5[2

C*(C** @ C,04(02)) " = (01,02).

Sean u,v € {ay, -, ax, a}, ordenados de manera estrictamente creciente, segiin un orden
total fijado sobre el conjunto generador. Consideramos la accion de los operadores exterio-
res:
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x di(X2* a ea;)(w,v) =X di@ ®a)(u,v)=X* (lua' ®a;)]-[va ®a;w)])

Y (wa'®aiw)]-(v,a' ®a;w])+ Y (lua' ®a;)]-I[v,a' ®a;(w)])
i=1 i=k+1

Se verificaque, di(X%* a'®a;)(u,v) #0 <> (4, v) = (a;, Gzk+1-1), €N CUYO CaAsO
di (X35, a' ® a;)(ai, agks1-i) = 2A:a, luego

2%
di()_ a'®a;)=20,.
i=1

* di(a*e®a)(u,v)=[ua*®av)]-[v,a*®a(w)]-a*®a((u,v]) =-a*®a((u,v]). Luego
dy(a* ® a)(u,v) = 0, excepto en el caso que (u, v) = (a;, ag+1-;) coni =1,---, k, donde
di(a* ® a)(a;, azi+1-i) = —A;a, por lo tanto

di(a*®a)=—-0>

Se concluye entonces que, o2 es un coborde, es decir que su clase de cohomologia es trivial,
y que la combinacioén lineal

2k
Uy +2uy = Z a'®a;+2a*®ac Hl(ga(Uz),ga(Uz)).
i=1
*  dy(o1)(ay, azk, a) = lay,01(azk, @)l — laxk,01(ar, @)l + [a,01(ay, ax)] — o1 ([ar, axil, a)+
o1([a, al, axr) —o1([azk, al, ar) = [ay, azi] — [azk, a1l + [a, 0] — o1 (a, a) +01(0, azi) —01(0, aq)
da(01)(a, azk,a) =2M1a, A1 #0.
Luego d»(01) #0, por lo tanto

Cc?keC ok
b =0,

Hz(ga(O-Z)yga(UZ)) — HZ(G:ZIC ®C,ga(02))gu(02) — {HZ(CZk ®C,ga(02))5[2
Observar que como

H°(94(02),84(02)) =3(ga(02)) =@ v H'(ga(02),84(02)) #0,

g4(02) no es completa y su nilradical, C2* @ C, no es abeliano. O

Observaciones 9.3. Notemos que en esta familia, g,(02) es algebraicamente rigida y
cumple que:

1. Las descomposiciones en sl,-médulos de A>C?, sl, y C** no comparten compo-
nentes irreducibles.

2. A%C?* contiene un espacio irreducible unidimensional.

56



9.1. CASOS VIRREDUCIBLE

Dimensién de V impar

Ejemplos 9.4. Analizaremos de forma independiente el 4dlgebra de Lie sl, x C° por sepa-
rado, la cual pertenece a la familia sl, x C***1, dado que su segundo grupo de cohomologia
difiere del resto de los elementos de dicha familia. A partir del estudio detallado de esta
édlgebra, se derivardn y describirdn ademas otras cuatro 4lgebras de Lie relacionadas.

1. Elalgebra de Lie g = sl, x C° no es algebraicamente rigida. Sabemos por el resultado
citado en [R], que esta dlgebra de Lie no es topolégicamente rigida, y por lo tanto,
no es algebraicamente rigida. No obstante, nos interesa determinar explicitamente
H(g,9).

Aligual que los casos anteriores, dado que C° es un ideal abeliano de g = sl, x C°, se
tiene
HZ(g’g) — HZ(CS,Q)S[Z.

Considerando los pesos en la descomposicion en irreducibles, de:

AC=V({®)aV(©), sh=VQ y C=V®),
se deduce que

C?(C?,€%)°® = Homyy, (A%C5,C%) =0 y
dim (C?(C?,515)*™?) = dim (Homy, (A2C?,s1)) = 1.

Sea C° = (ay, ap, as, as, as ). Los pesos de los elementos de la base de (A\?C%)" ®sl; se
muestran en la siguiente tabla

Vector h | x|y
Peso 0 2 | =2
a'tna®| -6 || -6]-4]-8
ana®| -4 || -4]-2]-6
alnat| -2 [[-2] 0 ]-4
alna®| 0 0|2 |-2
anad| -2 || -2] 0| -4
anat| 0 0| 2]-2
ana | 2 2 4]0
anat| 2 2 4]0
acna | 4 4 | 6 | 2
a*na® | 6 6 | 8] 4

A partir de los pesos indicados en la tabla, proponemos a
o3 =Ma'na’@h+Aa’ nat®h+Asal natex+ A’ AaP@x+Asa’ na’ e y+Agai nat®y,

de peso 0, como posible generador del espacio C? (65,5[2)5[2. La condicién faltante,
que debe cumplir y que debemos imponer, para que sea sly—invariante es que debe
ser aniquilado por la accién de x:
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Escalar Vector Accién de x
A anaeh| —-a>ra’°®h 0 2a'rna®ex
Ao anateoh| -2a°na*eoh | -4a’na’eh | —2a°Na*ex
A3 anatex| —-a*natex | -4a'na’ex 0
A4 arnadex 0 —3a°na*®x 0
As a’na’®y | —2a°rna’®y 0 a’na’®h
g anatey 0 —4a’na’®y | a*na’eh

A1 -4, +A5=0

—2A1—-413=0

xX(03)=0=1{ -21,+1=0 — A1 =81y =-2A3 =414 =215 = —4As.
—212—-A3-314=0
—2A5—416=0

Luego
os=8a'na’eh—-a*rna*eh—-4a' natex+2a° NaPex+4a’ naPey-2a° natey

Teniendo en cuenta la observacién 4.15:
sl i

H'(g,g)=C'(C%g)" =(u1) conuy =Y>_ a' ® a; y que
dy(03) =8dz(a' Aa®® h) —dy(a® Aa* ® h) —2dy(a® A a* ® y) —4dy(a' A a* @ x)+

2dy(a® AaP @ x) +ady(a* Na’® y) =8(2a' Na* Aa’ ® ay—2a' Aat Aa® ® as)-
(-4a'ra®*na*®ay+4d* na* na’®as)-2(—4a' AP nat®ay-3a* AaP A at @ az)-
dla'na*na*®a+2a' naPnat®ay—4at nat Aa’®ay) +2(-3a* A aP A at @ az—
AP NaPA@ @ ay)+4(—4a' NP naP e ay+2a* AaP A ®as+aP Aa' Aa’®as) =0,

)5[2

concluimos que H?(C%,g)°? = {03), entonces

H(g,9) = (03).
2. Utilizando Maple, determinamos que la deformacion g(o3) es un dlgebra de Lie rigida.
Ademds, dado que sl3 esla tinica dlgebra de Lie rigida de rango 2 y dimension 8, segiin
se establece en [R], concluimos que:

g(o3) = sls.

3. Seag,=slhbxC°@C.

Teniendo en cuenta las descomposiciones en irreducibles de los espacios:
A*(C°eC)=A*C’aC°0C=V(6)o V(2) e V(4)
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slh=V(@), C=V@ y C=V(0),
y utilizando el Lema de Schur 3.1, se tiene
Homgy, (C°®C,sl) =0 y
dim (Homyg, (A*(C° @ C),C°  C)) = dim (Homg, (A*(C° © C),s15)) = 1.
Usando los isomorfismos clasicos de cohomologia de Chevalley-Eilenberg:
CO(C® @ C,51,) 2 = 51,%2 = 0,
dim (C'(C°&C,C° o €)*) = dim (Hom,, (C°& C,C°a C)) =
C'(C’®C,s0,)™ =~ Hom,y, (C° & C,sl,) =0 y

dim (02 (CeC, ga)ﬁlz) = dim (Hom,, (A%(C° & C), g,)) =

Como C° & C es un ideal de g,, por la Proposicién 4.4.1, H?(C* & C,g,)" y H*(C° ®
C,g4)" son C® & C- médulos triviales, luego

)5[2 )5[2.

H'(94,84) = H'(C°®C,g4)" v H* (@494 = H(C°®C g4
Reemplazando en la sucesion exacta (4.12)
— C%C% e C,sl)*"" — CHC¥ o C,C° 0 C)*” — H(ga ga) — CH(C?@C,5l5)%2 —
y teniendo en cuenta que los espacios extremos son nulos, se concluye:
H' (g4 90 = C(CP o C,C7 0 C)2.

SiC®=(ay,az,as,a4,as)yC={a), es facil verificar que

HY(94,04) = (11, u2),

donde u; =Y3_ a'®a;, up=a* ®a.

En cuanto al segundo grupo de cohomologia, se tiene que el espacio de 2-cocadenas
invariante bajo sl es:
C}H(C®@C,g,)™" = (01,03),
5
donde: 0; = Z a' Aa* ®a; y o3 es el cociclo ya definido anteriormente. Ademas,

i=1
como dy(01) = dz(03) =0, se concluye

Hz(ga;Ga) = <Ul»0-3>-
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4. Las élgebras de Lie g,(01) y g4(03) son algebraicamente rigidas, una sola completa.
En el caso g,(01), de Carles, el dlgebra de Lie es algebraicamente rigida y completa.
La demostracion de esta afirmacion es anédloga a la presentada en el Teorema 9.2.
Para el caso g,(03), se observa que g,(03) = g(o3) ® C, donde g(o3) = sl3, como se
estableci6 anteriormente.

Aplicando la Férmula de Kunneth para la cohomologia de dlgebras de Lie (véase for-
mula 4.7), se tiene

H*(g(o3) ®C,g(03) ®C) = H(g(03),9(03)) ® H*(C) ® H' (g(03),9(03)) ® H'(C)®
H*(g(03),98(03)) ® H(C) ® H(g(03)) ® H*(C,C) ® H'(g(03)) ® H'(C,C)®
H*(g(g3)) ® H(C,C)
No obstante, por el Teorema de Whitehead (4.3) y considerando que:
H'(g(03),9(03)) = H*(g(03),8(03)) =0.
y dado que C es un dlgebra de Lie abeliana unidimensional, para la cual se cumple:
H*(C,C) = H'(C,C) =0,
todas las componentes de la féormula de Kiinneth se anulan. Asi se concluye que
H*(g(o3) ©C,g(03) @ C) =0.

Con Maple, g,(03) es algebraicamente rigida y tiene centro no nulo, luego no es com-
pleta.

Observacién: en este ejemplo, A>C® contiene una componente irreducible en comiin con
sl y no contiene componentes unidimensionales.

La familia g = s[, x C**+1

Esta familia, a la cual pertenece el ejemplo anterior, fue considerada por Richardson, quien
verific6 que para k # 1, el segundo grupo de cohomologia de estas dlgebras de Lie es trivial.
Sin embargo, determinaremos especificamente su estructura para establecer la diferencia
con el ejemplo anterior.

Si consideramos la descomposicién en irreducibles de

2k
A2CHk+1 @V(8k+2—4i) =V@Bk-2)e---aV(6)®d V(2),
i=1

luego
C2(C* 9)*2 = (g3), con o3¢€ (A’CH)" ®sly.

Sea {ai,---,asr+1} €s una base de C***1 tal que
h-(a')=—-@k+2-2i)a’ con i=1,---,4k+1

x-( 0y x-(@)=(=i)a’*' con i=1,---,4k
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e Determinemos los vectores de peso 0

h-(@na'®h)=0 h-(@na'®x)=0 h-(@na'®y) =0
4k+2-2i)+@k+2-21)=0 Ak+2-2i)+@k+2-2])=2 Ak+2-2i)+@k+2-2))=-2
8k+4-2i-21=0 8k+4-2i-21=2 8k+4-2i-2l=-2
4k+2-i=1 dk+1-i=1 4k+3-i=1
Proponemos
2k 2k 2k+1
9.2) 03:ZAiaiAa4k+2_i®h+2aiaiAa4k+1_i®x+ Y Bia' na**3 gy,
i=1 i=1 i=2

e Determinemos las condiciones de los escalares para que o3 sea vector de peso maxi-
mo.

2k . 2k . ) 2k . .
(Y Mt na® 2 ien) = Y (~Aia aa P e e Y (~ak-2+DAia na o
i=1 i=1 i=2

2k , , 2k-1 . .
Z(—Z)/lia’ A a4k+2—l QX = Z [(—i)ﬂli +(-4k-1+ l')/li+1]al+1 A a4k+2—z ® h+
i=1 i=1

2k
Lop(=2K) @ A d®** 2o h+ (-2)A1a* A a** e x + Y (-2)A;a’ A a*ft i g x,
i=2
2k . k . Zk . k . Zk . k .
>x-(2aia’/\a4 +1_l®x) =Y (-Da;a ' Aa* 1 Tox+ Y (—4k-1+D)a;a' na** P T ex =
i=1 i=1 i=1
2k-1 . .
Y [(—Da; + (~4k+Dain]a T Aa* e x+ (—4k)aya' Aa* e x,
i=1

2k+1 2k+1 2k
Vx-( Z ﬁia’/\a4k+3_l®y) = Z (—i)ﬁia’“/\a“k*g_l@J/"'Z(_4k—3+i),5ia'/\a4k+4"®y+
=2 i=2 i=2
2k+1 , Aks3—i 2k-1 » e
Y Bia' na™P T eh= ) [(=i-1Dfi+(—4k—1+D)Bio]a A aT @ y+
i=2 =
2k-1

Z ,Bi+lﬂi+1 A a4k+2—i ® h+ﬁ2k+la2k+1 A a2k+2 ® h.
i=1

Por lo tanto

2k-1 _ .
x-(03)= Y [(=DA;+(~4k =1+ DAss1 + Bi1]a ™ A a**2 " @ h+
i=1

[ﬂzk(—Zk) + Bok+1
2k-1

Z [_2/1i+1 +(—Da; +(—4k+ i)ai+1]ai+l A a4k+1—i ® x4
i=1

@A a2 o h+ [ —2A1 + (—4k)a1] a' A a** e x+
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2k-1 . .
Y [(=i=DBis1 + (~4k—1+1)Bi2]a ™ na** ey =0
i=1

si

Bak+1 = 2kAak

((+1Dfiy1+(@k+1-1)fis2=0
Lidi+(@k+1-)Aj11 = Bin1 con i=1,---,2k—1.
2ka; = -\

2/11'4_1 + (4k - a1 +ia; =0

Este sistema tiene solucidn no trivial, asigndndole un valor distinto de cero a una de las
incognitas, por ejemplo A, = 1, obtenemos los restantes.

d>(03) (a1, Ak, Apk+2) = | 1,03 (Aok, Aks2) | =[Gk, 03(a1, Aok+2) | + |G2k+2, 03 (a1, az) | -
——— —_———— —_———
=Aaich =0, k>1 =0

os(lar, azkl, doks2) + 03([ar, Aok+2], aok) — 03([azk, A2ks2], a1) = — Aok hiar),
=0 =0 =0
dy(03)(ay, dog, Azp12) = Ao (—4k+1)a; #0 si k> 1.

Luego
H*(g,9) =0.

Lema 9.5. Sea g, = sl x C***1 @ C, tal que k > 1. Entonces dim (H?(g4,94)) = 1. Mds atn,
4k+1

siC=(a)yC**1 =(ay,--,as11) yo1 = Y a' na* ®a;, se verifica que
i=1

Hz(ga,ga) ={o1).

Demostracion. Considerando la descomposicion en irreducibles de los espacios:

A2(CH**l o C) = A2(CHH) o CHl o C = @2F V(8K +2—4i) @ V(4k)
=V@Bk-2)e---oV(6)d V(2)® V(4dk)

ga=V(2)® V(4k) e V(0), entonces se tiene

Homgy, (C**! @ C,s1,) = C*(C** ! e C,sl,) =0

y
dim (Homygy, (C***! & C,C***! @ C)) = dim (Homy, (A*(C**! & C),g,)) = 2.
Dado que C***1 & C es un ideal abeliano de g, se deduce que:

4k+1
[ .
H' (g4, 84) = CH(CH*H! @C,ga)ﬁz =(uj,u) donde: u;=) a'®a; y wp=a*®a.
i=1

Asimismo, se tiene:

4k+1
sl i .
C}(c* eC,g,) " =(01,03) con o= Y a'na*®a; y o5delapartado anterior.
i=1
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(]:4k+l

Andlogamente al resultado obtenido para g = sl X y al Lema 9.1, se verifica que:

dy(03)#0 'y d2(01) =0.

Por lo tanto
H*(g4,84) = (01).

Teorema9.6. ParakeN, k>1
Sea el dlgebra de Lie g, = sl x C**1 @ C, y sea 01 = Y31 a' A a* ® a; un 2-cociclo no
trivial. Entonces g,(01) es una deformacion algebraicamente rigida y completa.

Demostracion. Sea o, el el 2-cociclo definido anteriormente. Tal como se hizo en el teo-
rema 9.2, se construye el dlgebra de Lie

C4k+l —

ga(o1) = (5[269(C) X o, gc

donde g, es un dlgebra de Lie del tipo Carles, luego g,(01) es completa y por lo tanto alge-
braicamente rigida. m

Observaciones 9.7. Notemos que en esta familia:

1. La descomposicién en sl,-médulos de A>2C***! y sl, comparten una componente
irreducible. Para k > 1, H?(g, g) = 0.

2. A>C***1 no contiene un espacio irreducible unidimensional.

9.2 Casos V reducible con dos modulos irreducibles

9.2.1 De dimensiones pares

Consideramos el dlgebra de Lie
g=sl,x (C**eC?),
donde C?** & C?/ es un médulo completamente reducible bajo la accién diagonal de sl,.

Ejemplos 9.8. Estudiaremos en detalle, como una instancia particular, el caso excepcional
k= j =1, en el sentido del resultado, y a partir de él derivaremos tres ejemplos adicionales
mediante extensiones especificas, construcciones de cociclos. Esto ofrece diferentes vias
para construir y clasificar nuevas dlgebras de Lie, muchas de las cuales presentan rigidez
algebraica.

1. Sea g = sl, x (C*® C?). Como C* & C? es un ideal abeliano de g, por las ecuaciones
(4.9),
H'(g,9)=H'(C*oC* 0" y
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H%(g,9) = H(C*© C?, ).

Consideremos la descomposicion en irreducibles de:

A*(CPeC?)=CoCaC’eC*=V(0)aV(0) (V) e V(0)=3V0)eV(Q),
sh=V(©), Y C*=V(Q).
Para H'(g, g), como

Homy, (Cz ® (]:2,5[2) =0, dim(Homy, (CZ o C%,C%o Cz)) =4,

y teniendo en cuenta el isomorfismo:
C!(C* e C?,C? & C?)*™ = Homy, (C* & C%,C% & C?),
reemplazando en la sucesion 4.12
0— Cl(C?eC% C?aC?™ — H'(g,g) — C (C?0C? 52 =0—---
obtenemos
H'(g,9) = Cl(C* e C?,C* e C?)™ = (U1,1, U1,2, U1,3, U1,4).

Sea C* @ C? = (a1, az) ® (b1, by). Es facil verificar que los cuatro vectores linealmente
independientes que presentamos a continuacién son vectores de peso méaximo de
peso cero:

uj1=a'®a+a*®a;, u2=b'®b;+b*® by,
ws=a'®b+a*®by, wa=b'®a;+b*®a.

Para H? (g,9), como
dim (Homy, (A*(C*®C?),g)) = 1.
Luego
C*(C? & C?, )" =~ Homy, (A*(C? & C?), g) = (03),
conos € (C2®C?)" ®sl.

Los pesos de los elementos de (C* ® Cz)* ® sl, se muestran en la siguiente tabla

Vector h | x|y

Peso 0|2 -2
anbl| 2 [-2]0] -4
aab®>| o 0 |2]-2
N ) 0 |2]-2
a’nb? | 2 2 4] 0
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De la tabla proponemos a

ogs=Ma' AV eh+Ma*> Ab'eh+Aza' Abl@x+Na* AP @y,

como vector de peso 0. Establezcamos la condicién que deben cumplir los escalares

para que o3 sea vector de peso maximo.

Escalar Vector Accién de x

A aAbPeh | -a*Ab*eh 0 —2a' AP ex

Ao aAb'eh 0 —a’AD*eh | —2a°Ab'®x

A3 anblex | —-a*Ablex | —a'Ab’ex 0

A4 a’Ab*®y 0 0 N Y
“A1=-A2+A4=0

x(03)=0<=<{ -21;-A3=0 @ﬂl=ﬂz=—%/13:%/14.
—2A,—A3=0

Luego
gs=a'Ab*®h+a*Ableh-2a' Ablex+2a’ Aoy

dx(03)(a1, b1, b2) = [a1,03(b1, b2)] — [by,03(ar, b2)] + [b2,03(ay, b1)] — o3([ar, b1, b2)
+03([ay, b2], b1) —o3([by, b2l, a1) = —[by, hl+[b2, —2x]+0—-0+0—-0= b; +2b; =3b; #0,
luego 03 ¢ H*(C?* @ 62,9)5[2, por lo tanto H?(C? @ Cz,g)S[z =0. Asi,
H*(C*eC?,g)" = H*(g,9) = 0.

Por lo tanto g es algebraicamente rigida, aunque no es completa.
. Seag, =5l x (C*eC*aC).
Como C2 & C2? & C es un ideal abeliano de g, por la ecuacion (4.9),

H*(ga,00) = HX(C? @ C? & C,g,)"".
Considerando la descomposicion en irreducibles de

A*(C*eC*aC) = N*C*o A*C*eC*@C* e C*®CaC*®C
~CeCoC*®C*eC*aC?
=V0)eVO0e(VReV0)eV1)e V()

=3V0)e2V(1)e V(2),

slh=V(©), C’eC’=2V(1), C=VOy

65



CAPITULO 9. LAFAMILIA sl x Ve C

utilizando los isomorfismos, se deduce que
Homgy, (C* @ C*@C,sl,) =0, dim(Hom,, (C°®C*eC,C*°0C*aC))=5 y

dim (Homg, (A*(C*@C* & C),g4)) =8.

C!(C?®C? & C,sl,)" ~ Hom, (C* & C* ® C, sl,) =0,
dim (C'(C?eC?*0C,C2 e C?aC)™) =5
dim (C*(C?e C? & C,g,) ") =8.
Para H'(g4, g4), por la observacién 4.14,

HY(ga,84) = CHC?0C? 0 C,C20C? @ 0)*2 = (uy 1, U1.2, U1.3, Ur 4, Us).

SiC?eC’eC=(ay,a2)® (b1, b2)®{a). Es facil verificar que los cinco vectores lineal-
mente independientes que presentamos a continuacién son vectores de peso méx-
imo de peso cero de A2(C?eC? @ C)" ® (C2eC2aC):

u1,1:a1®a1+a2®a2, u1,2:b1®b1+b2®bg,
u1,3:a1®b1+a2®b2, u1_4:b1®a1+b2®a2,
u=a*ea.

Para H?(g4, g4), se puede verificar que
[ : .
C}(C*eC?eC,C*0C*0C)"? =(01,,02,:1<i<4,1<j<3) vy
[
C*(C*eC* o C,sly)"% = (03)
con
. | * 2 * . | 2
oiLi=a hNa ®ait+a " Na ®az, O021=a Na~®a,
0’1_2:bll\a*®b1+b2/\a*®b2, 02,2:b1/\b2®a,
oi3=a'ra*®b+a’*Ana*®by, o.z3=a'Ab*®a-a’Ab'®a,

01,4:bll\a*®a1+b2/\a*®a2,
o3=2a'Ab'ex—a'AbP*®h—a’Ab'®@h-2a’ Ab*®y.

Como C? & C2 & C es abeliano,
di(uy,1) = dy(u12) = di(u1,3) = di(u1,4) = di(u2) =0,

dy(01,j) =dy(02))=0 yporelitem 1. d(03)#0,

entonces
H? =
(ga,ga) = <01,1, 01,2,013,014,021,022, 02,3>-
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3. Consideremos el 2-cociclo de g :
021+022= ana®ea+b Ab®a.

Este define una estructura de dlgebra de Lie isomorfa al dlgebra de Lie de Heisenberg
de dimension 5. Luego por el Lema 5.2, se concluye que g,(02,1 + 022) es dlgebra de
Lie.

Como C2 @ C% e C es un ideal de ga(UZJ + 02,2), entonces, por ecuacion (4.8)

Hz(ga(O'ZJ + 0'2'2),96;(0'2,1 + Uzyz)) = H2 (Cz @ (]:2 &) C,ga(ag_l + 0_2,2))951(02,1“72,2).

Observemos que:
CHC*0C2aC,gq(021 +022))" = C(CP0C20C,0,)",
C2(C2 @ C2 @ C,g4(021 +022))™ = CA(CP 0 C? 0 C,g,)™.
Y que los diferenciales de grado uno y dos actiian como sigue:
di(ur1) =202, di(u1p) =202p,
di(u3) =di(u14) =023, di(up) =—(02,1+022),
do(o11)=2a' Na* Na*®a+a Ab' AP ®ay+a* A AV @ ay,
do(012) =2b' Ab* Aa*®@a+a' Aa* Ab' @by +a' Aa® AD* @ by,
dy(or3)=a' AV rna*®a—a*Ab' na*®a+a Ab' AD* @by +a®* Ab A ® by,
dy(014)=—a°Ab'Aa*®a+a AV Aa*®a+a na* Ab' ®@ay+a' Aa® ADP e ay,
dy(o3)=3a'Aa®>Ab'®a; —3a' AD* Ab?P @by +3al Aa® AP @ ay—3a* Ab' AD? @ by.
De lo anterior se deduce que:
02,1, 022Y023€Im(d;) yque
03+013— 30’1y4 e ker(d,).
Por lo tanto, se concluye que

H2 (ga(UZ,l + 0'2,2),96;(0'2’1 +0'2,2)) = <0'3 +O'1,3 — 30'1,4>.

4. Consideremos el 2cociclo de g,
021+022+03+013 —30’1,4.
Utilizando Maple, se verifica que la deformacion correspondiente
9a(021+022+03+013—-301,4),

es un dlgebra de Lie algebraicamente rigida, completa con nilradical nulo, en conse-
cuencia no es de Carles.

Observacion: en este ejemplo, A*(C?&C?) contiene una componente irreducible en comtin
con sl y contiene tres componentes unidimensionales.
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La familia g = s, x (C** & C%)
Consideremos la familia g = s[p X (CZk eC? ). Sin pérdida de generalidad podemos suponer
k<j.

La descomposicion en sl,-mddulos irreducibles de:

A2 (C** e C¥) = A’C** o A2CY 0 C*F 0 CY

k j 2k
=@PVvuk-4e@PVEj-4i)e @ V(2k+2j - 2i), ver ecuacion(3.5),
i=1 i=1 i=1

sl=V(2), C*=vEk-1) vy C¥=vEj-1).

Luego ) . ;
Homy, (C** @ C?/,sl,) = Homy, (A*(C*F @ C¥),c** @ C¥) =0

4 si j=k

dim (Hom, (C** @ C*/,C** & C%/)) = {2 ,
S110.

1 si |j—kl<2

dim (Homyy, (A?(C**F @ C?/),sl,)) = {0 .
si no.

Utilizando los isomorfismos
C'(C?* & €/, 51,)™ ~ Homy, (C** & €%/, 51),
c? (CZk ® Czj,(CZk o CZj)S[z ~ H0m5[2 (A2 (Czk ® (Czj),(EZk o CZJ')’

C?(C%* & € ,51,)° =~ Hom,y, (A?(C?F & C), 5l).

Como C2* @ C%/ es un ideal abeliano de g,
H'(g,g) =~ H'(C?*aC¥,g)*™ y H%(g,g) =~ H*(C?* o C?,g)™.
para H'(g,g), en 4.12,
0— C'(C** e ¥, c?* o C¥)™ — H'(g,g) — 0,

conlo que H'(g,g) =C! (CZk @ C%,C%* o Czj)5[2 # 0, luego no es completa.
Para H*(g,g), en 4.13,

N CZ(G:Zk o C2 2k @CZj)5[2 . Hz(g,g) . CZ(CZkGBCZj’S[Z)H[z .

e Para |j — k| > 1 directamente
H*(g,9) =0
e Para j = k.
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Sean {ay,---,axk} y {b1, -, bar} bases de C>* y C%/. Usando la técnica de demostracién
para la existencia de o3 en la familia 9.1 y teniendo en cuenta que

h-(a")=-Q2k+1-20)a’ y h-(b')=-@2k+1-2i)b' con i=1,---,2k.

* Determinemos los vectores de peso 0

h-(@Ableh)=0 h-(@Abl®x)=0 h-(@Ab'®y)=0
Rk+1-2)+@2k+1-2D)=0 @Rk+1-2)+Rk+1-2D)=2 QRk+1-2)+QRk+1-2))=-2
4k+2-2i-21=0 4k+2-2i-21=2 4k+2-2i-21=-2
2k+1—-i=1 2k—-i=1 2k+2—-i=1
Proponemos
2k-1
(9.3) 03—21 a A ey ) aja N/ ’®x+Z,B,a AD*RT2Tigy,
i=1 i=1 i=2

* Determinemos las condiciones de los escalares para que o3 sea vector de peso maximo.
Como

x-(a) = (=pa*!, x-(b) = ()b i=1,---,2k-1 y x-(@H=x-b*=0.

(ZZk /1 a Aa2k+1 l®h) ZZk 1( l)/l al+1/\b2k+1 l®]’l+

2k ) ) 2k ' '
Y (—2k-1+DAia' Ab*F** o h+ Y (-2)Aa' AV s x,
i=2 i=1

2k-1 2k-1 2k-1
x.( Z al’al/\bzk—l®x): Z (_l')al_al+l/\b2k—l®x+ Z (—2k+i)aia’/\b2k+l_’®x,
= i=1 i=1

»X- (le'icgﬁiai A h2k+2-i ®y) ZZ/C 1( i) Bi aitl A gek+2-i ® y+

2k
Y (=2k-2+i)Bia’ A b*K3T ’®y+2ﬁla NGy
i=3 i=2

Por lo tanto

2k-1
(o)=Y [=DA;+ (- 2k+lmz+1+,31+1]a’+1/\b2k+1 i @ 4
i=1

2k-1 . .
_2/11 — (2](7— 1)a1]a1 A b2k®x+ Z [—ZAZ- + (—i+ Dai—l + (_2k+ i)al-]a’ A b2k+1—z ® X+
i=2
[/12k(—2) +(=2k+ 1)a2k_1] a*Ablex
2k ' ‘
+ Z [(_l + l)ﬁi—l +(—2k-2+ i)ﬁl’]al A b2k+3_l ® ¥.

i=3
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Por lo tanto x - (073) = 0 si y solo si

(DA +(—2k+1)Ajy1 + Bi+1 =0 con i=1,---,2k-1
—201 - 2k-Da; =0

{2+ (—i+Daj 1+ (—2k+ia; =0 con i=2,---,2k—-1
Aok (=2) + (-2k+ Dazr-1 =0
(mi+1DBi-1+(2k-2+0)B; =0 con i=3,---,2k

Este sistema homogéneo, de 6k — 3 ecuaciones con 6k — 2 incégnitas, tiene soluciones no
triviales. Si, para todo i, se tiene A; = 0 entonces la solucién es trivial; luego, existe una
solucién con A, # 0 para algin 1 < m < 2k.

dZ (03)(am, bmr b2k+1—m) = [aIn!ng(bm’ b2k+1—m)J] - [bmygf-}(am, b2k+1—m)J] +

=0 Amh
[boks1-m»  03(@m, b)) | = 03([am, biml, baks1-m) + 03([@m, b2ks1-m), bm)—
—
=6 mok M A+0 k-1 01X -0 >0

03([bm, b2k+1-ml, @m) = Am [, D] + [D2ks1-m> O mai A1 B+ 8 k-1 21 X].
-0
Luego

d2(03) (@m, b, 2k+1-m) = Am[ B b | + [Doks1-m> O m2k A1 B+ 8 mok—1 a1 X].
Sim#2k-1,
dy(03)(@m, b, Daks1-m) = Am Rk +1—=2m)by, — 6261 2m =2k — 1) bojy1-m # 0.
Sim=2k-1, (el caso j = k =1 ya se analiz6)

do(03)(azk-1,b2,b4) = A1y (2k —T7) by # 0.

Por lo tanto H?(g,g)=0 si j=k
eParaj=k+1,si{ay, -, ax}y{b1, -, bors2} bases de C** y C2k*2 se realiza un analisis
analogo al caso k = j.
*Determinamos los vectores de peso cero. Proponemos:
2k . 2k . . 2%k ,
(9.4) o3=) Aia' A prremig Y aia' A Pl g x4+ Y Bia' A p*Ft3-igy,
i=1 i=1 i=1

*Determinamos condiciones en los escalares para que o3 sea vector de peso maximo.

/11:—]6061
p1=Q2k+1DA
<iﬁi+(2k+2—i)ﬁi+120 con i=1,---,2k-1

idi+2k+1-DAjz1—Bis1=0
2/1,'4.1 + k- Dajy1+ia; =0
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Este sistema tiene solucion, asigndndole un valor distinto de cero a una de ellas, por
ejemplo a a; =1, (1; # 0), obtenemos los restantes.

dy(03)(a1, b1, bag+1) = [ar1,05(b1, bag+1) | — [b1,03(a1, baks1) | + [bok+1,03(ar, by) |-
=0 Mh =0
- N -

os([a1, b1], ba+1) + 03( a1, baks1], b1) — 03( (b1, bogsa], 1) = Arh(by) =

=0 =0
dz(03)(ar, b1, bok+1) = 112k +1)b; #0.

=0

Luego H?’(g,g)=0 si j=k+1,
Por lo tanto, ga =5l X (CZk @ C2J ) es algebraicamente rigida, no completa.

Lema 9.9. Si g, =sl, x C2*&C% @ C. Entonces H?(g4,g4) # 0. Mas atin

{7 si j=k

dim (Hz(guyga)) = 4 si no

Demostracion.
Consideremos g, = s, x (C2f @ C%/ & C). Sin pérdida de generalidad podemos suponer

k<j.
La descomposicion en sl,-mdédulos irreducibles de:

A (C**ec¥ oC) = A’C* e A’CH 0 C* 0 C? e C*f @ CoC? ®C  ver ecuacion(3.5),

k J 2k
=PVvuk-4)ePVEj-4De@PVQRk+2j-2)eVR2k-1)eV(2j-1),
i=1 i=1 i=1

sh=v(), C*=v@Ek-1), C¥=vEj-1) y C=V(0).

Luego .
Homygy, (C** & C% & C,sl,) =0
. 2k o 2] 2k o ~2j 5 si j=k
dim (Homg, (C**eC* & C,C** @ C” & C)) = . ,
3 sino.
8 si j=k
dim (Homgy, (A?(C** @ C? ®C),g,)) =45 si j=k+1
4 sino.

Utilizando los isomorfismos

C!(C?* & C¥ & C,5l5)"™ = Homyy, (C2* & C¥ & C, s1,),
C!(c* e ¥ & C,C** & €% & €)™ = Hom,y, (C** o € 0 C,C* 6 ¥ & C),
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C*(C** & C¥ ® C,g,)™ = Hom,y, (A*(C** & C%/ & C), g,)

y teniendo en cuenta que, como C2* @ C%J & C es un ideal abeliano de Jar
HY (94 94) = H' (CZk ®C% @C,ga)5[2 y H*(g9a,04) = HZ(CZk o C% @C,ga)s[z.
Para H! (94 9a), particularizando estos resultados en la sucesion exacta descripta en 4.12:
0— C'(C* o oC,c* 6 6 C)™" — H'(ga,g4) — 0,

concluimos que H'(g4,94) = C}(C?* e C> o C,C** 0 C¥ @ C)slz £0.
Para H*(g4,04)

(01,6,01,j,02,02,j,03,01,3,01,4,05) si j=k

/ [ . .
CZ(G:ZkEB(]:z] @C,ga)52: <U'1,k,0'1,j,0'2,k,0’2,j,0’3> si ]:k+1
<‘71,k»01,j,02,k,02,j> sino
Sean (ay, -, ax), (b1, baj) y (a) bases de C2k, C*/ y C respectivamente. Es facil verificar

que los siguientes vectores linealmente independientes son vectores de peso méximo de
peso cero:

2k
(9.5) oLk=) a na*®a,
i=1

2j
OLjZZbl/\a*@bl’,
i=1

k . .
(9.6) Ok = Z Aiat na®* 1 iea, con idi+QRk—DAj1=0 i=1,---,k—1,
i=1

] . o
oz,j:Za,'b’/\bzf“_’@a, con ia;j+QRk—ia;j;1=0 i=1,---,j—1,
i=1

o3 delafamilia g=sl, x C>*eC?

2%
9.7) o13=) a'Aa*eb;
i=1

2k
ola=y b'ana*ea; y
i=1

2k . .
(9.8) o5=Y Bia' Ab* " ®a, con ifi+2k-i)Bis1=0 i=1,---,2k—1
i=1
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Observaciones 9.10. 1. Paral <i < k, la i-ésima y la 2k — i-ésima ecuacion de los es-
calares de o5 son equivalentes, esto es

iBi+Q2k-1)Bis1=0, 2k—1)Pok—i+iPok—i+1=0,

luego B,k—;+1 son multiplos escalares de §; para 1l <i < k, en particular los podemos
considerar opuestos.

2. Las ecuaciones que verifican los escalares de ok, (idem o3 ;) son las mismas para
l<si<k-1alosdeos.

Utilizando que H'(gq, 94) = C'(C** o C¥ o C,C** 0 C¥ & C)s[z y que dz(0) = 0 para todo
oeC*(C*oC? e Cyga)srz excepto dy(03) # 0 (de la familia g = sl, x C** @ C%/), concluimos

j [ 01,k01,j,02k,02,j,013,014,05 si i=k
H(C* e ¥ o C,g,)" = (016,01,),02402,,013,014,05) L
<Ul,kr01,j»02,k,02,j> si no

Teorema 9.11. Sean o, i y 02, los 2-cociclos del dlgebra de Lie
ga=sbxC**eC¥ aC.

Sik#1 (0]#1) entonces §,(02x + 02 ;) es una deformacion de g,, que es algebraica-
mente rigida y no completa.

Demostracion.
Sean los 2-cociclos del dlgebra de Lie g,, del Lema anterior,

k . .
O'gyk:Z/lial/\d'ZIH_l_l@d, con id;+QRk—iAjs1=0 i=1,--,k-1,
i=1

J . N
02,j=) a;b' AV g q, con iai+QRk—iDaj1 =0 i=1,---,j—1,
i=1
Como 0 + 02 ; es un corchete de Lie, por ser Heisemberg de dimension 2k +2j + 1, en-
tonces g,(02,kx + 02,j) es una deformacion de g,.
Los espacios

5[2

. . [
Cl(cP* o CY oC,ga(020+02)) v CHC*0CY 0C,ga(oi+02))

coinciden con 4 o . o
cl(c*ec¥eCg,)" v C*(C*eC¥®C,g,) "

respectivamente. Del Lema anterior

Cl(c* o @C,ga)5[2 _ (ur o n,j U3, urg, tp)  si ] =k
<u1,k, ui,j, u2> sino
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Si (a1, -+, asx), (b1, ,b2j) y (a) bases de C?¥, C*/ y C respectivamente. Es fécil verificar
que los siguientes vectores linealmente independientes son vectores de peso maximo de
peso cero:

2k 2j
©.9) wr=) aea, wj=) beb,
i=1 i=1
2k 2j
(910) Uz = Z al ® bir Uyg= Z bl ®a;,
i=1 i=1
9.11) u,=a* ®a.
Y
<‘71vk’Ul,j’UZ,krUZ,j,03,01,3,01,4,05> si j=k
2(~2k 27 sl ] .
C (G: GB(]:JEBG:;ga) 2 <01,k,0'1,j,0'2)k,0'2,]',0'3> si ]:k+1
<‘71,k»01,j,02,k,02,j> si no
con:

01k Yy 01,j, Ver ecuacion (9.5), o2k Yy 02,j, Ver ecuacion (9.6)
o3 de g=slx c* e Czj, k = jver ecuacion (9.3), j=k+ lver ecuacion (9.4)
013, Y 01,4 Ver ecuacion (9.7) 'y
o5 ver ecuacion (9.8).

Sean u,v € {al, e, Aok, by, e, baj, a}, ordenados en forma estrictamente creciente en
el sentido de este conjunto ordenado.
 De igual manera que en el Teorema 9.2

di(uyg) =202y di(ug,j) =202,

e Paraelcaso j=k
di(a'® b)) (u,v) = [u,a’ ® b;(v)] —[v,a’ ® b;(u)] — a' ® b;([u, v]).
=0 =0
Silsi<k, cuandou=a;v=D>bopsi_i, di(a’ ®a;)(ai, boks1-i) =;a,
sik+1<i<2k, cuandou=a;yv="bos1-i» di(a ®a;)(aibors1_i)=—a;a
y por la observaciéon 9.10
dy(uy,3) = 0s.

Observacién 9.12. Observemos que los cociclos 03 i, 02, y (en su caso) o5 pertenecen ala
imagen del operador d;. Por lo tanto representan la clase nula en el grupo de cohomologia

H? (ga(ag, k+02,),8a(02,k+ 02, ])) Analicemos el comportamiento de los restantes .
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o doori)(ar, ak, a) = [a1,01 k(azk a)] — [a2k, 01 k(a1, a)] + [a,01,k(ar, azk) |-
o1 i([ar, azk], a) + o1 k([a1, a], ask) — o1,k ([ a2k, a], a1) =

[a1, azk| — [a2k, a1 ] + [a,0] — 01k (A1a, @) + 01, k(0, azk) — 01,k(0,a1) =2a #0

Veamos que es linealmente independiente de los dos restantes,
do(01,j) (a1, azk, a) = [a1,0] — [az2k,0] + [a,0] — 01, j(A1a,a) + 01,;(0, azk) — 01,;(0,a1) =0,

dz(03) (a1, azk, a) = da(013) (a1, Gzk, a) = dz(01,4) (a1, azk, a) = 0.
* De la misma manera (en los casos que existan)
do(01,j) (b1, bak, a) = 2a,
dg (0'3) (bl, bzk, 6l) = dg (0'1’3) (bl, bgk, d) = d2(0'1y4) (bl, bgk, 6l) =0.
o dy(0o3)(a1, bag—2,bak) = M (= 2k +3)bok—2
do(01,3)(a1, bak—2, bar) = d2(01,4) (a1, bog—2, bok) =0
o dy(o13)(a1,b1,bax) = by

Luego
Hz(ga(Uz,k+02,j),9a(02,k+02,j)) =0.
Observar que: H%(g4(02),84(02)) = 3(ga(02)) = ().
Ademas
di(w)(u,v)=di(a*®a)(u,v)=[u,a*®a)]-[v,a* ®au)]-a* ®alu,vl=-a*®alu,v]

_)lia si Uu=aj, UV=ar+i—-i i:l,...,k
—a;a si u=b;, v=bopy1_; i=1,,]
Luego dy (uz) = =03 — 02,j. Por lo tanto
1
u1,k+u1,j+2u2€H (ga(UZ,k+0'2,j),ga(0'2,k+(72,j))750
O

Observaciones 9.13. Notemos que en esta familia, la deformacién g(o,) es algebraica-
mente rigida, sin mucha complicacién en la demostracion, en el caso que:

1. Las descomposiciones en sl,-médulos de A%(C2F & C?/), sl y C2k @ C%/ no comparten
componentes irreducibles en comun, |j — k| > 1.

2. A2C?k contiene dos espacios irreducibles unidimensionales, uno de cada irreducible
de la representacion.

9.2.2 Dosirreducibles de dimensiones par e impar
La familia g = 5[, x (C?* & C*/*1)
Como C?f @ C*/*! es un ideal abeliano de g, por las ecuaciones (4.9),
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Consideremos la descomposicién en sl,-médulos irreducibles de
. k 2j !
N(CHocH ) =P Vuk-ameo P VEj+2-4m)e P Vk+4j+1-2m),
m=1 m=1 m=1

con [ = min{2k,4j},
sh=v©), C*=vek-1 vy cYl=vaj.

Observemos que:
8j+2—4m=2siysolosim=2j,
2k+4j+1-2m=2k—-1siysolosim=2j+1,yestosucedesi j <k,
4k—4m=4jsiysolosi m= j,yestosucedesi j <k,
8j+2—-4m=4jsiysolosi m=j+1/2, esto no sucede nunca.
Luego teniendo en cuenta el isomorfismo

CZ(CZk @G:4j+1,g)5[2 ~ H0m5[2 (AZ(CZIC ®C4j+l),g)
y el Lema de Schur 3.1,

; 1 si k<j
d' CZ G:Zk@C4]+l, 5[2 —
1m( ( g) ) 3 sino

Si consideramos k < j,
CY(C* o CY* 51,)™) = (03), con o3€ AX(CH) @5y,

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado en la familia sl, x CHk+1 i {bl, NN j+1}
es una base de C*/*1, por la ecuacion (9.2)

2j 2j 2j+1
o3=Y L' AbYP e h+ Y aib' AbY T T ex+ Y. Bib AbY ey,
i=1 i=1 i=2
con
B2j+1=2jAzj
ifi+@j+2-0)Bis1=0 con i=2,--+,2j
<l'/1i+(4j+1—i)/1i+1—,6i+1:0 con izl,"',Zj—l
/11+2]'C¥1:0
2limi+ia;+@Aj-iajy1 =0 con i=1,---,2j-1

Este sistema, ordenado convenientemente tiene solucion. Asignado un valor a uno de ellos
distinto de cero, por ejemplo a A»; = 1, determinamos los restantes.
Consideremos {a, -+, az} base de C?¥,

do(03) (a1, b1, baj1) = [a1,05(br, baji1) | — [br,03(ar, baje1) | + [baji1,03(ar, by) |-
—_——— ———

=Mh =0 =0
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os(lay, bl baje1) +03([ar, baja1), br) —03( (b1, baji), ar) =

=0 =0 =0
—ﬂtlh(al) = —/11 (2k— 1)a1 ?f 0.
Luego H?(g,9) = 0.

Lema 9.14. Sea g, =sl, x C*f @ C**1 & C, entonces H?(gq4, ga) # 0.
Maés atin, si k < j, se tiene: H*(gg, ga) = (01,k,01,j,02,k), donde

2k 4j+1
Ulyk:Za’/\a*Q@a,-, 01,j= Zb’/\a*@bi y
i:l l=1

k . .
Oar=Y NMiad n@®* o a, idi+Qk—iAi1=0,Vi=1,- k-1,
i=1
siendo C?* =(ay, -+, apr), C¥* = (by, -+, baj+1) y C = (a).

Demostracion.

Como C**&C**1@C es un ideal abeliano de g, = sl, x C**@C*/*1&C, porlas ecuaciones
(4.9),

H! (ga»ga) ~ Hq! (Czk$c4j+1 99(1:,9@)5[2 y Hz(ga;ga) ~ HZ(CZk 69(1:4j+1 ®C,ga)5[2-
La descomposicion en suma de sl, representaciones irreducibles de:
. /\Z(CZk@C4j+1@C) :/\Z(CZIC@C4]'+1)@CZIC®C4]'+1
k 2j 1
=P Vvuk-4m P VvEj+2-4m) P VRk+4j+1-2meVQRk-1) o V#4)),
m=1 m=1 m=1

o slh=V(©), C*f=v@Ek-1) y CY"=v@a).
Teniendo en cuenta los isomorfismos

Cl (CZk ® G:4j+1 @C,CZIC ®C4j+l EBG:)E[Z ~ H0m5[2 (CZk @C4j+l ® C,CZk ® C4j+l @C)

C'(C?* & CH* © C, 515)™ = Hom,y, (C* & CH* & C, 51,)

CZ(CZk o CY+l g C,ga)SIZ ~ H0m5[2 (AZ(CZk o CY+! EB(C),ga)
y el Lema de Schur 3.1,
Cl(q:2k®0:4]+l @6,5[2)5[2 — 0,

dim (C'(C* o C¥* o C,C?* o CH M 0 C)™?) = 3,
dim (C3(C* o CY* & C,g,)") =4 si k<.

Si consideramos {a, -, dzx}, (b1, baj41} v {a} bases de €2, C*/*! y C respectivamente,
parak< j:

C*(C** oY @ C,g,)™ = (01 4,01,, 02,1 03),
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con
2k 4j+1

oLk=) a na*®a;, o1;=)Y b Ana*®b;
i=1 i=1
k . k .
0'2,]6:2/11'(11/\612 1-lgq y o3 idem ecuacion (9.2).
i=1

En forma andloga

. . [
Cl(c*ecY " oC,C* o CY M 0 C)*% = (uy k11, u2),

2k . 4j+1
conu =y a'®a,uj=) b'®ebjyu,=a*ea.
i=1 i=1

Para H'(g4, 94), particularizando estos resultados en la sucesién exacta descripta en
4.12, ' .
0 _ Cl (CZIC @C4J+l @C,CZk @C4J+1 ® C)ﬁ[Z _ Hl (ga,ga) N 0’

concluimos
H' (g4, 84) = C (C* @ CH* 0 C,C?* @ CY* 0 €)™ = (uy p, 1 j, 1),
Para H?(ga,84), como C2* & C*/*! & C es abeliano
da(01 1) = da(01,j) = d2021) =0 'y da(03) #0 ver familia g = 51, x C*F @ C*/*1,

Luego
H*(C* & C* 0 C,04)™ = (01,1,01,/,02)-

Por lo tanto
Hz(ga,ga) = <0-1,k»0-l,j’0-2,k>
O

Teorema 9.15. Sea g, = sl, X C*kgctitlecC. Sik< J, entonces g4(02,1), con o, i del lema
anterior, es algebraicamente rigida y no completa.

Demostracion. Consideremos el 2-cociclo del dlgebra de Lie g,, del Lema anterior,
k . .
o2k =) Aia' A a1l g q.

i=1

Como o, es un corchete de Lie, por ser Heisenberg de dimensién 2k + 1, g,(02) es una de-
formacién de g,.

Cl(CP* @ CH* & C,g4(020)" = CH(C* & CH @ C,04)" = (ur p 11, 112
y

C*(CP* @ CH* @ C,g4(020))"™ = C2(CP* 0 CY* & C,0,) % = (01 4,01,/,02,5,03).
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Sean u,v € {ay, -, ax, by,, -, bsj+1,a}, ordenados en forma estrictamente creciente en el
sentido de este conjunto ordenado,
o di(a*®a)(u,v)=|u,a* ®aw)|-[v,a*®aw]-a*e®a(lu,vl)=-a*e®a(lu,v)

Siu=a;yv=ays1-;con iO: 1,---,k, dl(a*()@ a)(a;, asx+1-i) = —Aija, porlo tanto

di(a* ® a) = -0, . Luego

02k ¢ ker(dy)

o dy(03)(a1,b1,byj11) = -A12k-1a; #0

dy(01,1) (a1, b1, bsj1) = a1,01, (b1, bsji1)] = (b1, 01 (a1, bsji1)] + [baji1,01 (a1, br)l —
o1k(lar, b1], bsji1) + 01 k([ar, baj1], b1) — 01,k ([D1, baji1l, a1) =0

dy(01,j)(a1, by, byjv1) = lar,01,j(b1, baj1)] — [b1,01,j(a1, byji1)] + [Daj+1,01,j(ar, b1)] —
01,j(la1, b1, byj+1) +01,j([a1, byj1], b1) — 01, ([b1, baji1],a1) =0

Luego d>(03) # 0, y es linealmente independiente de d (01 x) y d2(01,;) por lo tanto

03¢ H*(g4(02,1),0a(02,1)

o dr(oy i) (a,ax, a) = lay, o0 k(azk, @) — lazk, 01, k(a1, @) + [a,0 (a1, azi)]—
oy k(lay, axil, @) + o k(lar, al, azi) — o1k ([azk, al, a1) = [ay, azg] — lazk, a1l =2A1a #0
yd2(01,j) (a1, ax, a) = 0. Luego d (01 &) # 0,y es linealmente independiente con d» (01, )
por lo tanto
01k € H(94(02,0),8a(02,1))

o do(01) (a1, azp, b)) = [a1,01,j(6lzk;b1)] — a2k, 01, (a1, b)) | + [br, 01, j (a1, azg) | -
o1,j(lar, azkl, b1)+0y,j([ar, bil, ax) =01, ([azk, 1], 1) = —A101,5(a, b1) = A1 by # 0, luego
01,j ¢ Hz(ga(a2,k))ga(a2,k))'

Por lo tanto
H? (ga(Gz,k),Ga(Uz,k)) =0.
Como
7o (ga(Uz,k),Qa(Uz,k)) =3(g9a(02,k)) = (@), porlo que no es completa. O

Observaciones 9.16. Notemos que en esta familia, la deformacién g(o») es algebraica
mente rigida, sin embargo la demostracién es mas sencilla en el caso que:

1. Las descomposiciones en sl,-médulos de A%(C2F & C?/), sl y C2k & C%/ no comparten
componentes irreducibles, |j — k| > 1.

2. A2C?k contiene dos espacios irreducibles unidimensionales, uno de cada irreducible
de la representacion.

9.3 Caso reducible con multiples médulos irreducibles
A la luz de los resultados positivos obtenidos en relacién con las deformaciones de la fa-
milia

ga = sl x (C** e C%),
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surge de manera natural la pregunta de si estos comportamientos pueden extenderse a es-
tructuras més generales. En particular, nos interesa saber si se puede aumentar el niimero
de sumandos en la parte nilpotente sin perder la propiedad de rigidez algebraica. Concre-
tamente, nos planteamos si la familia

m
2k;
ga = sl x (PC)
i=1
es algebraicamente rigida para ciertos valores de m y de los enteros k; = 1.
Para el dlgebra de Lie g = sl x (", €k}, si consideramos los isomorfismos

m m
AZ@CZICI"@CZIC,') y

i=1 i=1

m m [
C*(@ck, @)™ =~ Homyy,
i=1 i=1

m m
C2 (DTN, 51,)" ~ Homy, (\* @ T, 51)

i=1 i=1
y los sl,-mddulos irreducibles, sin pérdida de generalidad podemos suponer k; < k1,

@CZk’ @@mG, an@d P @V(Zk,+2k] 2r),

i=1 i=1lr= l<i<jsm r=

m
sh=v(E) y @c*i= @V(Zki -1).

i=1 i=1
Como no existen aplicaciones lineales compatibles con la accién de sl, entre A\? . C2ki
y EB’" C?ki entonces

Z(EmB 2k é 2k )sl
C cM,EpCr)? =0,
i=1 i=1

y solo habré aplicaciones lineales compatibles con la accion de sl, entre N? @;’il C2ki y sl
enelcaso 2k;+2kj—2r=2 con 1=<r<2k; 1=<i<j<n,(k;<k;j)y estosucede si
existen k; y kj: 0<|k;—kj|<1coni# j.Luego

m
C2(®C2ki,5[2)512 = <{0’3_i,j/kj =k; 6 ]Cj =ki+1 con i# ]} >,
i=1
conos,;,j = 03, ecuacion (9.3) si k; = k; o ecuacion (9.4) si k; = k; + 1, luego
H*(g,9) =
Ademas como

cl (éCZki,éCZkir[Z ~ Homy, (éCZki,éCZk‘) £0

i=1 i=1 i=1 i=1

y

c! (écz’“f,slz)s[z =~ Hom, (éﬁz’“’}ﬂz) =0
i=1

i=1

n
H'(g,9) = H (@1, 92 #0.
i=1
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Lema 9.17. Sea g, = sl X ( 1 C2ki ) ® C, entonces el segundo grupo de cohomologia de
ga con coeficientes en si misma no es trivial, es decir

H?(g4,9a) #0.
Mas aun
dim (H?*(g4,94)) =
Demostracion. Sea el dlgebra de Lie
n
ga=sh x@Pc*tiec.
i=1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer k; < k;;;. Consideremos

n n n n n
N (P ec)= a2 (DT e P(C o C) = A2 (D) o P,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

La descomposicion en sl,-moédulos irreducibles de:

ki

m
@62’“’ PPvuki-ane P @V(zk +2k; —2r),

i=1 i=1r=1 lsi<jsm r=1

3

m m
sh=vE), Pci=@Pvek-1 y C=V).
i=1 i=1

Teniendo en cuenta los isomorfismos

C (@a:z’“l ®C, EB«:Z’CI ®C)""” ~Hom5[2(@d:2k’ ®C, EB«:Zkl ®C)
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
CY (D% & C,sly)™ ~ Homg, (P C*i & C,51,)
i=1 i=1
n n
(@i @ C,g,)™ ~ Homy, (A2 (P C*i &), g,)
i=1 i=1

y el Lema de Schur 3.1,
n
Cl (Do C,sl)™ =0,

i=1

n n
dim (C' (@i e, Pciec)™)=n+1,
i=1 i=1

n
dim(Cz(@CZk" @C,ga)ﬁlz) >2n si k<j.
i=1
Ademas como GB?zl C2ki @ C es un ideal abeliano de ga, por las ecuaciones (4.9),
n n
Hl (ga,ga) ~ Hl(@ﬂ:%i o C;ga)ﬁlz y HZ(ga,ga) ~ H2(®C2ki o C}ga)slz.

i=1 i=1
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Para H'(g4, 94), particularizando estos resultados en la sucesién exacta descripta en
4.12:

n n
0— C(Pc*i e, PC*i o)™ — H'(g4,94) — O,
i=1 i=1

concluimos que H' (g4, g4) = C' (@7, C?fi o C, P, C*i @ C)slz £0.
Para H?(ga, ga), consideremos C?(@j., C* ®C,g4)°" generado por
{onp ooy |1=isnfu{onj, 0ijy 06| ki=kj:1<i<j<n}

U{U{3,i,j}|kj:ki+1 : 1Si<j§n}.
con
01,k;) €cuacion(9.5), o ;) ecuacion(9.6), oy, j; ecuacion(9.7),
03,i,j) ecuacion(9.3) o (9.4) si k; = kj o kj = k; + 1respectivamente y

0i5,i,j) ecuacion(9.8).

Utilizando que H' (g4, g4) = C' (D, C*10C, @, C*Fi ®C)°? y que dy(0) = 0 paratodo o €
Ci(@r e C,ga)5[2 excepto dp(03,;,;) # 0 (ver familia g = sl x C2*@C?), concluimos
que H?(V&C, ga)5[2 esta generado por

{U{l,ki}» U{zyki}|ISZ'SH}U{G{L["]'}, 0'{5,i,j}|ki=kj : 15i<j§n},

luego
dim (H*(g4,94)) = 2n.

Teorema 9.18. Sean o,; los2-cociclos del dlgebra de Lie

n
ga =5 x Pc*iec.
i=1

Si ki =1 a lo sumo para un solo indice i, entonces ga(Z;’:1 02,;) es una deformacion de g,

que es algebraicamente rigida y no completa, o, ; es el 2-cociclos del Teorema 9.2 asociado a
k;.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer k; < k;41.

Consideremos el 2- cociclo o, = Z?Zl 02,i, por ser isomorfa al dlgebra de Lie de Heisen-
berg de dimensién 2(2?:1 kl-) + 1, 02 es un corchete de Lie, por lo tanto por el Lema 5.2,
ga(02) es un algebra de Lie.

Como V =@"_ C** @C es un ideal de g4(02), por la ecuacion (4.8)

H2(g4(0), 0a(02)) = H2(V, ga(072))% ().

Como los espacios
5[2

MVigalo2)” v C(Vigalo2)™
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coinciden con
5[2

C'(V,94)

respectivamente, por el lema anterior:

[
y CZ(Vrga)s ?

. CZ[V,ga(Ug))S[Z esta generado por
{0’{1_,‘}, 012 i} | l<i=< n}U{U{Li’j}, 03,i,jb» 05,i,j} | ki = kj 1<i <jS n}

U{ogij|kj=ki+1:1<i<j<n}
con
01,; ecuacion(9.5), oy ;) ecuacion(9.6), oy ; j; ecuacion(9.7),

03,i,j) ecuacion(9.3) o (9.4) si k; = kj o kj = k; + 1respectivamente y

05,i,j; ecuacion(9.8).

[
¢ C(Vigalo2)) " =C (V) 201,

C!(V, V) esta generado por

{u{l,i} | 1<i< n}U{ug}U{u{l,l’,]’}, u{l,j,,-} | ki = kj 1< <jS n}

con

uy,; ecuacion(9.9), up ecuacion(9.11), u,,;,j ecuacion(9.10),

Por la demostracién Teorema 9.11
dy(uy,)) =202, y di(u;j)=05;; si k;i=k;j.

Observacion 9.19. Observemos que los cociclos 02, y (en el caso k; = k;) 05 ; j pertenecen
a la imagen del operador d;, por lo tanto representan la clase nula en el grupo de coho-

mologia H? (ga(az), ga(az)). Analicemos el comportamiento de los restantes .

Ademds, si C?Ki = (ay, --- , Aok ) Cc2ki = <b1,--- ,bgkj> yC={a).

. dg(O'Ll’)(al,azki,d) =2a#0

Veamos que es linealmente independiente de los restantes. Andlogamente

dy(01,j)(ay1, ax;,a) =0, para j # i

d(03,i,j) (a1, azk;, a) =0, para k; = k; # 1 (por hipétesis) o k; = k; +1.

dr(01,,j)(ay, axy,;,a) =0, para j Ziy k; = k;j,

Hasta ahora d»(01,;,7) y d2(03,;,;) son linealmente independientes. Nos faltaria probar

solo para el caso k; = kj que dz(03,;,) # 0, d2(01,;) # 0 y que son linealmente independi-
entes.

o d(03,,))(a1, bak;-2, bar;) = M~ 2k +3) bag; -2,
dZ(Ul,i,j) (ab b2kj-2) bij) =0.
o da(01,i,j)(a1, b1, bax;) = by
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Luego

1(gal 3 02.0).90( 1 02.)) =0

Claramente a € 3(ga( X, 02,)), luego Ho(ga(Z?zl 02,i),8a(X0, 02,,-)) # 0 por lo tanto no
es completa. O

Observaciones 9.20. En esta familia, la deformacion g(o») es algebraicamente rigida, sin
embargo la demostracion es més sencilla en el caso que:

1. Las descomposiciones en sl,-médulos de A?(@7, C*1), sl y @, C?* no com-
parten componentes irreducibles, |k; — k;| > 1.

2. AZ(GB?:l CZki) contiene n espacios irreducibles unidimensionales, uno de cada irre-
ducible de la representacion.
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CAPITULO

OTRAS FAMILIAS

10.1 Elcasosl3x VeC

Como se menciono en la seccion 3.3.1, para todo par de nimeros naturales a, b existe una
Unica representacion irreducible de dimension finita V' (a, b) de sl3, con peso dominante
maximo (a, b) la cual aparece como sumando en la descomposiciéon en irreducibles de
Sym*V ® Sym”A?V, donde V = C3.

Siguiendo la misma estrategia utilizada para calcular la cohomologia de segundo or-
den en las familias de dlgebras de Lie previamente analizadas, y considerando submoédulos
irreducibles, analizamos los siguientes ejemplos:

Ejemplos 10.1.

o g=sl3xC3=sl3x V(1,0)
slhxCC=V(1,1)eV(1,0) y
A2C3® = Sym°V ® Sym! A%C3 = V(0, 1) luego

H?(g,g) =0.
ga=5lxC3aC

shx CCeC=V(1,1)eV(1,00©V(0,0) y
A*(CPoC)=AC3eC?eC=V(0,1)®V(1,0) luego

Hz(gargu) =<UVq>,
con v, de tipo Carles.

e g=sl3x V(3,0)
slsx V3,002V (1,1)e V(3,00 y
A?(V(3,0)) = V(4,1) @ V(0,3), luego

H?(g,9) = 0.
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ga=5l3x V(3,008C
sl3x V(3,000C=V(1,D)@ V(3,000 V(0,0) y
A*(V(3,000C) = A?(V(3,0)) @ V(3,0) = V(4,1)® V(0,3) ® V(3,0) luego

H?(g4,8a) =< Va >,
con v, de tipo Carles
o g=sl3x V(1,1) =sl3 xsl3
slax V(1,D)=V(1,De V(1) y
A*(V(1,1)=V(0,3)8 V(3,0)® V(1,1) luego

H?%(g,9) =< v,V >,

v, V' vectores de peso méximo de peso (0,0) de W* @ sl y W* ® V(1,1) respectiva-
mente, siendo W la componente irreducible de A?(V(1,1)) de peso (1,1).

v=(e"ne* +e P neP ) o + (e Aedt + e AeP) @ hpt
2ht net?*—nPnet?+eP aeP?)@el i+ (W Ae' P+ hEne'P +el P he?d) @ el -
(h'Ane*? —2n* ne*P +eP ne?t)@e?® — (2R A — P A e* - P At ) @ el -
(R ae®t + 2 ne® +e® ne*?) @ el + (b Ae>* —2h* Ae>* —eh? A eP!) @ e?
Esta es la tabla de multiplicar de sl5.
ga=slx V(1,1)eC
slax V(,)eC=V(1,1)eV(1,1)&V(0,0) y
A(V(L,D)eC)=A2V(1,1)e V1, 1)eC=V(0,3)e V(3,0 e V(l,1)aV(,1),luego

2 ! !
H (g4, 9a) =<V, V, 04,0, >,

con v, v’ del item anterior y v,, v/, del tipo Carles.

10.2 Elcasoslyx VeC

De la seccién 3.3.1, para cualquier terna de nameros naturales a, b, ¢ existe una tinica rep-
resentacion irreducible de dimension finita V(a, b, ¢) de sl4 con el mayor peso (a, b, ¢) iso-
morfa a un sumando en la descomposicion en irreducibles de

Sym*V @ Sym?(A?V) ® Sym¢(A3V).
Calculemos la cohomologia de orden dos en los siguientes ejemplos
Ejemplos 10.2.
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1. ga=s5lyx V(a,0,0)
slyx V(a,0,0)=V(1,0,1)® V(a,0,0) y
Larepresentacion irreducible Sym“®V ® Sym°(A?V) ® Sym°(A3V) =~ Sym?V contiene

alarepresentacion irreducible V' (a,0,0), luego V(a,0,0) = Sym*V por lo tanto A%V (a,0,0) =
A?Sym“*V

e A%2V(1,0,0) = A’Sym!'V = A’V =~ V(0,1,0), luego H?(gy,g1) =0.

e A2V (2,0,0) = A2 Sym2 V tiene dimensién 45
Un vector de peso maximo de A2Sym?V es eje; A e e, de peso (2,1,0) y dimen-
sién 45, por lo tanto A2V (2,0,0) = V(2,1,0), luego H?(g», g2) = 0.

o A%V(3,0,0) =~ A’Sym>V tiene dimensién 190.
Dos vectores de peso maximo linealmente independientes de A>Sym3V son
elejej ANejejexyerere; Aexeser —3erejes Aejezer de pesos (4,1,0), (0,3,0) y di-
mensiones 140 y 50 respectivamente, por lo tanto

A*V(3,0,0)=V(4,1,0)® V(0,3,0), luego H?(gs,g3)=0.

o A%V (4,0,0) =~ A2Sym*V tiene dimensién 595.
Dos vectores de peso maximo linealmente independientes de A?Sym*V son
eleieiel Nejerereryejerere; Aejexeqrer —3erere ez Aererere; de pesos (6,1,0),
(2,3,0) y dimensiones 315y 280 respectivamente, por lo tanto

A*V(4,0,0)=V(6,1,0)® V(2,3,0), luego H?(g4,g4) =0.

e A%V(5,0,0) =~ A2Sym°V tiene dimensién 1540.
Tres vectores de peso méaximo linealmente independientes de A>Sym®V son
ereieieie; Aejerere e de peso (8,1,0) ylos otros dos de pesos (4,3,0), y (0,5,0)
de dimensiones 594, 750 y 196 respectivamente, por lo tanto

A*V(5,0,0) = V(8,1,0)® V(4,3,0)® V(0,5,0), luego H?*(gs,gs)=0.

e A%V (6,0,0) = AZSymGV tiene dimension 3486.
Tres vectores de peso méximo linealmente independientes de A2Sym®V uno
de ellos es ejejejejere; A ejejejererer, de pesos (10,1,0), (6,3,0) y (2,5,0) de
dimensiones 1001, 1540 y 945 respectivamente, por lo tanto

AV (6,0,0) = V(10,1,0) ® V(6,3,0) ® V(2,5,0), luego Hz(gg,gﬁ) =0.

e A%V(7,0,0) =~ A2Sym’V tiene dimensi6n 7140.
Cuatro vectores de peso maximo linealmente independientes de A2Sym’ V, uno
es (e1)” A (e1)%e de peso (12,1,0) y otros tres de pesos (8,3,0), (4,5,0)y (0,7,0) y
de dimensiones 1560, 2730, 2140 y 540 respectivamente, por lo tanto

A%V(7,0,0) = V(12,1,0)0#V(8,3,0)® V (4,5,0)® V(0,7,0), luego Hz(g7,g7) =0.
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CAPITULO 10. OTRAS FAMILIAS

A%V (a,0,0) = AZSym“V tiene dimension (‘1’2;2’,)' ((“6;;,’)' - 1). Suponemos

k
A*Sym®V =@ V(2a+2-4i,2i-1,0), con k=[(a+1)/2] luego H*(ga,ga)=0.

i=1
2. gp=s5lsx V(0,b,0)
sly x V(0,5,0)=V(1,0,1)® V(0,b,0) y
« A?V(0,1,0) = A*Sym' (A?V) = A*(A*V) tiene dimension 15.

Un vector de peso maximo de A? (AZV) es ejex A ejes de peso (1,0,1) y tiene
dimension 15, luego

A?V(0,1,0)=V(1,0,1), porlotanto H?(g;,g1)#0.
e V(0,2,0)c Sym2 (A2V), como sus dimensiones son 20 y 21, luego
Sym*(A’V) =V (0,2,006C y A?*(Sym*(A*V))=A*V(0,2,0)® V(0,2,0)

Tres vector de peso méximo de A?(Sym?(A?V)) son:
ejee1ep Nejeyeres,
ejeqxe1ex Nejereses —ejeqxe1ex Nejeseres +ej1exe1ex Nejegeresy

e1eze1ea2/N\ejez3esegs—ejexe1esN\ejeqrezes—erereresNejeseqrest+ejereregNejeseres+
e1ez2exe3 N\ ejesejeg—ejexer2e4 N\ ejezeres

de pesos (1,2,1), (1,0,1) y (0,2,0), luego
A?V(0,2,0) =V (1,2,1)® V(1,0,1), porlotanto H?(gz,g2) #O0.

e V(0,3,0)c Sym3 (A%V), sus dimensiones son 1225 y 1540 respectivamente.
Cinco vectores de peso maximo linealmente independientes de A2Sym3(A?V)
son:

xerexejesejex Nejere exeres,

xeg1exe1exe1eaN(ejerereseses—erese eseres+e1esejegeres)—erererereesh(erererereses—
ejexerezere, +ejexe esezes),

xe1exe1ereren N (e1exerexeze, —ereperesexes + erexerezeses),

x@1epxe1e2e162 N\ ejesejese es —3e1exe1ere1e3 \ejesre;ese)es y
* determinar este vector es analiticamente complicado.

A*Sym*(A*V) =V (1,4, )@ V(1,2,1)® V(0,4,0)® V(3,0,3) & V(1,0,1)
porlo tanto  H?(gs, g3) # 0.
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CAPITULO

EJEMPLOS CON MAPLE

La experimentacion descrita en esta seccion resulté fundamental para analizar propiedades
y comportamientos de ciertos grupos de édlgebras de Lie. Durante este proceso, se manipu-
laron algunas variables con el objetivo de recopilar los datos necesarios para la formulacién
de los teoremas correspondientes.

El primer ejemplo considerado es un 4dlgebra de Lie de dimension 10, cuya cohomologia
de segundo orden presenta dimension 1. La estructura de multiplicacion se detalla en la
tabla resaltada en color negro. A partir de esta, se realiz6 una deformacién mediante un
2-cociclo, indicado en rojo, cuidando que la nueva estructura siga satisfaciendo las condi-
ciones para ser un algebra de Lie. Ademads, se verificé que la deformacion obtenida cor-
responde a un algebra algebraicamente rigida, no isomorfa a una de tipo Carles. Estas
propiedades fueron comprobadas utilizando el software Maple.

g

el e e3 e4 es €6 e7 e €9 €10
el 0 2ep —2e3 0 0 0 e7 eg —e9 —e10
e —2ey 0 el 0 0 0 0 0 e7 eg
e3 2e3 —-e1 0 0 0 0 eg e1o 0 0
ey 0 0 0 0 2es —2egq e7 —eg [2) —e10
es 0 0 0 —2es 0 [ 0 e7 0 )
[ 0 0 0 2eq —ey 0 eg 0 e1o 0
e7 —-e7 0 —e9 —-e7 0 —eg 0 0—-2en 0—2es O+eq +e1
eg —eg 0 —e10 eg —-e7 0 0+2en 0 0+eq —e1 0+2eg
[2) eg —e7 0 —e9 0 —e1o 0+2es5 0—eq+e1 0 0+2e3
el elo —eg 0 el —e9 0 0-e4—e€71 0-2eg 0—-2e3 0
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|:> with(DifferentialGeometry) : with(LieAlgebras) :

[>
¥ (s12+s12)a(C2+C2)
(> 10:= DG([["LieAlgebra" Algo, [10]], [[[1,2,2],2],[[1,3,3),-2], [[1,7,7), 1],
8,81, 1] [[1,9,9],-1], [[1 10,10],-1], [[2,3,1], 1], [[2,9,7], 1], [[2, 10, 8],
[[3,7,9 ,1] [[3 8,101, 1], [[4,5,5],2], [[4,6,6],-2], [[4,7,7],1], [[4,8,8],
1], [[4,9,9],1], [[4 10, 10],-1],[[5,6,4],1],[[5,8,7],1],[[5, 10,91, 1], [[
81, 1], [[6, 9 10] 1111
LO=[[el,e2]=2e2, [el,e3]=-2¢e3, [el,e7]=¢7,[el,e8]=e8, [el, e9]=-€9, [el,

el0]=-el0, [e2 el3l=el, [e2,e9]=e7, [e2,el0]=eS8, [e3,e7]=¢e9, [e3,e8]=el0,
[ed,e5]=2e5, [e4d,e6]=-2e0, [ed,e7]=¢e7, [e4,e8]=-e8, [e4, e9]=e9, [e4, el0]
=-el0, [e), e6]=e4, [e5,e8]=e7, [e5,el0]=e9, [eb,e7]=e8, [e6,e9]=el0]

> DGsetup(L0);
Lie algebra: Alg0

> MultiplicationTable("LieTable");
12 x 12 Matrix

Data Type: anything

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

> Query(Alg0, "Jacobi"); Center(Alg0); Radical(Alg0); N := Nilradical(Alg0);
DS = Series(N, "Derived"); map(nops, DS)
true
[]
[el0, e9, eS8, e7]
N:=le7,e8,e9, el0]
DS:=[[e7,e8,e9,¢el0], [ ]]

[4,0]
> R0 := Representation(Alg0, V, Adjoint(Alg0) ) :
> DGsetup([x1, x2, x3, x4, x5,x6,x7,x8,x9,x10], V) :
> DGsetup(Alg0, RO, Rep0);

Lie algebra with coefficients: Rep(

> C = RelativeChains([ ]) :
> HIO:= Cohomology(C1 “3);

HI10:=[[x7 67 +x8 68 +x9 69 +x10 610]]
> H20:= Cohomology(CzA);

H20:=H—((x267) A68) — ((x57) /\99)+(("2—4+x7]j 97) /\910—(([

-"2—4+"2—]) 68) A 99) + (x668) A 610 + (x3 09) A 910”

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)



Deformacion lineal

> Ll = _DG([["LieAlgebra" Algl, [1011, [[[1,2,2], 20, [[1,3,30,-2, [[1,7,7), 11, [T,
8,81, 1] [[1,9,9],-1], [[1, 10, 10],-1],[[ 3, 15,11, [02,9,7], 1], [[2,10,8], 1],
[[3,7,9, ,, [[3,8,10], 1], [[4,5,5],2], [[4,6,6],-2], [[4,7,7], 1], [[4,8,8],
-11,[[4,9,9], 1], [[4 10 ,10]-1],[[ ,6,4], 11, [[5,8,7], 1], [[5,10,9], 1], [[6,7,
8], 1], [[6,9,10], 1], [[7,10,4], 1], ([7,10,1],1],[[7,9,5),-2],[[7,8,2],-2],
[[8,9,1],- 1] [[8,9,4],1], [[8 10,61,2], [[9,10,3],2]]])

=[[el,e2]=2¢e2, el 63]=—2 e3, [el,e7]=e7, [el,e8]=¢e8, [el,e9]=-e9, [el (1.8)

el0]=-el0, [e2, edl=el, [e2,e9]=e7, [e2,el0]=e8, [e3,e7]=¢e9, [e3,e8]=¢el0),
[ed,e5]=2e5, [ed,e6]=-2 €0, [e4d,e7]=¢e7, [e4,e8]=-e8, [e4,e9]=e9, [e4, el0]
=-el0, [e),e6]=e4, [e5,e8]=e7, [e5,el0]=e9, [e6,e7]=e8, [eb,e9]=el0, [e7,
eSl=-2e2,[e7,e9]=-2¢e5, [e/,el0])=el +e4, [e8,e9]=e4d —el, [e8,el0]=2 eb,
[e9,el0]=2e3]
> DGsetup(L1);
Lie algebra: Algl 1.9
> MultiplicationTable("LieTable");
[ 12x 12 Marrix

Data Type: anything

(1.10)
Storage: rectangular
Order: Fortran_order
B Query(Algl, "Jacobi"); Center(Algl); Radical(Algl); N := Nilradical (Algl);
map(nops, DS)
true
[]
[ ]
N=1]
i [4,0] (1.11)
| > RI := Representation(Algl, V, Adjoint(Algl)) :
| > DGsetup([x1,x2,x3, x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10], V) :
> DGsetup(Algl, R1, Repl);
i Lie algebra with coefficients: Repl (1.12)
| > C = RelativeChains([ ]) :
> HIO:= Cohomology(C1 ”3);
_ HI0:=[[]] (1.13)
> H20:= Cohomology(Cz.A);
H20:=[[1] (1.14)

:Repo >



CAPITULO 11. EJEMPLOS CON MAPLE

El segundo ejemplo es un dlgebra de Lie de dimension 11, cohomologia de orden dos
de dimensi6n 2, su tabla de multiplicar se muestra en la tabla con negro. Deformamos con
los dos 2-cociclos, agregado en la tabla con rojo, para el cual se obtiene un édlgebra de Lie
algebraicamente rigida.

sly sl C* 5 C

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €g €9 €10 €11

e1 0 262 —263 0 0 0 e —eg 0 0 0
(%) —282 0 €1 0 0 0 0 ey 0 0 0
es 263 —e1 0 0 0 0 eg 0 0 0 0
(7} 0 0 0 0 265 —2@6 0 0 €9 —e10 0
€5 0 0 0 —265 0 e 0 0 0 €9 0
€g 0 0 0 2e5 | —ey 0 0 0 el 0 0
e; —ey 0 —eg 0 0 0 0 0+eq; 0 0 0
eg eg —ey 0 0 0 0 O—en 0 0 0 0
€9 0 0 0 —€9 0 —ejo 0 0 0 0+e; 0
€10 0 0 0 €10 —€9 0 0 0 0— €11 0 0
e11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Y (sI2+s12)+.(C2+C2)+a

> La=_DG([["LieAlgebra", dlga, [11]], [[[1,2,2],2], [[1,3,31,-2], [[1,7, 7], 1], [[1,
881 1%[[1,9,9]-1] [[L, 10,10],-1], [[2,3,1], 1], [[2,9,7],1], [[2,10,8],1],
[[3,7,9], 1], [[3,8,10], 1], [[4,5,5],2], [[4,6,6],-2], [[4,7,7],1], [[4,8, 8],
-1],[[4,9,9], 1], [[4,10,10],-1], [[5,6,4], 1], [[5,8,7], 1], [[5,10,9], 1], [[6, 7,
8], 1], [[6,9,10], 1]]])

La=1[[el,e2]=2e2, [el,e3]=-2e3, [el,e7]=¢7, el ,e8]=¢e8, [el, e9]=-e9, [el, 2.1
el0]=-el0, [e2,e3]=el, [e2,e9]=¢7, [e2,el0]=¢e8, [e3,e7]=e9, [e3, e8]=el0),
[ed,e5]=2e5, [ed,e6]=-2¢e0, [e4,e7]|=¢7, [e4,e8]=-e8, [e4, e9]=¢9, [e4, el0]
=-el0, [e5,e6]=e4, [e5,e8]=e7, [e5,el0]=¢e9, [e6,e7]=e8, [e6,e9]=el0]

> DGsetup(La);
Lie algebra: Alga 2.2)

> MultiplicationTable("LieTable");

13 x 13 Matrix

Data Type: anything
2.3)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

> Query(Alga, "Jacobi"); Center(Alga); Radical(Alga); N := Nilradical(Alga);
DS := Series(N, "Derived"); map(nops, DS)
true

[ell]
[ell, el0,e9,es, e7]
N :=1e7, e8,e9, el0,ell]
DS:=[[e7, €8, ¢e9,¢el0,ell], [ ]]
(5, 0] (2.4)
> Ra = Representation(Alga, V, Adjoint(Alga)) :
> DGsetup([x1,x2,x3, x4, x5, x6,x7,x8,x9,x10,x11], V) :
> DGsetup(Alga, Ra, Repa);
Lie algebra with coefficients: Repa 2.5)
> C = RelativeChains([ ]) :
> Hla = Cohomology(C1 3)
Hla:=[[x7 67 +x8 68 +x9 9 +x10 610,x11 611]] (2.6)

> H2a = Cohomology(C, ,);

H2a:=||(x767) NG+ (x888) AOII+ (x9) A 6L+ (x10610) A6l Q2.7
((x267) A 68) — ((x567) A 09)+((x74+’;—]) 07) /1910—(((-’“2—4
+"2—1) 08) A 99) + (x668) A 610 + (x3 09) A 910”

| Deformacion lineal de g a



Y ((s12+s12)+.(C2+C2)+a )(sigma)

[
[
111,11, [19,10,11],211])
Lad = |

eSl=e7, [e3,e7]=¢e8, [ed,e5]=2e5, [e4,e6]=-2 €0, [e4,e9]=¢e9, [e4,el0]=
-ell, [e5,eb6]=e4, [e5, el0]=e9, [e6,e9]=¢l0, [e7,e8]=ell, [e9,el0]=2¢ell]

> DGsetup(Lad);
Lie algebra: Algad

> MultiplicationTable("LieTable");
13 x 13 Matrix

Data Type: anything

Storage: rectangular

Order: Fortran_order
> Query(Algad, "Jacobi"); Center(Algad); Radical (Algad);
true
[ell]
[ell, el0,e9, eS8, e7]
> Rad = Representation(Algad, V, Adjoint(Algad) ) :
> DGsetup([x1,x2,x3, x4, x5, x6,x7,x8,x9,x10,x11], V) :
> DGsetup(Algad, Rad, Repad);
Lie algebra with coefficients: Repad
> C = RelativeChains([ ]) :
> Hlad = Cohomology (C, 3)
[

[
(

Hlad = [[x7 67 +x8 68 +x9 69 +x10 610 +2x11 611]]
(

> H2ad = Cohomology (C, 4);
H2ad = [[ 1]

:Repo >

[> Lad := DG([["LieAlgebra", Algad, [11]], [[[1,2,21,2], [[1,3,31,-21, [[1,7, 7],
[1,8,8]-11 [[2,3, 1,1, [[2,87,1][[3,7,8],1],[[4,5,5],2],[[4,6,6
[4,9,9],1],[[4,10,10],-1], [[5,6,4], 1], [[5,10,9], 1], [[6,9,10], 1], [[7

1

],

1,-2],

b

[el,e2]=2e2, [el,e3]=-2¢e3,[el,e7]=e7, [el, e8]=-e8, [e2,e3]=¢l, [e2,

8

b

G3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

3.6)

3.7



Otra familia observada es de la forma sl, x C? EBZZ.IZCI Cconk=1,2,3
Tomando como base de s, a {ej, e, e}, de C? a {e4, e} yde Eszl Cafe;/i=6,---,5+2k}.

k g Nilradical H(g,9) dimH'(g,g) | dim H*(g, 9)

. shyx C°@7_,C | <{ejli=4,-,7}> < eg e7> 5 6
glo1) < ey, e5,€6} > 0 0 0

NET . C| <leli=4,---,9Y> | <{ej/li=6,---,9}> 17 32
g(o) < {e4, e5, €6, €3} > 0 0 0

g | 5xC@;_ C| <leseseses)> | <lei/i=6,--,11}> 37 102
g(O'g) <{ey,es, €6, €8, €10} > 0 0 0

Las deformaciones de estas dlgebras de Lie tienen nilradical no abeliano, luego no cumplen
las condiciones de Carles. Los 2-cociclos de las deformaciones son:
or=e*re’@egt+etne’®es+ePne’®es+2e8ne’ ®eg.
or=e*nePveg+ePne’®egt+etnedves+edne®es+2e Aed @eg.
os=e*nedvepg+einelloe,+e®nelloes+efne’ ®eg+eb ne@eg+2el%nell ®@e.
Sus tablas de multiplicar se muestran en la tabla con negro,los dos cociclos de las de-
formaciones se agregan en rojo.

k=1 sl c? C C
e1 (%) e3 [} €5 €6 e
el 0 262 —263 [} —€5 0 0
(%) —282 0 €1 0 €4 0 0
es 2@3 —e1 0 €5 0 0 0
ey —eéy 0 —é5 0 0+ eg 0 O+ey
es es —eéy 0 0—eg 0 0 0+es
€6 0 0 0 0 0 0 0+2eq
ey 0 0 0 0—ey 0—85 0—286 0
k=2 sl, c? C C C C
el (%) (%] [} és5 €6 er7 eg €9
€1 0 262 —263 (] —€5 0 0 0 0
() —282 0 €1 0 (7} 0 0 0 0
€3 263 —e 0 €5 0 0 0 0 0
ey —éy 0 —&5 0 0+eg 0 0 0 0+ey
és es —eéy 0 O—eg 0 0 0 0 0+es5
es 0 0 0 0 0 0 O+es 0 0
ey 0 0 0 0 0 0—e6 0 0 0
es 0 0 0 0 0 0 0 0 0+2eg
€9 0 0 0 0—84 0—65 0 0 0—268 0




CAPITULO 11. EJEMPLOS CON MAPLE

k=3 slp C? C C C C C C
€1 € es €4 es €6 e7 eg €9 €10 €11

e 0 2ey | —2e3 ey —e5 0 0 0 0 0 0
e —2ey 0 el 0 ey 0 0 0 0 0 0
e3 263 —e1 0 €5 0 0 0 0 0 0 0
ey —éy 0 —e5 0 0+ejp 0 0 0 0 0 0+ey
(4 és —eéy 0 0—ejp 0 0 0 0 0 0 0+e5
e 0 0 0 0 0 0 0+eg 0 0 0 0
e; 0 0 0 0 0 O—eg 0 0 0 0 0
es 0 0 0 0 0 0 0 0 O+eg 0 0
(2 0 0 0 0 0 0 0 O—eg 0 0 0
€10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0+2e9
€11 0 0 0 0—64 0—65 0 0 0 0 0—2610 0
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¥ SI2+CA2 +{a,b}

¥ S1(2,C)+C~2 +{a,b}: #H1=5, #H2=6
Repabd > Lab:= DG([["LieAlgebra", Algab, [71], [[[1,2,2],2], [[1,3,3],
-2],[02,3,1), 1], [[1,4,4], 1], [[L1,5,5],-1], [[2,5,4], 1],

[[3,4,5], 111D
Lab:=[[el,e2|=2e2, [el,e3|=-2¢e3, [el,ed]=ed, [el, e5]=-e5, [e2, e3]=el,

[e2,eS5]=e4, [e3,ed]=e)]

> DGsetup(Lab); MultiplicationTable("LieTable");
Lie algebra: Algab

| el e e3 ed e5 e6 e7 |

el | 0 2¢2 -(2e3) e4 -e5 0 O
e2 | -(2e2) 0 el 0 e 0 O
e3 | 2e3 -el 0 eS5 0 0 O
ed | -ed 0 -e5 0 0 0 O
e5s | es -e4 0 0 0 0 0
e6 | 0 0 0 0 0 0 O
e7 | 0 0 0 0 0 0 O

_AlgB > Query(Algab, "Jacobi"); Center(Algab); Radical(Algab); N

:= Nilradical (Algab);
DS := Series (N, "Lower"); map(nops, DS)
true
[e7, e6]

[e7, eb, e5, e4]
N:=le4,e5, eb,e7]
DS =[[e4,e5 e6,e7],[ 1]

i [4,0]

;V > Rab := Representation(Algab, V, Adjoint(Algab)) :

| Algl > DGsetup([x1, x2,x3,x4,x5,x6,x7], V) :

V > DGsetup(Algab, Rab, Repab);

i Lie algebra with coefficients: Repab
;Repl > C = RelativeChains([ ]) :

| Repl >

Repl > Hlab = Cohomology(C1 ._3);

i Hlab = [ [x4 684 + x5 65, x6 66, x6 67,x7 66,x7 67]]
_Repl > H2ab = Cohomology(Cz.A);

(1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

M1



H2ab:=[[(x6 84) N 65, (x6 66) N 67, (x7 &) A 65, (x766) NG, (x4 &4) NG (1.1.6)
+(x565) N6, (x4 &) N6OT+ (x565) A 67]]

[>

| [a1g >

¥ Combinacion de tres 2-cociclos :# HO=#H1=#H2=0 pero nilradical no
abeliano

Repabd > Lab:= DG([["LieAlgebra", Algab, [71], [[[1,2,2],2],[[1,3,3],
-2],[(2,3,1], 1], [[1,4,4],1], [[1,5,5],-1], [[2,5,4], 1],
[[3,4,5] 1] [[4,56] 1] [[4,7,4],1],[[57,5] 1] [[6,7,
61,2111
Lab:=1[[el,e2]=2¢e2, [el,e3]=-2¢e3, [el,ed]=e4, [el, eS]=-e5, [e2, e3]=el, (1.2.1)
[e2,e5]=e4, [e3,ed]|=¢el, [ed,e5]=eb, [ed, e7]|=e4, [e5, e7]=e), [eb, e7]
=2eb]

B DGsetup(Lab) ; MultiplicationTable("LieTable" );
Lie algebra: Algab

| el e2 e3 ed e5 eb e7 |
el | 0 2e2 -(2e3) e4d -eb5 0 0
e2 | -(2e2) O el 0 e4 0 0
e3 | 2e3 -el 0 eS5 0 0 0 (1.2.2)
ed | -e4 0 -es 0 e6 0 e4
eS| ed -e4 0 -e6 0 0 eS
e6 | 0 0 0 0 0 0 2eb6
e’ | 0 0 0 -ed -e5 -(2e6) O
_Alg3 > Query(Algab, "Jacobi"); Center(Algab); Radical (Algab); N
:= Nilradical(Algab);
DS = Series(N, "Lower"); map(nops, DS)
true
[]
[eb, e5, e4, e7]
N = [e4,el, e6]
DS:=[[e4, e5, 6], [e6], [ 1]
[3,1,0] 1.2.3)

|V > Rab := Representation(Algab, V, Adjoint(Algab) ) :

| Algl > DGsetup([x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7], V) :

V > DGsetup(Algab, Rab, Repab);

Lie algebra with coefficients: Repab (1.24)

jRepl > C := RelativeChains([ ]) :




| Repl >
Repl > Hlab = Cohomology(C1 3)5

i Hlab =[] ]]
Repl > H2ab = Cohomology(CZA);
i H2ab =[] 1]
>
_ LlLAlg >
Y S12+C*2 +{a,b,c,d}
V¥ S12+C*2 +{a,b,c,d} #H1=17, #H2=32
Repabc > Labc := DG([["LieAlgebra", Algabc, [9]], [[[1,2,2],2],[[1, 3,
31,-2], (12,3, 1], 1], [[1,4,4] 1L [[L,5,5],-1], [[2,5,4],

11, [[3,4,5], 1111
Labc .= [[el,e2]=2e2, [el,e3]=-2e3, [el,ed]=ed, [el, e5]=-e5, [e2, e3]=el,

[e2,e5]=e4, [e3,ed]=e5]

:> DGsetup(Labc) :

_Alg3 > Query(Algabc, "Jacobi"); Center(Algabc); Radical(Algabc); N

:= Nilradical(Algabc); Series(Nilradical (Algabc), "Lower" );
true

[e9, eS8, e/, eb]
[e9, eS8, e7, eb, e5, e4]
N:=[e4,e5, eb,e7, e, e9]
[[e4, e5, eb,e7,¢e8,e9], [ 1]
V > Rabc = Representation(Algabc, V, Adjoint(Algabc)) :
| Algl > DGsetup([x1,x2, x3, x4, x5, x6,x7,x8,x9], V) :

V > DGsetup(Algabc, Rabe, Repabc);
Lie algebra with coefficients: Repabc

;Repl > C := RelativeChains([ ]) :
| Repl >

Repl > Hlabc := Cohomology(C1 “3);
Hlabc = [[x4 M+ x5 65, x6 06,x6 67, x6 68, x6 89, x7 66,x7 67,x7 68, x7 69, x8 66,
x8 67, x8 68, x8 69, x9 66, x9 67, x9 68, x9 09]]

_Repl > H2abc = Cohomology(Cz.A);

H2abc:=[[(x8 68) N 9, (x964) NG5, (x4 ) NP+ (x5605) N &,

(x6 64) N 65, (x666) N 67, (x6865) NES, (x666) A&, (x96) A&7,
(x966) N 68, (x966) N&¥, (x967) NES, (x967) NF, (x968) N &,
(x6 67) A 68, (x4 &) /\06+(x56’5) A6, (x464) N 67+ (x565) N @67,
(x667) N 69, (x688) N9, (x7 &) NG5 (x76) N7, (x766) A 68,
(x766) N9, (x767) N6S, (x7607) AW, (x768) N&H¥, (x4 &4) NGS

(1.2.5)

(1.2.6)

2.1.1)

2.1.2)

2.1.3)

(2.1.4)

(2.1.5)



+ (x565) A 68, (x8&4) A 65, (x866) A 67, (x866) A 68, (x865) A 69,
(x867) A 68, (x867) A &9]]

¥ Con 2-cociclo: # HO=#H1=#H2=0 pero nilradical no abeliano
[Repabc > Labc = DG([["LicAlgebra", dlgabc, [91], [[[1,2,2],2], [[1,3,
31,-2), (12,3, 1], 1], [[1,4,4], 1], [T1,5,5],-11, [[2,5, 4],
1], [13,4,5],1], [[4,5,6],0], [[4,5,8],1],[[4,7,4],0],
[[5,7,5],0],[[6,7,6],1],[[4,9,4],1],[[59,5],1][[8,9,

81,2111
Labc = [[el,e2]=2e2, [el,e3]=-2e3, [el,ed]=e4, [el, e5S]=-e5, [e2,e3]=el,

[e2,e5]=ed, [e3,ed]=el, [ed,e5]=e8, [e4, e9] =e4, [e5, e9] =€), [eb, e7] = eb,
[e8,e9]=2 e8]

> DGsetup(Labc)
Lie algebra: Algabc

Alg3 > Query(Algabc, "Jacobi"); Center(Algabc); Radical(Algabc); N
:= Nilradical(Algabc); Series(Nilradical (Algabc), "Lower" );
true
[]
[e9, eS8, e7, eb, e5, e4]
N = [e4,el, eo, e8]
i [[e4, e5, eb, e8], [e8], [ ]]
| V > Rabc = Representation(Algabc, V, Adjoint(Algabc)) :
| Algl > DGsetup([x1,x2, x3, x4, x5, x6,x7,x8,x9], V) :
V > DGsetup(Algabc, Rabe, Repabc);
Lie algebra with coefficients: Repabc

:Repl > C := RelativeChains([ ]) :

| Repl >

Repl > Hlabc := Cohomology(C1 “3);

i Hlabc= [ ]]

_Repl > H2abc = Cohomology(Cz.A);
H2abc=[[ 1]

V¥ Para generalizar (organice la base): # HO=#H1=#H2=0 pero

nilradical no abeliano

_Repabc > Labc := DG([["LieAlgebra", Algabc, [9]1], [[[1,2,2],2], [[1, 3,
31,-2],[12,3,1, 1], [[1,4,4], 1], [[L,5,5],-1], [[2,5,4],
1],[[3,4,5],1], [[4,5,8], 1], [[6,7,6], 1], [[4,9,4],1],
[[5,9,5], 11, [[8,9,8],2]1])

Labc .= [[el,e2]=2e2, [el,e3]=-2e3, [el,ed]=ed, [el, e5]=-e5, [e2, e3]=el,

[e2,e5]=e4, [e3,ed]|=¢e5, [e4d,e5]=e8, [e4, e9] =e4, [e5, e9]=e3, [eb, e7] = eb,
i [e8,e9]=2 e8]
| > DGsetup(Labc) :

2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

2.3.1)



\ 4

Alg3 > Query(Algabc, "Jacobi"); Center(Algabc); Radical(Algabc); N
:= Nilradical(Algabc); Series(Nilradical (Algabc), "Lower");
true
[]

[e9, eS8, e7, eb, e5, e4]

N = [e4,el, eb, e8]
i [[e4, €5, e6, e8], [e8], [ 1]
|V > Rabc := Representation(Algabc, V, Adjoint(Algabc) ) :
| Algl > DGsetup([x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9], V) :
V > DGsetup(Algabc, Rabe, Repabc);

Lie algebra with coefficients: Repabc

:Repl > C := RelativeChains([ ]) :

| Repl >

Repl > Hlabc := Cohomology(C1 “3);

i Hlabc:=[[ 1]
_Repl > H2abc = Cohomology(Czuét);

i H2abc =[] 1]
:Alg >

¥ S1(2,C)+CA*2 +{a,b,c.d,e.f}

S1(2,C)+CA*2 +{a,b,c,d,e,f}
Repabc > L:= DG([["LieAlgebra", Alg, [11]], [[[1,2,2],2], [[1,3,3],
2], (2,3, 1,1}, [[1,4,4], 1, [[1,5,5],-11, [[2,5,4], 1],

[[3,4,5], 111D
L:=1lel,e2]=2e2, [el,e3]=-2¢e3, [el,ed]=e4, [el,e5S]=-e5, [e2,e3]=¢el, |[e2,

| eS]=ed, [e3,ed]=¢e5]
| > DGsetup(L) :

_AlgB > Query(Alg, "Jacobi"); Center(Alg); Radical(Algabc); N
:= Nilradical(Algabc); Series(Nilradical (Alg), "Lower");
true

[el0,e9,e8, e7, eb,ell]

[e9, e8, e7, eb, e5, e4]

N :=e4, el eb, e8]
i [[e4, e5, eb,e7,e8,e9,el0,ell], [ 1]
;V > R := Representation(Alg, V, Adjoint(Alg) ) :
| Algl > DGsetup([x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11], V) :
V > DGsetup(Alg, R, Rep);
i Lie algebra with coefficients: Rep
;Repl > C := RelativeChains([ ]) :
| Repl >
Repl > Hlabc := Cohomology(C1 “3);

(2.3.2)

(2.3.3)

(2.3.4)

(2.3.5)

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)

1.4



Hlabc = [[x8 Ol1,x9 66,x9 67,x9 85,x9 89, x9 010,x9 611,x6 611,x7 66,x7 67, (3.14)
x7 68,x7 69,x7 610, x7 011, x8 66, x8 67, x8 68, x8 9, x8 610, x4 64 + x5 65,
x10 66,x10 67,x10 68,x10 69,x10 610,x10 611,x11 66,x11 67,x11 68, x11 &9,
x11610,x11611,x6 66,x6 67,x6 68, x6 9, x6 0]0]]

_Rep > nops(Hlabc[1]);
37 3.1.5)

=Repl > H2:= Cohomology(CZ.A);
H2:=[[(x1166) A 67, (x1066) A 610, (x1066) A6, (x667) A &9, 3.1.6)

(x6 67) A 610, (x6 67) A Ol (x668) A9, (x668) A 610, (x668) A6l

(x6 8) A 610, (x69) AOLL, (x866) A 6L, (x4 64) NGBS+ (x565) N 68,

(x4 &) NB+ (x5605) NY, (x4 4) NOIO+ (x565) A BI0, (x4 4) N 6Ol

+ (x585) A 611, (x968) A 610, (x968) AL (x989) A 6I0,

(x99) A 6O (x9610) A6l (x1064) A 65, (x1066) A 67, (x1066) A 68,

(x1066) A &9, (x9665) A 67, (x1067) A 68, (x1067) A&, (x1067) A 610,

(x1067) A Gl (x1068) A 69, (x1088) A 610, (x1068) A 611,

(x10 89) A 610, (x10 89) A 611, (x10610) A OI1, (x11 &4) A 65,

(x1169) A Gl (x11610) A 6L, (x867) AOIL (x868) N &9,
(x888) A 610, (x868) N 6OLL, (x869) A 610, (x89) A6 (x8610) A 6ll,
(x96&4) NG5, (x768) AN¥, (x768) A6BLO, (x664) A 65, (x66) A 67,
(x6 66 6, (x6 86) N &9, (x6 66) A 610, (x6 86) A 6L, (x6 7) A 68,
(x8 67 68, (x897) N9, (x867) AOIO, (x4 4) N &6+ (x565) N &,
(x4 &4 + (x565) N 67, (x966) N 68, (x966) N&W, (x7&4) A6,
(
(
(
(
(
(
(
(

— N N

X9 66) A Ol1, (x967) A 68, (x967) A, (x9867) A 610, (x967) A6l
X9 68 (x788) A 6L (x7 89) A 610, (x7 @) A 611, (x7 610) A 6ll,
X8 61) A 65, (x8 66) A 67, (x8 66) A 68, (x866) A6, (x866) A 6l0,

X6 610) A 611, (x11 66) A 68, (x11 66) A 69, (x11 65) A 6l0,

X1 66) A 6L, (x1167) A 68, (x1167) A 69, (xI167) A 60,

X1167) A 611, (x1168) A, (xI188) A 610, (x11 68) A 611,

(x11 69) A 610]]

> nops(H2[1]):

)

) A

) A

) A 67
X7 66) A 67, (x766) A8, (x766) AW, (x766) A6I0, (x7 66) A6l
X767) A8, (x767) A9, (x767) A6L0, (x767) A6l (x966) A 6lo,

) A

) A

) A8

102 3.1.7)

>

Con el 2 cociclo generalizado

Repabc > L:= DG([["LieAlgebra", Alg, [11]], [[[1,2
-2, [02,3,1, 11, [[1,4,4],1], [[1,5,5],-1
[[3,4,5]1,1],[[4,5,100, 1], [[4,11,4],1], [




[r6,7,61,11,[(8,9,8] 11, [[10,11,10],2]]])
L:=1[[el,e2]=2¢e2, [el,e3]=-2¢3, [el,ed]=e4, [el,e5]=-e), [e2,e3]=¢l, [e2, (3.1.8)
1]

eS|=e4, [e3,ed]=eS, [ed,eS5]=el0, [e4,ell]=e4, |e5, ell]=e), [eb, e7]=eb,
i [e8,e9]=eS, [el0,ell]=2¢el0]
| > DGsetup(L) :

_Alg3 > Query(Alg, "Jacobi"); Center(Alg); Radical (Alg); N := Nilradical (Alg);
Series (Nilradical (Alg), "Lower");
true

[]
[ell, el0,e9,e8, e7, eb, e5, e4]
N:=e4,e5, eb,es, ell]
i [[e4, e5, eb, e8,el0], [el0], [ 1] 3.1.9)
;V > R := Representation(Alg, V, Adjoint(Alg) ) :
| Algl > DGsetup([x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11], V) :
V > DGsetup(Alg, R, Rep);

i Lie algebra with coefficients: Rep 3.1.10)
;Repl > C = RelativeChains([ ]) :

| Repl >

Repl > Hlabc := Cohomology(C1 “3);

i Hlabc=1[[]] 3.1.11)
_Repl > H2abc = Cohomology(Czuét);

i H2abc =[] ]] 3.1.12)
>

| Repa >



CAPITULO 11. EJEMPLOS CON MAPLE

Los ejemplos que siguen permitieron escribir el Teorema 9.2

104



PRIMERA FAMILIA

¥ SI2+.C2Kk, k=1,2,3,4 : H0=0, N=R=C2k, #H1=1, H2=0

LO:=1[[el,e2]=2e2, [el,e3]
| ed]=ed, [e3,e4]=¢e5]
> DGsetup(L0);

el |
e2 |
e3 |
ed |
e5 |

;> RO = Representation(Alg0,
> DGsetup(Alg0, RO, Rep0);

;> C := RelativeChains ([ ]

) :
> HIO = Cohomology( }

>

[
Ci 3)s

=> H20 := Cohomology(C, ,);

|:> with(DifferentialGeometry) : with(LieAlgebras) :

\ 4 S12+.C2: H0=0, N=R=C2, #H1=1, H2=0

> L0:= _DG([["LieAlgebra", 4ig0, [5]1], [[[1,2,2],2],[[1,3,3],-2], [[1,4,4], 1],
[[1,5,5),-1], (12,3, 11, 1], [[2,5,4], 1], [[3,4,5], 1111)

-2e3, [el,ed]=e4, [el, e5]

Lie algebra: Alg0

> MultiplicationTable("LieTable" );

el e e3 ed

0 2e2 -(2e3) e4
-(2e2) O el 0
2e3 -el 0 e5
-ed 0 -es 0
e5 -ed 0 0

true
[]
[e5, e4]
N:=le4,el]
DS=[le4,e5], [ 1]
[2,0]
V, Adjoint(Alg0)) :

| > DGsetup([x1,x2,x3,x4,x5], V) :

Lie algebra with coefficients: Rep()

HIO=[[]]

H20:=T[[1]]

0

-el, [e2, e3]

=el, [e2, (1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

_> Query(Alg0, "Jacobi"); Center(Alg0); Radical(Alg0); N := Nilradical (Alg0);
DS := Series(N, "Derived"); map(nops, DS)

(1.1.4)

(1.1.5)

(1.1.6)

(1.1.7)



¥ SI2+.C4: H0=0, N=R=C4, #H1=1, H2=0
(> L:=_DG([["LieAlgebra", dlg, [71], [[[1,2,2],2], [[1,3,3],-2], [[2,3
4,4],3], [[1,55], 1], [[1,6,6],-1], [[1,7,7],-3], [[2,5,4], 1], [[
[[2,7,6],3],[[3,4,5],3],[[3,5,6],2], [[3,6,7],1]1]])
L=1[[el,e2]=2e2, [el,e3]=-2¢e3,[el,ed]=3e4, [el, e5S]=¢e5, [el,e6]=-¢eb, (1.2.1)
[el,e7]=-3¢e7,[e2,e3]=el, [e2,ed]|=e4, [e2,e6]=2e), [e2,e7]=3 eb, [e3, e4]
=3e)5, [e3,e5]=2¢eb, [e3,e6]=e7]

AL 11 [0
2,6,5

[[1,
2]

>

> DGsetup(L); MultiplicationTable("LieTable");
Lie algebra: Alg

| el e e3 ed e5 eb e’
el | 0 2e2 -(2e3) 3e4d e5 -e6 -(3e7)
e2 | -(2e2) 0 el 0 e4d 2e5 3eb6
e3 | 2e3 -el 0 3e5 2e6 e7 0 (1.2.2)
ed | -(3e4) 0 -(3e5) O 0 0 0
e5 | -es -ed -(2e6) O 0 0 0
e6 | eb -(2e5) -e7 0 0 0 0
e7 | 3e7 -(3eb) 0 0 0 0 0

B Query(Alg, "Jacobi"); Center(Alg); Radical(Alg); N := Nilradical (Alg);
DS := Series (N, "Lower"); map(nops, DS);
true

[]
[e7, eb, e, ed]
N = [e4,el, eb,e7]
DS:=[e4,e5, e6,e7], [ 1]
i [4,0] (1.2.3)
;> R = Representation(Alg, V, Adjoint(Alg)) :
| > DGsetup([x1,x2, x3, x4, x5,x6,x71, V) :
> DGsetup(Alg, R, Rep);
i Lie algebra with coefficients: Rep 1.2.4)
;> C := RelativeChains([ ]) :
> HI = Cohomology(C1 “3);

HIl:=[[x4 &4 +x565+x6 66 +x7 67]] 1.2.5)

=> H2ab = Cohomology(Cz.A);
H2ab:=1[[1]] (1.2.6)

>

¥ S12+.C6: HO=0, N=R=C6, #H1=1, H2=0
(> 10:=_DG([["LieAlgebra", 4lg0, [91], [[[1,2,2],2], [[1,3,31,-2], [[2,3, 1], 1],




[[1,4,4],5],[[1,5,5 ],3],[[1,6,6,1],[[1,7,7],-1],[[ 8,81,-3],[[1,9,9],

-51,[[2,5,4],1 ] [[2,6,5],2],[[2,7,6],3],[[2,8,7],4],[[2,9,8],5], [[3,4,

51,51, [[3,5,6],41,[[3,6,7],3],[[3,7,8],2],[[3,8,9], 1]]])
LO:=1[el,e2]=2e2, [el,e3]=-2¢e3,[el,ed]|=5e4, [el,e5S5]=3e5, [el,e6]=¢eb, (1.3.1)

[el,e7]=-e7, [el,e8]=-3¢e8, [el,e9]=-5¢9, [e2,e3]=¢l, [e2,e5]=e4, [e2,

eb6]=2e)5, [e2,e7]=3¢e0, [e2,e8]=4 e7, [e2,e9]=5¢eS8, [e3,e4d] =5 e), [e3, e5]

=4 e6, [e3,e6]=3¢e7,[e3,e7]=2e8, [e3,e8]=e9]
> DGsetup(L0);

Lie algebra: Alg0 (1.3.2)

> MultiplicationTable("LieTable");
7 11 x 11 Matrix
Data Type: anything (13.3)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

> Query(Alg0, "Jacobi"); Center(Alg0); Radical(Alg0); N := Nilradical (Alg0);
DS = Series (N, "Derived"); map(nops, DS)
true

[]
[e9, eS8, e7, eb, e5, e4 ]
N:=[e4,e5, eb,e7,es, e9]
DS :=[[e4,e5, e0,e7, e8,e9], [ 1]
[6,0] (1.3.4)
> R0 := Representation(Alg0, V, Adjoint(Alg0)) :
> DGsetup([x1, x2, x3, x4, x5, x6,x7,x8,x9], V) :
> DGsetup(Alg0, RO, Rep0);
Lie algebra with coefficients: Rep( (1.3.5)
> C := RelativeChains([ ])
> HIO = Cohomology(C1 )
HI0:=[[x4 684 +x565 +x6 66 +x7 67 +x8 68 +x9 ¥]] (1.3.6)
> H2 = Cohomology(CZ.A),
H2:=1[[1] (1.3.7)

VSlZ+.C8° H0=0, N=R=C8, #H1=1, H2=0

(> 10 := ([["LleAlgebra" Algo, [117], [[[1,2,2],2], [[1 3,31,-21,1[2,3,1],11,
[[1,4,41,71,[[1,5,5),5], [[1,6,6],3 ],[[177] ],[[,8, L,-11[[1,9,9],
—3] [[1 10,10,-5], [[1, 11, 11],-7], [[2,5,4],7], [[2,6,5], 6], [[2,7,6],5],
[12,8,71,41,112,9,8],3], [[2 10,91, 21, [[2 11,100, 11, [13,4,5], 11, [[3, 5,
6],2], [[3 6 7], L [[3,7,8], 4],[ 3,8,9 ] ] [[ 9,101, 6], [[3,10,11],7]1]])
LO:=[[el,e2]=2¢e2, [el,e3]=-2¢e3, [el,ed]=Te4, |el, e5] 5e5, [el,e6]=3e6, (1.4.1)
[el,e7]=e7, [e] 88]:—88 [e] e9] -3 e9, [e] el0]=-5¢el0, [el,ell]=
-Tell, [e2,e3]=el,[e2,e5]=Te4, [e2,e6]=06e), [e2,e7]=5eb, [e2, e8]
=4 e7, |e2,e9]= 368 [eZ 610] 2e9 [e2 ell]|=el0, [e3,ed]=e)5, [e3,e5]



=2 ¢6, [e3,e6]=3 e7, [e3,e7]=4 8, [e3,e8]=5 €9, [e3, 9] =6 el0, [e3, e10]
—7ell]

> DGsetup(L0);
Lie algebra: Alg0

> MultiplicationTable("LieTable");
13 x 13 Matrix

Data Type: anything

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

> Query(Alg0, "Jacobi"); Center(Alg0); Radical(Alg0); N := Nilradical (Alg0);
DS := Series(N, "Derived"); map(nops, DS)
true
[]
[ell, el0,e9,e8, e7, eb, e5, e4]
N:=[e4,e5, eb,e7, e8,e9,el0,ell]
DS:=[[e4,e5, e6,e7,e8,e9,el0,ell], | ]]
[8,0]
> R0 := Representation(Alg0, V, Adjoint(Alg0)) :
> DGsetup([x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10,x11], V) :
> DGsetup(Alg0, RO, Rep0);
Lie algebra with coefficients: Rep()
> C := RelativeChains([ ]) :
> HIO = Cohomology(C1 “3);

HI0:=[[x4 64 +x565 +x6 66 +x7 67 +x8 8 +x9 & +x10010+x11 611]]
> H2:= Cohomology(Czuél);

SEGUNDA FAMILIA

¥V SI12+.C2k + C  y sus deformaciones

¥V SI2+.C2+{a}, #H2=2

> La:= _DG([["LieAlgebra", Alga, [6]], [[[1,2,2],2], [[1,3,3],-2], [[1,4,4], 1],

[[1,55]-1][[2,3,1],1],[[2,5,4],1], [[3,4,5], 1]1])
La:=lel,e2]=2¢e2, [el,e3]|=-2¢e3, [el,ed]=e4, [el, eS]=-e5, [e2,e3]=el, [e2,

eS]=e4, [e3,ed]=eS5]

_> DGsetup(La);
Lie algebra: Alga

B MultiplicationTable("LieTable");

(1.4.2)

(1.4.3)

(1.4.4)

(1.4.5)

(1.4.6)

(1.4.7)

@2.1.1)

(2.1.2)



| el e2 e3 ed e5 e6 |
el | 0 2e2 -(2e3) e4d -e5 0
e2 | -(2e2) O el 0 e4 O
(2.1.3)
el | 2e3 -el 0 e5 0 O
ed | -e4 0 -e) 0O 0 0
e | e5 -e4 0 0O 0 0
e6 | 0 0 0 0O 0 O
B Query(Alga, "Jacobi"); Center(Alga); Radical(Alga); N = Nilradical (Alga);
DS := Series (N, "Derived"); map(nops, DS)
true
[e6]
[e6, e5, e4]
N = [e4, e5, e6]
DS =[[e4,e5 ¢e6],[ 1]
[3,0] 2.1.4)

| > Ra = Representation(Alga, V, Adjoint(Alga)) :

| > DGsetup([x1,x2,x3,x4,x5,x6], V) :

> DGsetup(Alga, Ra, Repa);

i Lie algebra with coefficients: Repa (2.1.5)
| > C := RelativeChains([ ]) :

> Hla = Cohomology(C1 3)3

Hla:=[[x4 64 +x5 65,x6 66]] (2.1.6)
(> H2a = Cohomology(CZ.A);
Hla=[[(x4&4) N6+ (x565) N6, (x664) N 65]] (2.1.7)

LE AGREGO EL SEGUNDO COCICLO

> La = _DG([["LieAlgebra", Alga, [6]], [[[1,2,2],2], [[1,3,3],-2], [[1,4,4],1],
[[1,55%-11, (12,3, 1), 1], [[2,5,4],1],[[3,4,5],1], [[4,5,6], 1]11])

La:=[lel,e2]=2¢e2, [el,e3]|=-2¢e3, [el,ed]=e4, [el,e5]=-¢e5, [e2,e3]=el, [e2, (2.1.8)

| eS]=ed, [e3,ed]=¢e5, [ed, e5]=eb]

> DGsetup(La);

Lie algebra: Alga 2.1.9)

B MultiplicationTable("LieTable");

(2.1.10)




\ 4

] el e2 e3 ed e5 e6 |
el | 0 2e2 -(2e3) e4d -e5 0
e2 | -(2e2) 0 el 0 e4d O
(2.1.10)
e3 | 2e3 -el 0 e5 0 0
ed | -e4 0 -es 0 e O
eS | es -e4 0 -e6 0 O
e6 | 0 0 0 0 0 0
B Query(Alga, "Jacobi"); Center(Alga); Radical (Alga);
true
[e6]
[eb, e5, e4] (2.1.11)

| > Ra = Representation(Alga, V, Adjoint(Alga)) :

| > DGsetup([x1,x2, x3,x4,x5,x6], V) :

> DGsetup(Alga, Ra, Repa);

i Lie algebra with coefficients: Repa (2.1.12)
| > C := RelativeChains([ ]) :

> Hla := Cohomology(C1 3)

i Hla:=[[x4 64 +x5 65 +2x6 & ]] (2.1.13)
(> H2a = Cohomology(Cz_A);

| H2a:=1[[1]] (2.1.14)

:Rep >

S12+.C4+C

(> L:=_DG([["LieAlgebra", Alg, [8]], [[[1,2,2],2], [[1,3,3],-2], [[2,3, 1], 1], [[1,
4,41,3], [[1,5,5], 1), [[1,6,61-11, [[1,7,7],-31,[[2,5,4],1], [[2,6,5],2],

[[2,7,6],3],[[3,4,5],3],[[3,5,6],2], [[3,6,7], 1]1]])
L:=1lel,e2]=2e2, [el,e3]=-2¢e3,[el,ed]=3e4, [el, eS]|=¢el, [el,e6]=-eb, (2.2.1)
[el,e7]=-3e7, [e2,e3]=¢l,[e2,e5]=e4, [e2,e6]=2¢e5, [e2,e7]=3 eb, [e3, e4]
=3e)5, [e3,e5]=2¢eb, [e3,e6]=e7]

>

> DGsetup(L); MultiplicationTable("LieTable");
Lie algebra: Alg

(2.2.2)




| el e2 e3 ed e5 eb e7 e8 |
el | 0 2¢2 -(2e3) 3e4d e5 -e6 -(3e7) O
e2 | -(2e2) 0 el 0 e4d 2e5 3eb6 0
e3 | 2e3 -el 0 3e5 2e6 e7 0 0
(2.2.2)
ed | -(3e4) 0 -(3e5) O 0 0 0 0
es | -e5 -e4d -(2e6) O 0 0 0 0
e6 | e6 -(2e)5) -e7 0 0 0 0 0
e7 | 3e7 -(3e06) 0 0 0 0 0 0
es | 0 0 0 0 0 0 0 0

> Query(Alg, "Jacobi"); Center(Alg); Radical(Alg); N = Nilradical (Alg);
DS = Series(N, "Lower"); map(nops, DS);
true

[e8]
[e8, e7, eb, el, e4]
N = [e4,el, eb,e7, e8]
DS:=[[e4,e5,e06,¢e7, e8], [ 1]

i [5,0] (2.2.3)
(> R = Representation(Alg, V, Adjoint(Alg)) :
:> DGsetup([x1, x2, x3, x4, x5, x6,x7,x8], V) :
> DGsetup(Alg, R, Rep);
i Lie algebra with coefficients: Rep 2.2.4)
;> C := RelativeChains([ ]) :

> HI = Cohomology(C1 3)5

HIl:=[[x4 &4 +x5 65 +x6 66 +x7 67, x8 65]] (2.2.5)
(> H2ab = Cohomology(Cz.A);
H2ab:=[[(x4 ) N8+ (x565) N B+ (x666) N8+ (x767) A 68, (2.2.6)

((3x864) A 67) + (x865) A 66]]

| >
LE AGREGO EL PRIMER COCICLO

> L= DG([["LleAlgebra" Alg, [8]1], [[[1,2,2]),2]), [[1,3,3],-2], [[2,3,1], 1], [[1,
41,31 [[1,5,5), 1], [[1,6,6],-11, [[1,7,7],-3], [[2,5,4],1],[[2,6,5],2],
[[276] ] [[345]3] [[3,5 21, [[3,6,7], 11]])
L:=[[el,e2]=2e2, [el,e3]|=-2¢e3,[el,ed]=3e4, [el,e5]=¢e5, |[el, e6]= -eb, 2.2.7)
[el, e7]——3 e7 [e2,e3]=el, [e2, e5]—e ,[e2,e6]1=2e5, [e2,e7]=3 eb, [e3, e4]

=3ej5, [e3,e5]=2¢e0, [e3,e6]=e7]

=>
> DGsetup(L); MultiplicationTable("LieTable" );
Lie algebra: Alg




| el e2 e3 ed e5 eb e7 e8 |
el | 0 2¢2 -(2e3) 3e4d e5 -e6 -(3e7) O
e2 | -(2e2) 0 el 0 e4d 2e5 3eb6 0
e3 | 2e3 -el 0 3e5 2e6 e7 0 0
(2.2.8)
ed | -(3e4) 0 -(3e5) O 0 0 0 0
es | -e5 -e4d -(2e6) O 0 0 0 0
e6 | e6 -(2e)5) -e7 0 0 0 0 0
e7 | 3e7 -(3e06) 0 0 0 0 0 0
es | 0 0 0 0 0 0 0 0

> Query(Alg, "Jacobi"); Center(Alg); Radical(Alg); N = Nilradical (Alg);
DS = Series(N, "Lower"); map(nops, DS);
true

[e8]
[e8, e7, eb, el, e4]
N = [e4,el, eb,e7, e8]
DS = [[e4,el, eo,e7, e8], [ 1]
| [5,0] (2.2.9)
| > R := Representation(Alg, V, Adjoint(Alg)) :
| > DGsetup([x1,x2, x3, x4, x5, x6,x7,x8], V) :
> DGsetup(Alg, R, Rep);
i Lie algebra with coefficients: Rep (2.2.10)
| > C := RelativeChains([ ]) :
> HI == Cohomology(C1 ”3);
HIl:=[[x4 &4 +x5 65 +x6 66 +x7 67, x8 68]] (2.2.11)
> H2ab := Cohomology(Cz.A);
H2ab=[[-((3x864) NG7) + (x865) N, (xd 4) N B+ (x565) N &8 (2.2.12)
+ (x6 66) A 68+ (x7 67) A 68]]
| Rep >
LE AGREGO EL PRIMER 2-COCICLO
> L= _DG([["LieAlgebra", Alg, [8]], [[[1,2,2],2], [
[ %

,41,3), [[1,5,5], 1], [[1,6,6],-1], [[1,7, [
7,61,31,113,4,51,31,[[3,5,61,21, [[3,6,7], 11, [[4,7,81,-31, [[5, 6,

)
L:=1lel,e2]=2¢e2, [el,e3|=-2e3, [el,ed]|=3e4, [el, eS]|=e), [el, e6]=-e0, (2.2.13)
[el,e7]=-3e7, [e2,e3]=¢l, [e2,eS]=e4, [e2,e6]=2¢e), [e2,e7]=3 eb, [e3,
ed]=3e5, [e3,e5]=2¢eb, [e3,e6]=¢e7, [ed,e7]=-3¢e8, [e5, e6]=e8]

>

B DGsetup(L); MultiplicationTable("LieTable" );
Lie algebra: Alg




| el e2 e3 ed e5 eb e’ e8 |
el | 0 2¢2 -(2e3) 3e4d e5 -e6 -(3e7) O
e2 | -(2e2) 0 el 0 e4d 2e5 3eb6 0
e3 | 2e3 -el 0 3e5 2e6 e7 0 0
(2.2.19)
e4d | -(3e4) 0 -(3e5) O 0 0 -(3e8) O
e | -es -ed -(2e6) O 0 €8 0 0
e6 | e6 -(2e5) -e7 0 -e8 O 0 0
e7 | 3e7 -(3e6) 0 3e8 0 0 0 0
e§ | 0 0 0 0 0 0 0 0
> Query(Alg, "Jacobi"); Center(Alg); Radical (Alg);
true
[e8]
i [e7, eb, el, ed, e8] (2.2.15)
| > R = Representation(Alg, V, Adjoint(Alg) ) :
| > DGsetup([x1,x2, x3,x4,x5,x6,x7,x8], V) :
> DGsetup(Alg, R, Rep);
Lie algebra with coefficients: Rep (2.2.16)

;> C = RelativeChains([ ]) :
> HI = Cohomology(Cl 3)5

Hl:=[[x4 &4 +x565+x6 66 +x7 607 +2x8 65]] 2.2.17)
(> H2ab = Cohomology(C2"4);
H2ab:=1[[ 1] (2.2.18)

:Rep >






CAPITULO

UN TEOREMA GENERAL

Un ejemplo clasico de producto semidirecto rigido es g = sl X V(n), siempre que n #
3,5,7,11. La familia estudiada por Richardson (ver secci6én 7.1), proporciona una guia de-
tallada para el cdlculo de H? (g9,9), recogida en seccion 4.2. En dicha seccion se pone de
manifiesto que, para ciertos valores de n, el grupo de cohomologia H? (g, 9) no es trivial.

En este capitulo consideraremos dlgebras de Lie de la forma g = s x V, con s semisimple
y V una representacion de s. En este contexto, segun la sucesion larga asociada (ecuacion
4.13) se tiene

- — C*(V,V)* — H?(g,9) — C*(V,5)° — -+

En particular, si A>V y 5 x V no comparten componentes irreducibles. Aplicando los iso-
morfismos del Complejo de Chevalley-Eilenberg y el Lema de Schur (3.1), se tiene

C3(V,V)* =Hom, (A*V,V)=0 y  C*(V,s)° =~ Homg(A*V,s) =0.
De este modo, ambos espacios en la sucesion son nulos, lo que implica que:

H?(g,g) =0.

12.1 Caso V irreducible

Lema 12.1. Sea s un algebra de Lie semisimple y V una representacion irreducible de s de
dim(V) > 1. Si A2V y s X V no comparten componentes irreducibles, entonces el dlgebra
de Lie

ga=sxVeC(C,

con C factor abeliano, tiene H? (ga,9a) #0. Més atin, H 2 (ga»9a) alo sumo es de dimension
2 y estard generado por uno o dos cociclos especificos :

e Un primer 2—-cociclos o] que representa una clase en (V* ® C*) V.
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CAPITULO 12. UN TEOREMA GENERAL

« Unsegundo 2—cociclos o, que representa una clase en AV* ® C, el cual aparece siy
solo si A?V tiene una componente irreducible de dimension 1.

Demostracion. Sea g, =sx VeC, conC =< a>, como V&C es unideal abeliano de g,
segun la sucesion larga asociada (4.13) se tiene :

. —Cl(VeC(,s)®— C*(VeC,VeC)® — H*(ga ga) — C*(VeC,s)° — -
Teniendo en cuenta los isomorfismos
C'(VeCs)°=Homs;(VeCs) y C*(VeC,s)°=Homs(A*(VeC),s).

y que V y s no tienen componentes en comun (pues si las tuvieran, por el Teorema (3.14),
A?V y s tendrian componentes en comun lo que contradice la hipétesis) y teniendo en
cuenta la férmula de potencia exterior, A? (VEBC) = A2V @V, entonces:

C'VeCs)=0 y C*VeCs° =0,
por lo tanto ambos espacios en la sucesion son nulos, lo que nos lleva a :
H*(ga,ga) = C*(VeC,VeC).

Como C*(Ve&C,VeC)® =~ Homy (A*V @ V,V &C), A>’V no comparte componentes irre-
ducibles con V y dimV > 1 entonces la dimension de Hom, (AZV oV, Ve C) es al menos
uno y estd determinada por el nimero de componentes irreducibles de dimensién uno que
aparecen en la descomposicién de A?V, luego

, <01,0,> siexiste V(0)c A’V
H*(ga,84) = .
<o > sino
conoy€(V*®C*)®@Vyo,e A°V*®C. 0

Teorema 12.2. Sea s un dlgebra de Lie semisimple y V una representacion irreducible de s,
dim(V) > 1. Si A’V ys x V no comparten componentes irreducibles y N>V tiene una compo-
nente irreducible unidimensional, entonces existe un 2-cociclo, o de g, =s X V& C, tal que
la deformacion lineal g ,(0) =s x V &, C es algebraicamente rigida, no completa.

Demostracion.
Dado que A?V y s x V no comparten componentes irreducibles, por el Lema 12.4 para
el dlgebrade Lieg, =sx Ve&C,

H*(ga,04) =<01,02>, con o1€(V*eC*)oV y o,e A*V*sC.

Si consideramos la descomposicion en espacios pesos de V = @V, y que el peso de
los productos tensorial y exterior es la suma de los pesos originales , entonces por la ob-
servacion (3.3.3), el 2-cociclo o5 debe ser combinacién lineal de elementos de la forma
v'Aw*®aconveVyywe V.
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12.1. CASO V IRREDUCIBLE

Dado que o, define una estructura de dlgebra de Lie de tipo Heisenberg, por Lema 5.2,
galo2) =5X4, VaC

es dlgebra de Lie. Ademas como a € 3(g,(02)), se sigue que g,(02) no es completa. Probare-
mos que g,(02) es algebraicamente rigida.
En esta situacion, V @ C es un ideal no abeliano de g,(o02) . Por la ecuacion 4.8 se tiene:

Hz(ga(UZ)) ga(Uz)) = HZ(V ® Cyga(Uz))g“(UZ).
Ademds, por la sucesion larga asociada 4.10,
— Hl(Vaaﬂi,s)5 — H*(VeaC, V@C)ﬁ . HZ(V@C,QQ(O'Z))S . HZ(V®C,5)5 L

y dado que A%V y s x V no tienen componentes irreducibles en comtin, se deduce por el
Teorema 3.14 que, tanto V & C como AZ(V ® (C) no tienen componentes en comun con s,
luego

H*(V&C,g4(02)" = H*(VeC,VaC),

entonces
H(V&C,g4(02))%% = H2(VeC,V & C)%“?,

Como CZ(V oC, Ve <[Z)5 =< 01,02 >y C es abeliano, entonces
C*(VeC, Ve C)® % = (0,,02)"%C = (51,02)".
Claramente o es invariante por V pues, paratodo x € V:

x-W'Aw'ea)=x-wWHANw'®a+v Ax-(w)ea+v ' Aa*®x-(a)=0.
—— ——
=0 =0 =0

La acci6én de un elemento x € V en un término de o1, v* A a* ® u, es:
x-W'Ana*euw=x-wHra*Qu+v*Ax-(@)ou+virna*®x-(u

=v'Ax-@)u+vina* ®x-(u).

En particular, para x = v
v-wAa*uw=v'Av-(@)u+viaatev-(w=v'Av-(@)u+Avi Aa’ ®a.

De este modo, en una combinacién lineal de o, y g, el término v* A v- (a*) ® u indica que
v-(01+02) =v-(01) #0, por lo que 0; no es un invariante bajo la acciéon de g,(o). En
consecuencia, g1 no pertenece a H*(V@C, VEBCE)Q“(UZ).
Por otro lado, a* ® a€ CY(VE®C, VPC)® y su diferencial

di(a*®a)e C*(VEPC,VEC) =(01,02)
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estd dada por:

di(a* ®a)(x,y) = [x, a*e® a(yl -1y a*e® a(x)l—a* ®a(lx,y) =-a"®al(lx,y))

'

=0 =0

por lo tanto

di(a*®a)(x,y)#0, siysolosi[x, y] = Aa.
Dado que los tnicos corchetes no nulos de elementos de V @ C que resultan en < a > son
precisamente los definidos por el cociclo o, y teniendo en cuenta que d;(a* ® a) € (01,072)

di(a*®a)e<o,> con dij(a*®a)#0,

es decir, o, es un coborde, por lo tanto, representa la clase del cero en la cohomologia de
segundo orden. En consecuencia

H*(g4(02),94(02)) =0.

O

Ejemplo 12.3. Sea el dlgebra de Lie g = spgx V (0,0, 1), de dimensién 35. La descomposicién
en irreducibles de los espacios:
e A%V(0,0,1)=V(1,0,1)® V(0,1,0) ® V(0), ver ejemplo 3.15,
eg=sp;®V(0,0,1)=V(2,0,00® V(0,0,1)

cumplen las condiciones del teorema, luego existe o, tal que g,(02) es algebraicamente
rigida, no completa.

12.2 Caso V=", V;, conV;irreducible

Lema 12.4. Sea s un algebra de Lie semisimple y sea V =@, V; una representacion de s,
donde cada V; es una representacién irreducible no trivial (dim V; > 1). Si A2V y s x V no
comparten componentes irreducibles, entonces el dlgebra de Lie

ga=sxVec(,
donde C denota un factor abeliano, cumple que
H*(ga, 8a) #0.

Miés atin, la dimension de n < H? (gar9a) <n+m+s,donde
m: es la cantidad de espacios invariantes unidimensionales que aparecen en A?V,y
s:numero de combinaciones de a dos entre componentes irreducibles en comtun en V.
Ademas dos tipos de 2-cociclos no triviales en H?(g4, g4) son

» Un primer tipo de 2—cociclos 01, que representan clases en los espacios (Vl* ®C*)®
Vi,parai=1---n.
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12.2. CASO V=@, V;, CON V; IRREDUCIBLE

 Un segundo tipo de 2—cociclos g3, que representan clases en A? V* ®C, siempre que
A?V; contenga una componente irreducible unidimensional.

Demostracion. De manera anéloga a la demostracion del Lema 12.1, se tiene que
H?*(ga,80) = C*(VaC,VeaC)°.

Como C*(VeC,VeC)® ~Hom, (A*VeV,VeC),
y dado que A%V no comparte componentes irreducibles con V, y dim V; > 1 entonces

dimHom, (A*Ve V,VeC)=n+my+my+s

con
n: nimero de componentes irreducibles de la descomposicién V =@}, V;,
m; : nimero de componentes irreducibles unidimensionales de @', A%V;,
my : nimero de componentes irreducibles unidimensionales de V; ® V; (i # j) y
s :namero de combinaciones de a dos entre componentes irreducibles en comtnen V.
En consecuencia

<{0-1,l'!0-2,j| i = 1)"' )n) j = 17"' )ml}>c Hz(ga;ga)

donde:
oLi€(V7eC)oV; y o02;€A’V);®C (sim #0). O

Teorema 12.5. Sea s un dlgebra de Lie semisimpley sea V = @ _, V; una representacion de
s, donde cada V; es irreducible de dimension estrictamente mayor que uno, y no isomorfos
entre si.

Si A’V ysx V no comparten componentes irreducibles y N>V contiene una componente
irreducible unidimensional provenientes solo de A*V;.

Entonces existe un 2-cociclo, o de g, = s X V & C, tal que la deformacién lineal g,(0) =
s X V &4 C es algebraicamente rigida, no completa.

Demostracion.
Dado que A?V y 5 x V no comparten componentes irreducibles, por el Lema 12.4 para
el dlgebra de Lie g, =s X V @C, se tiene que

<{O-l,l'!0-2,j| i= 1) » 1, ] = 1} )ml}>c HZ(Ga;ga)

. * * . . 2y7*
dondeoy,;€(V; ®C*)®Viyos; €A’V @C.
Por hipétesis, dado que los tinicos vectores de peso cero estan en A?V;, le corresponde
a s = my = 0. Entonces

H*(9a,9a) = ({011,024l i=1,--,n, j=1,---,m})

Si consideramos la descomposicién en espacios pesos de V;, solo en los espacios irre-
ducibles en los cuales en A?V; contiene el irreducible unidimensional, V; = @ Vi a, por
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el Teorema 12.2, el 2-cociclo o, = ) 0,; debe ser combinacién lineal de elementos de la
forma v* Aw*®aconveV,,yweV;_,.
Dado que o, define una estructura de dlgebra de Lie de tipo Heisenberg, por el Lema
5.2,
ga(02) =6Xg, Vo C

es dlgebra de Lie. Ademas como a € 3(g,(02)), se sigue que g,(02) no es completa. Probare-
mos que g,(0>) es algebraicamente rigida.
En esta situacion, V @ C es un ideal de g,(02) . Por la ecuacion 4.8 se tiene:

Hz(ga(UZ)’ga(Uz)) = HZ(VGBC,QQ(O'z))ga(UZ),
Ademads, por la sucesion larga asociada 4.10,
- — H'(VeC(,5) — H*(VeC, Vo)’ — H*(VeC,g,02) — H(VeCs) —

y dado que A?V y s x V no tienen componentes irreducibles en comtin, se deduce por el
Teorema 3.14 que, tanto V & C como AZ(V @ C) no tienen componentes en comun con §,
luego

H>(V&C,g4(02) = H*(VeC,VeC),

entonces
H2(V &C,04(02)%? = H*(V o C,V & €)%

Como C?(VeC,VeC) = ({o1,i,02,jli=1,---,n, j=1,---,m})yC esabeliano, entonces
CZ(V®G:, V®C)ga(02) — <{Ul,i!02,j| i= 1’ 1, ] = 1, ,m}>V$C

:<{O-1,i)02,j|i:17"')n) j:]~)"')m}>v-

Claramente o7, ; es invariante por V pues, para todo x € V:

x-W'Aw'ea)=x-WHIANw'a+v Ax-(wW)Ra+v ' Aa*®x-(a)=0.
~——
=0 =0 =0

La accién de un elemento x € V en un términode 0,,;, v* Aa* ® u, es:
x-W'ana*euw=x-WHNa"u+v*Ax-(@)eu+vrna*®x-(u)

=v'Ax-@)u+v*nrna*®x-(u).

En particular, parax=veV;
v-('Aa*euw=v*Av-@)ou+viaatev-(w)=v'Av-@)u+Av* Aa* ®a.

De este modo, en una combinacion lineal de 01 ; y 02,j, el término v*Av-(a*)®uindica
que v-(01,;+02 ;) = v-(01,;) # 0, porlo que 01,; no es un invariante bajo la accién de g,(02).
En consecuencia, 01,; no pertenece a H*(VE@C, VGBC)Q“(UZ).
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Por otro lado, a* ® a€ CY(VE®C, VPC)’ y su diferencial
dl (a* ® a) € CZ(V@C) V@C)s = <{01,i)02,j| i= 1! 1, ] = 1) rm}>
estd dada por:

di(a*®a)(x,y)= [x, a*® a(y)l -1y, a*e® a(x)l—a* ®a(lx,yD)=-a"®a(x,yl)

=0 =0

por lo tanto
di(a*®a)(x,y)#0, siysolosi[x, y] = Aa.

Dado que los tnicos corchetes no nulos de elementos de V @ C que resultan en < a > son
precisamente los definidos por el cociclo o, y teniendo en cuenta que d; (a* ® a) € (01,072)

di(a*®a)e<or,> con di(a*®a)#0,

es decir, 0, es un coborde, por lo tanto, representa la clase del cero en la cohomologia de
segundo orden. En consecuencia

H*(94(02),8a(02)) = 0.
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