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Describimos brevemente la construccion de una familia de algebras de Lie rigidas como deformaciones li-
neales del producto semidirecto de por su representacion estandar mas un factor abeliano de dimension 1.

Rigid deformations of perfect Lies algebras plus an abelian factor

Abstract

We briefly describe the construction of a family of rigid Lie algebras as linear deformations of the semi-
direct product of and its standard representation plus a 1-dimensional abelian factor.

Los resultados originales que anunciamos en esta nota son parte del proyecto de tesis doctoral en cur-
so de Estela Fernandez como alumna del Doctorado en Ciencias Exactas e Ingenieria de la Facultad de
Ciencias Exactas y Tecnologia de la Universidad Nacional de Tucuman, bajo la direccion de Paulo Tirao.

Introduccion

Un ambiente natural para estudiar una clase de
algebras de dimension finita dada, es la variedad
algebraica de todos los productos que definen
algebras de ese tipo. Un élgebra sobre C de di-
mension n es un producto bilineal p de C"en que
satisface ciertas propiedades segun la clase de al-
gebras de que se trate: asociativas, conmutativas,
de Lie, de Jordan, etc. La variedad afin de todos
los productos bilineales C"es' V=C"® C™ Q C"y
la variedad algebraica de los productos o corche-
tes de Lie complejos de dimension, es.

1 C™ es el espacio dual de C".

L={pe
V,antisimétrico y satisface Jacobi}

Un corchete de Lie esta determinado por sus
constantes de estructura, los coeficientes de u
en Vrespecto a una base, digamos la candnica,
de Cn.

El grupo general lineal GL_(C) actua de manera
natural en L por cambio de base g.u(x,y)=g (1
(g"(-1) x,g"(-1) y)), para todo g € GL_n (C).
La clase de isomorfismo de u es entonces su
orbita, O,.

Un corchete de Lie se dice rigido si su érbita es
abierta en con la topologia Zariski. Ahora, una
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Orbita es abierta Zariski si y sélo si es abierta
euclidea. Luego un corchete de Lie es rigido si
pequenas perturbaciones de sus constantes de
estructura lo mantienen en la misma clase de
isomorfismo.

La clausura de la drbita de un corchete rigido es
una componente irreducible de la variedad vy por
lo tanto son finitos. Un problema de enorme rele-
vancia, aunque fuera del alcance hoy en dia, es el
de entender y clasificar todos los corchetes de Lie
rigidos de una dimension dada.

Habiendo fijado el espacio vectorial subyacente
C", hemos considerado todos los posibles corche-
tes de Lie que hacen de C" un algebra de Lie. En
general, un algebra de Lie compleja de dimension
n es un espacio vectorial g de dimensién n con
un corchetede Lie[,]:g® g— g . Via un isomor-
fismo dado de g en C, identificamos al corchete
de g [, ] con un correspondiente p € L. Distintos
isomorfismos de g en C", haran corresponder a
[,] con distintos p , pero isomorfos, es decir en
una misma orbita. Asi dada un élgebra de Lie g
identificaremos a g con un p en esa orbita. Nos
referiremos a un p € L de manera indistinta como
corchete o élgebra de Lie.

Todas las algebras de Lie consideradas en esta
nota seran complejas y de dimension finita.

Deformaciones lineales de algebras de Lie

Dada un élgebra de Lie p € L, una deformacion
lineal de es una familia de algebras de Lie

p(t)=p+toteCo€eV . (1)

No es dificil ver que p es un producto de Lie si
y so6lo si o es un producto de Lie y es ademas
un 2-cociclo de u . La deformacion es no trivial si
para t arbitrariamente pequenos, p, NO es isomor-
faa .

Si u es rigida, toda deformacion lineal es trivial.

Cociclos y cohomologia

Dada un élgebra de Lie yu, o es un 2-cociclo de p
si esta en el nlcleo de la transformacion lineal
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dz A2 C*Q C"— NP C™*Q Cn
definida por
d* (0)(xy2) = [x,0(y,2)] - [yo(x2)] +
[zo(xy)] - o([xyl.z) +
o([xz].y) - o([yz].%) .

El segundo grupo de cohomologia adjunta de p
es

H? (pp) = Ker d?/ Im d?,
donde
d: C™*Q® C» — A*C™*Q C»
esté definida por

d' (@)(xy) = [x0()] - [0 ()] - o([xyD-

Si la clase de cohomologia de o es nula,[c] =0 €
H? (), la deformacion lineal (1) es trivial. Luego
para construir deformaciones lineales que puedan
resultar no triviales nos restringiremos a 2-coci-
clos o con [o] # 0 € H? ().

Algebras de Lie rigidas y no rigidas

No hay al dia de hoy un método para construir dlgebras
de Lie rigidas, ni tampoco varias maneras de decidir si
un algebra de Lie dada es rigida o no. Por un lado tene-
mos un test cohomoldgico clasico que asegura rigidez:

H? (u,u)= 0 = p es rigida.

Por otro lado, si podemos construir una deforma-
cion lineal no trivial de , entonces no es rigida.

Una clase de algebras de Lie rigidas es la de las
algebras semisimples, pues si es semisimple, en-
tonces H? (u,p) = 0.

En un trabajo reciente [1] se probd que genérica-
mente un algebra de Lie con un factor abeliano,
no es rigida. Mas aun en ese trabajo se muestra
como construir de manera sistematica una defor-
macion lineal no trivial para esa clase, con una sola
excepcion: un algebra de Lie perfecta mas un fac-
tor abeliano de dimensiéon 1. Recordamos que un
algebra de Lie es perfecta si su algebra derivada
0 conmutador es igual a ella. Las semisimples son
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gjemplos de éalgebras de Lie perfectas. De ahora
en mas, dada un algebra de Lie g con corchete
de Lie u, identificaremos a g con p escribiendo
indistintamente uno u otro.

Ejemplo. El algebra de Lie g = sl, (C) C es rigida,
pues H?(gg) =0.
Ejemplo (Tomado de [1]). Sea g = sl, (C)x C* el produc-

to semidirecto de sl, (C) por su representacion estan-
dar. g es perfecta y es rigida, pues H? (g,g) =0

Sea g, la suma directa de g mas un factor abeliano
de dimension 1, g = g @ C. Esta, claramente, no es
perfecta.

Si {e,e,} es la base candnica de C*y {a} es base del
factor abeliano C de g , entonces o dado por

oc=e* A ez*® a,

donde {e* ,e,*} eslabase dualde {e, ,e,} es
un 2-cociclo de g,.

La correspondiente deformacion lineal g, (t) esta dada
por:

[HE],=2E, [HF] =-2F
[E,F]=H,
(H, & ]t:eljf\’ [H, ez]c:_ez'
[E' ez ]t: el’
[E e ],=c¢e,, [e, e, ], =ta

El algebra de Lie g a (t) es perfecta para todo
t # 0, luego la deformacion lineal es no trivial.

Construccion de un algebra rigida
como deformacion de otra

Una observacion que cabe destacar es que el al-
gebra del ejemplo anterior, g_ (t), es rigida. Luego,
una pregunta natural es si es posible generalizar
este ejemplo, poniendo sl_(C) enlugar de sl, (C),
para construir una nueva familia de algebras de
Lie rigidas no conocidas hasta ahora. Es decir,
comenzar con el algebra de Lie

g =sl (C)xC &C,

Estela F. FERNANDEZ y Paulo A. TIRAO

y luego deformarla para obtener una rigida. Una
primera respuesta es no, pues el 2-cociclo ¢ de
g, en el ejemplo, no tiene analogo para este caso
mas general. Sin embargo, la respuesta es si,
cambiando el 2-cociclo o .

En esta seccion describimos en detalle la prime-
ra instancia de esta nueva construccion, el caso
n = 2 correspondiente a comenzar con el algebra
de Lie sl, (C)x C* C.

Sea g,=sl, (C) x C*> donde la accion de sl, (C) so-
bre C? es la evaluacion, es decir C? es la represen-
tacion estandar de sl, (C) y es el producto semi-
directo de sl, (C) por C? con esta representacion.

Podemos ver a g, como el algebra de Lie de ma-
trices 3 x 3 en blogue de la forma

sl,(C) | C2
0 0 )
Recordamos que el corchete de Lie de matrices,

es el conmutador: [AB]=A-B-B-A.

Proposicion El algebra de Lie g, = sl, (C)x C* con
la representacion estandar, es rigida. Mas aun
H, (g, .8)=0.

Dado que dim g =5, su segundo grupo de coho-
mologia adjunta se puede calcular a mano.

Consideramos ahora el algebra de Lie
g8.=8,bC

y calculamos su segundo grupo de cohomolo-
gla adjunta, algo que también es posible hacer a
mano a pesar de que el tamafho de la cuentas
involucradas crece.

Proposicion
Hz (g, g) # 0, mas aun dim H? (g_g,) = 2.

Un 2-cociclo de distinguido para nuestra cons-
truccion, con clase de cohomologia no nula,
[c] # 0, es:

o=e* AN a*Qe+e A a*Qe,

donde {e,e,} es la base C* candnica de {e,*e,* }, su
base dual, {a} es base del factor abeliano y {a*} su
base dual.
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Proposicion g, (t)= g, + t o es una deformacion lineal
de g, . Masaun, g, (t,) esisomorfaa g, (t,) sit,t, # 0.
Esta deformacion resulta muy especial.

Teorema. El algebra de Lie g, (1) =g, + o, es rigida.

La razdn de la rigidez de esta élgebra se sigue de
tener segundo grupo de cohomologia igual a 0 y
una vez mas dado que la dimension es aun baja,
dim g_ (1) = 6, el calculo se puede hacer a mano.

Para poder extender esta construccion y cons-
truir una familia de nuevas algebras de Lie rigidas
como deformaciones de sl_(C)x C*& C, el primer
paso es entender de manera sistematica los gru-
pos de cohomologia que aparecieron:

H? (g, g, ) #0 yH*(g, (1), g,(1)=0.

La teoria de representaciones
y cohomologia

La teoria de representaciones de algebras de Lie
semisimples es una herramienta muy potente y
bien entendida.

Las representaciones o moédulos irreducibles de di-
mension finita estan caracterizados por sus pesos
maximos y toda representacion o médulo de dimen-
sion finita es completamente reducible y su descom-
posicion como suma de submaddulos irreducibles esta
determinada por sus vectores de peso maximo.

Un morfismo de mddulos sobre un algebra semisimple
preserva las componentes isotipicas, es decir lleva un
submaodulo de un peso dado a la componente isotipi-
ca de ese peso, esto es la suma directa de todos los
submodulos irreducibles de ese mismo peso. Mas aun,
un vector de peso maximo es llevado a otro vector de
peso maximo del mismo peso o a 0.

Las algebras g y g, (1) y son sl, (C) -mddulos de ma-
nera natural y luego también los son los grupos de co-
homologia H* (g, ,g,) vy H?(g,(1).g, (1)). Recordemos
que todo sl, (C) -modulo es suma directa de submodu-
los irreducibles V, y que estos estan determinados por
SU peso maximo 4, un entero no negativo. La dimen-
sionde V, es dimV, =A+1.

Para calcular los grupos de cohomologia H? (g, g. ) y H?
(g,(1), g, (1)) que queremos usamos la teoria de repre-
sentaciones de sl,(C) como herramienta fundamental.
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Paso 1. Descomponer los espacios involucra-
dos como suma de irreducibles.

# irreducibles | 508 Maximos
(mult)
g ° 3 201); 1(1); 0(1)

4(1);3(2);2(4);
g*®g. 36 14

1(4); 03)
N g* 5(1);4(3);3(6); 2(8);
Kg, % 3 1(8); 05

Notar que las estructuras de -mddulo de y de la defor-
macion son las mismas, luego la descomposicion de
arriba es la misma para ambas.

Paso 2. Evaluar las diferenciales en cada com-
ponente isotipica, restringidas al subespacio
de vectores de peso maximo del correspon-
diente peso. Notar que estos espacios son
de dimensién mucho mas pequeina que el es-
pacio total y ain que la dimensién de toda la
componente isotipica.

Las diferenciales correspondientes a y a son dis-
tintas, pues los corchetes son distintos. En cada
caso tenemos que:

Algebra m Pesos maximos (mult)

g im d 2(1); 1(1); 0(1)
. cor 4(1); 3(2); 264)

. 1(4); 03)
g (1)  imd 2(1); 11; 0(1)
N 4(1); 3(2); 204)

1(4);003)

Paso 3. Deducir la estructura de s, (C) -médu-
lo del segundo grupo de cohomologia busca-
do. Del paso anterior se sigue que

H? (g,,8,) = <o, ,0,>,

dondeoc,=e* A a* Qe +e,* N a*Qe,
yo,=e *ANe,* ®a,

y que H* (g, (1), g, (1)) = 0.

Nota. El segundo 2-cociclo, o, es el usado en el ejemplo de
la Seccion 3.
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Generalizacion de la construccion
anterior

La construccién anterior, los métodos y los resultados
se generalizan tomando sl_(C) en vez de sl, (C), para
cualquier n . El siguiente caso corresponde a sl, (C).

Comenzamos con
ga=sl3 (O x C, &b C,

y consideramos una deformacion lineal que resul-
ta rigida.

El algebra ga tiene dimension 12, por lo cual los
espacios involucrados para calcular su coho-
mologia de grado 2 y luego la de la deformada,
g*®g vy N* g * & g, tienen dimensiones 144 y
792 respectivamente. La estructura de ga es bien
conocida; se tiene que

mm # irreducibles | Pesos maximos (mult)

8. 12 (1,1)(1); (1,0)(1); (0,0)(1)
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Para el resto, aunque aun es posible hacer los cél-
culos a mano, el auxilio de la computadora resulta
efectivo 2. Luego se muestra que

H? (g, 8)=<o0,>
donde

01=

e,*Na*®e +e,*N a*Qe, +
e,* Na* %) e,
Cabe decir que para nuestro objetivo es suficiente sa-

ber que o, es un 2-cociclo. Hemos probado el siguien-
te resultado general.

Proposicion. Para todo n € N,o = ¥ n,
es un 2-cociclo de g, .

8 /\a*®ei

Finalmente probamos, para el caso n = 3 que

H (g, (1), g, (1)) = 0.

y asi la deformacion g (1) de g, es rigida. Para
extender este Ultimo resultado al caso general, es
necesario sistematizar los calculos y probar algu-
nos resultados intermedios. Estamos trabajando
en esta Ultima etapa del proyecto.

2 Diversos célculos se hicieron en Maple.
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