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Programa

- Unidad 1: Nimeros reales
Conjunto de Nimeros Reales. La recta real.
Operaciones con nimeros reales: suma, resta, multiplicacion y division.
Valor absoluto.
Potenciacion y Radicacion.
Logaritmo.

- Unidad 2: Expresiones algebraicas
Expresiones algebraicas enteras y fraccionarias.
Operaciones con polinomios: suma, resta, multiplicacion y division
Factoreo.
Divisibilidad. Regla de Ruffini. Teorema del resto.
Expresiones algebraicas fraccionarias. Simplificacion.

« Unidad 3: Funciones y ecuaciones
Plano cartesiano.
Rectas: forma explicita, implicita, segmentaria. Grafica.
Parabolas. Grafica. Determinacion del vértice.
Ecuaciones: lineales, cuadraticas, bicuadradas, racionales, irracionales, logaritmicas,
exponenciales.
Sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas.
Método de igualacion, sustitucion y reduccion.
Resolucion de problemas.

- Unidad 4: Geometria Conceptos elementales de Geometria: punto, rectay plano.
Distancias: idea geométrica.
Angulos. Sistemas de medicion de angulos: sexagesimal y radial. Clasificacion. Congru-
encia. Relaciones entre pares de angulos. Bisectriz.
Circunferencia. Relacion con una recta. Angulos dentro de una circunferencia.
Triangulos. Elementos. Propiedades. Clasificacion.
Teorema de Pitagoras.
Alturas, medianas, mediatrices y bisectrices de un triangulo.
Circunferencia inscripta y circunscripta a un triangulo.
Semejanza de triangulos.
Cuadrilateros particulares.
Poligonos regulares. Perimetros y Areas.

« Unidad 5: Trigonometria
Funciones trigonométricas de un angulo agudo de un triangulo rectangulo.
El circulo trigonomeétrico.
Funciones trigonométricas de un angulo cualquiera.
Relaciones entre funciones trigonométricas de angulos notables.
Identidades trigonomeétricas.
Ecuaciones trigonométricas.
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Numeros Reales

Conjunto de numeros

Los nimeros pueden clasificarse en distintos conjuntos de acuerdo a sus caracteristicas. Cada
una contiene a la anterior y es mas compleja. En la siguiente imagen se observa como se rela-
cionan los conjuntos de nimeros.
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Numeros Naturales

El conjunto de nameros naturales son aquellos que se utilizan para contar objetos, los que
aprendemos cuando somos nifos, 1,2,3.. etc. En matematicas se los puede representar con la
siguiente nomenclatura:

N={1,23.nn+1,..}

Operaciones en N

La suma y el producto de nimeros naturales son siempre naturales. En cambio la resta no
siempre es otro natural.
Ejemplos:
542=7€¢N 4-4=16€N 2—-8=-6¢N

Numeros Enteros

Para solucionar el problema de la resta se definio otro conjunto de nimeros, el conjunto de
nameros enteros Z, conformado por los naturales, el cero y los nimeros negativos.

Z={.,-3,-2,-1}U{0} UN

Es decir, este conjunto incluye al de los niUmeros naturales, o en simbolos: N C Z Los niimeros
enteros permiten contar nuevos tipos de cantidades, abarcando cifras negativas que sirven para
llevar registros de, por ejemplo, ausencias o pérdidas. También para ordenar nimeros por
encima o por debajo de un cierto elemento de referencia, como sucede con las alturas sobre o
bajo el nivel del mar o temperaturas superiores o menores a cero grado, etc.
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Si se representan los nimeros enteros en una recta graduada, donde se elige un punto que
represente al cero u origen, un segmento unidad y un sentido positivo, por convencion de que
para la derecha estaran los nliimeros enteros positivos o naturales y para la izquierda los nega-
tivos, los opuestos a los naturales.

-9-8-7-6-5-4-3-2 -l/ 0 +1+2+3+4+5+6+7+8+?/

Numeros enteros negativos INumeros enteros positivos

Operaciones en 7

Como sucede con los nimeros naturales, la suma y producto de dos enteros es siempre otro
entero.
Ejemplos:
54+2=7¢€Z 24+ (-8)=-6€¢Z

4-4=16€Z (=3)-7T=-21€Z
—6+(-2)=-8€¢Z (-3)-(-7)=21¢€7Z

Antes de definir la resta de enteros, definiremos el opuesto de un niimero entero.

Opuesto de un niimero Para todo nimero a existe un —a llamado opuesto de « tal que a +
(—a)=0.
Dicho esto, la diferencia de a — b es considerada como la suma del minuendo mas el opuesto
del sustraendo a — b = a + (—b), donde a es el minuendo y b el sustraendo.
Ejemplos:
5-2=5+(-2)=3 —2-8=(-2)+(-8)=-10

5—(—2)=5+2=7 —2—(—8)=(-2)+8=6

Como fue para la resta, para comprender el cociente o division de enteros necesitamos en-
tender el concepto de reciproco de un niamero

. . . . . . 1
Reciproco de un nimero Todo niimero a, con a # 0 tiene un reciproco o inverso — o0 o~ ! tal
a
que:
1 1

a-a =a-—=1
a

Utilizando el concepto de inverso de un nimero, el cociente entre a y b, con b # 0 se expresa:

Ejemplos:

10 9
—=2cZ -=3€Z
5 3

5 11

Con estos ejemplos se observa un problema similar al anterior, cuando se dividen dos en-
teros el resultado no siempre es un entero. Dando como resultado un nuevo conjunto mas
grande, los racionales.
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Numeros Racionales

Los nimeros racionales son los que se pueden escribir como el cociente de dos enteros, es decir
los que se expresan como fraccion:

QZ{];:p,qGZ,q#O}

Ejemplos:
) 12 1 7

6 9 25 2

Una manera grafica de entender estos niimeros es con las siguientes imagenes, donde la
parte sombreada de los objetos estan representadas por nimeros racionales.

= 4
4 6 -

Los racionales pueden escribirse en forma decimal o fraccionaria, conformado por una parte
entera seguida de una comay la parte decimal.

3,16

| Parte

Part
2"€  coma decimal

entera

El nimero decimal puede ser periddico o exacto. Periodicos son aquellos que tienen una
cifra decimal que se repite infinitamente, los exactos son los que tienen una cifra decimal exacta.

5 ~ . . 5 .
3= 1,66666... = 1,6 Decimal periodico 5= 2,5 Decimal exacto

Operaciones en

Todas las operaciones estan permitidas en el conjunto de los racionales, suma, resta, producto
y cociente, dando como resultado un nimero racional.

Sumayresta Cuando se suman o se restan dos racionales el resultado es un racional. Sean a,
b, ¢y d enteros con b,d # 0

atc
b
a-dtc-b
b-d

+

+

a
b
a
b

QIO o
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Ejemplos:

1,3 _1+3 4 6 9 _6-9 -3

ToT T T 5 5 5 5
1+§_1.4+37 4421 25 6 9 6:4-9-5 24-45 21
7T 4  7-4 28 28 5 4 5.4 20 20

Producto y cociente El producto o cociente de dos racionales siempre es un racional. Sean q,

b, cy d enteros.
El producto es:

a c a-c
3 104 con by d#0
El cociente es: p
a C a -
P Rl con b cy d#0
Ejemplos:
13_1.3 3 6 -9 6(9 -5
7 4 7.4 28 5 2 5.2 10
13 _14 4 -6 -9 (64 -24 A
74 7.3 21 5 4  (=9)-5 —45 45

Potenciacion Esta operacion puede definirse como un producto particular. Supongamos que
se multiplica el mismo nimero por si mismo, por ejemplo el 3 se lo multiplica 4 veces:

3:3:-3-3=281
Esto puede abreviarse escribiéndolo como potencia
3t =381
Dicho esto, dado a y n» un nimero entero, se define la operacion potenciacion como:

a"=a-a-a-...a se multiplicaa nveces por si misma

donde a se llama base y n exponente. Ademas para todo a # 0 se define:
" 1
0 _ -n _ (,—1\yn _ [ = _
a =1 Yy a"=(a")" = ( ) o

Ejemplos:
1 1

Aclaracion 1 No esta definido 0°.
Aclaracion 2 Usando el inverso, el cociente entre dos niimeros puede escribirse como:

a:b:%:a-b_l conb#£0

Ejemplos:
5 1
S =5.6"" -=27!
6

2
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Radicacion Esta operacion es la inversa de la potenciacion. Se define como: dados n un
nimero naturaly a y b se define como raiz n-ésima de ¢ a:

Va=bsb"=a

Si n es par, a hecesariamente es mayor o igual a cero. Si n es impar, a 'y b pueden ser cualquier
ndmero.

Ejemplos:
Vi=2eQ&22=4 Y21=3cQ&e33=27
5/m5 of 11
V32=2€Q 5 = 3€Q
V3¢Q V5¢Q

En los Gltimos dos ejemplos, notar que no existe ninglin nimero que elevado al cuadrado o
a la cuarta den 3 0 5. Abriendo la posibilidad a un nuevo conjunto.

Numeros Irracionales

Existen nimeros que no pueden escribirse como un cociente de Bconp,qeZ cong#0. Estos

se llaman nimeros racionales I.
Ejemplos:

V5 V3 om e

Convertidos a notacion decimal, son nimeros con infinitas cifras no periodicas. El ejemplo mas
famoso es el nimero pi (), su valor es: 7 ~ 3,14159...

Operaciones en [

Todas las operaciones antes mencionadas son validas en los irracionales. Notar que las opera-
ciones entre irracionales pueden arrojar valores racionales.

Ejemplos:
T—-1m=0ecQ V24+2v2=3V2¢€l
V2:/8=v2-8=V16=4€Q VE+V6el

Numeros Reales

La union de los conjuntos de nimeros racionales e irracionales da como resultado el conjunto
de los nimeros reales R. Que esta compuesto por todos los conjuntos de la primera imagen,
y compone a todos los puntos de la recta real. Todas las operaciones antes mencionadas se
pueden realizar sin problema dentro de este conjunto. Aunque si recuerdan, no se puede cal-
cular la raiz par de un nimero negativo, dando paso a un nuevo conjunto llamado complejos
C. Tal vez lo hayas estudiado en el colegio, sin embargo, sera estudiado una vez que ingreses a
primer ano.
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Operaciones

En el conjunto de los reales se definen todas las operaciones antes nombradas: suma, resta,
producto y cociente. A continuacion te explicaremos algunas propiedades de éstas que te ayu-
daran a resolver problemas que te plantearemos.

Elementos neutros de la sumay el producto Los elementos 0 y 1 se dicen que son neutros en
la suma y el producto respectivamente, ya que si son sumados o multiplicados por estos no
afectan al niimero, es decir, dado a un nimero real:
a+0=a a-l=a
Ejemplos:
6+0=06 6-1=6

Propiedad conmutativa La suma y el producto son operaciones conmutativas, es decir que
paratodos ay b € R, dos nimeros cualesquiera pertenecientes a los reales, se verifica que:

a+b=b+a a-b=b-a
Ejemplos:

44+5=5+4=9 2:3=3-2=6

Propiedad asociativa La sumay el producto son operaciones asociativas, es decir que para q,
by c € R, se verifica que:
(a+b)+c=a+(b+¢) (a-b)-c=a-(b-c)
Ejemplos:
24+(4+5)=2+9=11 (244 4+5=6+5=11
2.(3-3)=2-9=18  (2-3)-3=6-3=18

Propiedad distributiva El producto es asociativo respecto a la suma, es decir que paraa, by
c € R, se verifica que:

a-(b+c)=a-b+a-c

Ejemplos:
2-(44+5)=2-442-5=8+10=18

—4.(8—1)=—4-84(—4)-(—1)=—324+4=—28
Observemos ésta expresion:

al-(b+c)=atl-b+al-c

Por la propiedad distributiva del producto respecto de la suma, ésto es lo mismo que

b+c b
pry +C
a a a

Vale la propiedad distributiva del cociente respecto de la suma. Esto no quiere decir que puedas

realizar esto: a

- % +2  ;iINCORRECTOM
C

b+c
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Ejemplos:
—-3+4 -3 4
21 — o1 T o1 Correcto
-3 -3 4
——— = —+ = INCORRECTO
5+8 5 + 8

Presta atencion donde utilizar esta propiedad:

2-(34+4)=2-3+2-4 Correcto
2.(3-4)#£2-3-2-4 INCORRECTO

Propiedad uniforme Establece que si uno aumenta o disminuye una misma cantidad en ambos
miembros en una igualdad, ésta se conserva. Sean a, by c € R si:

a=0b entonces a+c=b+c
a=0b entonces a-c=b-c
b

si ¢c#0 y a=b entonces a_?
C C

Propiedades de la potencia

Producto y cociente de potencia de igual base Sean a real, n y m nimeros enteros, se cumple

que
a-a™m=a""tm
a:am=a"",a#0
Ejemplos:
23.22 =232 = 25 — 32 ;—2223—2:21:2

Potencia de potencia Sean a real, n y m nlimeros enteros, se cumple que
(an)m — an~m
Ejemplos:

(23)2 — 23‘2 — 26 — 64 (2—3)4 — 2—3‘4 — 2—12 P

Propiedad distributiva Esta propiedad es solo respecto del producto y del cociente. Sean a,
beRyneZ, secumple que

Ejemplos:
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Atencion La potencia no es distributiva con la sumay la resta, es decir

(4+42)% #4222
6% 416 + 4
36 # 20

Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real z, denotado |z| se define

x Siz>0
|z| =

—z Siz<0

El valor absoluto siempre es un nimero no negativo.
Ejemplos:
4|=4 |7]=7 |-5=5 |-12[=12

Observa estos casos:

VE=Vi=2=p /B =Vi=2=|-2

Ya que si z? = 4 entonces z = 2. Un nimero elevado a una potencia par siempre da un niimero
positivo. De esto podemos concluir que

Va2 = x|

Potencias con exponentes racionales Hasta ahora vimos que el exponente en una potencia
siempre debe ser un nimero entero. Pero esto no necesariamente debe ser asi, por ello intro-
duciremos el caso en que el exponente sea un niimero racional, es decir una fraccion.

Dados a,py q € Z,q # 0, se define

Ejemplos:
43 =4 =2 53 = V52 (—27)5 = {/(—27) = -3

No olvides que en este caso tendremos algunas restricciones para a ya que esto involucra
una raiz. Las condiciones son:

* Si Besun nimero negativo, a no debe ser cero. Les mostramos por qué

Qs

a7 =(at)
-(2)

Por lo tanto si a = 0 queda un cociente con 0 en el denominador y eso no esta definido.

por potencia de potencia

2
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* Sigesun ndmero pary py q son primos, es decir no tienen factores comunes, a debe ser
no negativo (a > 0). Para explicar esto veamos los siguientes ejemplos:
(—2)% =+/(—2)3 3y2son primosy forman una fraccion irreducible.
(—2)3 = —8 es un nimero negativo. No esta definida la raiz de nimero negativos.
Otro ejemplo es el siguiente caso:
2 1

(—2)% = (—2)% =+v-2 1 Se reduce a 5

Obteniendo nuevamente raiz de un niimero negativo lo cual no existe en los reales.

» En el caso anterior, si g es negativo, a necesariamente debe ser distinto de cero y un
ndmero positivo.

Todas las propiedades de potenciacion son validas para exponentes racionales.

Propiedades de la radicacion

Teniendo en cuenta la definicion de potencia con exponente radical, todas las propiedades de
la potenciacion son validas para la radicacion.
Ejemplos:

« Producto y cociente de igual radicando
V2.2 =93.9

 Radicando de radicando, los indices se multiplican
va= 2=y

- Propiedad distributiva respecto del producto y cociente

VI3 V33 \/}g

wl=
wl=
|
[N
ol
Il
[\
Tt

— 93+

Simplificacion de indice con exponente Supongamos que tienes ésta expresion:

V22 =2 puedes simplificar exponente con el indice ya que son iguales

V22 =Vi=2

Pero debes prestar atencion, ya que cuando simplificas las operaciones deben estar definidas.
No puedes simplificarv/(—3)*
yaque /(-3)4=+v81=3

Logaritmo
Sean a y b nimeros reales positivos y a # 1 el logaritmo en base a de b es el nimero z tal que
a®=b
log,b=axa"=0
Ejemplos:
1 1 5
log,8 =3 & 2° =38 logy2 =+ & 8% = V8=2

Sia > 0ya# 1, entonces:
clog,1=0=a"=1

clog,a=1<a' =a
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Ejemplos:
logy1=0+9"=1 log,2=12'=2

Logaritmos decimales y neperianos Cuando la base del logaritmo es 10 se [lama logaritmo
decimal y se escribe:
loga=b< 10" =a

Otro logaritmo que utilizaras en Calculo se llama logaritmo neperiano, cuya base es el nimero
e de Neper. Este nimero e es un irracional y su valor aproximado es 2,71828..., y se escribe:

lha=bee=a

Propiedades de logaritmo

El logaritmo del producto es la suma de los de los logaritmos de los factores
log, (b-¢c) =log, b+ log,c

Ejemplos:

log (3-4) = log3 + log4 log, (8-4) = log,8 +log,4=3+2=5 yaque 2°=8 22=4

El logaritmo del cociente es la diferencia de los logaritmos del dividendo y del divisor
b
log, (c> =log,b—log,c

Ejemplos:
log%:log3—log4 log2§:log216—log28=4—3:1

El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo de la base de
dicha potencia
log, b =c-log,b

Ejemplos:
log3* =4-log3 log,8% =2-log,8=2-3=6

Cambio de base Esta propiedad nos permite cambiar la base del logaritmo por una conve-
niente, de tal forma que cuando resuelva me queden logaritmos conocidos. El cambio de base

se realiza asi: l
log.a = 98,9 4onde a, by ¢ son positivos y b, ¢ # 1
log, ¢

Ejemplo: Sabiendo que log9 ~ 0.96

3
loglOOO:loglo %1%3,125
log9 log9 0.96

logg1000 =

Resumen

En esta unidad aprendimos los conjuntos de nimeros con los que trabajaremos durante el cur-
sillo, las operaciones que realizaremos y sus propiedades. Las propiedades son muy impor-
tantes ya que con ellas podras resolver los problemas planteados.
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Expresiones algebraicas

:Que son las expresiones algebraicas?

El algebra es una rama de la matematica pura que se ocupa de las reglas de las operaciones y
de resolver ecuaciones.

Tiene operaciones basicas que son las que vimos en la unidad 1: suma, resta, multiplicacion y
division. Otro elemento que constituye al algebra son las variables, son las incognitas. Mediante
operaciones deduciremos qué valores tienen.

Pensaras que no, pero el algebra se encuentra en todos los aspectos de nuestra vida cotidiana,
y sin ella no seria posible el mundo que hoy tenemos. Los antiguos egipcios, los griegos y
los babilonios ya lo utilizaban para calcular estructuras. ;Pensabas que las piramides fueron
construidas asi nomas?

Polinomios

Son las expresiones algebraicas mas sencillas. Un polinomio de grado n es una expresion de la
forma:
P(x) =ap4ar-x+ay-22+..+a,-z" con a, #0
donde ag, a1, as, ..., a, son los coeficientes. Se llama coeficiente principal a a,, y son nimeros
reales fijos. z es la variable y n el grado del polinomio, es un nimero entero no negativo. El
grado de un polinomio se indica como
grP =n
Ejemplos:
P(z) =8 -2+ V2-2° —2* Poliniomio de grado 4

grP =4 ag,a3=0, a1 =8 a3:\/§ ag = —1

Qx) =3 - L2 +6-2> Poliniomio de grado 3

2
1
gr@Q@=3 ap=3 a; =38 a2:—§ a3 =6
3 . . P .
T(x) = Syp— No es un polinomio, x esta en el denominador
o —
1 . . . 1
S(x)=5-vo— 3 No es polinomio, la x tiene exponente 5

Segln el nimero de términos que tenga el polinomio se llaman:
+ Monomio: tiene un solo término

+ Binomio: tiene dos términos

+ Trinomio: tiene tres términos

+ Cuatrinomio: tiene cuatro términos

Caso particular: Cuando todos los coeficientes son cero, es decir, ag, a1, as, ...,a, = 0 el poli-
nomio es el polinomio nulo y se denota como O.
Ejercicio 1: ;Podrias indicar en cada caso si se trata o no de un polinomio?

1. Pl)=2?+2-2° -5 2

2.Q(r)=5+6-r3
3. T(z) = 10

4. S(y)=2-2°-3
5 R(z) =3z +5
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Polinomio completo Un polinomio de grado n esta completo cuando figuran todos los términos
de grado menor o igual que n.
Ejemplo:

1
P(x)=1+\/§-x—g~x2—3~x3

Polinomio ordenado

+ Un polinomio esta ordenado en forma decreciente, cuando los monomios o términos que
lo componen estan escritos de mayor a menor grado.

Ejemplo:

1 . . .
P(z) = §m7 —0.62* — 823+ — 100 Polinomio ordenado en forma decreciente

+ Un polinomio esta ordenado de forma creciente, cuando los monomios o términos que lo
componen estan escritos de menor a mayor grado.

Ejemplo:

Q(z) = 2° + V12z* — 82® Polinomio ordenado en forma creciente

Igualdad de polinomios Dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y los coeficientes
de los términos del mismo grado son iguales.
Ejemplo:

1
Plz)=a-2°+b-2°+c-x+d Q(x):3~x3—|—1—§~x

Py Q seran iguales si y solo si se cumple:

a=3 b=0 c=-- d=1

1
2

Valor numeérico de un polinomio Un polinomio tiene coeficientes y variables. Cuando a la vari-
able se le asigna un valor fijo, el polinomio adquiere un valor numérico. Veamoslo con un ejem-
plo:

Sea el polinomio P(z) =23 —3 -2 + 2

« Elvalor numérico de P(z) enz = —1
P(-1)=(-1*-3-(-1)+2=-1+3+2=4
« Elvalor numeérico de P(z) enz =a
Pla)=a®—-3-a+2

Ejercicio 2: Dado el polinomio P(z) =2—7-2% —5-23+6-2* +10-2° ;Cual es el valor numérico
de P para los siguientes casos?

1.

!

(4)

(1+h)
(=1
(
(

A~ Iae

V2)
0)

o F W N
v
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Caso particular: Ceros de un polinomio Cuando el valor numérico de un polinomio para un
dado valor de z es cero, este z se llama cero del polinomio. Es decir, si para z = a, P(a) = 0,
entonces a es un cero del polinomio.

Veamos un ejemplo.
Ejemplo: Sea P(x) =3 22 -8 -2 —3

3 escerode P(r) yaque P(3)=3-32-8-3-3=3-9-24-3=27-24-3=0

Recuerda:
a escerode P(z) siysolosi P(a)=0

Operaciones entre polinomios
Suma y resta de polinomios

La suma y resta entre polinomios es un polinomio, y se realiza sumando o restando términos
semejantes.
Ejemplo:

Px)=2-7-2>-5-2°+6-2"+10-2° y Q(x)=4-2>+5-2° -8 2"

(P+Q)z)=2-7-22-5-2°46-22+10-2°) + (4-2° +5-23 — 8- z%)
=24 (-T+4)-2°+(-5+5)-2°+ (6 —8)-2* + 10 - 2°
=2-3.22-2-2*+10-2°

Ejercicio 3:;Te animas a realizar la resta P(z) — Q(2)? ;Y Q(z) — P(x), es lo mismo?

Producto de polinomios

El producto de dos polinomios es otro polinomio, cuyo grado es la suma de los grados de los
polinomios dados. Para realizar la operacion debes recordar la propiedad distributiva que ex-
plicamos en la unidad 1.

SeaP(x)=a+b-x+c-2° y Q)=d+e-x
El producto P(x) - Q(x) se calcula:
(P-Q)(x)=(a+b-z+c-2?) (d+e- )
Aplicando la propiedad distributiva:
(P-Q)z)=a-d+a-e-x+b-z-d+b-x-e-x+c-a’-dt+c-2*-e-x
Reacomodando:

(P'Q)(x):a-d+a~e-x+b-d~x+b-e-x2+c-d-m2+c-e-x3
(P-Q)z)=a-d+[(a-e)+ B -d)]-z2+[b-e)+(c-d)]-2>+c-e-2®

Para poder entenderlo mejor mira este ejemplo numérico.
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Ejemplo:
1
P(m)=§ Q(z)=3-z+4
1
(P-Qa) = 3-(3-x+4)
1 1
—-.3. 2.4
3 30ty

Observa que el grado del polinomio resultante es 1, ya que el grado de P es 0 y el grado de
Q es 1, entonces el grado del polinomio resultante es la suma de los grados 1 +0 =1

S(x)y=2-2-3 T(x)=4-2>+6-2+9

(S T)z)=2-2—3)-(4-22+6-2+9)
=2.2-4-2°4+2-2-6-24+2-2-9-3-4-2°-3-6-2—-3-9
=823 +12 2> +18 -0 —12- 2% —18 -2 — 27
=823 -27

En este caso el grado del polinomio resultante es 3, la suma de 1y 2, grados de Sy T respec-
tivamente.

Division de polinomios

Dados dos polinomios P(z) y Q(z), con Q(z) # © y con el grado de P(x) mayor o igual que

el grado de Q(z), siempre existe un par de polinomios C(z) y R(x) que verifican las siguientes
condiciones

1. P(z) =C(z)-Q(z) + R(x)
2. R(z) =0 0 grR(z) < grQ(z)

P(z) se denomina dividendo, Q(z) divisor, C(z) cociente y R(x) resto de la division. Para efec-
tuar la division conviene que los polinomios dividendo y divisor estén ordenados en forma
decreciente y que el dividendo este completo.

Ejemplos: El procedimiento para dividir polinomios es similar al que se utiliza en la division
de nimeros enteros de varias cifras.

Sean P(z)=a2*+3-2°+x+1 y Q@)=2+1
El procedimiento para dividir P en Q es:
1. Se ordenan los polinomios dividendo y divisor.

2. Se completa el polinomio dividendo

xt + 323 + 02? +x +1 |z +1

3. Se divide el primer término del dividendo en el primer término del divisor, obteniendo el
primer término del cociente. z* dividido en z es 23, es decir %4 =23

+ 2* + 323 + 0z? +x +1 |z +1

I"j
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4, Se multiplica éste por el divisor y se suma al dividendo el opuesto del resultado, es decir,
se multiplica 2® - (x + 1) y se suma el opuesto del resultado.

+2* +32° +02° 4z +1 |z+1
71,4 7133 Ld

0 +223

Reescribimos los terminos faltantes para dividir el nuevo polinomio

+2* +32% 4022 4z +1 |zl

— .’1,‘4 - 373 SL‘S

+223 4022 4z +1

5. Con lo que se obtiene se repiten los pasos 3 y 4 hasta que el grado del resto sea menor
que el grado del divisor.

+a2t +32% 4022 +rx +1 |zl

—zt =28 x° + 222
+223 4022 +z +1
— 22 — 24

—222 4z +1

+at +32% +022 4+ 41 |zl
—zt =8 22+ 222 — 2z
+22°  +02° +a  +1
— 223 — 227
-2 +u +1
+222 4+ 2
+3r +1

+at +32% 4027 4+ 41 |zl

—zt =P 23 4+22% -2 +3
+22% 402 +a2  +1
— 223 — 227
—22%2 +u +1
+222 42
+3z +1
-3 -3
—

Elcocientees C(z)=2°+2-22-2-2+3 yelresto R(z)=—2

Observa que:
En el producto, el grado del polinomio resultado es la suma de los grados de los poliniomios
que multiplicas.
En la divison, el grado del polinomio resultado es la diferencia del polinomio dividendo con el
divisor.
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Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es una herramienta para el caso particular de la division de polinomios
cuando el divisor tiene la forma z — a
Ejemplo:

Sean los polinomios P(z)=3-2*+2?+5-2 y Qz)=z+1=2—(-1)
1. Se completa y se ordena en forma decreciente P(x) y se escriben sus coeficientes

2. Se escribe a a la izquierda de la linea vertical, en el caso del ejemplo a = —1

3 0 1 5 0

3. Se escribe el primer coeficiente de P(x) en la tercera linea

3 0 1 5 0

4, Se multiplica el primer coeficiente por a, escribiendo el producto en la segunda linea de-
bajo del segundo coeficiente de P(x)

3/('_ 1)

5. La suma de los nimeros de esta columna se coloca en la tercera linea

30 1 5 0
34
3 -3

6. Se repiten los pasos anteriores hasta llegar al Gltimo coeficiente de P(x)

3 0 1 5 0
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3 0 1 5 0
3 -3 4 1

3 0 1 5 0

-1 -3 3 —4 -1
A1

3 -3 4 Y

7. La Gltima suma es el valor del resto R(x).
3 0 1 5 0
~1 -3 3 —4 —14
3 -3 4 1 -1

Los nimeros que preceden al resto R(z) representan los coeficientes del polinomio co-
ciente, C(z) ordenado en forma decreciente y de un grado menor que el de P(z).

Los polinomios C(z) y R(x) son:

C(z)=32> -322 +42+1 R(z)=—1

Divisibilidad Se dice que un polinomio es divisible en otro cuando el resto de esa division da
como resultado el polinomio nulo ©

Ejemplos:
P(z)=2° -2~z +1 esdivisibleen Q(z)=2%—-1
+a® —2®  —x 41 [2P40r—1
—z® 402" +uz x—1

—x +0x +1

+ z? +0z -1

+0x +0
R(z)=0=0 y Cx)=z-1

Si Pla)=2>+5-224+3-2-9 y Q(z)=x+3 utilizando Ruffini
1 5 3 -9
-3 -3 -6 9
1 2 -3 0

R(z)=0=0 y Cx)=2*+2-2-3

Teorema del Resto

Si a es un nimero realy P(z) un polinomio, el resto de dividir P(x) en = — a es el valor nimerico
de P(z) en a. Es decir que el resto R(z) es igual a P(a). Para entender mejor de que se trata,
veamos un ejemplo nimerico.

Ejemplo:

Sea el polinomio P(x)ZQ'x3+3'I2+£x y Qz)=2-1
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El resto R(z) cuando se dividen P en Q es

1
+22®  + 322 +3r +0 fz=1
5.3 2 2 %
2x + 2x 2% + 5x + 1
1
+ 5a? + 37 +0
— 522 45z
21
21 +21
_ il
4 4
+21
4
21
R =
(#) =5

Si calculamos P(1)

1 1 4-24+4-3+1 8+12+1 21
—9.13 12 40201 — g _
P(l)—Q 17431 +4 1—2+3+4 1 = 1 1

Entonces P(1) = R(z) = 2
Ejercicio 4: ;Te animas a calcular los valores del ejercicio 2. con este teorema? Puedes aplicar

la division o Ruffini para determinar el resto.

Factoreo

Un polinomio puede expresarse en forma de producto de varios polinomios mas sencillos. En
esta seccion te ensenaremos como transformar un polinomio a su forma factoreada y veras que
en ocasiones es mas sencillo extraer informacion de esta manera.

Sea P(z) = apa™ + ... + ax? + a1x + ao, la forma general de un polinomio factoreado es:

P(z) = an(x —cp)...(x — c2)(x — ¢1)
Un ejemplo de un polinomio factoreado es:
P(x)=3-(z—3)- (x+2)* (z —V3)

De este ejemplo podemos deducir cuales son los ceros del polinomio. Recordando lo dicho
mas atras, un cero de un polinomio es aquel nimero que devuelve el valor cero, es decir a es
cero de P(z) si P(a) = 0.

Los ceros del polinomio P(x) son 3,2y /3. Cuando uno calcula P(3), P(—2) o P(v/3) uno
de los factores se hace cero, y una expresion multiplicado por cero, es cero.

PB)=3-(x—=3)-(z+2)2 - (—v3)=3-3-3)-3+22%-(3-V3)=0-52-(3-3) =0

Como ves, si el polinomio esta factoreado, es posible encontrar de manera rapida los ceros del
mismo.

Ejercicio 5: Calcula P(—2)y P(V/3)
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Casos de factoreo

1. Factor comiin  Cuando se tiene un polinomio de la forma:
Px)=Fk-ap+k-ay-2+k-ag-2°+ ...+ k-a, "

Observa que k es un factor comin ya que esta presente en cada término de P. Podemos ree-
scribir el polinomio de la siguiente manera:

P@)=k-(ao+ar-z+az- 2>+ ..+ a, a")

Ejemplo:
Px)=3-2°-15-2>4+9 2

Los coeficientes son todos nimeros multiplos de 3:
3=3-1 —15=3-(=5) 9=3-3

Por lo tanto 3 es un factor comiin de P(z). A su vez todos los términos contienen una z, que
puede ser extraida también como factor comin. El polinomio factoreado quedaria:

Px)=3-z-(z*-5-2+3)
Ejercicio 6: ;Cual es el factor comiin en estos polinomios? Factorea los polinomios.
1L P(t)=12-t"+2-34+6-t
2. P(z) =10-2 — 1000 - 22
3. P(s)=5-5+25-52—50-s*+ 15

2. Diferencia de cuadrados ;Qué pasa si multiplicamos estos dos polinomios?
Pz)=xz+4+a y Q(z)=2z—a Realicemos el producto:

Px)-Qz)=(zx+a)- (x—a)=z-z+x-(—a)+a-z+a-(—a)

Reacomodando:

:w2—a-w+a-x—a2:x2—a2

Por lo tanto, el producto de la suma de dos términos por la diferencia de esos términos da como
resultado la diferencia de los cuadrados de los términos, es decir:

(x+a) (x—a)=2?—a®

1. Plz)=22-9=22-32=(z+3) - (z—3)
2 Q) =% 2= 2% — (VI = (2 +v3) - (x V)
z) =% —25=(22)2 - 52 = (22 +5) - (22 - 5)

(
4, S(t)=36—22=(62—2*)=(6+x)-(6—x)
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3. Cuadrado de un binomio Veamos el caso cuando multiplicas un binomio por si mismo, es
decir el cuadrado de un binomio:

(z+a)?=(x+a) - (x+a)=z-z+z-at+a-z+a-a=2>+z-a+2z a+d

(x+a)?=2>+2-2-a+a®

Esta expresion también recibe el nombre de trinomio cuadrado perfecto. Veamos este ejemplo
numeérico:
Si se tiene el siguiente polinomio:

Q(m):z2+12~x+36:z2+2.6,x+62

tiene la forma de un trinomio cuadrado perfecto, por lo tanto su forma factoreada sera un
cuadrado de un binomio:
Qz)=2>+2-6-24+6% = (z+6)2

Para darte cuenta si es un trinomio cuadrado perfecto te doy dos consejos:
1. Observa el coeficiente lineal y verifica que es miltiplo de 2.

2. Si es miltiplo, entonces observa el término independiente. ;Su raiz cuadrada es igual al
coeficiente lineal dividido en 2?

Si suceden estos dos puntos entonces tienen un trinomio cuadrado perfecto.
Ejemplos:

1. 22416 2+64=22+2-8-2+8 = (z+8)2
22218 2+81=22-2-9-2+9%2=(z—-9)2
0t +6-2+9=(22)24+2-3-2+3%=(22+3)2

4, Cubo de un binomio Este caso es parecido al anterior, pero en vez de multiplicar 2 veces el
mismo polinimio, la hacemos 3 veces, es decir:

P(z)=(z+a) (x+a) (z+a)
Desarrollando esto se obtiene
(z+a)®=(z+a) (z+a)?

=(x+a) 2°4+2-a-x+ad?
=z-2°4z-2-a-x+z-a®*+a-2°4+a-2-a-x+a-d®
Re-acomodando los términos:
=242 a-2°4a®> z4+a-2°+2-a> 2+ d°
=2*4+3.a-2243-d®> z+d°

Esta expresion recibe el nombre de cuatrinomio cubo perfecto.
Ejemplos:

T a2 +9- 22427 24+27T=23+3-3-22+3-32. 2+ 3% = (v +3)3

2. 23415224+ 75 -2+ 125 =23 +3-5-22+3-52 . 2+ 5% = (v +5)?2
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5. Sumay diferencia de cubos Como en el caso de la diferencia de cuadrados, vamos a comen-
zar con esta pregunta ;qué pasa si multiplicamos estos dos polinomios?
Pz)=z-a y Qz)=ux*%a -2+ d°

2-a~x+a2

0 Plx)=a%a y Qx)==
Observa que los signos son distintos. Desarrollemos el primer caso:

(x—a)-(2*4+a-v+a*)=z-2°+z-a-z+r-a*>—a-2*—a-a-v—a-a®

Reacomodemos:
= x3+a . :1:2+a2 - r—a- :L'Q—a2 Cr— a3

=22 —a® Obtenemos una diferencia de cubos.

Ejercicio 7: ;Puedes desarrollar el otro caso para llegar a la suma de cubos? Recuerda que
la clave es usar bien la propiedad distributiva y no equivocarse con los signos.

Ejemplos:

1.8:a>-21=(2aP-33=2-a-3)-4-a*>+2-a-3+9)=2-a—3)-4-a>+6-a+09)

202 +2T=a*+3=(a+3) (a®>-3-a+3%*)=(a+3)-(a>—-3-a+9)

Expresiones algebraicas fraccionarias

Una expresion algebraica fraccionaria es aquella que puede expresarse como el cociente entre
dos polinomios P(z) y Q(x) con Q(x) # © (polinomio nulo). Las operaciones que se pueden
utilizar son las mismas que vimos en la Unidad 1 de Nimeros Reales.

Ejemplos:

1. -2 Observa que para que éste definida = # 2

2. %Valeparax;ﬁlyx#G

3, &2 z*—3.2%246
° x241 T

Ejercicio 8: ;Para que valores x no esta definido el ejemplo 3?

Operaciones entre expresiones algebraicas fraccionar-
ias

Simplificacion de factores: Cuando las expresiones algebraicas fraccionarias estan en forma
factoreada, puedes simplificar de manera mas sencilla, como lo haces con los nliimeros reales.
Ejemplos:

(x+1) (z—3)
x - (x—3)2
(x+1)

x-(x—3)

Tanto en el numerador como denominador tienes el factor (z — 3)

Es importante destacar que lo que se simplifica debe ser distinto de cero. En el caso del
ejemplo x — 3 # 0, es decir, z # 3.




K Ingreso

Nivelacion en Matematicas Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia - UNT

iAtencion!: simplificas factores, no sumandos.

z+1 1
x-(x—3) 7 x—3
Ejercicio 9: Simplifica las siguientes expresiones

iINCORRECTO!

1
(z+1)-(z+2)°
(z+2) (z+2)

2% (5—2)- (v +6)
z-(x+6)3-(x+4)

Comiin denominador: Cuando tengas una expresion algrebraica fraccionarias es conveniente
tener una Unica expresion. Para ello debes sacar comin denominadory es importante que este
sea el minimo comiin denominador. Para ello la recomendacion para trabajar correctamente es
factorear todos lo denominadores. Veamos un ejemplo de como se lo haria:

20— 5 r—1 2
202 — 10z + 12 422 —16x+ 16 4z — 12
Primero factoricemos cada denominador:

222 — 10z + 12 =
saco factor comian2 2. (2® — 52 +6) =
.. 5tv25—-4-1-6
saco los ceros de la expresion 12 = 51
5+v25-24 5+41
T1,2 = =
: 5 5
5+1
x = —
1,2 2
5+1 6
n=pm =573
5—-1 4
To — — — — —
T2 T2

2
Obtenemos: 2-(x —3)-(z —2)

42 — 167 + 16 =
es un trinomio cuadrado perfecto (2z)? —2-2x-4+4% =
Obtenemos: (2z — 4)?
podemos sacar factor comln 2 también (2 (z — 2))?
Obtenemos: 4 (x —2)?

4o — 12
Podemos sacar factor comin 4 4 - (z — 3)
Obtenemos: 4 (z—3)
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Reescribamos la expresion con los denominadores factoreados:

2r—5 z—1 2
2. (z-3)-(z—2) 4-(x—2)?2 4 (z-3)

Esta expresion tendra sentido solamente si » # 2y = # 3 Ahora busquemos el minimo comin
multiplo (m.c.m.), este se obtiene multiplicando los factores comunes y no comunes a todos los
denominadores, elevados a la mayor potencia que aparece. Los factores comunes son: (z — 2),
(x — 3) y 4. Como tienen que estar elevados a la mayor potencia (z — 2)2. El m.c.m. es:

mem. =4-(z—2)* (z—3)
Ahora agrupemos todo en una sola fraccion. Esto se realiza como si fueran nimeros reales:

2x — 5 r—1 2 _
2. (z—3) - (z—2) 4-(x—2)2 4 (z—3)

(2r—5)-2-(x —2)—(x—1)- (x —3)-2- (z —2)? _
4-(x—2)%(x—3)

Observemos los sumandos en el numerador de esta gran fraccion. Hay términos que podemos
agrupar para simplificar, son los marcados en naranja, el factor comin es 2 - (x — 2).
2z —=5)-2-(x—2)—(x—=1)-(z=3) =2 (x 2)2 _
4-(x—2)2-(x—3)

2 (r—=2)[2x=5)—(z—=2)]—(x—1) - (x —3) _
4-(x—2)%-(z—3)

Reacomodemos lo que quedo dentro de los corchetes:

2-(x—=2)20 0+ 25 —(x—-1)-(x—-3)
4-(x—2)%(x—3)

2-(z=2)z -3 —(z—=1) - (x—3)
4-(x—2)2-(z—23)

Podemos sacar factor comin = — 3:

(0 —3)-2(x=2)—(x—-1)]
4-(x—2)%-(z—3)

Reacomodamos lo que esta dentro de los corchetes:

(x—3)- 20 —4—xw+1]
4-(x—-2)2-(x—3)

(x—3) [z —3 _
4-(x—2)%2-(x—3)

Obteniendo:
(z —3)? _

4-(x—2)2-(x—3)

Simplificamos el numerador con el denominador ya que esta el factor (x — 3) en ambos:

(z—3)
4 (z—2)2

Y asi obtenemos la minima expresion.
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Otro camino que puedes tomar en vez de aplicar factor comin es usando la propiedad dis-
tributiva. Para realizar esto debes ser muy ordenado. Para que no te confundas, cada sumando
se trabajara con un color distinto:

9

2x—5)-2-(x—2)—(x—1)-(x —3) =2 (v —2)?
4-(z—2)2-(z —3)

2 (222 —4x — 52+ 10) — (2! =3z —x +3) — 2 (2 — 4u +4)
4-(x—-2)2-(x—3)
2 (222 — 92 + 10) — (22 — 4z + 3) — (227 — 82 + 8)
4-(x—2)2(x—3)

42?2 — 18z + 20—z? + 40 — 3227 + 8z — 8
@27 (@9

Ahora agrupemos los términos semejantes entre ellos

47? — 22 — 222 —18x + 4z + 8x+20 — 3 — 8
4-(x—-2)2-(x—3)

22 —6x+9
4 (w22 (z—3)

Si observamos el numerador es un trinomio cuadrado perfecto

(z —3)?
4-(x—2)%-(x—3)

Simplificamos y asi obtenemos la minima expresion

(z—3)
1-(z—2)?

Observa que por un camino distinto obtenemos el mismo resultado.

Resumen

Para poder trabajar con una suma de expresiones algebraicas racionales (EAR) debes:
1. Factorear los denominadores
2. Determinary aclarar para qué valores no esta definida la EAR
3. Determinar el m.c.m. del denominador

4, Agrupar todo en una dnica fraccion con el m.c.m. como denominador, y multiplicar a cada
numerador por el factor correspondiente

5. Trabajar con el numerador. En esta etapa puedes proceder como mas comodo te sientas.
Existen maltiples caminos para trabajar, solo debes seguir las reglas que te ensefiamos.
Puedes tanto aplicar la propiedad distributiva y agrupar términos semejantes, como sacar
factor comin si es posible.

6. Factorea el numerador para poder simplificar

7. Determina nuevamente que valores no son los que estan definidos para la expresion.
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Funciones

Las funciones relacionan dos variables y son (tiles para representar situaciones de la vida real.
Veamos algunos ejemplos:

En economia:

Un negocio vende 50 celulares a un precio de 350 dolares. Por cuestiones econémicas el precio
sube a 500 dolares, y ahora vende 25 celulares. Asumiendo que la demanda es lineal, ;cuanto
cayo la demanda con la suba del precio?

En fisica:

La velocidad de un objeto puede representarse con una funcioén lineal, donde la pendiente es
la velocidad del objeto.

En esta unidad se veran dos funciones basicas, la funcion lineal o recta y la cuadratica o
parabola.

Antes de comenzar a estudiarlas repasaremos algunos conceptos importantes.

Par ordenado

Se llama par ordenado a dos elementos que tienen cierto orden. Si los dos elementos son z e
y, entonces el par ordenado es (z,y). Se llama primera componente a = y segunda componente

ay.
Ejemplos:
1. (1,2)
2

3

[N}
—
N

4
5. (n,5)

Observa los ejemplos 1y 3. Son pares ordenados distintos, aunque los componentes sean
los mismos, ya que su orden es distinto.

Como vimos en la unidad de niimeros reales, los niimeros pueden representarse en una recta
numérica. Ahora los pares ordenados también pueden representarse graficamente pero en un
plano.

Sistema de coordenadas cartesianas ortogonales en el
plano

Esta formado por un par de rectas numeéricas perpendiculares [lamadas ejes cartesianos. El
eje horizontal se llama eje de las abscisas y el eje vertical eje de las ordenadas. El punto de
interseccion entre ambos se lla,a origen de coordenadas. El plano en el que se ha dibujado un
sistema de coordenadas recibe el nombre de plano cartesiano.

iAjugar® La batalla naval.

En este juego se tiene un plano que representa el mar y esta dividido en sectores, cada sec-
tor se lo identifica con un par ordenado por ejemplo (C,5), que en el caso de la imagen esta
ocupado por un mini barquito.
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Para jugar debes decirle a tu contrincante pares ordenados tratando de averiguar donde
estan sus barcos para "hundirlos”. Cuando nosotros queremos ubicar un par ordenado en el
plano debemos realizar algo parecido.

1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10

T
it

& 8|

=
i
W

B

e =~ I & = M2 0O | I

A todo par ordenado (z,y) le corresponde un punto P en el plano cartesiano. Para ubicar
entonces un par ordenado (z,y) primero se ubica a = en eje de las abscisas e y en el de las
ordenadas, y luego se trazan rectas. Donde se intersectan es la ubicacion del par. En la siguiente
imagen se observa como se ubica el par A(3, 3).

Y
4 +
A(3,3)
I -
[
[
41 [
2 [
[
[
1 [
[
[
% % —o % % ! —
-3 =2 -1 1 2 3 4
-1 4
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El sistema cartesiano determina en el plano cuatro angulos rectos llamados cuadrantes:
Primero, Segundo, Tercero y Cuarto.

Y
3 4

Segundo Cuadrante 2+  Primer Cuadrante
1 4

4 -3 —2 1 1 2 3 4 =

14

Tercer Cuadrante —2 1  Cuarto Cuadrante
73 4

Ejercicio 1: Puedes ubicar los siguientes pares ordenados en el plano:
1. (3,2)
2. (-1,3)
3 (3.-2)

Rectas: forma general

Laforma general de una recta es ax+by+c = 0, donde a, by c son constantes, a y b no pueden ser
nulas al mismo tiempo. Todos los puntos (z, y) del plano que verifican la ecuacion ax+by+c = 0
pertenecen a la recta.

Rectas paralelas al eje horizontal y vertical

Una recta paralela al eje x es de la forma by + ¢ = 0. Es decir,a = 0y b # 0. Puede escribirse
también como y = —¢, o lo que es lo mismo y = d, una misma constante para cualquier valor
que tome z.

Ejemplos:
1. y=3
2. y=3/2

.y=-1
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y
3 y=3

20
y=23/2

10
2 _1 O 1 2 3 4 =
1 y=—1

_2_,

Una recta paralela al eje y se define como az + ¢ = 0. Volviendo a la forma general, aqui
b=0ya #0,resultando 2 = —< o lo que es lo mismo z = d. Es decir, z es una constante d
cualquiera para todo y.

Ejemplos:
1 z=-1
2. x=3/2
3.x=3
Y
r=-1 3t r=3/20=3
20
10
-2 41 O 1 2 4 z
14
—-21

Rectas: forma explicita

Cuando a # 0y b # 0 entonces la expresion az + by + ¢ = 0 puede trabajarse algebraicamente
para llevarla a la expresion:

Yy=mx—+n

donde m es la pendiente y » la ordenada al origen. Esta expresion se conoce como ecuacion
explicita de la recta.

+ Pendiente m: Representa la inclinacion de la recta respecto al eje x.

- Ordenada al origen n: Representa la interseccion de la recta con el eje y.
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y
371 y=mx—+n
20
10
—'2//1 19) 1 2 3 4 =
14
_2_,

Ejercicio: Realiza el trabajo algebraico necesario para pasar de la forma general ax + by +c=0
a la forma explicita y = ma + n. ;Cual es la relacion entre a, by ¢c con my n?

Puntos sobre la recta en la forma explicita

Sim= g, qg#0,larectay = ga: +n pasa por los puntos R(0,n) y Q(¢,p+ n), te demostramos

porque:
+ Si reemplazamos = = 0 en la ecuacion estamos fijando un punto. Calculamos cuanto vale
yparaz =0
Y= Po+n
q
y=n

Obtenemos el punto R(0,n)
+ Siahora z = ¢, reemplazamos en la ecuacion:

y="2.g+n sesimplificagq
q

Obtenemos el punto Q(g,p + n)

<

371 Q(pan+q)

R(0,n

/ q 171

2//1 19) 1 2 3 4 =z
14

21

Y ahora pensaras ;Cual es la importancia de estos puntos? Estos nos ayudaran a graficar la
recta. Veamos un ejemplo nimerico.
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Grafiquemos la rectay = 3z — 3.

1. La ordenada al origen era la constante, si miramos la ecuacion es —3, entonces n = —3.
Recordando lo explicado, era el punto donde corta al eje y. Grafiquemos este punto:

Y

—3 ¢ R(0,-3)

2. Ahora analicemos la pendiente es m = 2, es decir que si comparamos con lo explicado

m=%5=3%p=3yq=2

Para poder marcar el otro punto por donde pasa la recta nos paramos en el punto (0, —3)
y nos movemos ¢ unidades a la derecha, es decir 2 unidades.

y
1 1
9 1 1 2 3 4 =
_1 1
_2 1
—3 0(2—)

Y luego nos movemos p unidades hacia arriba, es decir 3 unidades, es decir que el punto
sera Q(q =2,p+n=3-3=0) es decir (2,0).
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Yy
1 4
-2 -1 1 ] 3 4 z
_1 1
—24 3
—3 0(2—)

Obteniendo los dos puntos necesarios para trazar la recta:

Y
2 4
y=35z-3
1 4
-2 -1 1 y 3 4 z
-1+
21 3
4L
Otros ejemplos:
dx+3y—3=0
Despejando y:
4 p 4
Yy 3¢+ 1 p 3 ¥y
Observa que en este ejemplo £= —3%, es decir que era un niimero negativo, por ello tomamos
ap= -4y q = 3, entonces en vez de movernos para arriba como en el ejemplo anterior, nos

moveremos para abajo.
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=31 by = 3o+ 1

El signo de m nos indica si la recta tiene pendiente ascendente, es decir que los valores de
y crecen a medida que aumenta x si m es positiva, o descendente si los valores decrecen a
medida que aumenta z, m es negativa.

;Te animas a escribir estas ecuaciones en la forma y = “x +ny graficar la recta correspon-
diente?

Tl.y—3zx+8=0
2.y=2x—4
3. 5y + 10z +25=0

Recuerda que un nimero a puede ser escrito como ¢, es decir 4 = 1.

Rectas: forma segmentaria o canonica

La ecuacion segmentaria o canonica de la recta es la expresion de la recta en funcion de los
segmentos que ésta determina sobre los ejes de coordenadas. La ecuacion de una recta seg-

mentaria es:
¥_4
b

donde a se mide sobre el eje de las abscisas y b sobre el eje de las ordenadas. Graficamente:

N\
(0,b)

T
=+
a

x
T\@)
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Importante: Una recta carece de forma segmentaria en los siguientes casos:

1. Si es una recta paralela al eje z, es deciry = r.

2. Si es una recta paralela al eje y, es decir x = m.

3. Si es una recta que pasa por el origen de coordenadas, es decir y = max.

Ejemplo: Escribir la siguiente ecuacion de la recta en forma segmentaria:
y=2x—4

La ecuacion de la recta dada esta escrita en forma explicita. Para llevarla a la forma segmentaria
se deben realizar algunos pasos algebraicos:

y =2z —4
4=2z—y
.. . . 2r —
Divido en 4 miembro a miembro: 1= $4 y
N 2 Y
Distribuyo: 1=— — 2
y 14
x Y
==+ =
2 * —4

Obtengo asi la forma segmentaria de la recta. Los puntos de interseccion con los ejes z e y son:
(2,0) y (0,—4). Graficamente:

[N
+
L
Al
I
—_

Determinacion de la recta a partir de dos puntos
Supongamos que tenemos dos puntos y queremos determinar la recta que pasa por éstos. Los
puntos son (z1,y1) Y (22, y2)-

Tomemos por ejemplo la ecuacion en forma explicita de una recta: y = maz + n. Como estos
puntos pertenecen a la recta entonces verifican la ecuacion:

y1 =ma1+n (1)
Y2 =mrz+n (2)
Resultando en un sistema de ecuaciones con dos incognitas como los que veras en la unidad

de ecuaciones, donde las incognitas son la pendiente m y la ordenada al origen n. Una forma
de resolver un sistema es la siguiente:
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Restemos (1) y (2)

Y2 =MTy +n
—(y1 =ma1 +n)

Yo — Y1 =MTy —MT1 +n—n

Reacomodando:
Y2 — Y1 :m(% - 1'1)
Y2 —
m=——
T2 —T1
Graficamente:
Yy
L P,
P, : I Y2 — Y1
Yi4---- ‘ !
| To — X1 I
| |
.’ﬁl .fg X

Teniendo la pendiente, la ecuacion de la recta quedariay = N85 + n, siendo la altima
incognita n.

Para obtener su valor, reemplazamos en la ecuacion de la recta con uno de los puntos y
despejemos n:

y1:y17y2x1+n
Tl — T2
Y1 — Y2
n=y1 ——T1
Tl — T2

Veamos un ejemplo numérico para comprender mejor, supongamos una recta que pase por
los puntos P;(—2,0) y P»(1,2). Como ambos pertenecen a la recta deben verificar la ecuacion
de larecta y = max + n:

0=m-(-2)4n —0=-2m+n
2=m-14+n —2=m-+n

Comencemos por calcular m. De lo anterior planteado:

_ Y-
T2 — T1

m

2-0

Entonces: = —
TTIT I ()

m= -

3
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Unavez calculada la pendiente resta reemplazar en una de las ecuaciones anteriores y despejar:

0=-2m+n
n=2m
2
n = 2 [
3
4
n=-
3
La ecuacion de la recta es entonces y=32r+3%

Graficamos como aprendimos anteriormente:

)

Rectas paralelas y perpendiculares

Rectas paralelas: Dos rectas son paralelas cuando sus pendientes son iguales. Son rectas que
tienen la misma inclinacion y no nunca se cortaran entre ellas. Otra posibilidad es que las rectas
sean coincidentes, es decir, comparten todos los puntos.

Ejemplos:
1. 2.
3 1
y:§x+3 Y :§x+2
1
Y :5’17 +1 Y :51‘ -1
5Y i

y=3x+3

3 /
y=3o+1 11
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Rectas perpendiculares Dos rectas son perpendiculares cuando al cortarse entre si forman an-
gulos iguales de 90°. Una consecuencia de esto es que al multiplicar sus pendientes se obtiene

—1.
Ejemplos:
1. 2.
__ 2 1
Yy 335 +1 y=—-x+1
3 2
=-x =2z
Y 4 Y
3 3{ Yy =2
2 +
y=>3z \
Y= —%x +1
-3 -2 -1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
-1+ 14+
Yy = —%x +1
91 91
*
Parabola
La parabola es una curva con la siguiente forma:
Y
y=a’
2 £
1 £
% % % % z
-2 -1 1 2

Esta grafica esta dada por la ecuacion

y=az>+br+c

donde a, b, c son nimeros reales y a # 0. La grafica que tenemos arriba representa una parabola
de ecuaciony =2%,a=1,b=0yc=0.

Veamos algunos ejemplos para analizar como cambian las graficas a medida que variamos
las constantes.
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Si le agregamos la constante ¢ = 1, entonces y = 22 + 1

Y

Observa que para z = 0 — y = 1. Este punto V(0, 1) se llama vértice de la parabola, a partir
de este se abre para arriba. En el ejemplo anterior el vértice era el punto (0, 0).

Ysia # 1, por ejemplo a = —2, la grafica de y = —222 sera:

Determinacion del vertice: Completar cuadrados

¢Qué sucede cuando la ecuacion de la parabola tiene el término b # 0?
Veamos el siguiente ejemplo, cuya ecuacion es

y=—22>+4x+2
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Algo para resaltar es que el vértice ya no se encuentra sobre el eje y. Para poder deter-
minar donde esta el vértice se completa cuadrados. A continuacion te mostramos cual es el
procedimiento con un ejemplo:

Sea

y=4z* +4zx+1

Primero observamos si el oeficiente a es que corresponde al término cuadratico es igual a 1. Si
no, se saca factor comin este coeficiente, el de z2, en los términos lineal y cuadratico

y=4(x* +x) -1

Se sumay se resta dentro del paréntesis el nUmero que se obtiene al dividir el coeficiente de z
en 2y el resultado elevado al cuadrado: (%)2, es decir:

2+ + L : L 2 1

2 2
Si observamos con atencion, los tres primeros términos dentro de los corchetes son un trinomio
cuadrado perfecto. Lo expresamos como el cuadrado de un binomio:

2 2
o+ + (L -1
2 2
,_~_1 2 1 2 .
Ty 2
Para finalizar distribuimos el factor comiin y acomodamos:

(3)-() ]

y=4

y=4

y=4

8
+

y=4

8
+

N = N = N =

N— " —
]
I
[t
|
—_

N
I
N

~__
[\v]
|
N
I
|
—_

[

8
+
\
)

(
-
(

N
Il
S
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La ecuacion queda con la forma
y=alr—h)*+k

donde (h, k) es el vértice de la parabola.
Esta forma de escribir la parabola, donde podemos ver facilmente el vértice de la misma, recibe
el nombre de forma candnica.

También algo para notar en todas las parabolas que presentamos es que si trazamos mental-
mente una recta vertical que pasa por el vértice, hay simetria. A esta recta vertical la llamamos
eje de simetria. En el caso de los primeros ejemplos el eje de simetria era el eje y, para el
ejemplo anterior el eje de simetria es la recta vertical z = —1 y el vértice es el punto (-1, —2).

:Qué quiere decir que son simétricas respecto a un eje? Quiere decir que a abscisas equidis-
tantes del eje de simetria, les corresponde la misma ordenada.

Ejemplo: Paraxz = 0y 2 = —1 el valor de la ordenada es —1, ambos abscisas se encuentran
a 3 de la recta de simetria.

; + + + + A T
S W / 1 2 3
(—=1,-1) (0,-1)

/L.

Ejercicio: ;Puedes completar cuadrado para encontrar la forma canonica de estas parabolas 'y
graficarlas?

T y=2224+3z+1
2. y=—622+3x+2

Resumen

Hagamos un resumen de las caracteristicas mas notables de este tipo de curvas:
+ Su ecuacion general es: y = az? + bz + ¢

+ Completando cuadrados se puede obtener en su forma candnica, la cual es:
y=alxr—h)>+k

- El signo de a nos indica si se abre hacia el lado positivo o negativo del eje .

- De la forma candnica podemos obtener el vértice a simple vista, siendo este V (h, k).

De la misma también podemos identificar la recta a la cual sera simétrica, siendo z = h.
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Ecuaciones

Esta unidad estudiaremos las ecuaciones, qué describen y como resolverlas. Ellas permiten de-
scribir situaciones problematicas vy, resolviéndolas llegamos al resultado. Seguro que en algiin
momento que estuviste navegando por Facebook encontraste una imagen como ésta:

Esta imagen demuestra un ejemplo de un sistema de ecuaciones. Una ecuacion es una
igualdad en la que intervienen variables y constantes.

Observa las primeras dos expresiones, las variables serian las manzanas y las bananas, las
constantes serian los nimeros 30 y 18.

Una ecuacion esta compuesta por dos miembros conectados por un signo igual. La idea en
una ecuacion es encontrar los valores que cumplen con esa igualdad. Esos valores se denomi-
nan raices de la ecuacion y constituyen el conjunto solucion.

Veamos un ejemplo de como resolver una ecuacion. Para ello reemplazaremos las manzanas
por z. Resolvamos la primera ecuacion:

r+x+x=30—3-2=30

Si multiplico ambos miembros de la igualdad por } la igualdad no se altera (uso la propiedad
uniforme vista en la unidad 1 de Nimeros Reales)

L 3 30 L
Z.3.2=30-=
3 3

z =10

La solucion para esta ecuacion es z = 10. Verificamos que es asi reemplazando la z por 10 en la
primera ecuacion:
3-10=30 secumple laigualdad

Entonces:
;qué significa resolver una ecuacion? Resolver una ecuacion significa encontrar el conjunto
solucion que verifique la igualdad. Para ello debes efectuar operaciones a ambos miembros
hasta llevar a la ecuacion a su minima expresion.




K Ingreso

Nivelacion en Matematicas Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia - UNT

Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones son equivalentes en los siguientes casos:

+ Si se suma en ambos miembros de una ecuacion una expresion, se obtiene una ecuacion
equivalente.

Ejemplo:
r+3=15
5+ (x+3)=5+15
x+8=20 es una ecuacion equivalente a la primera

+ Si se multiplican ambos miembros de una ecuacion por un nimero distinto de cero se
obtiene otra ecuacion equivalente

Ejemplo:
r+3=15
2-(x+3)=2-15
2-2+6=30 es una ecuacion equivalente a la primera
iCuidado! Si se multiplican ambos miembros de una ecuacion por una expresion que con-
tiene variables, es posible no obtener ecuaciones equivalentes, ya que pueden introducirse
raices extranas que verifiquen la nueva ecuacion y no la de partida.
Ejemplo:
3-x =6 esmiecuacion de partida cuya soluciones: z =2
Si la multiplico por z se obtiene:
3-22=6-x
3-2°—6-2=0
3-z-(x—2)=0 obtengo dos soluciones posibles: 2y 0

Es decir, hemos introducido una nueva solucion que no verifica la ecuacion de partida.

Conjunto solucion: contiene las soluciones de la ecuacion. Se lo simbolizara como S = {a,b, ...,n},
donde a,b, ...,n son las soluciones posibles de la ecuacion.

Ecuacion lineal o de primer grado con una incognita
Una ecuacion lineal o de primer grado tiene la siguiente forma:
a-x+b=0

donde a'y b son constantesy a # 0. La solucion a esta es Ginicay es z = —2. Es decir, el conjunto
solucion es § = {2},

Pero, ;como llegamos a que esa es la solucion? En el siguiente proceso te lo recordamos:

La ecuacion de primer orden es: a-z+b=0
Sumo ambos miembros por el opuesto de b —b+a-z+b=0-b
pero —b+b=0 entonces: a-xr=-b
T . . . 1 1
Multiplico miembro a miembro por el reciproco de a —a-x=-b-—
a a
1 b
como - -a =1 entonces: x=—=
a a

EL conjunto solucion es § = {-2
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Ejemplos:
1.
3 T+ 5 = 0
3-x=-5
)
xr=——
3
Conjunto solucion S = {_g
2.
5.x=15
15
=
5
=3

Conjunto solucion S = {3}
Ejercicio 1: Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:
1l.z4+2=5
2.3-z2+9=0
3.V3-24+6=38
4. 244-2=0

Ecuacion cuadratica o ecuacion de segundo grado con
una incognita

Una ecuacion cuadratica o de segundo grado con una incognita tiene la siguiente forma:
a-224+b-z+c=0

donde a,by c son constantesy a # 0. a se llama término cuadratico, b término lineal y c termino
independiente.
Para determinar las raices de esta ecuacion usamos la siguiente formula:

bV —4d-a-c
N 2-a
Otra forma de encontrar el conjunto solucion es factoreando la expresion, ya que:

1,2

a-2*+b-r+c=a-(r—mx1)- (v —x9)

donde z; y x5 son las raices de la ecuacion. Siendo el conjunto solucion: S = {xy, 22}
iCuidado! El conjunto S puede tener dos elementos (en cuyo caso x; # z2), uno solo (en
Cuyo caso x; = x3) 0 ninguno. Ya analizaremos cada una de estas posibilidades.

Ejemplo: Vamos a encontrar el conjunto solucion de la siguiente ecuacion utilizando la for-
mula planteada.
3-2°+1-14=0
Los coeficientes de la ecuacion son:
a=3 b=1Yy c=-14

entonces:

—144/12-4-3-(-14)

1,2 =

2-3
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Haremos unos calculos auxiliares. Dentro de la raiz la expresion es:

12—4-3-(—-14)=1-12-(-14) =1 + 168 = 169

—1+ /169

Tio= ——F7
b2 2-3
~1+13
T12 = 6

Obtenemos dos raices distintas =1 y z-:

-1+13 -1-13
6 6
12 —-1-13 14 7

62 e

(s

Entonces la forma factoreada de la ecuacion anterior es:

I =

Por lo tanto el conjunto solucion es:

3~x2+x—14:3~(x—2)-(a:—g):O

Soluciones de la ecuacion cuadratica: Cuando se tiene un término de grado 2, la ecuacion
puede tener a lo sumo dos soluciones reales. Si llamamos discriminante, y lo denotamos por
A,aA=b>—4-a-c tenemos tres casos:

1. SiA=0%2—4-a-c>0laecuacion tiene dos soluciones reales distintas:

b+ Vb —4d-a-c —b—Vb?:—4-a-c

2-a 2 2-a

T

2. SiA=b%—-4-a-c=0laecuacion tiene dos soluciones reales iguales:

—-b
M= =g

3. SiA=0b%2—-4-a-c<0laecuacion no tiene soluciones reales, ya que no esta definida la
raiz cuadrada de nimeros negativos en los reales.

Recuerda que cuando no sepas como factorear una expresion
cuadratica esta manera de sacar los ceros puede ser util. Cuando ya no puedes factorizar la

Ejercicio 2: Resuelve las siguientes ecuaciones cuadraticas y ecuacion de segundo grado
escribelas en su forma factoreada. ;Cuantas soluciones reales \
tienen? Escribe el conjunto solucion.

1. 42’ +52—-6=0
2. 4z2% — 4 = —1

o«
1,.2 _ J
3. 42 432 +17=0 - Lavieja copfiable
4, —22% —4x+3=0
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Ecuaciones reducibles a ecuaciones
de primer y segundo grado

En esta seccion estudiaremos las ecuaciones racionales, logarit-
micas y exponenciales que puedan reducirse a una ecuacion de primer y segundo grado.

Ecuaciones racionales

En las ecuaciones racionales la variable se encuentra en el denominador. Es importante que las
soluciones de esta ecuacion no anulen el denominador, es decir, que cuando reemplacemos el
denominador se haga igual a cero, ya que la division por cero no existe.
Veamos con un ejemplo como se resuelven estas ecuaciones:
Sea la siguiente ecuacion:
dr —3 2z -6
xr—2 z-3
Observemos primero qué valores anulan al denominador. Las expresiones del denominador
sonz — 2y x — 3, es decir que z no puede ser igual a 2 pues 2 — 2 = 0, y tampoco igual a 3 pues
3 — 3 = 0. Existen dos formas de resolver esta ecuacion, veamos primero la mas corta:

1. Observamos el segundo miembro, que 2z — 6 puede factorearse como 2 - (z — 3) ya que 2
es factor comin. La ecuacion queda:
dr—3  2(x—3)

r—2  x-3

Por lo tanto tengo = — 3 en el numerador y en el denominador, puedo simplificar:

4x — 3 (x —3)

=2
x—2 (x —3)
4x — 3

=2
r—2

Multiplico ambos miembros por (z — 2) obteniendo:

dr—3=2-(x—2)

Reacomodando:
dr —3=2x—4
dr —2x =—-4+4+3
20 = —1
1
Ty

El conjunto solucin es S = {—1
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2. Otra opcidn es utilizar la regla de proporciones: el producto de los extremos es igual al
producto de los medios. Entonces quedaria expresado:

(dr—3)-(x—=3)=2z—-6) (z—2)
Aplicando la propiedad distributivay reacomodando obtendremos una ecuacion cuadratica:

drx-x—12x —3x+9=2x -z —4x — 6z + 12
42% — 15z +9 = 22° — 10z + 12
422 — 222 — 1224+ 1024+ 9—-12=0
202 -2 —-3=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica planteada obtenemos las siguientes soluciones:
1
1=y y x2=3

Pero 3 no puede ser una solucion de la ecuacion de partida ya que es un valor que anula
el denominador. Por lo tanto, el conjunto solucion es S = {—1

Para finalizar verifica que la ecuacion esté bien resuelta reemplazando en la ecuacion de par-
tida los valores del conjunto solucion. Si se cumple la igualdad entonces el valor es correcto,
de lo contrario, debes revisar lo realizado ya que cometiste un error de calculo.

Ejercicio 3: Resuelve las siguientes ecuaciones

3z

1. Bz —1)=
(3z —1) P
r+4 3z

"6r+24 z+1

Ecuaciones irracionales

Son aquellas en las que las variables estan dentro de una raiz.

Ejemplo:
r=14+V7—-2

Este se resuelve de la siguiente manera:
Se deja en un miembro solo la raiz, es decir:

r—1=vV7—=x

y se eleva ambos miembros al cuadrado. Es posible que al realizar esto se introduzcan raices
que no son soluciones de la ecuacion original. Realizando esto se obtiene:

(x— 1)2 =7—x
Desarrollandola:

2 —2x+1=7—12
22 —2x+x+1-7=0

2 —x—-6=0

Resolviendo con la formula de las raices de una ecuacion cuadratica:

LE1=3 582:—2
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Obtenemos dos resultados posibles, por ello es importante verificar en la ecuacion de par-
tida. Verifico primero con z; = 3:
er1 — m =17

3-V7-3=
3—Vi=
3-2=1

Por lo tanto z; = 3 es solucion.
Sixy = —2, ;qué pasa?

o — T —x0 =17

—2-VT+2=
2 -9 =
2-3=-1#1

Por lo tanto x5 = —2 no es una solucion.

Ejercicio 4: ;Puedes resolver las siguientes ecuaciones?
1. Ve+5+7T=x
2. Vr+1—+V4dx+4+1=0

Ecuaciones logaritmicas

Son aquellas aquellas que la incognita aparece en el argumento y/o en la base del logaritmo.
Ejemplo:
log, , (1 -3z —2?) =2

Aplicando la definicion de logaritmo:
(1—-2)?=1-3z—2?
Solo resta desarrollar el cuadrado del binomio y reacomodar:

1—-2z+2%2=1-3z— 2>
1-1-2243z+22+2>=0
r+222=0

La expresion tiene como factor comiin z, entonces si factoreamos:
xz-(14+22)=0

Existen dos soluciones para que la expresion sea cero,z =001+2z =0

1+2z=0
20 =—1

1

r=—=

2
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Ahora verificamos si los valores encontrados verifican la ecuacion:
Si z=0-log,_,(1-3-0-07%
log, (1) pero la base no puede ser 1

Por lo tanto = = 0 no pertenece al conjunto solucion.

Si- = —5 ~log,_() (1 ~o:(-3)- (‘D)

Por lo tanto el conjunto solucion es S = {—3

Ejercicio 5: Resolver los siguientes, recuerda utilizar propiedades de logaritmo.
1. log, (22 — 3z +2) — logy (z — 1) =2

2. log; (x+1) + logs (z+3) =1

Ecuaciones exponenciales

Son aquellas ecuaciones en las cuales las variables aparecen involucradas en los exponentes.

Ejemplo 1:

Si aplicamos la propiedad de potenciacion:

El resultado se obtiene igualando los exponentes: —2x =4

Verificamos:

p(10-6) _ 4

Por lo tanto el conjunto solucion es S = {—2}
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Ejemplo 2:
47743 =5

En este caso volvemos a aplicar la misma propiedad: 43T —
42 =5

Pero para resolver aplicamos logaritmo decimal en ambos miembros: log4%® = logh
Aplicando la propiedad de logaritmo: 2z - log4 = logh
. .. logh
Trabajando un poco con la expresion: 2r = @

. . log5
Por la propiedad de cambio de base: logd = log, 5
Entonces: 2z = log, 5
1

Ahora verificaremos para asegurarnos de que el resultado es correcto:

47%-log45 . 43-%-[0&15
Por propiedad de potencia puedo sumar los exponentes:
1 3
—5° log, 5+ 3 log, 5 = log, 5

Obteniendo:
4log4 5 _ 5

Por lo tanto se verifica la ecuacion, el conjunto solucion es S = {3 - log, 5}

Ejercicio 6: Resuelve las siguientes ecuaciones
1. 20" =32) — 16

xr— r __ 2
2. 9= 3w =2

Sistema de dos ecuaciones lineales o de 1° grado en
dos variables

Una ecuacion lineal en dos variables es una expresion de la forma:
a-x+b-y=c

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas se esxpresa como:
a1-r+b-y=cy
ag-r+by-y=cy

¢A qué se parece esto? Es muy parecido a la imagen del principio del capitulo. Si observamos
la imagen, la ecuacion de las bananas y manzanas son un sistema de ecuaciones. Si cambiamos
las manzanas por z y las bananas por y en las primeras dos ecuaciones el sistema queda:

r+x+ax =30
z+y+y=18

3r=30 =2x=10
x4+ 2y =18
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Reemplazando en la segunda ecuacion se obtiene cuanto vale y

2y =18 -z
2y =18 -10
2y =8
y=4

El conjunto solucion estara compuesto por los valores que verifican el sistema. Si el sistema no
tiene solucion se dice que es un sistema incompatible y si tiene solucion es compatible.

Tres métodos para resolver sistemas de ecuaciones

Existen tres métodos para resolver sistemas de ecuaciones, por sustitucion, reduccion e igualacion.

A continuacion te mostramos como resolver un sistema con éstos tres métodos con un ejemplo
numeérico:

+ Método de sustitucion Consiste en despejar una variable de una de las ecuaciones y susti-
tuirla en la otra ecuacion, por ejemplo, sea el siguiente sistema

{ d+z=2y (1)

2r—y=1 (2)
Despejamos la variable y en la ecuacion (1):

1): 2y=4+z

A4+
L
4 n 1
=—-+4+ -z
Y=o
1
= 2 —
Y + 2x
Una vez que tenemos despejada una variable, la reemplazamos en la otra ecuacion, es

decir en (2):
2 — (2+ ix) =1
1
20 — 2 — ix =1

1
(2-5)e-2=1
4-1

r=1+2
3
§$:3
3 2
T =3-
3
T =2

Asi obtenemos el valor de z, pero esto no termina aqui. Para terminar de resolver debemos
reemplazar en la ecuacion anterior a = para encontrar el valor de y:

1
=24+_--2
Yy +2
y=2+1

y=3
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Para finalizar debes verificar que esto se cumpla en cada ecuacion. Si lo hace, el conjunto
solucion es: S = {(2,3)}.

+ Método de reduccion Consiste en sumar o restar una ecuacion con la otra, de manera que
eliminemos una variable. Sea el siguiente sistema:

2y+z=6 (1)
Ssy+z=1 (2)

Restemos a (1) la ecuacion (2):

2-5)y+(1-Dz=6-1

—3y+0x =5
-3y =5
5
¥="3

Y ahora reemplazamos en (1) p (2) para obtener z, por ejemplo en (1):

2<§>+m—6

1
—§0+x:6
10

:6 _—
T +3
L 18410
3
LB
3

Para finalizar debes verificar que esto se cumpla en cada ecuacion. Como lo hace, el con-

junto solucion es: S = {(%,-3)}.

« Método de igualacion Este consiste en despejar una variable en ambas ecuacionesy luego
igualarlas. Por ejemplo despejemos z del sistema anterior:

(1):2y +z =6
r =6—2y
(2):by+ax=1
r =1—>5y
Una vez que tenemos despejada la variable, vamos a igualar ambas expresiones y buscar
el valor de y:
6 —2y =1—>5y
—2y+5y=1-6
3y=—2>5
5

y:—g
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Luego reemplazamos en una de las dos ecuaciones para obtener el valor de z, esto debe
dar como resultado = = 2. Observa que para un mismo sistema, utilizando dos métodos
distintos, obtenemos el mismo resultado.

Ejercicio 7: Resuelve los siguientes sistemas con los distintos métodos vistos
1.
{ z—y=5 (1)
x+2y=-1 (2)

20 —y=-2 (1)
3x—by=4 (2)

3r+y=2 (1)

gm+2y=4 (2)

Resolucion de problemas usando sistemas de ecuaciones

Algunos problemas de la vida real pueden ser planteados mediante sistemas de ecuaciones y
facilmente resueltos. Te vamos a mostrar como con el siguiente problema resuelto:

En una jugueteria venden bicicletas y triciclos. Juany Javier observan las que estan en el salon
de ventas. En un momento Juan dice: " Hay 60 ruedas en total”, a lo que Javier le contesta:"Si,
es verdad. También hay mas triciclos que bicicletas ya que la cantidad de triciclos es igual a
la cantidad de bicicletas mas 5”. Respecto a lo que comentan estos chicos, ;puedes deducir la
cantidad de bicicletas y de triciclos que hay en el salon de la jugueteria?

Para comenzar a plantear el sistema primero determinemos las variables, que son la can-
tidad de bicicletas y triciclos. La cantidad de bicicletas sera representada por la letra By la
cantidad de triciclos por la letra T

Cantidad de bicicletas: B

Cantidad de triciclos: T

Ahora veamos la relacion entre las variables. La primera afirmacion que hace Juan es que hay 60
ruedas en total. Sabemos que las bicicletas tienen 2 ruedas, por lo que la cantidad de ruedas
que aportan es 2 - B. Y los triciclos tienen 3 ruedas, por lo tanto la cantidad de ruedas que
aportan los triciclos sera 3 - T. La suma de estas cantidades sera la cantidad de ruedas totales,
y asi obtenemos la primera ecuacion del sistema:

2B+ 3T =60

Javier realiza una segunda afirmacion importante, dice hay 5 triciclos mas que bicicletas, es
decir que la cantidad de triciclos tiene 5 unidades mas. Obteniendo la segunda ecuacion del

sistema:
T=B+5
Teniendo dos incognitas y dos ecuaciones podemos resolver el sistema:
2B + 3T =60
B+5=T

Queda como ejercicio para ustedes utilizar alguno de los métodos vistos anteriormente para
obtener la cantidad de bicicletas y triciclos.
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Geometria

Nociones basicas

La Geometria es la rama de las matematicas que estudia la extension, la for-

ma de medirla, las relaciones entre puntos, lineas, angulos, planos y figuras, y
la manera como se miden.
En la practica, la geometria sirve para solucionar problemas concretos en el
mundo de lo visible. Un conocimiento geométrico basico es indispensable para
desenvolverse en la vida cotidiana: para orientarse reflexivamente en el espacio;
para hacer estimaciones sobre formas y distancias; para hacer apreciaciones y
calculos relativos a la distribucion de los objetos en el espacio.

Elementos basicos

La Geometria tiene tres elementos basicos: el punto, la recta y el plano.
Punto:

Se representa graficamente por un pequeno circulo y una letra mayiscula que
lo identifica. La siguiente figura muestra tres puntos: A, By C.

B C

e A




I\ Ingreso

N ive laC | 6 n en Matem étl cas Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia - UNT

Recta:

Se entiende como un conjunto infinito de puntos que se extienden indefinida-
mente en sentidos opuestos. Una recta se puede identificar por una letra mi-
nuscula. La figura siguiente muestra la recta AB que pasa por los puntos Ay B.
La recta de la figura también esta identificada como la rectar.

Segln su direccion una recta puede ser Horizontal, Vertical o Inclinada.

Vertical Inclinada

Horizontal

Segiin su posicion relativa, dos rectas pueden ser Secantes (Perpendiculares
u Oblicuas), Paralelas o Coincidentes.

- Secantes: si y solo si tienen un punto en comin. También decimos “se inter-
sectan” o “se cortan” en un punto.

Dos rectas secantes son Perpendiculares, si y solo si forman entre si un angulo
recto.

Dos rectas secantes son Oblicuas si no son perpendiculares.
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- Paralelas: si no tienen ningln punto en comin.

- Coincidentes: si tienen todos sus puntos en coman.

Semirrecta: la definimos como la porcion de una recta que tiene principio
pero no tiene fin.

A

Segmento de recta: es una porcion de la recta con principio y con fin, es decir
sabemos donde empieza y donde termina, podemos medirlo.

A'/B
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Plano:
Un plano es una superficie totalmente plana que se extiende indefinidamente.
Una mesa de vidrio o la cubierta de un escritorio da la idea de un plano. Un
plano se representa geométricamente por una figura de cuatro lados y una letra
mayuscula. La siguiente figura representa al plano P.

P

Distancia

Un concepto importante es el de distancia entre dos objetos.

Distancia entre dos puntos: es la longitud del segmento de recta entre dos
puntos.

PURN
\/.. m

Entre un puntoyunarecta: es la longitud del segmento de recta perpendicular
trazado desde el punto a la recta.

900 d

C

Entre dos rectas paralelas: es la longitud del segmento perpendicular a ellas
que las une.
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Angulos

Angulo se define como la parte del plano determinada por dos semirrectas
llamadas lados que tienen el mismo punto de origen llamado vértice del angulo.
La notacion de un angulo se designa una letra mayuscula situada en el vértice:
A, una letra griega: &, o con tres letras mayisculas (la letra que corresponde al
vértice se coloca entre las otras dos): ABC.

L L -

Sistemas de medicion de angulos

Para poder cuantificar cuanto mide de amplitud de un angulo se utiliza un
sistema de medicion. Los mas utilizados son el Sistema Sexagesimal y el Sistema
Radial.

Sistema sexagesimal

La unidad de medida de angulos del sistema sexagesimal es el grado (°), que
representa la subdivision en 90 partes iguales de un angulo recto.
Sus subunidades son el minuto (') y segundo ("). Cada grado se divide en 60 mi-
nutos y cada minuto se divide en 60 segundos.

En la siguiente tabla se observa las equivalencias:

Grado sexagesimal 1° = angfecto

Minuto sexagesimal =151

Segundo sexagesimal ) (A S
60 3600

Operaciones con angulos en el sistema sexa-
gesimal

Suma de angulos
- Se colocan en columnas los grados, los minutos y los segundos.
- Se suman las columnas por separado.
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- Luego se realizan las transformaciones correspondientes (recordar que tan-
to en los minutos como segundos puedo tener un maximo de 59, si hay 60 o mas
hay que transformar; cada sesenta corresponde 1 del orden inmediato superior.

Resta de angulos

- Se colocan en columnas los grados, los minutos y los segundos.

- Se restan los segundos. Caso de que no sea posible, se transforma un minuto
del minuendo en 60 segundos y se lo sumamos a los segundos del minuendo. A
continuacion restamos los segundos.

- Se hace lo mismo con los minutos.

Producto por un nimero natural

- Se colocan en columnas los grados, los minutos y los segundos.

- Se multiplica cada columna por el nimero natural.

- Luego se realizan las transformaciones correspondientes, como en la suma (re-
cordar que tanto en los minutos como segundos puedo tener un maximo de 59,
si hay 60 0 mas hay que transformar; cada sesenta corresponde 1 del orden in-
mediato superior).

Cociente por un nimero natural

- Se colocan en columnas los grados, los minutos y los segundos.

- Se dividen los grados entre el numero natural. En caso que quede resto, se lo
transforma en minutos y se suman a los minutos existentes

- Se hace lo mismo con los minutos.

Ejemplo: Sean los angulos o = 18°56'37" y 3 = 66°45'36". Calcular:

a) a+f b) 5 — « c) 3a d) B/4
18° 56 377 104’ 18° 56 377 66° 45 36" 4
+ 66° 45 36" 65° / AL . 96" X 3 2°> +120 16° 417 24”7
84° 101’{73" 667 BE 38" 54° 168',[ 111" 165’
+1’ - 18° 56 37" +1 1 —> +60”
84° 102" 13 47° 48 59 54° 169" 51 96
+1° +2° 0"
gse 42’ 13" 56° 49° 51~

Ejercicio: Sean los angulos a = 25°31’57" y 3 = 13°38'3”. Te animas a calcular:

a) a+p3 b) a — c) 2« d) 3/3
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Sistema radial

La unidad de este sistema es el radian, y se define de la siguiente manera:
Dada una circunferencia de radio r, se define un radian como la amplitud del
angulo subtendido por un arco igual al radio de la circunferencia. Es decir, que
la longitud del arco es igual al radio de la circunferencia.

A

B Longitud del arco AB=r
a=1

Longitud de arco: Si para un angulo de 1 radian la longitud del arco es igual
al radio, entonces para un angulo central ¢ la longitud del arco sera: s = r - ¢.
Esto nos da la pauta que el radian es un niamero real.

Ejemplo: Determina la longitud del arco de una circunferencia de radio de 4
cm, sabiendo que esta subtendido por un angulo de ¢ = 7/6

2
s:r-¢:4cm-%:4-%cm:lcm

3

Ejercicio: Determina el angulo que subtiende un arco de una circunferencia
de 3wcm de longitud y de radio de 6 cm.

Operaciones con angulos en el sistema radial
Como ya vimos, los radianes son nimeros reales, por lo que consecuente-

mente: la Suma, la Resta, el Producto por un nimero natural y el Cociente por
un namero natural de ellos se deben realizar como tales.

Ejemplo: Sean los angulos « = 37 /4y 3 = 57 /3. Calcular:

a) a+p3 b) 5 —« c) 2« d) 3/3
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3 5_7T B Or + 200 297

atf=7+3 12 12
_57r 37r_207r—97r_117r
5_0‘_?3_13_ 12 12
Y[ T
200 =2 Vi)
,8_%“_5#
3 3 9

Ejercicio: Sean los angulos a = 57/6 'y 8 = 27/3. Te animas a calcular:

a) a+f b) o — 3 c) 3a d) 3/2

Equivalencia entre el sistema radial y el sexa-
gesimal

Para pasar de radianes a grados sexagesimales, o viceversa, hay que recordar
la relacion para un angulo que describe una circunferencia completa expresado
en grados y radianes, como:

360° — 27

O larelacion para un angulo que describe una semicircunsferencia expresado
en grados y radianes, como:

180° — 7

Por lo tanto, con una simple regla de tres simple”podemos transformar gra-
dos en radianes y viceversa.

180° — 7

T
90° — —
2

Ejemplo: ;Cuantos radianes equivalen 60°?

180° — 7
60° — x
_60°~7T T

180° 3
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También podemos determinar en sentido inverso, ;cuantos grados equivalen
7 radianes?

™ — 180°

T

1 T
T.180° 180°
i TS
T 4

Tr =

Ejercicio: Convierte los siguientes nimeros al sistema sexagesimal o radial
segun corresponda

a)

o9

b) - c) 150° d) 35°

Congruencia:

Si dos angulos se pueden superponer se dice que son congruentes, es de-
cir, que tienen la misma amplitud, la misma medida, sin importar su posicion u
orientacion.

Ejemplos:
&y /3 son congruentes
B
a = 50°
A
l C

d Yy 4 no son congruentes
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Clasificacion de angulos

Los angulos se clasifican de la siguiente manera:

Angulo recto: Cuando dos rectas se cortan y dividen el plano en cuatro zonas
iguales, cuyos angulos son congruentes. Cada uno de ellos es un angulo recto.
En el sistema sexagesimal mide 90° y en el sistema radial mide 7 /2.

A®

a = 90°
B @ ® C

Angulo agudo: Un angulo es agudo si su amplitud es menor que la de un
angulo recto.
En el sistema sexagesimal miden entre 0°y 90° y en el sistema radial miden entre
0y /2.

C

B @

Angulo obtuso: Un angulo es obtuso si su amplitud es mayor que la de un
angulo recto.
En el sistema sexagesimal miden entre 90° y 180° y en el sistema radial miden
entre /2y 7.

® C

B

Angulo llano: Un angulo es llano cuando los lados del mismo son colineales,
es decir que tienen la misma direccion.
En el sistema sexagesimal mide 180° y en el sistema radial mide 7.
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a = 180°
Ao m e
B

Angulo convexo: Un angulo es convexo si su amplitud es mayor a la de un
angulo nulo y menor que la de un angulo llano.
Observacion: los angulos agudos y obtusos son angulos convexos.
Ejemplos:

A A
Convexo
Convexo 8.
B o @
B

Angulo concavo: Un angulo es concavo si su amplitud es mayor que la de un
angulo llano.
Ejemplo:

Concavo

® C

A

Relaciones entre pares de angulos

Sean a'y 3 dos angulos.

Angulos consecutivos: Son los angulos que tienen el mismo vértice y un lado
coman.

Q= 33° 42
A
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Angulos adyacentes: Son angulos consecutivos con sus lados no comunes
sobre una misma recta.

Angulos complementarios: Dos angulos son complementarios si la suma de
sus amplitudes es igual a un angulo recto.

&+ = 26° 36" + 63° 24" = 90°

a = 26° 36/
A

Angulos suplementarios: Dos angulos son suplementarios si la suma de sus
amplitudes es igual a un aangulo llano.

F C &+ [ = 63° 24’ 4+ 116° 36’ = 180°

/[7) =116° 36/ a = 63° 24/

A
E B

Angulos opuestos por el vértice: Dadas dos rectas que se intersectan en un
punto O, quedan determinados cuatro angulos a, 3, v y § convexos. Se puede
probar que oy v son congruentes y 3y § también. Estos pares se dicen que son
opuestos por el vértice.

&'y 4 son opuestos por el vértice

o . o YAl A ~ P
v = 108° 24 @ = 1087245y § son opuestos por el vértice

= T71° 36
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Otra caracteristiga a notar es que a y § son angulos adyacentes y suplemen-
tarios, ya que & + 0 = 180°. Lo mismo ocurre con 3y -, son suplementarios y

adyacentes.

Angulos determinados por dos rectas paralelas cortadas por una transver-
sal no perpendicular: Cuando ocurre este caso ocho angulos son determinados,
cuatro agudos y cuatro obtusos, como se observa en la imagen.

e = 135°

0 = 45°

1= 135Los pares ¢, 5 y 0, 7 son alternos externos
Los pares o, ¢ y 3, n son alternos internos
son también congruentes.

15° Los pares a y 6 son correspondientes

y congruentes.

n'y a son conjugados y suplementarios

v = 45°

Tomando como ejemplo el par a'y # que son correspondientes y el par o'y
n que son conjugados, ;puedes indicar que otros pares son correspondiente y

cuales son conjugados?

Bisectriz de un angulo: Es la semirecta que tiene origen en el vértice del an-
gulo y lo divide al mismo en dos angulos congruentes.

r bisectriz de &

a = 56° 18
=289
O
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Circunferencia

La circunferencia es el conjunto de puntos del plano que equidistan de un
punto fijo O, llamado centro de la circunferencia. Su grafica corresponde a la
siguiente figura:

¢ r es el radio, la distancia desde el centro
a cualquier punto de la circunferencia

e D = 2r es el diametro, es la longitud del
segmento que une dos puntos A, By pasa
diametro por el centro O

e La cuerda es un segmento que une a dos
puntos C'y D de la circunferencia.

e El arco es una porcion de la circunferencia
entre dos puntos de la misma.

Diferencias entre circunferencia, circulo y se-
micirculo

En la vida diaria muchos usan el término circulo o circunferencia indistinta-
mente. Aqui vamos a explicar en que se diferencian.
Circunferencia como dijimos son los puntos que equidistan a un centro, es decir
es la linea llena, los puntos del interior no pertenecen a la circunferencia.
En cambio, un circulo es el conjunto de puntos de la circunferenciay el area que
encierra.
Semicirculo es la mitad del circulo.
Para entender mejor mira imagen:

Circunferencia Circulo Semicirculo
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Relacion entre una recta y la circunferencia

Existen tres casos. Veamos cada uno de ellos.
La recta puede ser exterior a la circunferencia, es decir, no se intersectan, no
tienen ningln punto en comin, graficamente:

Puede ser tangente a la circunferencia cuando tienen Unicamente un punto
P(x,y) en comln. También esta recta es perpendicular al radio:
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Por Gltimo, la recta puede cortar a la circunferencia en dos puntos, se llama
recta secante:

Longitud de la circunferencia

También llamado perimetro, es lo que mide la circunferencia. Es decir, si nos
paramos en un punto de ella y la medimos hasta llegar al mismo punto.
Se calcula como:

L=2-m-7r

siendo r el radio.
0, lo que es lo mismo: L = 7 - D, donde D es el diametro.
Graficamente:
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Angulos dentro de una circunferencia

Podemos definir los siguientes angulos:

« se llama angulo central, tiene su vértice en el
centro de la circunferencia y sus lados

son secantes a ella.

3 se llama angulo inscripto y su vértice se ubica
en un punto de la circunferencia y sus lados
son secantes a ella.

Propiedad:
Existe una relacion entre el angulo central y el inscripto: si 3 es un angulo ins-
cripto en una circunferencia, y o es el angulo central, que subtienden el mismo
arco, es decir que sus lados cortan a los mismos puntos de la circunferencia,
entonces 3 = 3.
Graficamente:

«
B=3
Observa que en el caso del %jemplo
a  41° 3¢ o
B = 20° 48 se cumple queﬁ=§: 5 = 20° 48

a = 41° 36

Observacion:
Ahora que sabemos un poco mas de propiedades de angulos y circunferencia
podemos comprender mejor la definicion de radian.
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Poligonos

Un poligono es una figura geométrica plana compuesta por una secuencia
finita de segmentos rectos consecutivos que encierran una region en el plano.

’ D Vértices
Diagonales 4

Y C Lados

Angulos

Angulos exteriores

interiores

Elementos de un Poligono

En un poligono se distinguen los siguientes elementos geomeétricos:
Lados del poligono: son cada uno de los segmentos que conforman el poligono.
Vértices de un poligono: son los puntos de interseccion o puntos de union entre
lados consecutivos.
Diagonales del poligono: son segmentos que une dos vértices, no consecutivos,
del poligono.
Angulo interior del poligono: es el angulo formado, internamente al poligono,
por dos lados consecutivos.
Angulo exterior del poligono: es el angulo formado, externamente al poligono,
por uno de sus lados y la prolongacion del lado consecutivo.

Clasificacion de los Poligonos

Los poligonos se pueden clasificar:

Segun el niumero de lados o angulos: Triangulo (3), Cuadrilatero (4), Pentagono
(5), Hexagono (6 ), Heptagono (7). Octogono (8), Nonagono (9), Decagono (10), etc.
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Segun la igualdad de sus lados y angulos:
- Poligono Regular: es un poligono cuyos lados y angulos interiores son iguales

entre si.
Triangulo Cuadrilatero Pentagono Hexagono Octogono
regular regular regular regular regular

- Poligono Irregular: es un poligono con al menos un lado o un angulo interior
distinto a los otros.

NEUS'e

Triangulo Cuadrilatero Pentagono Hexagono Octogono
irregular irregular irregular irregular irregular

Perimetro y Area de un Poligono

El Perimetro de una figura es la linea o conjunto de lineas que forman el
contorno de una figura. Si queremos saber cuanto mide el perimetro, debemos
sumar las longitudes de estas lineas.

La superficie de una figura es el conjunto de puntos que encierra su contorno. El
Area de la figura es la cantidad de superficie que encierra sus limites. Es decir,
el area es el valor numérico que mide cuanta superficie.

Estos términos son muy utilizados en la vida cotidiana. Por ejemplo cuando se
quiere comprar un terreno para construir una casa o sembrar. El area seria la
medida de todo el terreno, mientras que el perimetro la longitud del borde del
terreno.
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Triangulos

Un triangulo es un poligono que tiene tres lados. Los puntos en comin a dos
lados se denominan vértices.
Tiene tres angulos interiores cuya suma es 180°.
Tiene tres angulos exteriores cuya suma es 360°.
Un ejemplo se observa en la figura:

Los angulos interiores son: a, 8y v
a+ B+ =56+ 56° + 68° = 180°
Los angulos exteriores son: §, ey ¢
0+ €+ (¢ =112°4124° + 124° = 360°

Clasificacion de triangulos

Segin la longitud de sus lados hay tres tipos de triangulos:

Isosceles: tiene dos lados iguales. Escaleno: tiene todos sus lados diferentes.

Equilatero: tiene todos sus lados iguales.
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Segiin los angulos pueden ser:

N

Acutangulo: Rectangulo: Obtusangulo:
Tres angulos agudos Un angulo recto Un angulo obtuso

Teorema de Pitagoras

En los triangulos rectangulos a los lados se los llama de una manera especial.

A

Cateto=b ipotenusa = c

C’_I B

Cateto = a

Y se relacionan mediante el Teorema de Pitagoras, que dice lo siguiente:

En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de los catetos.

Es decir:

¢ =a’+b

Si lo expresamos con los lados del triangulo:

AB° = BC' + AC”
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Ejemplo grafico:
2 2 _ K2
o5 3 +4°=5H
9416 =25
5
9 3
-
4
16
Ejemplo:

Mariana esta en Paris visitando la torre Eiffel, obser-
vando la cima de la torre a 150m de distancia. Si la torre
mide 300m de altura, ;qué distancia hay desde donde esta
parada Mariana hasta la cima de la torre?

Por Pitagoras: 2 = 1502 + 300°
2% = 22500 + 90000

z = /112500
x A~ 335,4

Hay aproximadamente 335, 4 metros desde donde esta
parada Mariana hasta la cima de la Torre Eiffel.
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Alturas, Medianas, Mediatrices y Bisectrices de
un Triangulo

Altura: La altura correspondiente a un lado, es el segmento perpendicular
trazado desde el vértice opuesto a la recta que contiene dicho lado. Como el

triangulo tiene 3 lados, consecuentemente tendra 3 alturas, cada una corres-
pondiente a cada lado.

Graficamente:
O C C
B
A= P b
Altura correspondiente Altura correspondiente Altura correspondiente
al lado AC al lado AB al lado BC

Propiedad: Las rectas que contienen a las alturas de un triangulo se inter-
sectan en un punto, llamado "ortocentro”.

Mediana: La mediana correspondiente a un lado, es el segmento determinado
por el vértice opuesto y el punto medio de dicho lado. Como el triangulo tiene 3

lados, consecuentemente tendra 3 medianas, cada una correspondiente a cada
lado.

Graficamente:
B B
A M, C 2 C
AM, = M,C BM, = MyC AM; = M3B
BM, Mediana AM, Mediana C' M5 Mediana
correspondiente correspondiente correspondiente
al lado AC al lado BC al lado AB

Propiedad: Las medianas de un triangulo se intersectan en un punto, llama-
do "baricentro” o "centroide”, cuya distancia a cada vértice es igual a  de la
longitud de cada mediana correspondiente.
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Mediatriz: La mediatriz correspondiente a un lado de un triangulo es la recta
perpendicular a un lado y que pasa por su punto medio. Como el triangulo tiene
3 lados, consecuentemente tendra 3 mediatrices, cada una correspondiente a

cada lado.
Graficamente:
B B B
PQ P3
™
) T3
n-l .
A P, ¢ A C A C
AP, = P,C BP, = P,C AP; = P4B
1 1 TC () 1 BiC T3 L E
r1 Mediatriz ro Mediatriz rs Mediatriz
correspondiente correspondiente correspondiente
al lado AC al lado BC al lado AB

Propiedad: Las mediatrices de un triangulo se intersectan en un punto, lla-
mado "circuncentro”, que equidista de sus vértices.

Bisectriz: La bisectriz correspondiente a un angulo de un triangulo es el seg-
mento que divide al angulo en dos angulos congruentes y sus extremos son el
vértice de dicho angulo y el punto de interseccion con el lado opuesto. Como
el triangulo tiene 3 angulos, consecuentemente tendra 3 bisectrices, cada una
correspondiente a cada angulo.

Graficamente:
B B B
Py C\ €
ol
A C A P C
a=p 4= e=¢
AP, Bisectriz C P, Bisectriz BP; Bisectriz
correspondiente correspondiente correspondiente
al angulo A al angulo C al angulo B

Propiedad: Las bisectrices de un triangulo se intersectan en un punto, llama-
do "incentro”, que equidista de sus lados.
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Sabias que hay una recta que contiene al ortocentro, al circuncentro y al ba-
ricentro de un triangulo?
Se denomina "Recta de Euler” en honor al matematico suizo, Leonhard Euler,
quien demostro la colinealidad de los mencionados puntos notables de un trian-
gulo, en 1765.

Ejercicio: Dibuja un triangulo equilatero y traza las alturas, las medianas, las
mediatrices y las bisectrices. ;Qué puedes concluir?

Triangulo inscripto y circunscripto

Una circunferencia externa que toca a un triangulo en sus 3 vertices se llama
circunferencia circunscripta al triangulo.
Una circunferencia interna que toca a un triangulo en sus 3 lados es una circun-
ferencia inscripta en el triangulo.

Circunferencia inscripta Circunferencia circunscripta

De las propiedades de las bisectrices y mediatrices se puede deducir:

1. Es posible trazar una circunferencia inscripta con centro en la intersec-
cion de las bisectrices y radio la distancia de ese punto a cada lado. Esta
circunferencia es tangente a los lados del triangulo.

Circunferencia inscripta
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2. Es posible trazar una circunferencia circunscripta al triangulo con centro
en la interseccion de las mediatrices y por radio la distancia desde este
punto a cada veértice.

Circunferencia circunscripta

Semejanza de triangulos

Dos triangulos son semejantes si y solo si los lados de uno son proporcio-
nales a los lados del otro, y los angulos son congruentes.
Se llaman homaologos a los lados opuestos a los angulos congruentes.

C
a b A B

ab be ca .

= = y a=A b=B ¢=C
AB BC CA

Ejemplo:

63°24'
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Comprobamos que son triangulos semejantes ya que los lados verifican:

ab 3 1

2,2

be 1 ca 1
AB 6 2 BC 44 2 (CA 56 2
Y los angulos son congruentes:

~

a=A=45 b=B=63°24 é¢=C =71°36

Criterios de semejanza:

1. Si dos triangulos tienen sus lados homologos proporcionales, son seme-

jantes.
a b A B

ab be ca

AB BC CA

2. Sidostriangulos tienen dos lados respectivamente proporcionalesy el an-
gulo comprendido congruente, entonces son semejantes.

a bA B

Q>
If
s

Al

@
AB
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3. Sidos triangulos tienen dos angulos respectivamente congruentes, enton-
ces son semejantes

1\

S
F
S
Sy

~

A

S
Il
S

Q>
Il

Cuadrilateros particulares

Un cuadrilatero es un poligono que tiene cuatro lados. En esta seccion te
mostramos todas las variantes que puedes encontrar en este curso:

Cuadrado:

Figura con dos pares de lados paralelos.
Cuatro lados congruentes.

Cuatro angulos congruentes.

H Rectangulo:

Figura con dos pares de lados paralelos.
Dos pares de lados opuestos congruentes.
Cuatro angulos congruentes.

W Paralelogramo:
/ / Figura con dos pares de lados paralelos.
"

Dos pares de lados opuestos congruentes.
Dos pares de angulos opuestos congruentes.
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Rombo:

Figura con dos pares de lados paralelos.
Cuatro lados congruentes.

Dos pares de angulos opuestos congruentes.

Romboide:
Es una figura con dos pares de lados congruentes.

Un par de angulos opuestos congruentes.

Trapecio:
Figura con dos lados paralelos.

Trapecio isosceles:

Figura con un par de lados paralelos.

Un par de lados opuestos congruentes.

Dos pares de angulos adyacentes a las bases congruentes.

Trapezoide:
Figura de cuatro lados donde ninguno es paralelo o congruente.

N PD<O©

Ejercicios:
1) ;Te animas a indicar cual o cuales de los anteriores cuadrilateros son regula-
res?
2) ;Puedes indicar en los cuadrilateros particulares, cuales son los angulos con-
gruentes en cada uno de ellos?
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Perimetros y areas de poligonos particulares

Veamos como calcular los perimetros y areas de algunas figuras conocidas:

Triangulo
L, h Lo Perimetro: p = Ly + Lo + L3
P Ls-h
Area: A = =*
2
Ls
Cuadrado
L
L L Perimetro:p=L+L+L+L=4-L
Area: A= L-L = [L?
L
Rectangulo
Ly
L2 LgPerimetFO:p:L1+L1+L2+L2:2~L1+2-L2

Area: A= Ly Ly
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Rombo de lado L y diagonales Dy d

Perimetro:p=L+L+L+L=4-L

, D -

Area: A = Td

D es la diagonal mayor (mayor longitud)
d es la diagonal menor (menor longitud)

Trapecio
b Perimetro: p = B+ b+ Ly + Lo
Area: A = (Btb)-h
Ly h Ly B es la base mayor (mayor longitud)

b es la base menor (menor longitud)
h es la altura de la figura

B

Importante: Observa que las areas pueden ser obtenidas si descompones las
figuras en triangulos y rectangulos y sumas sus areas.

Ejemplo: Calcular el area y el perimetro de la siguiente figura:

30 cm

30 cm

30 cm 40 cm 15cm

Como se trata de una figura compuesta, debemos descomponerlo en figuras
conocidas para poder determinar el area total:
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b
5
= a A2 Ad |s
§ A3
3]
= a A1 "
a
30 cm 40 cm 15 cm

El area total sera: A = A1 + A2 + A3 + A4, donde:

Al = 30em - 30em = 900cm? A2 = 30em - T0em = 2100em?
30cm - 40 - (15em)? 225
A3 = M = 600cm? Ad = w = Tﬂcm2

El area total sera:

225
A = 900cm? + 2100em? + 600cm? + Twch
225
A = 3600cm? + TWcmz
Para determinar el perimetro tenemos que sumar las longitudes de las lineas

del contorno de la figura. En este caso queda de la siguiente manera:

P=a+a+b+s+h+a
P:a+a+b—|—7r-g—|— (b—a)®+a’+a

30cm

+ 1/ (70cm — 30cm)? + (30cm)? + 30cm

P = 30ecm + 30em + 70em + 7 -

P = 160cm + 15mem + vV 2500em?
P = 160cm + 157em + 50em
P =210ecm + 15mem
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Trigonometria

Razones trigonomeétricas de un angulo agudo en un
triangulo rectangulo

Como vimos en Geometria, un triangulo rectangulo es aquel que tiene 1 angulo interior recto y los
otros 2 son angulos agudos. Al lado mas largo del triangulo se le llama hipotenusa y a los otros dos
lados se los llama catetos y son los que conforman el angulo recto.

Observa el siguiente grafico:

. Cateto opuesto a
Hipotenusa

@ m
Cateto adyacente a «

Si consideramos uno de los angulos agudos, el cateto adyacente es aquel que forma parte del an-
gulo al cual se hace referencia y el cateto opuesto es el lado que no forma parte del angulo que se
toma como referencia y se encuentra enfrente de este.

Actividad 1:

1. Toma una hoja de papel y dibuja tres triangulos rectangulos cuyos catetos midan:
Triangulo 1: 3y 4 cm.
Triangulo 2: 6y 8 cm.
Triangulo 3: 9y 12 cm.

2. Marca en cada uno el angulo agudo que se forma entre el cateto de menor longitud y la hipote-
nusa.

3. Superpone los tres triangulos haciendo coincidir los angulos que acabas de marcar. ;Qué obser-
vas?

Para los tres triangulos construidos las longitudes de sus los lados son diferentes, pero...jlos tres an-
gulos interiores coinciden! A los triangulos que tienen estas caracteristicas se los llama triangulos
semejantes.

De esto se dieron cuenta hace muchisimo tiempo los antiguos griegos y encontraron que al dividir
la longitud del cateto opuesto a a y la hipotenusa en estos triangulos obtenian el mismo valor.

Actividad 2:

1. Calcula el valor de las respectivas hipotenusas de los tres triangulos que construiste, aplicando
el Teorema de Pitagoras.

2. Para cada triangulo, divide la longitud del cateto opuesto en la longitud de la hipotenusa.

3. Verifica que siempre obtienes el nimero .
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Conclusion: Si el angulo es el mismo, el cociente entre el cateto opuesto y la hipotenusa es el mis-
mo. A este cociente se lo llama sen a. Es decir:

cateto opuesto

senoa = :
hipotenusa

Ya sabes como calcular el valor del seno de un angulo agudo de un triangulo rectangulo.

Actividad 3:

1. Construye triangulos rectangulos de otras medidas.

2. Elige uno de sus angulos agudos e identifica el cateto opuesto y la hipotenusa.
3. Calcula el valor del seno del angulo elegido.

¢Y si ahora consideramos el cociente entre cateto adyacente y la hipotenusa? ;Qué crees que pa-
sara?

Actividad 4:

1. Para cada triangulo propuesto en la Actividad 1, divide la longitud del cateto adyacente en la
longitud de la hipotenusa.

2. Verifica que siempre obtienes el nimero 2.

Conclusion: Si el angulo es el mismo, el cociente entre el cateto adyacente y la hipotenusa es el
mismo. A este cociente se lo llama cos «. Es decir:

cateto adyacente
CoSa = .
hipotenusa

Ya sabes como calcular el valor del coseno de un angulo agudo de un triangulo rectangulo.

¢Y si ahora consideramos el cociente entre cateto opuesto y el cateto adyacente? ;Qué crees que
pasara?

Actividad 5:

1. Para cada triangulo propuesto en la Actividad 1, divide la longitud del cateto opuesto en la lon-
gitud del cateto adyacente.

2. Verifica que siempre obtienes el nimero 3.

Conclusion: Si el angulo es el mismo, el cociente entre el cateto opuesto y el cateto adyacente es
el mismo. A este cociente se lo llama tan «. Es decir:

_ cateto opuesto
~ cateto adyacente

tana
Ya sabes como calcular el valor de la tangente de un angulo agudo de un triangulo rectangulo.

Ejercicio: Prueba que
sena
tana =

cos o
De esta manera, si ya conoces los valores del sen o y del cos a puedes obtener facilmente su tangente.
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Razones trigonométricas reciprocas

En base a las funciones trigonométricas antes definidas, se pueden calcular sus reciprocas de la
siguiente forma:

= La cosecante del angulo es el cociente entre la hipotenusa y el cateto opuesto:

hipotenusa 1
cateto opuesto  sena

coseCa =

= La secante del angulo es el cociente entre la hipotenusa y el cateto adyacente:

hipotenusa 1

seCa = =
cateto adyacente CoOSs«

= La cotangente del angulo es el cociente entre el cateto adyacente y el cateto opuesto:

cateto adyacente 1
cotga = =
cateto opuesto tana

Valores de las funciones trigonomeétricas en angulos nota-
bles.

También se pueden determinar los valores exactos de las funciones trigonométricas de angulos
notables, los que se muestran a continuacion:

YA

>
X
o) 0° 30° 15° 60° 90°
0(rad) 0 /6 /4 /3 /2
senf 0 z @ @ 1
cosf 1 @ ? i 0
tgh 0 % = @ 1 V3 No Existe
cotgd | No Existe V3 1 % = @ 0
sec 1 % =24 | V2 2 No Existe
cosecd | No existe 2 V2 % = QT‘/g 1
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Regla nemotécnica:

En principio podriamos aprender de memoria estos valores, pero probablemente con el tiempo los
olvidemos. Por lo cual se puede utilizar una *regla practica* para calcular los valores de las funciones
seno y coseno de los angulos notables del 1° cuadrante, y a partir de esos valores, calcular los valores
de las restantes funciones trigonométricas.
¢En qué consiste ésta regla?

Numeramos los angulos notables 0, /6, 7/4, /3y 7/2, en ese orden, del 0 a 4. Luego aplicamos raiz a
cada niimero, es decir: V0, V1, v/2, V3 y v/4, luego dividimos a cada uno en dos. Obtenemos asi la fila
de los senos.

Para obtener la fila de los cosenos no hace falta realizar ningln calculo, simplemente colocamos la fila
obtenida anteriormente pero en orden inverso.

Para un mejor entendimiento, se muestra la siguiente tabla:

(?} 0° 30° 45° 60° 90°
0 N T 13 T T
(radianes) 6 4 3 2
VO Vi V2 V3 V4
2 2 2 2 2
1
sen @ 0 3 ﬂ E 1
”3 *hﬁ“:\ﬁ
—
1
cos 6 1 E E = 0
2 2 2

Para calcular las demas funciones trigonometricas, se utilizan las relaciones entre las funciones de
un mismo angulo.

Ejemplo: Calcular las demas funciones trigonométricas para angulo 6 = Z.

GT_SME_ b _ 2 13
6 cosg @ 23 V3 3
s V3
cosT X2 9
cotg? — %E _ 5 2B g
6 seng 5
1 1 2 2v3
6 cos% @ V3 3
T 1 1
cosec — = — =7 =2
6 sen % 5

Ejercicio: ;Te animas a calcular las demas funciones trigonométricas para losangulos 6 = Ty 6 = 2?
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El circulo trigonometrico

El circulo trigonomeétrico, también conocido como goniométrico, es aquel circulo cuyo centro coin-
cide con el origen de coordenadas del plano cartesiano y cuyo radio mide la unidad. Dicho circulo se
utiliza con el fin de poder estudiar facilmente tanto los valores como el signo de funciones trigonomé-
tricas de cualquier angulo, mediante la representacion de triangulos rectangulos auxiliares.

an

En este circulo trabajaremos con angulos dirigidos, los cuales tienen las siguientes caracteristicas:

= Un lado inicial, semirrecta con el origen en el origen de coordenadas (0,0) y coincidente con el
semieje positivo en z.

= Un lado terminal, semirrecta con origen en el origen de coordenadas y una inclinacion dada.
= Una determinada amplitud.

= Un sentido: positivo si partimos del lado inicial y giramos en sentido antihorario hasta llegar al
lado final y negativo si partimos del lado inicial y giramos en sentido horario hasta llegar al lado
final.

Aqui vemos ejemplos de angulos dirigidos en los 4 cuadrantes:

Y. Y Y Y

s < AN N

e

El lado terminal de un angulo 6, intersecta en un punto P a la circunferencia del circulo trigono-
métrico y la recta perpendicular al eje X que pasa por el punto P intersecta a dicho eje en el punto

Q.
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Las graficas para angulos 6 en los 4 cuadrantes seran:

Y. Y Y

o N Q

Y
¥

(o).
|/

Calculando las funciones seno y coseno del angulo # y sabiendo que el segmento OP = 1:

oQ

1

PQ PQ
0 = —_— — =
NG T ©

38

cosf =

PQ
De lo que se deduce que:

= El segmento PQ representa a la funcion seno del angulo 4 sin su signo. El signo queda determi-
nado por la posicion del segmento: positivo si esta ubicado arriba del eje X y negativo se esta
ubicado abajo del eje X.

= El segmento 0Q respresenta a la funcion coseno del angulo 0 sin su signo. El signo queda deter-
minado por la posicion del segmento: positivo si esta ubicado a la derecha del eje Y y negativo
se esta ubicado a la izquierda del eje Y.

Sabiendo que el circulo trigonomeétrico tiene radio = 1, podemos determinar las funciones senoy
coseno de los angulos cuyos lados terminales coinciden con los semiejes de X y de Y.

2
\\ X

0=31/2 ]

Y Y Y

6=0

- ‘/\ X

AR

0 0 /2 T 3m/2 27
senf 0 1 0 —1 0
cosf 1 0 -1 0 1

tgd 0 No Existe 0 No Existe 0
cotgh | No Existe 0 No Existe 0 No Existe
secd 1 No Existe -1 No Existe 1

cosecf | No Existe 1 No Existe -1 No Existe
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Relaciones entre los valores de las funciones
trigonometricas

El circulo trigonométrico es una herramienta de gran utilidad que puede ser empleado tanto para
determinar el signo de las funciones trigonomeétricas de distintos angulos, como ya se mostro previa-
mente, como para encontrar facilmente y rapidamente las relaciones entre las funciones de distintos
angulos.

A continuacion se presentan ejemplos concretos en los que se utiliza el circulo trigonométrico para
relacionar las funciones trigonométricas de angulos agudos (del 12 cuadrante) con angulos de otros
cuadrantes.

Angulos que difieren en *

= Sisobre el circulo trigonométrico marcamos los angulos 9 y 7/2 — 6:

YA
Q(y,x)
0/ | P(X,y)
/20
o |
y 3 X
Se puede observar que:
senezg cosG:E sen(z—0>:E cos(z—ﬂ):y
r r 2 r 2 r
Por lo que se deduce que:
™ s
sen (5—9) = cosf cos (5—9) =send

= Sisobre el circulo trigonométrico marcamos los angulos 6 y 7/2 + 6:
Se puede observar que:
seng =Y cosf =~ sen(z+9):£ cos(z+9>:_—y:—y
r r 2 r 2 r r

Por lo que se deduce que:

sen (g+0):c050 cos(z+0>:—sen9

2
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YA
Q(-v:x)
0
x /240 P(X,V)
y

0 >
Yy X X

Angulos que difieren en

= Sisobre el circulo trigonométrico marcamos los angulos 6y = — 6:

YA
A i P)
y
y 0 0 -
-X X ;
Se puede observar que:
seng =7 cosf =2 sen(r— ) =2 cos(r—0) =~ =72
T T r T T
Por lo que se deduce que:
sen(m — ) =send cos(m — ) = —cos¥b

» Sisobre el circulo trigonométrico marcamos los angulos 6 y 7 + 6:
Se puede observar que:

senezg
T

-y Yy —X T

cosf = = sen(r+0) = cos(m+0) = — = —
T T r

Por lo que se deduce que:

sen(m +6) = —senf cos(m + 0) = —cosé
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YA

T+0
P(X,Y)

XV

Angulos opuestos

= Sisobre el circulo trigonométrico marcamos los angulos 6y —6:

YA

X
(%)
Se puede observar que:
seng =Y cosf =" sen(—0) = v_Y cos(—0) = —
r r r T
Por lo que se deduce que:
sen(—0) = —sené cos(—4) = cos¥é

En conclusion:

= Las funciones trigonomeétricas de kr — 6, km + 6 y —0 (k, niGmero natural) coinciden con las de 4
en valor absoluto, el signo lo determinamos con el circulo trigonométrico.

= Las funciones trigonométricas de nn/2 — 0y nm/2+ 6 (n, nGmero impar) coinciden con las cofun-
ciones de 6 en valor absoluto, el signo lo determinamos con el circulo trigonométrico.
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Reduccion de angulos al primer cuadrante

Podemos concluir que, para conocer las funciones trigonométricas de angulos en todos los cua-
drantes, basta con conocer los valores de las mismas en angulos del Primer Cuadrante. Es decir, utili-
zando las relaciones antes vistas podemos conocer los valores de las funciones trigonomeétricas para
cualquier angulo. Este procedimiento se conoce como reduccion al primer cuadrante.

Ejemplo: Reducir al primer cuadrante las siguientes funciones trigonométricas:

sen(2w — a) cos <327T + [3) tg(—0)

Como primera medida, ubicamos los angulos en el circulo trigonométrico y observamos el signo que
tiene la o las funciones trigonométricas que nos serviran para reducir las solicitadas. Recordemos que:

a) el segmento vertical representa a la funcion seno del angulo sin su signo, el signo queda de-
terminado por la posicion del segmento: positivo si esta ubicado arriba del eje X y negativo se esta
ubicado abajo del eje X.

b) el segmento horizontal representa a la funcion coseno del angulo sin su signo, el signo queda de-
terminado por la posicion del segmento: positivo si esta ubicado a la derecha del eje Y y negativo se
esta ubicado a la izquierda del eje Y.

YA YA

xXv
xv

2n—o
o), (D
\ L ; 3m/2+B \ cos(37/2+p)

B

Conocido el signo de la funcién y recordando que las funciones trigonométricas que difieren en
un maltiplo de = (k7) coinciden con la misma funcion del angulo y que las funciones trigonométricas
que difieren en un maltiplo impar de 7/2 (n7/2) es la cofuncion del angulo, nos queda de la siguiente
manera:

_sen(—f) —sen(0)
~ cos(—0)  +cos(h)

sen(2r —a) = —sena cos (3’; + B) =+senf  tg(-0) = —tg0

Ejercicio: Te animas a reducir las siguientes funciones trigonométricas?

sen(3r — ) cos (g + a) sec(—a)

Ejemplo: Calcular las funciones trigonomeétricas de los siguientes angulos notables:

cos 2 t om cosec Hn
3 § 4 6
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YA

27n/3
3
/3 /3
S S
cos(2n/3) /3 3 X )/(

|3

Como primera medida, dividimos a los angulos llanos del circulo trigonométrico en 3, 4 y 6 partes
respectivamente y luego ubicamos los angulos, observando el signo que tiene la o las funciones tri-
gonométricas que nos serviran para reducir las solicitadas:

Observamos que a los angulos los podemos expresar de la siguiente manera:

2r_ T m_ T Ur _, =
3 3 4 4 6 6

Teniendo en cuenta lo anterior y conociendo el signo de la funcion, podemos calcular lo solicitado:

27 s 5T T 117 T
—_— = _—— —_— = —_ —_— = 2 _——
cos ( 3 ) cos(w 3) tg( 4) tg(m + 4) cosec( G ) cosec(2m 6)
sen z
cos (27 = — cos (f) g (27 = sen(r + §) cosec [ 1™ _ 1
3 3 4 cos(m+ %) 6 sen(2w — %)
—sen (%
tg (M) = —sen () cosec (117r> -
4 —cos (%) 6 —sen (%)
w57 _ —¥2 cosec (1) _ 1
$\1)7" & o)1
P} 2
5%s 117
g <4> =1 cosec (6> =-2

Ejercicio: Te animas a calcular las siguientes funciones trigonométricas?

sen (4;-> cotg (7:-) sec (5(?->
Identidades trigonomeétricas

Una identidad trigonométrica es una igualdad entre expresiones que involucran funciones trigo-
nométricas y que es verdadera para todos los valores del angulo en los que estan definidas.

Identidad trigonométrica fundamental

A partir del Teorema de Pitagoras podemos derivar la identidad fundamental que relaciona senoy
coseno de un mismo angulo.

sen®a +cosla=1
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donde sen? « indica el cuadrado de sen q, es decir sen? a = (sen «)2.
De la misma forma, cos? a = (cos a)?.

Esta igualdad se [lama Identidad trigonométrica fundamental porque de ella se deducen muchas

otras identidades.
Para demostrar la identidad trigonométrica fundamental basta con aplicar el Teorema de Pitagoras:

cateto opuesto) 2 <cateto adyacente) 2

2 2
sen®a + cos” a = - -
@ @ < hipotenusa hipotenusa

(cateto opuesto)? + (cateto adyacente)?
hipotenusa®

B hipotenusa® _1
hipotenusa®

Esta identidad es valida para todo angulo. Por ejemplo, es valida para a = 7:

senm+cos’r=0%2+12=1

Ejemplos de identidades trigonométricas
Veamos algunos ejemplos:
1. sec?a =1+tana
2. tana -sena +Cosa = seCa

3. tana + cotga = seca - cosec o

Se pueden utilizar diferentes estrategias para demostrar que una expresion es una identidad, como
por ejemplo:

= Una forma es trabajar con un miembro de la igualdad (generalmente el que es mas complicado)
y llegar a la expresion del otro miembro.

= Otra forma es trabajar separadamente cada miembro hasta llegar con cada uno a la misma ex-
presion.

Veamos la demostracion de la identidad del primer ejemplo. Las otras quedan propuestas como
ejercicios.

Demostracion:

Vamos a probar que sec? o = 1 + tan? o para cualquier angulo o.
Trabajamos el primer miembro:

1

secla= ———
cos? o

El segundo miembro resulta:

sena  cos’a +sen’« 1

1+tan’a=1+

cos2a cos? a " cos?2a




K Ingreso

Nivelacion en Matematicas Facultad de Ciencias Exactas y Tecnologia - UNT

Hemos probado entonces la igualdad, ya que hemos arribado al mismo resultado al trabajar el pri-
mero y el segundo miembro.

Ejemplo: Verifica la siguiente identidad trigonomeétrica:

1—senz  cos(m —x)

- = 2sec
cosx 1+sen(—x) “

Trabajamos con el primer miembro reduciendo a angulos del primer cuadrante y llegaremos a la
expresion del segundo miembro:

YA YA
—X
<IN, ,
cos(n-x) ; -X )?
sen(-x)
l—senz cos(mr—xz) 1-—senx —cosz  l—senx coszr  l—senx  —COSx
cosx 1+sen(—z)  cosx 1+ (—senz)  cosx l1—-senr  cosw 1—senx
~ (1—senz)?+cos*’z  (1—2senz+sen?z)+ cos’x
cosz-(1—senx) cosz- (1 —senx)
_1-2senz+sen’z+cos’z  1-2senz+1 2-2senz
B cosz - (1 —senx) - cosz-(1—senx) cosxz-(l—senx)
~ 2(1-senz) 2 _o 1
- cosz-(1—senz) coszx ~ cosz
=2secz

Hemos verificado la identidad.
Ejercicio: ;Te animas a verificar la siguiente identidad trigonométrica?

1—2cos?z

=tgx — cotgx
senx Cosx 8 8

Ecuaciones trigonométricas

Las ecuaciones trigonométricas son aquellas ecuaciones cuyas incognitas son angulos que forman
parte del argumento de una o varias funciones trigonométricas.
Para resolver una ecuacion trigonomeétrica es conveniente expresar todos los términos de la ecuacion
con el mismo angulo y después reducirlo a una funcion trigonomeétrica, o bien, factorizar la ecuacion
si es posible.
Suele usarse para la incognita la letra = pero, al tratarse de un angulo, también pueden usarse letras
griegas.
Vamos a mostrar ejemplos.
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Ejemplo 1:
senz =0

Sabemos que para el angulo igual a 0, el seno resulta igual a 0. Por lo tanto este es un valor para el
cual la igualdad anterior se verifica.

También sabemos que para el angulo igual a 7, el seno también resulta igual a 0. Por lo tanto este es
otro valor para el cual la igualdad anterior se verifica.

Pero no son los (nicos. Por ejemplo, sen 27 también es igual a cero 0. Y con 37 ocurre lo mismo.

La solucion a esta sencilla ecuacion trigonomeétrica no es Gnica. Todos los angulos de la forma &, con
k un nimero entero, es una solucion de la ecuacion planteada.

Si ahora pensamos que solo nos interesa encontrar solucion a la ecuacion planteada para angulos de
menos de un giro, es decir, para 0 < z < 2, entonces la ecuacion tiene s6lo 2 soluciones y son z = 0
yr=nm.

Asi, el conjunto solucion de esta ecuacion trigonométrica es:

cS={0,7}

Importante: Debes resolver la ecuacion trigonométrica y tomar las soluciones segin la condicion
establecida para el angulo.
Ejemplo 2:

sen (1’ + %) = ? sabiendoque 0<zx <27

Para resolver tenemos que encontrar los angulos entre 0 y 27 cuyo seno es igual a ? Para ello
usamos el circulo trigonométrico:

Los angulos son 2:

il
3
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Entonces planteamos que:

+7T_7T:> T _
TTYT3TYTY YT T2 T 12
s 2T 2t 7w 8T — 31 5t
T+ -—-—=—=r=———= = —
4 3 3 4 12 12

Asi, el conjunto solucion de esta ecuacion trigonomeétrica es:
T o7
cs={- 2
{12’ 12}
Ejemplo 3:
cos’z —3sen’z =0 sabiendoque 0<uz <27

Observa que en esta ecuacion la incognita esta en dos funciones trigonométricas. Una estrategia
que debes aplicar en casos como éstos es expresar la ecuacion en términos de una sola funcion trigo-
nomeétrica. En este ejemplo usaremos la identidad trigonométrica fundamental y escribiremos:

cos’z —3sen’z =0= (1—sen’z) —3sen’z =0
2 2 1
1—4sen“x =0= sen T=7

sen il
r==*+_
2

Ahora tenemos que encontrar los angulos entre 0y 2 cuyo seno es igual a +1 o a —1. Para ello
usamos el circulo trigonométrico:

YA\
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En este caso los angulos son 4:

T
xlzg
s 6m — 51
To=T— — = = —
6 6 6
+7r 6w+ m T
Lo = — = -
37T 6 6
9 T 12—« 117
Ta = — frng _
1T 6 6

Asi, el conjunto solucion de esta ecuacion trigonométrica es:

m bw Tm 1llmw
CS{6’6’6’6}

Ejemplo 4:
1+ sen (g — a) =2sen’a sabiendoque 0<a <27

En este caso donde los angulos son distintos, debemos reducir las funciones al primer cuadrante
usando el circulo trigonomeétrico:

YA

[0 sen(m/2-a.)

\TE/2—O(
J

XV

por lo que:
sen (g - a) =+ cosa
la ecuacion queda:
1+cosa=2sen’a

En esta ecuacion la incognita esta en dos funciones trigonométricas. Debemos expresar la ecuacion
en términos de una sola funcion trigonométrica, por lo que usaremos la identidad trigonomeétrica
fundamental y escribiremos:

1+cosa=2(1-cos?a)=1+cosa=2—2cos’a

1+cosa—2+2cos?a=0=2cos?a+cosa—1=0
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Realizando un cambio de variable:
u = COS«

Nos queda una ecuacion cuadratica de variable u:
2 +u—1=0

La resolvemos utilizando la formula de Bhaskara:

—b+ Vb2 —dac  —1+£,/12-4-2-(-1) -1+/T+8 -1+0 —1+3
= " = =

2 2a 2.2 4 4
-1+3 2 1 e ek B S
METTL T 1T Y e Ty T
Como u = cos a, obtenemos que cos o = % y cos a = —1 verifican la ecuacion.

Ahora tenemos que encontrar los angulos entre 0y 2x cuyo coseno es igual a +3 o a —1. Para ello
usamos nuevamente el circulo trigonomeétrico:

YA YA

/3 T

LN

/3

1

> >
/3/1/2 X -1 X
2n—n/3
En este caso los angulos son 3:
m
= =
T3
9 ™ 6m—m 5w
« = m— — = = —_—
? 3 3 3
a3 =T

Asi, el conjunto solucion de esta ecuacion trigonomeétrica es:

T 9T
CS— {3,3 ,77}
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Ejemplo 5:
1+ sen (g - a) =2sen’a sabiendoque a€R

En el ejemplo anterior se obtuvo el conjunto solucion de angulos de la primera vuelta (0 < a < 27)
que verifican la ecuacion.
En este ejemplo los angulos (o € R) que cumplen la ecuacion son los que se obtienen al sumar las
vueltas completas (27) consecutivas a las tres soluciones halladas, es decir:

CS = {§+2k7r,5; + 2%, +2k7r} ,con keZz
Veamos graficamente algunas de las soluciones: parak =0,k =1y k =2

YA YA YA

w Sn\ 3\ X
A+4n
>
En conclusion:

Para resolver una ecuacion trigonométrica puedes proceder de la siguiente manera:

-_—

. Reducir las funciones al 1° cuadrante.

N

. Expresar la ecuacion en términos de una Gnica funcion trigonométrica.

3

4, Tener en cuenta s6lo las soluciones que pertenezcan al rango indicado en el enunciado.

. Hallar los valores de la funcion trigonométrica que verifican la ecuacion obtenida.




