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Resumen 

Co-homología de álgebras de Lie 3-pasos nilpotentes libre 

En el artículo Lie algebra cohomology and the generalized Borel-Weil theorem, Ann. of 
Math. 74 (1961), 329-387, Kostant calculó la cohomología de las álgebras de Lie que 
aparecen como radicales nilpotentes de subálgebras parabólicas en álgebras de Lie 
semisimples. Por lo tanto, es deseable obtener información de la (co)homología para el caso 
no Kostant. 

El problema para el caso de álgebras de Lie 2 pasos nilpotentes libre fue resuelto por Sigg en 
el artículo Laplacian and homology of free 2-step nilpotent Lie algebras, J. of Algebras 
185(1996),144-161, aunque la misma descripción puede deducirse del articulo ya 
mencionado de Kostant. Nuestro objetivo es aportar resultados para el caso de álgebras de 
Lie 3 pasos nilpotentes libres. 

Un algebra de Lie compleja 3-pasos nilpotente libre de rango 𝑟 es 

𝑔 = 𝑉 ⊕ ⋀ଶ𝑉 ⊕ 𝑊, 

donde 𝑉 es un ℂ −espacio vectorial de dimensión 𝑟 y 𝑊 es la base de Hall a 𝑟 generadores. 
El corchete de Lie está definido por: si 𝑎 y 𝑏 están en 𝑉, [𝑎, 𝑏] está en ⋀ଶ𝑉, si 𝑎 está en 𝑉 y 𝑏 
está en ⋀ଶ𝑉 entonces [𝑎, 𝑏] está en 𝑊 y 0 en cualquier otro caso. Cada algebra de Lie tiene 
asociado un complejo de cadenas  

… ⋀௡𝑔
    ௗ೙     
ሱ⎯⎯⎯ሮ ⋀௡ିଵ𝑔

    ௗ೙షభ     
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ … .

    ௗర     
ሱ⎯⎯ሮ ⋀ଷ𝑔

    ௗయ     
ሱ⎯⎯ሮ ⋀ଶ𝑔

    ௗమ     
ሱ⎯⎯ሮ 𝑔

    ௗభ     
ሱ⎯⎯ሮ  ℂ 

Donde  

 𝑑௡(𝑥ଵ ∧ 𝑥ଶ ∧ … ∧ 𝑥௡) = ∑ (−1)௜ା௝ାଵൣ𝑥௜ , 𝑥௝൧ ∧ 𝑥ଵ ∧ … ∧ 𝑥పෝ ∧ … ∧ 𝑥ఫෝ ∧ … ∧ 𝑥௡
௡
௜ୀଵ . 

 Definiendo 𝑍௡(𝑔) = 𝐾𝑒𝑟 𝑑௡, 𝐵௡ିଵ(𝑔) = 𝐼𝑚 𝑑௡ାଵ y finalmente, definimos el 𝑛-ésimo 
espacio de homología de 𝑔 como: 

𝐻௡(𝑔) =
𝑍௡(𝑔)

𝐵௡(𝑔)
 

La cohomología es el caso dual de la homología.  

En el libro Free Lie algebras-Christophe Reutenauer, lo primero que hicimos fue entender la 
estructura de álgebras de lie libres, después estudiamos el caso particular libres 𝑛- pasos 
nilpotentes. 



Utilizando la definición de 𝑑௡ antes descripta realizamos el cálculo a mano de los diferentes 
espacios de homología, cabe destacar que para el ejemplo particular donde la dimensión del 
espacio 𝑉 es 3, el álgebra de Lie 𝑔 tiene dimensión 14, así los respectivos espacios ⋀௡𝑔 
tienen dimensiones muy grandes como 3432 para el caso 𝑛 = 7 y 3002 para el caso 𝑛 = 6 
entre otros. Para poder simplificar los cálculos nuestro siguiente paso fue aprender la teoría 
de representaciones para álgebras de Lie semisimples basados en el libro Representation 
Theory-Fulton Harris. La principal herramienta que obtuvimos aquí fue la de espacios pesos, 
vectores pesos y diagramas de Young. Cada espacio irreducible esta generado por un vector 
peso máximo que a su vez tiene asociado un diagrama de Young, esto nos permite calcular 
los diferentes espacios ⋀௡𝑔 por medio de construcciones geométricas bastantes simples 
siguiendo la regla de Littlewood- Richardson. Además, por medio de estas herramientas el 
cálculo de las funciones 𝑑௡ se simplifico de forma notable. Sin embargo, a pesar de 
simplificar nuestras cuentas el número de estas es todavía muy alto, aún para dimensiones 
bajas. Destacamos que los resultados obtenidos por ambos caminos fueron iguales. 

Nuestro siguiente paso es aplicar la sucesión espectral de Hochshild-Serre. Para un álgebra de 
Lie 𝑔 y un 𝑔-módulo 𝑉 la sucesión espectral sirve para calcular la (co)homología de 𝑔 con 
coeficientes en 𝑉 y se construye a partir de un ideal ℎ de 𝑔. Si dim 𝑔 <  ∞, la sucesión 
espectral converge, esto es, calcula eventualmente 𝐻௜(𝑔, 𝑉) para todo 𝑖. El teorema de 
Hochshild-Serre establece que el segundo nivel de la sucesión espectral que construye es  

𝐸௣,௤
ଶ = 𝐻௣(𝑔/ℎ, 𝐻௤(ℎ, 𝑉)) 

Así, el cálculo de 𝐻(𝑔, 𝑉) se expresa en términos de las homologías del ideal ℎ y del cociente 
𝑔/ℎ. En nuestro caso particular, en primera instancia tomamos 𝑉 = ℂ, 𝑔 = 𝑉 ⊕ ⋀ଶ𝑉 ⊕ 𝑊 y 
el ideal ℎ = 𝑊, por lo tanto, el cociente  
𝑔/ℎ ≅ 𝑉 ⊕ ⋀ଶ𝑉 es el álgebra de Lie 2- pasos nilpotente libre. Nuestro siguiente paso es usar 
los artículos de Sigg y el artículo The adjoint homology of a family 2-step nilradicals. J of 
Algebra de Alejandra Alvarez y Paulo Tirao, para poder realizar cálculos a mano y en el 
programa Maple 18 y así poder generalizar resultados. 
 
Tenemos indicios que nos hacen pensar que los resultados obtenidos son favorables, sin 
embargo, todavía nos falta encontrar algún resultado general. 
 


